Herr Brill geht aus von der Elimination zweier Variabeln (x, ) aus drei Korre-
spondenzgleichungen 4 %
f (ay; a'y) = 0
/i l:.v_y; .'r.?';u’) = 1
wiay; 2y) =0
von den bez Graden @, b, ¢ in (2,9); o, ¥, ¢ in z,y. Es seien gewisse feste Punkte
in der Ebene vorhanden, derart, dass f als Funktion von (#,y) im Punkt (w;v,) eifach,
als Funktion von (2'y) «/fach verschwindet und analog ¢ und w, 8 und g/, resp. y; und
yifach. Endlich gehdre zu den Punkten (u;7;) auch der Punkt (@'y’) selbst, d. h, es

- . (=
moge angenommen werden, dass fir )
1 i ~: I,.’

ebenso ¢ und , g resp. yfach, Indem man nun von Schritt zu Schritt den Gang der
Elimination verfolgt und simtliche iiberfliissigen Faktoren aus der Resultante ausscheidet,
welche teils von vielfachen festen, teils vielfachen beweglichen Punkten herrithren, be-
kommt man schliesslich die sogenannte reduzierte Resultante, welche die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir ausdriickt, dass die drei Funktionen ausser den Werte-

J ebenfalls verschwindet und zwar afach;

ol =4 " & - . =) =
aaren (u; v;) und J *, noch ein weiteres vemeinschaftlich haben. Der Grad [R] der
P ly =y £

gewiinschten Resultante R(a'y) wird in (2'y):

L. [B]=(be —Zfipp—By) d + (ca — Syie; — yee) b’
+ (ab — Saify —ap) ¢ — (afy + bye + caf) + 3afy .
Ebenso stellt Herr Brill fiir die Vielfachheit [ R;] des Punktes der Kurve R (@y)=10
in dem festen Punkte (u,9;) die Formel auf:

I1. LB:] = (be —ZBiyi — By) i + (ca— Sy —ye) g
+ (ab—ZSeaifi— af) yi' — (wifly + Biyee + viaf) 4+ cfly .

Ich wende mich nun zum Beweis der Zeuthenschen Korrespondenzformel. Er ver-
langt die Kenntnis eines Hilfssatzes, dessen l{ic]nEglmit hier kurz dargethan sei.

nDer Ausdruck, dessen Verschwinden die Berithrung (Beriihrungsinvariante) zweier
Kurven / und ¢ von den Ordnungen m und n anzeigt, ist vom Grade » (Zm +n—3) in
den Koeffizienten der ersten und vom Grade m (2n + m 3) in denen der zweiten Kurve,"

Die Beriihrungsinvariante ergiebt sich durch Elimination von (x,%) aus den drei
Gleichungen: !
) Ji@yy =1

g (axy) =0

(1
(2.)
[:"-.} R IL.'J"_UJ _,f"l.'r.'j P 'l,f-'} = 'l,""_.'.l(. r(l;” T



Um den Grad der Resultante zu bekommen, ist der Charakter der Gleichung (3.)
zu beachten. Fir (1) und (2) kann man nach dem Eulerschen Satze auch schreiben:
@l +yfan+2f5H=0
@ g'X) +y gy +2¢E)=0; also
a(f'@ o'tn—g'@ )= e'@—¢E) ¢y

oder abgekiirzt: ak=2z 5,
also mit 2=1 e
Wenn (@ 9,), (#3y3), - - .. (@-y,) die gemeinschaftlichen Wertepaare von (1.) und (2)

sind, so ist auch: _ 3 ¢
Wil s @y~ Tl s b =515 e 1
wo R = B (z4:) gesetzt ist.
Fithrt man nach der Poissonschen Methode eine neue Variable / durch die Gleichung
t= Ao -+ py
ein, und bekommt man durch Elimination von (xy) hieraus und aus den Gleichungen (1.)
und (2.) die Resultante:
e e e L DR R e
so ist, weil S von der Dimension m + n— 2 ist:
Prmn = S 8e e

eine ganze Funktion in den Koefficienten von f und ¢; also auch

Tum Tit= E-IT'LLTI_; PR .l‘l)] Jr'll_g e J‘r'.-
eine solche,

1'11.‘
a r
Da nun in B v B =
: = _J’_u 1=1, =0

7. im allgemeinen nicht durch 7, teilbar ist, so muss es T,"+*—2 R R, .... R, sein;
d, h. man braucht I, B, . .... R, nur mit der (m -+ n—3)ten Potenz von 1, zu multiplizie-
ren, um die Berithrungsinvariante als ganze Funktion in den Koeffizienten von Sund ¢ zu
bekommen, (Dass die Resultante durch 7, teilbar sein muss, ist geometrisch evident, da
die Funktion B auch verschwindet fiir blosse Beriihrungen von foder ¢ mit der unendlich
fernen Geraden). Somit bekommt man fiir den Grad der Berihrungsinvariante in den
Koeffizienten von f, wenn man d Doppel- und » Riickkehrpunkte von f annimmt, in wel-
chen R =0 die Kurve f= 0 schneidet, resp. beriihrt:

n(m+ n— 38) + mn— 2d — 3r

—n(@m+n—3) —2d—3r.

Haben endlich f und ¢ in einem gemeinsamen Punkte einen i- resp. kfachen Punkt
mit getrennten Tangenten, so wird die Beriihrungsinvariante, welche die nicht in diesen
Punkt fallenden Beriihrungen angiebt, in den Koeffizienten von f vom Grade:

n(@m4+n—3)—2d —3r—k({i+LE—1)—ik
=2mm+2(p—1)—r—2ik ,
wenn p das Geschlecht der Kurve f bezeichnet,

Die angegebene Abzihlung lisst sich sofort auf beliebig viele Variable ausdehnen,
So wird der Grad der Beriithrungsinvariante, welche die nicht in den gemeinschaftlichen
i- resp. k-, resp. lfachen Punkt dreier Flichen s, ¢, ¥ von den bez, Ordnungen m, #, p
fallenden Beriihrungen angiebt, etwa in den Koeffizienten von :

mn (2p + m +n—4) — Xkl — ik (1 -k —2) .




Die gefundenen Ausdriicke verifiziert man leicht mittelst der von Herrn Brill
(Math. Annalen, Bd. 6 und 7) bewiesenen Korrespondenzformel. Hiernach ist die Zahl der
Koinzidenzpunkte einer (e«f)y-Korrespondenz auf einer Kurve vom Geschlecht p:

P=a+ 8+ 2py.

Man hat z B. fiir den ersten Fall auf der Kurve f die Korrespondenz:

(mn—1—ik, mn — 1 —ik),
zwischen den nicht in den festen gemeinschaftlichen ¢-, resp. kfachen Punkt fallenden
Schnittpunkten beider Kurven, Wendet man hierauf die angegebene Korrespondenzformel
an, so ist zu beachten, dass unter den P eigentlichen Koinzidenzen auch die y-Riicklkehr-
punkte von f enthalten sind, weil auch hier zwei Punkte unendlich benachbart auf dem-
selben Kurvenelemente liegen; also wird die gewiinschte Zahl der Berithrungen des Kurven-
biischels mit der Kurve f:

P—2mn+2(p—1)—2ik —» .
Ebenso hat man fiic den zweiten Fall auf der Schnittkurve der Flichen [ und ¢ die Kor-

respondenz: 3
(nenp — il — 1, mnp — ikl — 1),
also kommt mit
2 =mn(m4+n—4)—b(i+-E—2) + 2
die Koinzidenzzahl:
P—wn(2p +m+n—4)— 20k —ik(z +- E—2)
wie oben,
Der bewiesene Hilfssatz gestattet eine einfache Ableitung der Zeuthenschen Formel

fir den Fall von ,Wertigkeits“-Korrespondenzen, Herr Zeuthen fragt nach der Ab-

hingighkeit des Geschlechts (p) einer Kurve f von demjenigen (p’) einer Kurve (f7), wenn
beide so auf einander bezogen sind, dass jedem Punkte P von f &-Punkte P’ von [ ent-
sprechen und jedem Punkte 7 von f' e-Punkte von f.

Um die gewinschte Relation zu finden, sucht man die Zahlen 2z und & der Koinzi-
denzen von zwei Punkten, welche bez, auf y und f° demselben Punkte der andern Kurve
entsprechen, wobei die durch Doppelpunkte der Kurven hervorgerufenen Koinzidenzen
nicht mitgezihlt sind,

Sind (ay), (@, ») zwei entsprechende Punkte,

flay) =1
flay)=20
die zwei auf einander bezogenen Kurven, so kann man sich die «'-Punkte, welche einem
Punkte (zy) entsprechen, ausgeschnitten denken durch eine Kurve
glay, dy) =10 ,
welche in ay vom Grade m, in (2'y) vom Grade ', wenn
mn —a
Durch die Kurve ¢ kann man auch die «-Punkte auf f herstellen, wenn ebenso
mn=c .
Dieses Ausschneiden scheint daher nur in sehr beschrinkten Fillen moglich zu sein. Die
Giltigkeit des Beweises kann aber dadurch ausgedehnt werden, dass man die Kurve ¢
durch die nétige Anzahl fester Punkte von f, resp. [* ein- oder mehrfach hindurchgehen
lisst, z. B. k; resp. k'fach und nur die beweglichen Schnittpunkte zdhlt, so dass
mn = e + Zk;

mn —=a + =k .



Ls fallen zwei von den ¢ beweglichen Schnittpunkten von ¢ mit f zusammen, wenn
¢ die Kurve 7 berithrt, Hat nun die Kurve fqyfache Punkte (mit getrennten Tangenten)
und ¢-Riickkehrpunkte; ldsst man ferner die IKurven [ und ¢ durch ¢ feste gemeinschaft-
liche Punkte gehen und zwar ¢ je kfach, so weiss man nach dem aufgestellten Hilfssatze,
dass die Beriihrungsinvariante in den Koeffizienten von g vom Grade wird:

Zom+ 2 (p—1)— 23k —r .
Und da die variabeln Koeffizienten von ¢ selbst vom Grade m’ sind, wird der gewiinschte
Grad in (2y): .

m (2mn + 2(p—1)— 23k —7r) .

Die (2#'y’) haben gleichzeitig der Gleichung f'(z’y) = 0 zu geniigen, daher wird die
Zahl der Berithrungsstellen:

mn' (2mn +2(p — 1) — 23k — 1)
oder mit obigen Werten von mn und m's’:

(e + Zk) e+ 2(p— 1) — 7)
als Zahl der Koinzidenzen von zwei Punkten, welche auf f demselben Punkte der andern
Kurve entsprechen. Wenn man daher die Koinzidenzpunkte abzieht, welche durch die
fest angenommenen Punkte der andern Kurve veranlasst werden, bleibt fiir die gewiinschte
Zahl der Koinzidenzen der den beweglichen Punkten allein entsprechenden Punkte:

o' (2a -+ 2p—1)—r) .

Kommt es nun fmal vor (auf jeder Kurve), dass zugleich zwei einem Punkte P entspre-
chende Punkte in P’ zusammenfallen und umgekehrt zwei von den I’ zugehérigen in P,
so kommt fir die Zahl der Koinzidenzpunkte auf der Kurve f:

(1.) z - ".."‘3': '.’.‘re'[.ﬁ,'— |_} == :_}jJu' —ra .
Und analog auf der andern Kurve:

(2.) &+ 28 =2l — 1) + e — e ,
also durch Subtraktion

(3.) g — gl L’rr'f_jJ — 1) — '_}ﬂ["i-fJ —D—ga’ + ¥,
welche Relation mit der von Herrn Zeuthen gefundenen tbereinstimmt, wenn man dort
noch r Riickkehrpunkte von f und #» solche von ' annimmt,

Wendet man die Formel (3.) auf zwei eindeutig auf einander bezogene Kurven an mit
a« =« —1, so folgt bei Beriicksichtigung der Thatsache, dass einem Riickkehrpunkt der
einen Kurve entweder wieder ein solcher oder zwei unendlich nahe Punkte der andern
Kurve entsprechen, fiir sie die Gleichheit des Geschlechts,

Die Gleichung der Kurve, welche von den Verbindungslinien entsprechender Punkte
beider Kurven eingehiillt wird, erhilt man durch Elimination von () (2',y") aus den
fiinf Gleichungen:

(1.) flzy) =0
(2) ey ="0
(8) g (xyay’) =0
(4.) ux + vy +1=10
(5.) ur' +vy +1=20 .

Eliminiert man (#'y’) aus den Gleichungen (2.), (3.) und (5.), so kommt eine Gleichung:
(6.) Y (ay, w) —10 ,

welche in @,y vom Grade mn’, in (u,v) vom Grade m'n’ — 3k/, sowie in jedem festen




e
kifachen Punkte von ¢ w'kifach verschwindet, Die Elimination von (a2, ) aus ( L.); (4.) und
(6.) giebt somit in (u,v) eine Gleichung vom Grade:
fe=n.mn'— 0’ ki 4+ n ('’ — 3k
oder b= ne'+ ne .

Dieselbe Klasse bekommt man durch blosse Abzihlung mittelst des Chaslesschen
Korrespondenzprinzips, indem man einen beliebigen Strahlbiischel betrachtet, dessen Strahlen
nach entsprechenden Punkten hinlaufen und daher eine (ne', w'e) Korrespondenz bilden.

Das Geschlecht p der Enveloppe bestimmt sich mittelst der Zeuthenschen Formel.
Die Punkte auf / und der Einhiillenden stehen in einer (1, &) Korrespondenz und zeigen 0,
resp. &+ f Koinzidenzen, also:

Ap'— =2 (p—1) 4+ &'+ 8 —ra'
(= 2e [:p‘—— 1:,] S ?“u:] g

I,
Uber einige Sitze von Steiner.

In ,Jakob Steiners gesammelten Werken' (herausgegeben von Weierstrass)
steht (Bd. 1l p. 667) folgender nicht bewiesener Satz:

,woind in gleicher Ebene irgend zwei Kurven, die eine vom pten, die andere
vom gten Grad, in fester Lage gegeben, und bewegen sich die Endpunkte einer
konstanten Strecke gl einer Geraden S bezichlich in denselben, so umhiillt die
Gerade eine Kurve dpgter Klasse, welche die im Unendlichen liegende Gerade
Goo zur 2pgfachen Tangente hat.

Seien die Gleichungen der beiden Kurven, auf denen sich die Endpunkte (a, y) und
(a'y') der konstanten Strecke ab r bewegen ,
Slay) = resp. o lay) { ;
so ergiebt sich die gesuchte Klassenkurve durch Elimination von g, u; z'y’ aus den fiinf
Gleichungen

(1) flay) =0
(2) glzy) =10
(5] @—a)2+ (y 'j'f‘iﬁ =
(4. uae -+ vy -+~ 1 =20
(5.} U+ ."Ilj" -1 f=
Bildet man aus (4.) und (5.) die neue Gleichung:
(57) —a)u+(y—y)v=10,
[

so verschwindet diese fiir o= und wird bei der Resultantenbildung auch gleich die
i :

Vielfachheit der unendlich fernen Geraden als Tangente der Klassenkurve erkennen
lassen, Um den Grad der Resultante in Bezug auf (u v), sowie die Vielfachheit ihres
| L]
Iy - )
Methode eliminiert. Setzt man demnach:

(6.) f — oo’ - ,ﬂ’lu' :

Verschwindens mit zu erfahren, denke man sich etwa nach der Poissonschen




s0 kommt durch Elimination von (2,%') aus den Gleichungen (3.), (5') und (6.):
(22 4+ v2) (ax + By — )2 —r®*(fu — ev)®=0 oder

(7.) (u2+ o) 82— 2 (e + fy) (0 + 02 ¢ + (az + By)® (w2 + 02 — 2 (B —ar®) =0 ,
welche Gleichung dazu dient, die symmetrischen Funktionen in
(8) g (@) (@, y) =0

zu berechnen, Da Gleichung (7.) in Bezug auf (#,#) homogen vom zweiten Grade ist, so.
werden auch in den Ausdriicken fiir die symmetrischen Funktionen Zihler und Nenner
homogen von derselben Dimension sein, und weil man die linke Seite von (8.) noch mit
(v®+ v®)t zu multiplizieren hat, um eine ganze Funktion von (u,#) zu bekommen, so ist
die Resultante

(9.) R (zy, wy) =0
in (4,9) vom Grade 2 und verschwindet fir IT ‘U: ebenfalls 2gfach. Ebenso ist diec Re-

sultante (4.) in Bezug auf (z,y} vom Grade 2¢. Eliminiert man endlich noch (x,%) aus den
Gleichungen (1.), (4.) und (9.), so wird die ncue Resultante in Bezug auf (i, 2) vom Grade:
2q.p + 2q.p=4pg .

Diese Zahl giebt die Klasse der fraglichen Kurve an, wie auch einfach die Anwendung
des Chaslesschen Kurrusl)un:icn?.prinzipc:ﬁ ergiebt.

Fiir die Vielfachheit des Verschwindens der genannten Resultante mit I”_ = ": bekommt
man die Zahl 2pg, was zu beweisen war. Loy

Mittelst der oben bewiesenen Zeuthenschen Korrespondenzformel lisst sich auch
das Geschlecht der betrachteten Klassenkurve bestimmen. Einem Punkte P der einen
Kurve CF (vom Grad p und Geschlecht n) entsprechen 2gPunkte der andern Kurve und
also auch 2¢Beriihrungspunkte der in Frage stehenden Einhiillenden. Umgekehrt ent-
spricht einer Tangente der letzteren ein Punkt der Kurve (7. Um die Zahl der Punkte
F zu finden, fiir die zwei Tangenten der Einhiillenden zusammenfallen, bemerkt man, dass
die Ordnung N der Parallelkurve zur Kurve C7F, deren Klasse I sei, sich berechnet zu
N=2(p+k); die Zahl von Schnittpunkten der Parallelkurve mit der Kurve €7’ ist so-
mit: 2¢(p -+ k). Nach diesen Angaben giebt die Zeuthensche Formel fiir das Geschlecht
n” der Einhiillenden die Beziehung:

2" —1)=2 . 2¢(e—1) + 29(p + %)
oder ' =1+2¢(x—1)+ g (p+ %)
( =1 4 2-}}(”’ -1) + p {r; EFT .l'”]) .

Bewegen sich die Endpunkte der konstanten Strecke ab — # auf einer und derselben
Kurve f(zry) =0 von der pten Ordnung, so ergiebt sich die Einhiillende der Verbindungs-
linie durch Elimination von a,y, o'y’ aus:

(1.) [ley) =10
(2.) fle'y)y =0
(2. A -.-;'.'"]": - {.a,r — :r_;‘;l‘:-- —yr2 =1
(4.) ur vy 4+ 1=—10
(5.) ux’ -+ vy’ + 1 =10
(5") wlw—a) +oly—y) =0 .

Eliminiert man (2"y) aus (2), (8.) und (5), so wird die Resultante (6.)
(6.) Bfeyun) =10,




in Bezug auf (wy) vom Grade 2 (p — 1), in Bezug auf (u, ») vom Grade 2p und verschwindet

5 T | -
mit 2nfach,
{ =0 5
Eliminiert man nun weiter (r, ) noch aus den Gleichungen (1.), (4.) und (6,), so wird
die Resultante in Bezug auf (1, v) vom Grade:

(p—1)2p +2p(p—1)=4dp(p—1) .

Nun zeigen aber sowohl die angegebenen Gleichungen als auch die geometrische
Betrachtung, dass simtliche Verbindungslinien entsprechender Punkte doppelt auftreten,
d. h, die ganze Kurve erscheint doppelt; also ist ihre Klasse die Hilfte der oben ge-
fundenen Zahl oder — 2p(p — 1)

s The ; ’ . : 0 :
Die Vielfachheit des Verschwindens der Resultante mit ': 0 wird 2p(p — 1), also
ist die unendlich ferne Gerade p(p-— 1)fache Tangente an der gesuchten Klassenkurvye,

Hieran schliesst sich die weitere Aufgabe von Steiner:

st die geoebene Kurve vom vierten Grad, C4, so umbhiillt die constante
Sehne @b oder ihre Verlingerung eine Kurve z4ter Klasse, Beide Kurven haben
12.24 — 288 gemeinschaftliche Tangenten, wovon 16 auf die vier Asymptoten
der gegebenen Kurve fallen; von den 272 iibrigen soll jede durch 8, bezeichnet
werden. Beriihrt eine der letzteren die gegebene Kurve etwa im Punkte « und
schneidet sie in den Punkten g und y, so liegt die constante Sehne entweder
zwischen diesen Schnittpunkten oder zwischen einem derselben und dem Beriih-
rungspunkt, also entweder ist gy = ab oder es ist ¢f oder ay — ab . lm letzteren
Falle bertthren sich die Kurven im Punkte « und dann zihlt §; fiir 2zwei gemein-
schaftliche Tangenten. Bezeichnet man die Zahl der Fille, wo af oder ay — ab

mit m und die Zahl der Fille, wo gy — ab, durch =, so ist:
2 4= = 272

Die Zahlen s und % zu finden.“

Die Zahl m ergiebt sich als Zahl der Wertpaare (w,y), welche den Gleichungen
genigen:

(1) flay) =1
S Eas Ui sy

2. i sl == 0
[ ) F [ ! J r?lf.f & de

(3.) ',|" [,':.':-.l,:"] ()

(4.) (o )2 (i I;,.r']"' y2 ()

Diese Gleichungen zeigen, dass die beiden Kuryen, die gegebene und die Einhiillende,
sich in den Punkten (#, ) beriihren, da die (», y), welche sich aus diesen vier Gleichungen
berechnen nach Elimination von (2'y") auch der Tangente der Einhiillenden, nimlich

e -+ vy -+ 1 i)
geniigen, und zwar ist dabei (a,v) der Beriihrungspunkt.
liminiert man (2y") aus den Gleichungen (2.), (8.) und (4.), so wird dic Resultante
(5.) Rizy) =0

in (v,y) vom Grade : ,
[Rl=(8.4—2)2 +2.4—2.2=24 ,




i [0

also bekommt man fiir die gesuchte Zahl s als Zahl der gemeinschaftlichen Wertpaare
(@) von (1) und (5.):
m—4,24 =96 und somit
n=—=2a0 .
In Steiners gesammelten Werken findet sich im zweiten Band, p. 632 auch folgender
nicht bewiesener Satz:
.Der Ort der Scheitel aller rechten Winkel, welche einer gegebenen Kurve
Jter Klasse umschrieben sind, ist eine Kurve k¥en Grades.®

Die gesuchte Kurve ergiebt sich durch Elimination von (uy#,), (wsvp) aus den fiinf
Gleichungen:

(1) g (uye) =10
(2. g (tawg) — 0
(3.) thha +uny+1=10
(4.) e + voy + 1 =10
(5. ugtiy + vy vg — 0

Eliminiert man (ug, vy) aus (2), (4) und (5.), so kommt eine Gleichung
(6.) EIH E:fh iy .-J'If,r] {}
welche in (w;2;) und ebenso in (ayy) vom ften Grade ist. Eliminiert man (u;#) aus (1.),
(8.) und (6.), so wird die Resultante
(7.) Ry () =0
vom Grade % + k2=212 .
In (7.) muss notwendig auch die Resultante von
g (tey) =1
W+ vy 4 | ()
i+ u2=10
enthalten sein, welche uneigentliche Losungen ergiebt (denn sie ste

It ja das Produkt der
2] Tangenten dar, die man von den imaginiren Kreispunkten aus an die Kurve ziehen
kann), also bleibt fiir die eigentliche Resultante noch der Grad:

252 — 2k = 2k (—1) .

Nun zeigt aber sowohl die geometrische Betrachtung als auch die analytische Be-
handlung, dass jeder Punkt des beregten geometrischen Ortes doppelt erzeugt wird, d. h.
die ganze Kurve erscheint doppelt und ihre Ordnung ist daher nur die Hilfte der ge-
fundenen Zahl, d, h. n =k (k— 1), wie auch einfach die Anwendung des Chaslesschen
Korrespondenzprinzips ergiebt. Vom beliebigen Punkte P einer willkiirlich gewihlten Ge-
raden g lassen sich an die gegebene Kurve & Tangenten legen. Senkrecht zu (f—1)
von diesen ziehe man die (k— 1)k moglichen Tangenten und ordne deren Schnittpunkte
mit g dem fkten Bertthrungsstrahle durch P zu. Auf diese Weise kann man auf g eine

ek —1)&k(k—1)]
Korrespondenz erhalten; also wird die Zahl der Koinzidenzpunkte — 2% (k— 1), und da
jeder Punkt der Kurve doppelt auftritt, ergiebt sich fiir die verlangte Ordnungszahl wieder
=k (k—1), eine Formel, deren Richtigkeit im Gegensatz za der von Steiner ange-
gebenen, fiir den Fall k —2 bestitigt wird.

Mit  — 3 wird der geometrische Ort eine Kurve sechster Ordnung. Von den drei
Tangenten, die von einem Punkte der letzteren an die gegebene Kurve gehen, und wo-




von zwel auf einander senkrecht stehen, kann man die dritte eindeutig dem Punkte der
Kurve sechster Ordnung zuordnen, so dass diese auch vom Geschlecht 1 wird,

Zum Schlusse dieses Abschnitts sei noch die algebraische Losung der Aufoabe
gebracht:

nGegeben sei ein einfach unendliches Kurvenbiischel, das in M beweglichen
Punkten, worunter die Punkte (x,4,) und (ayy,) sich befinden mbgen, die Kurve f
schneidet. Es soll die Anzahl derjenigen Paare von Schnittpunkten Ty Tals
bestimmt werden,. welche in Bezug auf einen beliebig gegebenen Kegelschnitt

polar gelegen sind.*
Ist ¢ (zy) — 0 eine Kurve des Biischels, so erhilt man die gesuchte Zahl als Grad
der Resultante in den Koeffizienten von ¢, wenn man a1, @alfs aus folgenden Gleichungen

eliminiert: (1.) [ l@pn) =0
(2.) o l@gin) = U
{=3.) T (@ogre) = 0
(4.) gul@ays) = 0
(5.} iy Ll " oy -+ & S 0
: ; dir, ) ay, 04 2

wobei s, (2y) — 0 einen beliebigen Kegelschnitt reprisentiert.
Die Elimination von (ays) aus (3.), (4.) und (5.) giebt eine Gleichung
(6G.) 2 @an) 0
welche in @y vom Grade M, in den Koeffizienten von ¢ vom Grade m wird, Eliminiert
man (ay9y) aus (1), (2) und (6.), so kommt eine Resultante, welche in den Koeffizienten
von ¢ bis zum Grade ZmM ansteigt. Diese muss jedenfalls auch den Faktor enthalten,

]

dessen Verschwinden das Zusammenbestehen der 3 Gleichungen bedingt:

(1.) flayy) =0
(2.) glxy) =10
5 dw du dufs

(+3.) &y =y gl —

r:l.{'t 58! ITII'_J[ Rl i J=g
der also in den Koeffizienten von ¢ vom 2mten Grade ist; also bleibt fiir die eigentliche
Resultante der Grad 2m (M — 1) in den Koeffizienten von g. Bemerkt man nun, dass das
Verschwinden der Resultante sowohl die Bedingung ausdriicken muss, dass @Yy U wsfs
polar ist, als auch umgekehrt, d. h. dass dieselbe im Quadrat auftreten wird, so ersicht
man als gesuchte Zahl die Hiilfte des angegebenen Grades, d, h, m (M — 1). (Vgl. Brill,
Math, Annalen, Bd. VIII, p, 622

1L

Uber einige involutorisch eindeutige Transformationen.

Gegeben sei eine Schar von Kurven ster Ordnung, welche in o festen, in ihrer Lage
von einander unabhiingigen Basispunkten S, S, ... Sp bezw. {, &, ... tpfache Punkte
(mit getrennten Tangenten) besitzen mdgen. Die Bestimmungsstiicke fiir die Kurven der
Schar seien so beschaffen, dass jene Schar eine lineare zweifach unendliche ist, d. h, dass



S

durch zwei weitere beliebig gewiihlte Punkte im allgemeinen nur noch eine Kurve der
Schar gelegt werden kann, Ferner sei eine feste Kurve (f, ntr Ordnung gegeben, welche
in den 8, 83, ... Sp bezw. einen a, @, ... npfachen Punkt besitzen mag. Diejenigen
Kurven (), der Schar, welche durch einen beliebig angenommenen weiteren Punkt P der
festen Kurve (), gehen, schneiden sich noch in s — 3{2 —1 (wo sich das Summenzeichen
= auf alle festen Basispunkte bezieht) Punkten ), deren Lage von P abhiingt und welche,
wenn P auf der festen IKurve sich bewept, selbst eine Kurve beschreiben, Es ist die
Ordnung » dieser Kurve (. und die Vielfachheit der Punkte, welche diesclbe in den festen
Punkten S besitzt, zu bestimmen,

Eine beliebige Kurve des Netzes

@y gy + eeygpg + cegpg —
oeht durch einen weitern Punkt Play) auf €, wenn:
(1.) crgpr (2y) + eagpe (2 y) + aggs (2y) — 0,
Ist cin durch das Kurvenbiischel bestimmter weiterer Schaittpunkt @ (2%'), so muss:

(2.) ey (1 (#y) + asgs (&) - wggpg (@y) =— 0
eine Folge von Gleichung (1.) sein, was ausgedriickt ist durch das Verschwinden der Matrix:
3) o (ay) e (2y)  gu(ay) | 0
3 @ (@) g2 (@Y)  gs (@)
Dazu tritt die Bedingung:
(4.) fuley) = 0.

Die Elimination von (z,y) aus diesen drei Gleichungen (zwei Bedingungsgleichungen
fiir das Verschwinden der Matrix und daneben Gleichung (4.)) giebt die Gleichung des
geometrischen Orts unseres Punktes ().

Was das Eliminationsresultat aus;

(5. g1 (@) ge (@Y) — g1 (@) ga (wy) = 0
g1 (@) g3 @y) — g1 @Y) g (ay) = 0
und (4. falay) = 0

anbelangt, so wird die Resultante in (2'y’) vom Grade:
[B'] =25 (ns— Zaf) —n .

Nun sind aus dieser Resultante noch diejenigen Faktoren abzusondern, welche wohl
das Bestehen der Gleichungen (4) und (5.) bedingen, nicht aber das Verschwinden
der Matrix (3)) und Gleichung (4.). Denn das System (4.) und (5.) besteht auch, wenn:

(7] (@y) =10

i [:;:‘Lr,r'] 0

l,f‘,,{.?.'_.l; i B
d. h. fir alle Werte, welche der Gleichung

g1 (@y) =0
geniigen, also muss die Resultante aus (4.) und (5.) jedenfalls ¢, (2y") als Faktor enthalten,
Und da im allgemeinen jedem Punkte (2%y") der reduzierten Resultante

R (@y)=10
von (4.) und (5,) ein bestimmtes Wertepaar (zy) entspricht, muss der Faktor ¢, («y) fiir
jeden nicht in die g Schnittpunkte fallenden gemeinschaftlichen Punkt von

gy (ay) =0

fulay) = 0
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in der Resultante auftreten, d. h. (sn — Zat)mal; also bleibt fir den verlangten
Grad der reduzierten Resultante aus (3.) und (4):
[B] =r =25 (ns — Zal) — n— s (15— Zat)

oder (6.) r—a(s2— 1) —s3al,

ein Ausdruck, der fiir §=38,8 =, = #; = 1,0 =17 in die Zahl des von Cayley (Math.
Annalen, Bd. VIII, p. 360) ,Geiser Cotterill Theorem* genannten Satzes iibergeht.

Fiir die Vielfachheit »; der Punkte, welche die Kurve C, = R(xz'y’) = 0 in den gfesten
Punkten erhilt, kommt:

ri = 2f;(ns — Zaf) — a; — I (ns — Zul)

oder (7.) ri— 1t (ns—Zal) —w; .

Verbindet man (6.) mit (7.), so erhiilt man noch die symmetrisch gestaltete Formel:

(8.) slri+ a) =& r+n) .

Ausser fiir den Fall s =38 lisst sich indes keine Anwendung finden, wie voraus-

zusehen war,

Auf welcher Kurve, kann man sich weiter fragen, muss sich der genannte Punkt P
bewegen, dass ihm ein weiterer Schnittpunkt ¢ unendlich nahe riickt?

Siamtliche Kurven des Biischels durch den Punkt Pfay) beriihren sich in ihm, wenn
die Gleichung :

ey g1 () + o () + azgpy (@y) =10
die weitere:
o1 gy (@ -+ doyy + dy, 2 + d2) + agepe (@ + day o00) + agips (@ + i) =1

zur Folge hat, was ausgedriickt ist in dem Verschwinden der Matrix:

gy () o (@) o l@y) 0
g1 (@ + deyy + dy, & + dz) g2 (v + da, ...) ips (v + du, .. ..
oder:
L (@) a gy g ()2 gy (@), & + o0 gs (@ a+.... o

|y (@) dae + gy () dy + ¢y '(2) de ge (a)dz + .... @z (@) .de 4 ...,
Wenn die einzelnen Determinanten dieser Matrix verschwinden, so lidsst sich immer
ein Faktor 1 darart bestimmen, dass die drei Gleichungen:
¢ (@) . (da + A2) + ¢y () (dy + Ay) + ¢ (2) (ds 4 42) =0
s (@) . (da + Az) + @3 "(y) . (dy + Ay) + g2 () (dz + 42) =0
gs (@) . (da + A2) + @3 () . (dy + Ay) + @5 (2) . (dz + Ae) = O
neben einander bestehen. Aber dieses System von Gleichungen verlangt entweder, dass
die Klammergrossen fiir sich gleich Null werden, d. h.

do 4+ Lz =10
(?:r; 4 :i,lr,r — 0
dz + =10 ,

oder dass die Determinante der Koeffizienten dieser Klammergrossen verschwinde, Das
Nullwerden der vorgelegten Matrix ist also bedingt durch das Verschwinden der Matrix
[ i T :
: oder der Determinante
du dy dz
; ;
g1 (z) g1 () w1 (2)
[ e () o () g (2)
ifig J{_-F'_\] i3 ";_-'a') /S l.)
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& Yy 2 | . i ;
7 Ii'?j I | im allgemeinen nicht verschwindet, bekommt man so-
da dy dz :

Da die Matrix :
mit fiir den gesuchten Ort die I[;t]urbisulw Kurve des Netzes, deren Ordnung » = 3 (s — 1)
ist und welche durch einen Grundpunkt S, (3f; — 1)mal hindurchgeht.

Ein dhnliches Verfahren 16st auch einfach das zu dem gestellten analoge Problem
im Raume.

Gegeben sei eine Schar von Flichen ster Ordnung, welche in gfesten, in ihrer Lage
von einander unabhiingigen Basispunkten S;,S;, Ss,.... S, bezw. #, 4, .. .. fofache Punkte
besitzen mdgen. Die Bestimmungsstiicke fiir die Flichen der Schar seien so beschaffen,
dass jene Schar eine dreifach unendliche ist, d. h. dass durch drei weitere beliebig ge-
wiihlte Punkte im allgemeinen nur noch eine Fliche der Schar gelegt werden kann. Ferner
sei eine feste Fliche F, nter Ordnung gegeben, welche in den Punkten S, S, .... Sy bezw.
ay, ag, apfache Punkte besitzen mége. Diejenigen Flichen der Schar, welche durch einen
beliebig ansenommenen Punkt P der festen Fliche P, gehen, schneiden sich noch in
s — 3% — 1 Punkten (), deren Lage von P abhiingt, und welche, wenn P auf der festen
Fliche sich bewegt, selbst eine Fliche beschreiben, Es ist die Ordnung dieser Fliche und
die Vielfachheit der Punkte, welche dieselbe in den g-Grundpunkten erhiilt, zu bestimmen,

Die Anwendung des Chaslesschen Korrespondenzprinzips liefert auch hier eine ein-
fache synthetische Losung, welche kurz der algebraischen Behandlung vorangehen moge,

Um die Ordnung der fraglichen Fliche zu bestimmen, nehme man drei beliebige
weitere Punkte 4, B, € an. Legt man dann durch einen Punkt einer willkiirlich ge-

wihlten festen Geraden zwei Flichen des Gebiisches, welche durch B und €, resp.
und 4 hindurchgehen, so schneiden sich diese mit der festen Fliche Fp in ns® — Saf?
ausserhalb der Grundpunkte fallenden Punkten. Durch jeden dieser Punkte liisst sich
cine weitere Fliche der Schar legen, welche durch A4 und B hindurchgeht. Man be-
kommt somit auf der genannten Geraden zum angenommenen Punkt s(ns® — Zaf?) ent-
sprechende Punkte. Umgekehrt gehoren zu einem dieser Punkte 2s(ns® — Zaf®) Punkte
der ersten Art. Wandert daher der Punkt P auf der festen Fliche, so erhilt man auf
der gedachten Geraden eine
[2s (ns® — Zat), s (ns® — Zat?)]

Korrespondenz. Die Koinzidenzpunkte derselben sind teils Punkte der gesuchten Fliche
I, teils solche der I, teils endlich Punkte derjenigen Fliche #, der Schar, welche
gleichzeitig durch die drei angenommenen Punkte 4, B, ¢ hindurchgeht. Von letzteren
Punkten der Geraden absorbiert jeder 2 (ns® — 3at®) Koinzidenzen: man hat daher die Be-

'.'.iclmng: a8 (st Zatf) = r + n + 25 (ns? Zat®) ,
woraus sich die Ordnung der Fliiche F, bestimmt zu:
(1.} r=mn(s?—1)—sZal® ,

Um die Vielfachheit der Punkte zu erfahren, welche die Fliche Fl. in den o Grund-
punkten bekommt, lege man durch den Punkt 8; eine beliebize Ebene, welche den Tan-
gentenkegel von ¥, in diesem Punkte in a; Geraden schneidet; ebenso die Tangenten-
kegel an die Flichen der Schar je in ; Geraden, Wenn nun der Punkt P sich auf der
vorgelegten Fliche F,, bewegt, so kann man, wie oben, zwischen den Mantellinien, welche
von der gewihlten Ebene ausgeschnitten werden, eine

[2¢; (ns® — Zat®), & (ns® — Zat?)]

Korrespondenz herstellen. Thre Koinzidenzen entsprechen




1) den a-Mantellinien von dem zu F, gehorigen Tangentenkegel,

2) den ¢-Schnittlinien der Ebene mit dem Tangentenkegel derjenigen Fliche P,
welche durch 4, B und € zugleich hindurchgeht, jede wieder 2(ns® — Zai?)fach als Koin-
zidenzstrahl zihlend,

3) den ri-Mantellinien vom Tangentenkegel an ¥, in §;, wo eben » noch zu be-

stimmen. 1st,

Man hat also: i (ns® — Zat®) — 1y + ; -+ (ns® — Zat?)
oder s : b .
(2.) ri=t;(ns*— Zat®)y —a, .

Die gefundenen Resultate lassen sich leicht analytisch bestitigen.

Eine beliehige Fliche des Gebiisches geht durch den Punkt P (awz), wenn:

f\l.i ey iy Lis ﬂ - teaipa f.r_u'.:} —+ cegpg (.f?.r_;;] -+ agpy XYz ]
Sie geht auch durch den weitern Punkt {.r-'_u';:'}, wenn die Gleichung
| (2.) aygy (@2 + ewgpe (2'y'2) + aygy (2'y'2) + ey ays) =0

eine Folge von (1.) ist, was sich ausdriickt durch das Verschwinden der Matrix:
(3 ¢y F.:';u } gu 2y 2) gz (@y ) @y t.',:.y”
g1 (@'y'2) o (@y's)) s (x'y'2) g (@y's)
Dazu kommt die Bedingung:
(4.) fulayz) =0

Wenn man aus dem System (3.) und (4.) nach dem bereits oben angegebenen Ver-

Ly

fahren (ayz) eliminiert, bleibt in (2'y’s’) eine Gleichung vom Grade:

r— 3s (ns? — Zat?)—n — 25 (ns? — Zat?)

oder:
(9.) ¢ —=n(st—1) —sZals .
Fiir die Vielfachheit der Punkte in den g-Basispunkten kommt ebenso:
| tr— Sti(ns®— Zal®) —a; — 26 (ns® — Sai®)
[ oder:
(6.} i — 1t (8% — Zat®)—a;: .
: Verbindet man (5.) mit (6.), so erhiilt man die symmetrisch gestaltete Formel:

sl -+ @) = ti(r +n) .

Ausser fir den Fall s=— 2 giebt es keine Anwendung, Was diesen Fall mit s = 2,
e=0, ) =t —....=1; =1 anbelangt, so zeigt die Formel (5.) fiir den Grad der
gesuchten Fliche, dass er sich fiir jedes einfache a; um 2 erniedrigt, d. h. in der Raum-
transformation, die durch die dreifach unendliche Flichenschar vermittelt wird, entspricht
I jedem Grundpunkte ecine Fliche zweiter Ordnung, welche nach (6.) in ihm selbst einen
: Doppelpunkt hat und durch die andern Grundpunkte einfach hindurchgeht, nimlich die

Kegelfliche zweiter Ordnung, welche den betreffenden Grundpunkt zum Mittelpunkt hat
und auch die fiinf {ibrigen Basispunkte enthilt, Da ferner einem beliebigen Punkte der
Raumkurve dritter Ordnung durch die sechs Grundpunkte diese Raumkurve ganz ent-
spricht, enthilt die transformierte Fliche dieselbe (3n — Za) fach. Ebenso ist ersichtlich,
4 dass dieselbe Fliche z. B. die Verbindungslinie der Punkte 1 und 2 zur n— (0 + ds)-
& fachen Geraden hat und analog die 14 andern Verbindungsgeraden der sechs Punkte,
Nach diesen Angaben lisst sich auch leicht die Kurve bestimmen, welche der achte
Schnittpunkt der Schar von Flichen zweiter Ordnung beschreibt, wenn der siebente eine

=
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beliebige vorgelegte Kurve durchliuft. So geht bei dieser Transformation eine beliebipe
Gerade als Schnittlinie zweier Ebenen in eine Raumkurve siebenter Ordnung iiber. Sie
hat in den sechs Grundpunkten Doppelpunkte, die je den zwei Schnittpunkten der Ge-
raden mit der Kegelfliche zweiter Ordnung entsprechen, welche in dem betreffenden
Grundpunkt ihren Mittelpunkt hat und durch die dibrigen fiinf Punkte hindurchgeht. Oder
einem beliebigen Kegelschnitte entspricht bei der gedachten Transformation eine Kurve
g, welche durch die sechs Grundpunkte vierfach hindurchgeht.

Welchen Ort, lisst sich weiter fragen, muss der siebente Schnittpunkt beschreiben,

damit ihm der achte immer unendlich nahe riickt?

vierzehnter Ordnung

Wie schon ofters erwilhnt, hat die Gleichung:
gy (0y2) + aggy (@y2) + eagps (2y2) + eyqq (2y2) =0

die weitere

aygy (@ -+ dayy + dy, 2 + di, w + dw) + aoge (@ + d,y,.) + cagg (@ + day ... )

+ agpy (@ + dw,...) =10
zur Folge, wenn w die homogenmachende Verdnderliche ist, und wenn
1 (Ly2) g (wyz) g (ys oy (wy2)

P1 (w + dayy + dyy e+ dzy 0 + do) gz @+ day,..) gele+ de, . ) gy (e + day )
Hieraus folgt bekanntlich

¢ (&) (s "[_u} (i ‘() ¢, (o) |
9@ W) (@) ) 0
¥y () P () P (2) Ps (o) |
g, () @y () g, () @, (m)

d. h, der gesuchte Ort ist die sogenannte Jakobische Fliche der ¢, welche von der
vierten Ordnung ist und in den sechs Grundpunkten Knotenpunkte hat. Dieselbe ent-
hilt, als Ort der Mittelpunkte aller Kegelflichen zweiter Ordnung durch die sechs
Punkte, auch die fiinfzehn Kanten des Sechsecks, sowie die zehn Durchschnittslinien
seiner zehn Paar Gegenebenen, Um die Lage der kubischen Raumkurve durch die sechs
Punkte auf der zu betrachtenden Fliche zu untersuchen, geht man mit Vorteil umgekehrt
von der Raumkurve aus mit der Gleichung:
ia)tes o) — i E e |

Sind ¢y, g2, gs, g4 vier beliebige Flichen zweiter Ordnung durch sechs Punkte der

Raumkurve, so ist das Flichengebiisch dargestellt durch:
oy (py + o2ge -+ gy feggpy = ..

Nimmt man speziell: gz — wp =)

[Ti—ts ;;3 ={)

gy =yo—2e =10,

so kann man sich bei der vorliegenden Untersuchung fiir ¢, noch eine ganz beliebige
Fliche zweiter Ordnung denken und bekommt somit fir die Jakobische Fliche:

¢y (¥) ¢y () ¢y (2) ¢y (o)
) g y — 3
4 — 2y & 1] i !
0 0 — 2z o

mittelst welcher Form man leicht bestiitigt, dass die Raumkurve auf der Fliache liegt.
Aber auch die weitere von Herrn Reye (in seiner Geometric der Lage I Teil p. 250)
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nachgewiesene Eigenschaft, dass die Raumkurve Asymtotenkurve der Fliche ist, ergiebt
sich aus der aufgestellten Flichengleichung einfach. Denn eine beliebige Tangente der

Kurve ist: @ — A% 4 8pd?
y= A% 4 2ol
e

wo ¢ einen veriinderlichen Parameter bedeutet. Bei der Berechnung der Schnittpunkte
der Tangente mit der Fliche siecht man sofort, dass der Faktor ¢% heranstritt, d. h, jede
Tangente schneidet die Fliche in drei zusammengefallenen Punkten, oder die kubische
Raumkurve ist Asymptotenkurve der Fliche,

IV.
Spezial-Punktgruppen in der Ebene. Singulidre Korrespondenzen.

Wie schon oben erwihnt, treten spezielle Punktgruppen bei mehrdeutigen ebenen
Transformationen auf, Fir den einfachen Fall einer (1,3) Transformation:
fi (2y) = ofs (@)
g1 (2y) = ogs (@Y
iy (ay) = e [_‘.:‘”-l
wo die fi, ¢, ¥y Funktionen ersten Grades in den Variabeln (2, y), die f, g, w3 Funk-
tionen dritten Grades in (2y’) darstellen, bestimmt man aus:
N ay) g1 (@ y) W (2y)
| fa@y) g @y) s @y)
16 — 1,3 =13 sich selbst entsprechende Punkte, d. h. solche, fiir welche 2 —a/, y =4 ist.

Vermdge ihrer Definition besitzen diese 13 Grundpunkte die besondere Eigenschaft,
nur ein Netz von Kurven vierter Ordnung zu bestimmen, welches dargestellt ist durch:

a; (1) + o (Yifs) + a5 (figs) =0
wo zur Abkiirzung: _

(1) = g1 (wy) Y3 (o) — 1y (2y) @s ()
gesetzt ist, und o, oy, ey willkiirliche Parameter reprisentieren.

Durch solche Transformationen kann man also immer zu Systemen von Punkten
gelangen, welche gegen die Erwartung einem Kurvennetze angehdren. Und wie bereits
in der Einleitung erwiihnt, findet man solche besondere Punktgruppen auch bei ein-
deutigen Flichenabbildungen auf Ebenen. So fithrt Cayley in seiner Bemerkung iiber
spezielle Punktsysteme (Proceed. Math. Soc. Dec. 1870) einige interessante Beispiele an,
welche Clebsch und Herr Nother bei ihren Flichenabbildungen gefunden haben,

Im folgenden werde ich Punktpruppen von der gewiinschten Eigenschaft direkt anf-
suchen und sie nach Lage und Zahl genau bestimmen.

Durch [”‘ :'; 2}—2 beliebig gegebene Punkte geht ein Biischel von Kurven gter Ord-

; L -L:I weitere Punkte mitbestimmt; oder nimmt man {_” rete g
i -t

e i

nung, welches noch |
b o T oan '

e 2)ten Punkt variieren, so gehbren zu

beliebize Punkte fest an und lidsst einen
£
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jeder beliebigen Lage dieses weiteren Punkts noch ({8 l: Punkte, durch welche simt-
: ] L "
liche Kurven des Biischels mit den (" ‘l) =] — 3 + 1 Grundpunkten hindurchgehen,
..... e e e : i
Nimmt man aber bloss (" 5oit) 4 Punkte willkiirlich an, so wird die Frage von

Interesse sein:
Giebt es nicht bhesonde

gen eines weitern Punkts, dass alle ISurven gter Ordnung,

welche man durch die -_” "= —4 4+ 1 vorliegenden Punkte hindurchschickt, noch eine

a
Anzahl weiterer Schnittpunkte besitzen?
. 3= ] & ' . .
Legt man durch die (" o =) —4 beliebig gewihlten Punkte irgend vier Kurven nter
Ordnung mit den Gleichungen ¢ = 0, g = 0, gg = 0, ¢y = 0, so0 ist, wenn zwischen den
Ausdriicken ¢y, ¢s, ¢g, ¢4 keine lineare Relation besteht, jede fiinfte Kurve darstellbar

durch die Form:

(1.) ey (py = watpo - eegpy + ceggy L1 %y
wo die e verinderliche Parameter bedeuten, Das Kurvengehiisch (1.} wird auf ein Netz
4 2

— 21en
J

reduziert, wenn man diejenigen Kurven betrachtet, welche durch den gesuchten |
Punkt (ry) hindurchgehen, fiir welche also:
(2.) ceypipy \0Y) -+ eeaqe (BY) + eeaips Lr‘_!;'_l- + oty 0py l:.-.g_'_ﬂ;] =)
Es wurde aber verlangt, dass alle diese Kurven durch einen bestimmten andern
Punkt ""‘.”J] gchen sollten, d. h, dass aus der Gleichung (2.) immer die andere folgen sollte:

1) L I.r'la_.r'J i tadfia [.J.'J_r.f'_l b= g g |_.'i'l_-‘.l‘:] “+ gy 1.!";rr'] 0
Dies ist wieder nur méglich, wenn die vier Gleichungen bestehen
(4.) i lay A’y
pi{oy) Pt i =1,8.3.9)

oder wenn die Determinanten der Matrix:

gy (@) s (@ 3) a lxy) gy lay)

¥k Fox o o U
iy () gl yr) s ) gy ()

(5.)
verschwinden, was drei von einander unabhingigen Gleichungen fquivalent ist. Im all-
cemeinen wird also einem Punlkte (azy) kein weiterer bestimmter Schnittpunkt (@y) zu-
kommen. Bildet man aber die Resultante aus den Bedingungsgleichungen (5.) in Bezug
auf (#7y'), so zeigen alle Punkte der resultierenden Gleichung

12 () 4
die ausgezeichnete Eigenschaft, einen weitern Schnittpunkt (4%') mitzubestimmen.
Die Losungen der Matrix (5.) sind jedenfalls enthalten unter den gemeinschaftlichen
Lésungen des Systems:
(/8 (ay") o L) i () (i {.ﬂ.".r.f'h ()
(4,) (i {a's/') g la) iy La) g @y)=10
o (@'Y g (33 — g () gy () = 0
(Vel. Math. Annalen Bd. V p. 378, wo Herr Brill allgemeine Formeln fir die Losungen
einer gleich Null gesetzten Matrix mit verschiedenartigen Elementen aufstellt.)

Was die linken Seiten von (6.) anbelangt, so sieht man, dass sie als Funktionen in
(@'y) sowie in (&, y) fiir die (" 2 ': — 4 festen Punkte einfach verschwinden, was auch fiir
| it
| ==

Ry (ay), deren Grad, resp, die Vielfachheit des Verschwindens in den festen Punkten man

der Fall ist. Die Elimination von (x%) aus (6.) giebt daher eine Resultante
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nach den oben angegebenen Formeln 1 und Il bestimmen kann. Der Grad [R;] der
Resultante wird: =
[Ri] = 8n[n®— ':_'[“ ‘lj
Das Gleichungensystem (63.) besteht aber auch neben einander, wenn:
g1 (@'y) =0
g (wy) =10
g () g (&) — ga (@) g lay) =0

) —4)—1]—8n+ 38 .

d. h. fir alle Werte (z,v), welche der Gleichung ¢, (ay) = 0 geniigen, denn zu jedem
solchen Wertepaar (x,%) kann man ja das entsprechende (2y) berechnen; also muss die

Resultante aus (6.) jedenfalls g (xy) als Faktor enthalten. Und da im allgemeinen jedem
Wertepaar (r,y) der reduzierten Resultante ein bestimmtes («'w) entspricht, muss der Faktor
-+ 2'|
\ 5 i

=]

Schnittpunkt von g1 (@y) =10 und

¢y () fiir jeden nicht in die 4 festen Punkte oder den Punkt (a'y) fallenden

g (@) @i 0y’ — g (@y) g4 (@) =0
in der Resultante auftreten, d. h.
nt—(( t T

. : : 2 g _9 S
Aus demselben Grunde wird auch der Faktor ¢y (zy) in der n® ((* l’ } — §)ten Po-

1 mal.

tenz in der gedachten Resultante auftreten. Es sind nun ¢ (xy) und s lwy) Faktoren,
welche in der angegebenen Potenz in der Resultante aus (6.) erscheinen und nicht das
Verschwinden der Matrix (5.) bedingen, daher aus der Resultante R, (2y) abzusondern
sind, um die Funktion K (ay) zu erhalten, welche, gleich Null gesetzt, das Verschwinden
der einzelnen Determinanten der Matrix (5.) fiir ein gewisses Wertepaar (a'y') ausdriickt,
Fir die gewiinschte Resultante R (gy) bleibt somit der Grad:

[R] = 8n[n® (Fir ) I' L] — 30+ 38
20 | n® '._i” + :] 4] —1]

(n—3) (w2 —2)

1 . : . £ i i oG T
Dies ist somit die Ordnung der gesuchten Kurve, auf der sich der (* v )

( ) — ate Punkt
_bewegen muss, damit durch ihn ein weiterer Schnittpunkt mitbestimmt werde, oder damit
die zwei Punkte als nur fiir eine Bedingung zihlend mit (" ‘i)' ‘3:| —4 beliebig gewihlten
Punkten noch die Grundpunkte eines Netzes von Kurven nter Ordnung bilden,

Fiir die Vielfachheit des Verschwindens der Resultante I (ay) in den (" _!} ‘J] — 4 festen
Punkten bekommt man mit Beniitzung der Formel Il nach Abzug der Potenzen der oben
genannten Faktoren, welche in diesen Punkten einfach verschwinden:

[Bl=38[nt—(" T3 —4)—1]—8+1
j ¥
n(n—=a)
2
Die gefundenen Ausdriicke fiir [ /] und [R;| zeigen, dass die Ordnung » der Kurven
nicht kleiner als 4 werden darf, wenn das Problem keinen Widerspruch (nicht Null oder



gar cine negative Anzahl Losungen) enthalten soll, Auch die Annahme einer endlichen
Zahl von siebenten Punkten, welche die Eigenschaft haben, dass alle Kurven dritter Ord-
nung, welche durch sechs beliebige Punkte und diesen siebenten hindurchgehen, einen
achten Schnittpunkt mithestimmen, so dass durch diese acht Punkte ein Netz von Kurven
dritter Ordnung gieng‘c, crweist sich z. B. sofort als unmdglich, wenn man sich diese acht
Punkte als Hauptpunkte einer rationalen Transformation denkt, vermége deren jeder be-
liecbigen Geraden eine unikursale Kurve dritter Ordnung entsprechen miisste,

Mit # — 4 bekommt man als Ort der Punkte, welche die ]iigunsch:tﬁ haben, dass
alle Kurven vierter Ordnung, die durch elf beliebig gewihlte Basispunkte und einen solchen
zwolften hindurchgehen, noch einen dreizehnten Schaittpunkt mitbestimmen, ecine Kurve
sicbenter Ordnung, welche in den 11 festen Punkten Doppelpunkte hat.

Die Matrix (5.) zeigt eine Reciprocitit zwischen den Punkten () und (+y). Diese
Punkte liegen daher immer beide auf den gesuchten Ortskurven, welche lauter solche
Punktepaare enthalten.

Die Kurven, deren Gleichungen als Resultanten sich ergeben, sind auch geo-
metrisch vollstindig bestimmt. So hat z. B. jene Kurve siebenter Ordnung die elf Basis-
punkte zu Doppelpunkten, was 33 Bedingungen fiir die Koeffizienten der Kurve siebenter
Ordnung giebt. Da nun eine Kurve siebenter Ordnung erst durch 35 Bedingungen vollig
bestimmt ist, so sind noch wenigstens zwei weitere Punkte nétig, um die hier zu be-
trachtende Kurve geometrisch zu bestimmen, Solche Punkte konstruiert man leicht in
grosserer Anzahl, indem man spezielle Kurven vierter Ordnung durch die elf Basispunkte
legt. Es giebt noch ein Biischel von Kurven vierter Ordnung, welche in einem Grund-
punkt einen Doppelpunkt haben und durch die zehn iibrigen einfach hindurchgehen. Diesen
Kurven sind dadurch in der That dreizehn Bedingungen auferlegt, und ihre Gleichungen
haben also die Form: f + 4y = 0 ; sie miissen sich also notwendig in sechzehn festen Punkten
schneiden. Von diesen werden vierzehn durch die elf Basispunkte absorbiert; es bleiben
also zwel weitere iibrig, welche Punkte der Kurve siebenter Ordnung sind. Wenn man
also auf die 11 verschiedenen Arten solche zwei Punkte konstruiert, hat man nicht nur 22
weitere Punkte der Kurve siebenter Ordnung, sondern auch gleich elf Tangenten der
Enveloppe, welche von den Verbindungslinien der Punktepaare beschrieben wird. Ebenso
lassen sich auch im allgemeinen Fall mittelst spezieller Kurven weit mehr Punkte der zu
bestimmenden Kurve angeben, als zu ihrer Konstruktion notig sind.

Wie bereits hervorgehoben, bilden die Punktepaare auf den gedachten Kurven eine
Involution. Es wird nun von Interesse sein (bei der spiteren Deutung der ausgefiihrten
Operationen fiir die eindeutigen Flichenabbildungen auf Ebenen und namentlich bei der
Betrachtung der Punktinvolutionen als singulire Korrespondenzen), die Anzahl der zusam-
menfallenden Punkte dieser Involution zu kennen, Damit ist dann zugleich die Zahl der

e 5 ke 4+ 2

'._” _'; =] —3ten Punkte gefunden, welche die Eigenschaft haben, dass durch * "} =) —4
el i - . ¢ B0 - e

beliebig gewihlte Punkte und einen solchen (" _*_ =) — 8ten Punkt noch eine zweifach un-

endliche Schar von Kurven nter Ordnung hindurchgeht, die sich alle im letztern Punkte
beriihren.

Die beregten Punkte bekommt man als gemeinschaftliche Lésungen der gleich Null
gesetzten Matrix:
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0. gy (ay) o (oY) ipg (2y) iy ()
T g1 (@ + dayy + dy, z + dz) o2 +dry...) ¢al@e-+da...) gile+ds...)
oder :
oIl % ). + 0, ).y + (i (2).2 ¢ (@) —+ oo gy'@ e+ ¥y @+ ...
¢, (@) .da + @, ) dy + ¢, (@)dz g (@ dz+ ... g,/@).de+ ... ¢ (@ dx+ ...

L _|',|l
da dy dz

der zusammenfallenden Punkte jedenfalls enthalten sein unter den semeinschaftlichen Lo-
J &

Da die Matrix im allgemeinen nicht verschwindet, wird die gewiinschte

sungen des Systems:
@ g’@) ga'(®  gu()
g1 () gz (y) g3 (1) s () || =0 .
(] ‘(2) ga (2) s (2) 0y "(2)

Das Verschwinden dieser Matrix zihlt fiir zwei von einander unabhiingige Gleichungen,
Beniitzt man zur Bestimmung der gesuchten Wertepaare die zwei Determinanten (123),
und (234);, welche aus den drei ersten, resp. den drei letzten Reihen gebildet sind, so
sind davon noch die gemeinschaftlichen Losungen der Matrix (23);, welche aus den mitt-
leren zwei Vertikalreihen besteht, als nur die zwei Determinanten (123), und (234); und
nicht auch die Matrix befriedigend, abzuziehen. Also wird die Zahl der zusammenfallen-
den Punktepaare:

(Bn—38)2—[(@n—2)2- - (n 1)2] =6 (n J6j =
Unter diesen 6 (r — 1) Lésungen befinden sich jedoch auch die 4 l|” = ",_- 4 ] Schnitt-

. Tl " ® - - . ‘} -
punkte, welche von den zwei beniitzten Determinanten in die :.” ‘J “]—4 Grundpunkte

fallen; also bleibt fiir die gewiinschte Zahl § der Doppelpunkte der besagten Involution:

d—06Gi{n—1)2—4 ]_'._H _.;':_ 2:I -||
Zm-—-3)(2n—3)
ZuBin— g — T
In der obigen Matrix waren die ;(zy) ganze Funktionen, welche in gewissen
Ausnahmepunkten der Ebene einfach verschwanden. Gehen die Kurven gi(@y) = 0 durch
feste Punkte mehrfach hindurch, so kennt man zwar auch im allgemeinen Falle die Viel-
fachheit des Verschwindens der Funktionaldeterminanten (123); und (234);. (Eine Bestim-
mung dieser Vielfachheit findet sich z B, in Clebsch-Lindemann, Varlesungen iiber
Geometrie S, 883). Dagegen diirften hier vielleicht einige Bemerkungen betreffs der Auf-
findung der gemeinschaftlichen Losungen der Matrix (23); nicht iiberfliissig sein. Hat man
allgemein zwei Kurven f, (xy) =0 und ¢, (2y) — 0, welche z B, im Nullpunkte je einen
ifachen Punkt besitzen, und bezeichnet man die Gesammtheit der Glieder iter Dimension
hinsichtlich @,y durch den Index i, so erhalten /' und ¢ die Form:
f=h i + fi
= ¢; + Pidea e -+ Qe -
Damit bekommt man fiir die Matrix:

Il 7'(x) i ) R ) 5
iy (&) o (1) i ‘(e) |
fi@+fizi@+.... RO+ @+.... @—D"——1f 4. |

¢ (@) + i (@) + ... @i @) = g (W) oo (—1) " T I




Die Glieder niederster Dimension hinsichtlich (»,y) fir die beiden Determinanten
(1, 2) und (13) sind bezw.
fi ' @) qi"(v) — i (@) fi () und
LH = a'i {f,—Jl.J.'] i gjl-’{.l'] I,l"J 1

Der letzte Aunsdruck kann auch geschrieben werden:
SR PR e | fis . ¥ 3
—8)y i 2)- 7 (@ (@) =+ Ve 1Y)

g (). ! (afi (@) + uf: ")

Ly LA el ) gl @) )
Die beiden Kurven
fi@) g (y)—q (@7 (y) =0 und
i) e @) —g'@f(e =10
haben daher bei obigen Annahmen im Nullpunkt ¢ (i + 1) +i—1(i + 2) Schnittpunkte ge-
meinschaftlich, was bei Abzihlungen zu beriicksichtigen ist.

Im Anschluss an die vorhergehende Aufgabe lisst sich auch leicht die Klasse der
Kurve bestimmen, welche von den Verbindungslinien entsprechender Punkte der Invo-
lution beschrieben wird, Im allgemeinen Falle hat man auf der gedachten Kurve der

(3 ) i )
" o) (1 - ) 4 . L & Ak ;
i S ten Ordnung eine involutorische (1, 1) Korrespondenz mit § = 2 (n — 3) (2n— 3)

Koinzidenzpunkten, Ein beliebiger Strahlbiischel, dessen Strahlen nach entsprechenden

: . . m—3) (me2—2) (n—3) n2—2); .,
Punkten der Involution hinlaufen und also eine [ - JI, 5 ]| Karrespon-
denz bilden, enthilt nach dem Chaslesschen Korrespondenzprinzip (n — 3) (#® — 2) Koin-

zidenzstrahlen. Unter diesen Koinzidenzen befinden sich auch die §—2(n—38)(2n—38
Verbindungslinien nach den oben bestimmten Koinzidenzstellen der Punktinvolution. Fiir
die Klasse &k der gewiinschten Kurve scheint daher noch (n —3) (n* —2) —2(n — 3) (2n — 3)

(n— ) (n — 2)% zu bleiben. Allein infolge der involutorischen Korrespondenz tritt jede
Verbindunpslinie zweier entsprechender Punkte doppelt auf, d. h. die ganze Kurve er-
scheint doppelt; man bekommt somit fiir die Klasse & der Einhiillenden der Verbindungs-
geraden zusammengehdriger Punkte die Hilfte, d. h.
(i—B) (n—2)°

9

=

Ilf‘_
z B Rirn—4 st =2 .

Nach der oben bewiesenen Zeuthenschen Korrespondenzformel

s—2 =2 (p—1)—2a(p —1)—re + rea

lisst sich auch einfach das Geschlecht der Enveloppe bestimmen, Einem Punktepaar der
involutorischen Kurve entspricht ein Punkt der zugehérigen Hinhiillenden, Fiir den ein-
fachen Fall n =4 bekommt man z. B. mit

=2 =115z 10 2 =0, p=4
10=2.8—4yp' + 4,

o Jd e
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Deutet man die ¢, als Koordinaten einer Fliche, indem man diese Funktionen vier

Grassen & proportional setzt, so liefert das hier angewandte Verfahren eine Reihe von
Resultaten iiber eindeutige Abbildung von Flichen auf Ebenen, Die Punkte einer Doppel-
kurve der’ abzubildenden Fliche:

05 gy (o)

053 = gg (2)

o0&z = 3 (zy)

05y = gy (ay)
bilden sich in der Ebene durch je zwei Punkte ab. Sind also (ay) und (z%y)) zwei solche
zusammengehodrige Punkte, denen derselbe Punkt £ entspricht, so hat man:

i (@y) = i (') (=193, 4)
wo A einen unbestimmten Faktor bedeutet, und die Abbildung der Doppelkurve ist so-
mit auf das ausgefithrte Eliminationsproblem zuriickgefiihrt.

Sind z B. die Abbildungsfunktionen ¢ vom vierten Grade mit elf gemeinschaftlichen
Verschwindungswerten, so bilden sie eine Fliche fiinfter Ordnung mit einer Doppellinie
dritten Grades ab, die keine ebene Kurve sein kann. Fir die Abbildung der Doppel-
kurve ergiebt sich also eine Kurve siebenter Ordnung, welche in den elf Fundamental-
punkten Doppelpunkte hat, wie auch Clebsch (Math. Annalen Bd. I p. 253) bei seinen
eindeutigen Flichenabbildungen gefunden hat. Die zehn Doppelpunkte der involutorischen

Punktreihe bilden diejenigen Punkte der Doppelkurve ab, welche sogenannte Kuspidal-
oder Zwickpunkte fiir die Fliche sind, Die zehn doppelt unendlichen Scharen von Kurven
vierter Ordnung, die durch die elf Punkte einfach hindurchgehen und sich im zwdlften
beriithren, entsprechen den zehn doppelt unendlich vielen ebenen Schnitten, welche in den
Zwickpunkten der Fliche Riickkehrpunkte haben, Die Einhiillende der Verbindungslinien
entsprechender Punkte der Involution ist die Abbildung der Schnittkurve der Tangenten-
fliche der Doppellinie mit der abgebildeten Fliche. Thre Tangenten entsprechen eindeutig
den Punkten der Doppelkurve, und sie hat daher mit ihr gleiches Geschlecht. Nach der
erwihnten Zeuthenschen Korrespondenzformel ist also mit dem Geschlecht der Abbil-
dung der Doppelkurve auch das Geschlecht der letzteren selbst bestimmt, Aber das Ge-
schlecht ihrer Abbildung wird sich unmittelbar angeben lassen, wenn dieselbe nicht zer-
fillt und keine ausserhalb der Fundamentalpunkte liegenden mehrfachen Punkte besitzt,
d. h. im Falle, dass die Doppellinie selbst eine zusammenhiingende Kurve ist und keine
wirklichen vielfachen Punkte hat. Ob diese Voraussetzungen zutreffen, und, wenn nicht,
wie man die Zahl der scheinbaren und wirklichen singuliren Punkte der Doppelkurve
bestimmen kann, ergiebt sich meistens mit Beniitzung der Thatsache, dass sich wirkliche
Doppel- und Riickkehrpunkte der Raumkurve wieder als solche abbilden. Untersucht
man z B, die Fliche fiinfter Ordnung:

08 = g (ay)
052 — o (@y)

p&s = L f-T—‘.’.”

ofy — gy lay)
wo die ¢ Funktionen vierten Grades mit einem doppelten und sieben ecinfachen Null-
punkten darstellen, so findet man nach dem mehrfach ausgefiihrten Verfahren fiir die Ab-
bildung der Doppelkurve eine Kurve siebenter Ordnung, welche den doppelten Basis-

i




punkt zum dreifachen Punkte, die cinfachen Basispunkte dagegen zu Doppelpunkten hat.
Die Punktinvolution auf der abgebildeten Doppelkurve besitzt acht Doppelpunkte, und
somit die Doppelkurve selbst acht Zwickpunkte der Fliche. Besitzt die Doppellinie,
welche jedenfalls von der vierten Ordnung ist, & scheinbare und d wirkliche Doppel- und
Riickkehrpunkte, so wird deren Geschlecht:
pPp=8—d—"h.,
das Geschlecht ihrer Abbildung:
p=a—d.

Durch Anwendung der Zeuthenschen Korrespondenzformel bekommt man daher
fiir d und & die Gleichung:

8=2(h—1—d)—4(B—-1—d—1
oder: d + 2h =4,

Man braucht sich also nur an die Raumkurven vierter Ordnung zu erinnern, deren
scheinbare und wirkliche Doppelpunkte der letzten Gleichung geniigen. Die einzige Mag-
lichkeit d =0, h=2 zeigt die Doppellinie als Raumkurve vierter Ordnung erster Species,
Die weitere Diskussion der betrachteten Fliche, die Bestimmung der mdglichen Kurven
und Kurvenscharen auf derselben u. s w. wurde von Clebsch (Abhandl der K. Gesell-
schaft d. Wissensch, zu Géttingen, Bd. 15) nach den von ihm im ersten Band der Math,
Annalen mitgeteilten Methoden selbst ausgefiihrt.

Wie bereits in der Einleitung erwiahnt wurde, spielen die Punktinvolutionen auf den
Abbildungen der Doppelkurven unikursaler Flichen auch in der Theorie der Korrespon-
denzen eine hervorragende Rolle. Mannigfache Beispiele zeigten, dass die involutorischen
(1,1) Korrespondenzen im allgemeinen nicht mehr der bekannten Formel

O — o+ 8+ 2py
fiir die Anzahl der Koinzidenzpunkte einer (e, 8)y Korrespondenz auf einer Kurve vom
Geschlecht p geniigten. Die nihere Betrachtung zeigt auch leicht die Verschiedenheit
des Charakters dieser invelutorischen Punktreihen von dem der gewdéhnlichen Korrespon-
denzen, Beim Beweis der erwihnten Korrespondenzformel macht Herr Brill die An-
nahme, dass die entsprechenden Punkte auf einer algebraischen Kurve durch eine Kor-
respondenzkurve ausgeschnitten werden konnen, Die hier auftretenden involutorisch zu-
geordneten Punkte dagegen haben die oben behandelte Matrix (5.) zom Verschwinden zu
bringen, wozu erforderlich ist, dass sie, ausser der Resultante F (zy) — () zu gentigen, auch
noch mindestens zwei Determinanten der Matrix zu Null machen, Auf solche Korrespon-
denzen, welche nicht durch eine, sondern durch (mindestens) zwei Gleichungen (zwischen
den Koordinaten der sich entsprechenden Punkte) definiert sind, die einen Teil ihrer 1.6-
sungen gemeinsam haben, wurde Herr Hurwitz durch seine Untersuchungen iiber
Modularkorrespondenzen gefithrt, Er zeigte (Math, Annalen, Bd. 28: . Uber algebraische
Korrespondenzen und das verallpemeinerte Korrespondenzprinzip®), dass dieselben ent-
weder Korrespondenzen mit negativer Wertighkeit oder von ihm als ,singulir* bezeich-
nete Korrespondenzen sind, Korrespondenzen mit negativer Wertigkeit hat Herr Brill
(Math. Annalen, Bd, 31: ,,Uber algebraische Korrespondenzen'') algebraisch behandelt. Die
oben auftretenden involutorischen Punktreihen sind offenbar singulire (1, 1) Korrespon-
denzen. Die Doppelkurven der Flichen vom Geschlecht Null besitzen also Abbildungen,
auf denen sich immer eine ein-eindeutige algebraische Korrespondenz findet oder wWas




auf dasselbe hinauskommt — welche durch eine rationale eindeutiz umkehrbare Trans-
formation in sich iibergefiihrt werden kénnen. Um noch weitere Eigenschaften der Ab-
bildungen von Doppelkurven unikursaler Flichen angeben zu kénnen, z B. ihre niihere
Bezichung zu den Einhiillenden der Verbindungslinien entsprechender Punkte der Invo-
lutionen, seien hier erst einige Resultate tiber singulire Korrespondenzen abgeleitet.

In dem Aufsatze ,,Uber diejenigen algebraischen Gebilde, welche eindeutige Trans-
formationen in sich zulassen (Gottinger Nachrichten, April 1887) beweist Herr Hurwitz
den Satz:

wDie notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass das algebraische Gebilde
fsz) =0

eine eindeutige Transformation in sich von der Periode m besitze, ist die, dass das al-
gebraische Gebilee f(sz) — (0 durch eine eindeutige Transformation

8 = @ (s2)
2 — i (52)

in das neue f; (s, &) = 0 ibergefiihrt werden kann!

Mit Bertcksichtipung der Thatsache, dass jede Riemannsche Fliche, welche eine
eindeutige Transformation in sich besitzt, entweder eine hyperelliptische oder eine sin-
gulire Fliche ist, erhilt man daher einfach ein singuldres algebraisches Gebilde (das man
als ebene Kurve oder auch als Riemannsche Fliche denken kann), indem man nur die
beliebige Kurve .

f(ay) =0
- : o =
der Transformation @ =— ' 3 ik

., oder gy

i i i

. . 0z T :u

&

unterwirft, wodurch einem Punkte (#y) der ersten Kurve m Punkte der transformierten
(F(inyays) = 0) zugeordnet werden. Es wird nun von Interesse sein, die Zahl der Stellen

"y

auf der Kurve F'(y v ys)=—0 zu erfahren, in denen zwei der m einem Punkte der ur-
spriinglichen Kurve entsprechende Punkte koinzidieren (mit s — 2 z. B. erhilt man mit der
gesuchten Zahl zugleich die Zahl der Koinzidenzpunkte einer singuliiren (1, 1) Korrespondenz
auf der Kurve F'). Die Bestimmung der gewiinschten Zahl von Koinzidenzstellen lisst sich
mittelst der Zeuthenschen Korrespondenzformel ausfithren, wenn man erst das Geschlecht
der Kurve F(y ¥:%) — 0 ermittelt hat, was im folgenden geschehen mige,

Ist die Kurve f(xyz) — 0 von der nten Ordnung, so wird die neue Kurve im allge-
meinen vom Grade mm. Vermdge des besonderen Charakters der Transformation erhilt
sie im Punkte (y, = 0,4, = ) gewisse Singularititen, die zu bestimmen sind,

Ordnet man die Glieder der Gleichung

flayz) =10
nach Dimensionen von a,% und bezeichnet die Gesamtheit der Glieder fter Dimension hin-
sichtlich a,» durch den Index i, so erhiilt £ die Form:

F=Ff A A e TR e -+ F.

und also die transformierte Kurve

I j'r _-”_-;.. "y g ...j-l [.”1.".-‘.?' =, |‘ % T B 13 '1"“ !."-'rl :r.;Ju. r_’."-}"J ;




296 —
iy —0
Yy = )
Newtonschen Parallelogramms. g, kommt jedenfalls in f, in der hochsten Potenz vor.
Nun schreiten aber in der Funktion f, sowohl die Exponenten von y; als auch diejenigen
von yy in arithmetischer Progression fort, d. h. simtliche Glieder von f, liegen im Newton-
schen Parallelogramm, das fiir (v, ys) gebildet ist, auf einer Geraden. Die Kurve

Das Verhalten der Kurve /' im Punkte { lisst sich untersuchen mittelst des

FaGnyr—Lys) =0

. ! el s L I iy " el e
besitzt daher im Punkte {:3 o dieselben Singularititen, wie das Gebilde F(y, vavs). Wie
.i g =
nun iiberhaupt jede Summe von Gliedern, welche im Newtonschen Parallelogramm auf
einer Geraden liegen, sich in ein Produkt von binomischen Parabeln
at — Const. y*
zerlegen ldsst, so kann man auch hier schreiben:

-

iy Tt =02 — eyl ) —myd =Y. (wr—aur Y

. 8 i " :
wenn dy, i, .... ¢, die Wurzeln der Gleichung f, | ;) = 0 reprisentieren.

Jede der binomischen Parabeln

Y=gy

besitzt nach Smith (,,0On the higher singularities of plane curves*, Proceedings of the
London Mathematical Society. Vol. VI ;
ki=m—1)—1=m—2

w 1 0 . -
Riickkehrpunkte, so dass also der Punkt :f“ o fur die zu untersuchende Kurve # (m — 2)
e
Ys
Riickkehrpunkte absorbiert.

oy . 3 . . » =Nl 2
Weiter besitzt jede der binomischen Parabeln im Punkte {'ri' ( ene Anzahl Doppel-
s
punkte, die sich nach Smith berechnet aus der Gleichung:
28 +3k=m(m—2) .
Man bekommt also fiir
29 = m(m—2) 3 (m—2)

= (m—2)(m—8) .

FL L , =) AL ‘
Die Zahl der in den Punkt {::' entfallenden Schnittpunkte der 5 Parabeln ist:

Yy =10
; ; | (1] - : 4
',};.'”NS —m), so dass also der Punkt {'J:* 0 bei der Bestimmung des Geschlechts der
bl Uy
s 5 s g : B\ TR L : (m—2)(m—38) | 4n s
Kurve F(1yaya) = 0 fir u(m — 2) Rickkehrpunkte und 2.2 ot Do (M) (m®— )
o

! - . = %

“A (m—1) (mn—4) + 2} Doppelpunkte zu zihlen ist.

3]

Enthiilt die gegebene Kurve, in homogenen Kordinaten geschrieben,
flxyz) =10

d Doppel- und r Riickkehrpunkte, so bekommt die transformierte Kurve, ausser der oben
angegebenen Zahl, md Doppel- und mr Rickkehrpunkte, Denn schliesst man den Punkt
il ) 2 e o = . -
{lrfz . aus, so dass also ¢ in den Transformationsgleichungen nicht verschwindet, so
Y3
entsprechen einem Punkte (gy) auf f(azy) =— 0 m ganz bestimmte Punkte (y,y,ys) auf der




(3 1l
=i

Kurve (i yeprz)=— 1), Nun geben die Transformationsgleichungen differentiirt:

oda + xdg — yr ~“dyy, + (m— 1)y 43~ *dy
oty =+ ydo — my =" dy,

odz +zdg = mys ~*dy,

so dass also jedem Wertsysteme der du, dy, dz ein ganz bestimmtes Wertsystem  der
dyy, dyg, dyg zugehort, wenn man fiir (yysy5) einen der m Werte substituiert, und dies
gilt auch unabhingig davon, ob die Werte der (da, dy, dz) von einander verschieden
sind oder nicht,

Mit Beriicksichtigung der fiir die transformierte Kurve F' erhaltenen Doppel- und
Riickkehrpunkte bekommt man daher fiir deren Geschlecht « den Ausdruck:

(mage — 1) (mn — 2 i :
= Jf 2 - {(m—1) (mn— 4) + 21— (m— 2) —md — mr

(i — 1) (mn — :g’_']
2

oder mit Einfiihrung des Geschlechts j =

T

— d — mr

n—1)(n—2)

(3]

tl —r der gegebenen Kurve f:

T = M JT i — -.r] —(m—1) - mn—-1)

|_En — 1) (n—2

2
a—=amp + (n— 1) (m—1) .

Nachdem das Geschlecht der transformierten Kurve auf diese Weise gefunden ist,
lisst sich mittelst der Zeuthenschen Korrespondenzformel

e—z =2 (p—1) 2e (" — 1)
die gewiinschte Anzahl von Koinzidenzen zweier der m einem Punkte der ersteren Kurve

entsprechenden Punkte angeben. Man hat in der erwihnten Formel nur zu setzen: 2" — 0,
ae—=m, e =1, p—mn, )/ = p und bekommt fiir die gesuchte Zahl:

=2 m—1)—2m(p—1)
oder = 2n(m I5Yies
Lisst man einem Punkte der ersten Kurve zwei Punkte der transformierten ent-
sprechen, so kann man sich zwischen den beiden Punkten auf der Kurve ¥ eme (1,1)
Korrespondenz denken und bekommt fiir die Zahl der Koinzidenzstellen der festgesetaten
Korrespondenz:

22— i .
Die Formel fiir das Geschlecht der transformierten Kurve lisst auch ersehen, wie

im Ofters erwihnten Beispiele der Kurve siebenter Ordnung, welche (2, 1) deutig auf einen
gewissen Kegelschnitt bezogen ist, der Kegelschnitt und die Kurve siebenter Ordnung in
einander iibergefithrt werden koénnen. Der Kegelschnitt wird zuniichst durch eindeutige
Transformation in eine Kurve fiinfter Ordnung verwandelt. Wird dann auf diese die an-
gegebene Transformation

r=1

shi—= ﬂ'g

angewendet, so geht sie in eine Kurve zehnter Ordnung mit 32 Doppelpunkten iber. In




] -

letztere Kurve lisst sich aber auch die Kurve siebenter Ordnung vom Geschlecht 4 ¢in-
deutig durch algebraische Substitutionen transformieren,

Die oben gefundenen Resultate berechtiven zu der Vermutung, dass auch zu
m =+ f~| ut
\ g

-5 beliebig gewihlten Punkten spezielle Lagen eines weiteren Punkts existieren,

. ; DL TR : :
der .noch einen (" © =) _8ten festen Schnittpunkt zur Folge hat, so dass durch die

(1 'J | -— 3 Punkte noch eine dreifach unendliche Schar von Kurven pter Ordnung hin-

durchgeht,

Die Punktepaare, welche die gesuchte Eigenschaft haben, nur fiir eine Bedingung

L R tgre ATy s ins 5 Lolized .
zu zihlen und daher mit (" .]; =) — 5 willkiirlich gewihlten Punkten ein Netz von Kurven
nter Ordnung ausnahmsweise nicht zu bestimmen, berechnen sich aus der gleich Null ge-

setzten Matrix:

gyl ) e () galay ) tpa (21 ) s LB )

) gy Ly ) o (1) gl y) gy 0y s @)

Diese ist vier von einander unabhingigen Gleichungen fquivalent. Bestimmt man die
Zahl der Punktepaare (x,%), («,), fir welche die vier Gleichungen verschwinden:

1 (@y) g (@) iy (2'0) g (o) = 0
o (xy) gy @Y) — o (@'0) @y (@y) = 0
s (wy) gq (29 s (@y) gy (o) = O
g lay) g (27y) Py (xy) s L) 0

(2.)

so sind unter ithnen unbrauchbare enthalten, nimlich diejenigen, welche den Systemen ge-

niigen:

g (@y) = 0
) gs (@) =0
B g () gy (n") — gz (20) @q (@y) = 0
@a (@) g5 (@Y) — g4 (@) g3 (@y) = 0
s E,';_.'IIJ} {)
(4) gs (@) — 0
i e () o (20) — o (2 0) gy (27y)) = 0
o (o) o [.-:"_i.r'] 0y [..«:’_:,r'} gs (wy) =0
: gy lay) =0
(5) iy H.-i_.-'lrrJJ —=_ i}

e pow ror
g {ay) g @y ) — go lay) g (ay) 0
g () ga (@) @o (@Y s (@y ) = 0
(Vs {,-;,'_.llf J {)
g (e 1)

(6) g Ly )

(1 [J'Iilr] — 10
gs () = 0

Die Zahl der gemeinschaftlichen Losungen des Systems (2) ergiebt sich nach dem




o=

von Herrn Krey (Math. Annalen, Band 19, p. 504) angegebenen Ausdruck fir die An-
zahl der Punktepaare, welche die vier Korrespondenzgleichungen befriedigen:

filey g'y) = 0
& folanay’y = 0
(i) 3 |: e R

s i_i!.h' ) {)

Ji ey ay) =0,
von denen angenommen sei, dass die linken Seiten in @, ¥ sowie in 2’y vom nten Grade
seien, und dass sie sowohl als Funktionen von (ay) als auch von (2%) in e« Ausnahme-

L
punkten (w;v,) einfach verschwinden und ebenso fiir Jll o Herr Krey findet auf
i 5

synthetischem Wege die Formel: ;

(2.) (A fefafy)=—6nt —12(c+2)n*+ 240+ 6+ 18a—06 .
Fiir das System (2.) hat man « -'_"‘" ; 5 5 Ausnahmepunkte, so dass man

) ; - 2l ;

(&) ;n“'- -$in~‘+{;’n~ -21n -+ 18

Lésungen erhailt,
Korrespondenzgleichungen von der Form (3., (4.) und (5.) behandelte Herr Brill,

um die Paare von getrennt liegenden Punkten zu bestimmen, welche gleichzeitig zwei

Korrespondenzen auf einer gegebenen Kurve geniigen, Fiir das System

flzy) =10
Fzy) (
g (oy; ay’) = 1
i (2 x2y) 0

(110.)

findet er die Zahl (R) der getrennt liegenden Punkte (ay), welche gleichzeitig einem
Punkte (2"y') auf f entsprechen, zu:

{11.) (R) = (ab — ZSasffi — eef) (ac' — = eiyi’ — ery) + (ae — Zeyi — ay) .

(ab” — Zefi — af) — 2pPy

wenn a, b, ¢; e, fi, yi u. s. w. die schon oben gebrauchte Bedeutung haben und p das
Geschlecht von j bezeichnet,

Die Anwendung der Formel (11.) auf die Korrespondenzgleichungen (3) giebt fiir
die Zahl (R) der gemeinsamen Wertepaare:

(12) (R)—2m2—a—1)—n—1)n—2) ,
und ebenso fiir System (4) und (5,).

Das System (G) hat

(15.) (n?—e) (2 —a—1)

Lasungen, die aber bereits in (8.) und (5.) enthalten sind. Es bleiben also
l’ i . 'ir ¥ ¥ i €
; nt—9Yps 4)’ nd—921 x4+ 18—86 (2 —ag—1) + S—1)m—2)

+ R — ) (2 —a—1)= ]I (i —2) (n—4) (n2—19)

brauchbare Losungen des Systems (2.). Wegen der Symmetrie aller Gleichungen in a,y




a0

und o',y hat man von dieser Zahl noch die Hilfte zu nehmen, so dass man fiir die Zahl
der gesuchten Punktepaare erhilt:

(14.) .l (3 —2) (g —- =9,

ein Ausdruck, welcher sich den Formeln
und

2 :
! (Seite 19)

gut an die Seite stellt,

&5




und a,% hat man v
der gesuchten Punk

(14.)

ein Ausdruck, welcl

gut an die Seite stef

ehmen, so dass man fiir die Zahl

und

(Seite 19)

g
o)
@
0p)
&
@
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