Die geometrifde Analyfis
als Methobe
qut Wufldfung von Anfgaben.
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Die Quelle unferer geometrifden Erfenntnifie find Prémifien, Lebrfitie und Anfgabe. Die Pramifie, su
weldher bie Erfldrung, die Forderung und der Grundfat gehdren, umfaft alle bie Sage, welde als bie
Grunblage bed Lehrgebubes betradhtet werben milffen, inbem fie bas (degebene der Wiffenfchaft entbalten, und —
infofern fie eine Webauptung auffiellen — Feines qeometrifchen Beweifes fahig find, vwabrend fie felbfi wieder zur
Beweisfhhrung anderer Sase gebraudt werben. — Da fie nidt erft aus anvern Principien, fondern unmittelbar aus
ber reinen Anfhauung abgeleitet find, fo baben fie unmittelbare Gewifheit. — Der Lehriak enthalt allgemeine geome-
trifche Wabrhelten von mittelbarer Gewifibeit, die burch ben Weweid, der darzuthun bat, wie diefe Wabrbeiten nach
ben nothwendigen Gefesien bes Denfend aus fhon anerfannten MWabrbeiten folgen, zum Bewufitfein fonmt. — Die
Aufgabe dagegen verlangt die Verbindbung und Darfleliung  (Conftruction) réumlicher Grifien mit vorausbeftimmten
Gigenfchaften; 3u ibrer wiffenfchaftlichen Foum' gebirt, dafi nadygewiefen wird, wie bie gefuchten Grofen von ben
befannten gegebenen abhingen unb wie nach bdiefer Abhangigkeit bie gefuchten’ Grofien confteuirt werben, — Der
Beweis hat barsuthun, daf die {or conftruivte Fiqur audy wivklich die verlangten Eigenfdhafien bhat.

Die geometrifdhe Aufgabe ift entweber plommetrifd, wenn man zu ifver Gonfiruction nur einer Ebene
bebarf, ober fie ift ftereometrifd, wenn fie Deven mehrere bebarf; bier foll nur von ben evjien bie Meve fein,

Nebe Aufgabe beftebt ihvem Wefen nady aud jwei Houpttheilen; dev erfte Theil enthalt bie Forberung, Daf
efroad ausgefitbre, conffruirt werbe; der sweite Theil enthalt bie Bedingungen b. h. dicjenigen Angaben, weldje bie
Bufammenfebung einer ju conftruivenden Figur beflimmens ¢& wird babei vorausgefeht, daf die gegebenen Wedingungen
b bad ®efucbte in vinem folden Sufammenhonge fiehen, Daf bas Lesfere wirklich cine Folge ted Erffeven ift, und
baber auch aus ibm abgeleitet werben fann,

Bei jeber Aufaabe ift jufdrvert ju unterfuchen, ob bie Bedingungen von einander unabbangig find, . h.
baf nidt cine’ berfelben durch bie Sufammenfiellung ver ubrigen fich ald Folgerung ergieht. Wei ber Aufgabe: >ein
rechtwinfeliges Dreied ju befdyreiben von welchem die Hypotenufe und der Halbmeffer bed um bdaffelbe befchrichenen
Sreifed geaeben ift, ift die fegte Bedingung in der exfien mit entbalten, ba der Scheitelpuntt ded redyten IBinkeld Des
su conftruivenben Dreiedd in bem Umfange bes Kreifed enthalten iff, von weldiem bie Hypotenuje Durdhmefier, folglid
bie halbe Hupotenufe felbft Halbmeffer ves Kreifes ift. — Aud bdinfen die Bedbingungen nicht der Avt fein, bdaf die
eine ber anbern ober einem ancrfannt wabren Sebrfabe wiber{pridt; i bdicfeom Falle It vie Aufldfung der Hufgabe
utmbdglich. Dabin gebdren 3 B. vie Aufgaben: ein Dreied zu conflruiven aus 3 Seiten, von weldhen jwei Seifen der
3ten gleich find; ober ein vedhtwinfelined Dreied su confiruiren, {o vaff eine Kathete grofier alf bie Hypotenufe ift. —
Sind mehr Bedvingungen gegeben, ald jur Aufldfung unumganglich nothwendig fink, fo ift die Aufgabe Hbevrbefiimmt.
Goift die Aufaabe: fber einer gevaben Linie e¢in Dreied von gegebenem Inbalte und gegebener Hobe su befhreiben
fiberbeftimmt, ba mit ver Grunblinie und bem Inbalte bdic Hiobe, und ebenfo mit Grundlinie und HoObe der Inbalt
gegeben ift. — JIn mandpen Fallen hat eine Uebereinflimmung der Aufgabe ibhre Unanfldslichfeit sur Folge. Ift 3. B.
bie Aufaabe gegeben, ein rechtwinfeliges Dreied ju conflruiven, wvon bem alle 3 Seiten gegeben find, fo iff dureh den
rechien TWinfel und bie beiben Katheten auchy bie Hopothenufe mit gegeben; ift Demnadhy Die Ate gegebene Linie der
Hypotenufe bed aud bem rvechten Winfel unbd jweien Seiten conflruivten Dreiedd nidt gleid), fo findet ein Wiberfprudy
ftatt und bad Dreied ift nidt ju confleuiren.
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Witd bie Aufgabe geftellt: Atber einer gevaben Linie ol Sebne einen RKreis ju befdreiben, fo find untendlidy viele
unter fich verfdhiebene Kreife moglidy, die diefe gerabe Linie ald Sehne entbalten.  Feber Punkt in dbem Perpendifel
aud ber Mitte biefer Linie ift Mittelpuntt eined Kreifed, ver vie Bedingung erfullt. — Wird aber nod) vie Bebingung
binsugefiigt, baf der Mabiud bed ju confiruirenven Kreifes von gegebener Grofe foi, fo ift nur ¢in Kreis vorhanben,
ver die Bedingungen der Aufgabe erfitllt,  Jn jenem Falle, wo die Aufdfung unendlich viele Kreife nachoiefi, vie alle
vie Bevingung ver Aufgabe erfiillen, ift bie Aufgabe unbeftimmts in diefem Falle, wo nur eine Aufldjung ben Be
bingungen geniigt ift fie beflimme.  Der Unterfchied swifchen einer beflimmten unb einer unbeffimmten Aufgabe befteht
pavin, taf bei ben beftimmien Nufgaben jebe verseichnete: Grofe, oie den BVebingunpen ver Aufgabe genligt, biefelbe
Geftalt und Gredfe hat, bei den unbeftimmeen Aufgaben Hat bagegen nidyt jede verjeichnete Grdfie, welde dbet Bebin:
gungen ber Aufgabe genhigf, diefelbe Geffalt und Grofe. — Die weitere Eintheilung bder unbeffimmien Aufgaben in
befdyrantt und in unbefdranft unbefimmte berubt darauf, vb cine befimmte Ungabl verfchicdbencr Grbfien, sber
ob ' unenblich viele verfchiebene Grdfen ben Bebingungen ber Aufgabe geniigen. — So ift bie Aufgabe, von cinem
Puntre aud eine Tangente an den freid ju ziehen eine: vollfommen beft immte, wenn audy ywei, unter fidy gleiche
Zangenten von vem gegebenen Punkte an den Sreis gezoaen werden Finnens die Aufgabe ein Dreied juw befdhreiben,
von weldem jwei Seiten und ber der Fleineren Seite gegenitbevliegende MWinkel gegeben, it cine bejdhranft beffimmte,
inbem bie Aufldfung sei ungleiche Dreiece barbietet, dageqen ift die Aufgabe tber einer geraden Linie alé Grunblinie
ein gleidhfchenteliges  Dreied  ju befchreiben,  eine wolfommen: unbeftimmie, indem unendlich viele gleichfchenfelige
Dreiede der Bevingung der Aufgabe gentigen.

Wiv wenben und jest zur » Aufldjung « ber (geometrifthen) Aufgabe und fragen junddf, was in ber Geometrie
unter Aufldjung einer Aufgabe ju verfteben fei, und welche Mittel wir amvenden um diefe herbeizufhibren? Gine
Yufgabe iff aber Dann aufgeldfi, wenn bie gefudyten Grofien in einer joldyen Abhangigkeit von den gegebenen crfdheinen,
Daf fie vermiftelft diefer comftruivt oo b in einem anfihaulichen Bilde bargelegh wevben Eonnen und wenn, nadbem
Diefed gefcheben, ber Beweid vargethan bat, bdaf die gefuchten Grdfen in der duvdh die Confleuction exbaltenen Figue
wirklidh vorhanben iff.

Die Anweifung fo wie alle bie geometrifhen Unterfuchungen, welde wiv ol HUlfsmittel ber matbematiichen
Erfinoungéfraft ammwenben, diefe Abhangigfeit ywifden Gegebenem * und Gefuchten  nadzuweifen, fo daf dadburdy der
Punft  berbeigefubrt wird, von bem vie Uuflojung ber Aufgabe  audgeht, bheift: bie geometrifdhe Analyfis;
Unalnfis der Lufgabe Heift im Bejondern bie Angabe bed Jujammenhangs pwifden ten Bedingungen der Aufgabe,
und ber gefuchten Grifie.

Dad Tefen der Analnfis ald Methobe befteht in Folgenbem:

Man betvadhtet die Aufgabe alé geldft . h. man fieht die gefuchten Grdfen als gefunden an, indbem: man eine
ber verlangten gleichartigen Figur confivwivt. — Jn: biefer Figur untecftheivet man big gegebenen und bie gefuchten
&tiicke von einander, flellt dic gegebenen, wenn fie nicht unmittelbar als ZTheile in Derfelben enthalten find, dars fo
bilbet fie wivlidy, wenn: vou einem ju - confleuivenden Dreiede bie. Summe  ober Differeny von Seiten ober  Winfeln
gegeben ift, biefe Summe ober Differeny der Seiten ober Winfel,  flellt fie dann mdglidft in WVerbindung miteinanber
und diberlegt, welde Gigenfehaften den: gejudhten Grofen ufemmen mibften, wenn fie witflih ben Bedingungen e
Hufgabe gentigen follen. Da vie Conjiruction einer Aufgabe auf die Beflimmung der Lage von Dunfren juridgefiibet
werden Eanm, fo bat man bauptfadlicdy ju unterfuchen, welche Punfee, bie in der Figur erfdeinen, durch die gegebenen
Stucke wnmittelbar ber: Lage nach ald gegeben angefehen mad. vermittelft ver gegebenen Stiide unmittelbar. confpmive
werben Ednnen.  Jft.man babin gelangt, fo. bat man die Lage der u fucdbenven Duntte mit der Lage der qegebenen
in oie ver{dhicdenen mbglichen Begichungen ju fegen umobavausd veymittelf eines geometrifchen Safes, ober ciner bereits
aufgelofien Aufaabe oder Doy irgend einer Abhdangigfeit: ju exfermen, wie die. gefucdhten Dunfte aud den gegebenen
gefunben werben Ednnen.

Nach - biefen  exfien allgemeinen Anbeutungen dber bie Methobe ber Unalyfis, welen wic an einigen Beifpiclen
ibr Berfabren erlautern. —

Uufgabe. Ein Dreied ju befdhreiben, von weldem die Grunblinie = a, die Difjereny der Seiten = d und
pie Diffeveny der TWinkel an der Grundlinie = J gegeben iff.

Analpfis. G fei (Fig. 1.) bad Dreied ABC bad gefuchie mit den verlongten Eigenfchaften, fo. baf alfo bie
Grundlinic AB = a, bie Diffeveny der Seiten AC — CB = d und bie Differeny ber Winfel CBA — CAB =0
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fei. Die Differeny der Seiten AC und CB wird aber nach Eufliv €L 1 &. 3 erhalten, wenn man aus G m't OB
einen Kreid befdhreibty diefer fdmneive die AC in D und 8 ift alfo AC — CB = AC — CD = AD = d; wird bie
Hiilfslinic CF gesogen, fo ift mit biefer auch bdie Diffeveny ber Winkel an ber Grundlinie gefunden, denn e iff
98. CBF = 2. CFB, alfo ijt aud, ba . ACF = . CFB — CAF, 2, ACF = CBA — GAF, bemnad
9. ACF = 4d Dic AB, AD unb 98. ACF fiehen noch nicdht in ber Werbindung, bafi ein nothwendiger Sufammen-
bang wifchen biefen gegeben Grofen nadhweisbar ware. Um biefen Derbeiuftbren werbe oie BD gejogen, fo ift
98, ABD = Y, ACF = ¥, ; bemnach find bie 3 gegebenen Stiide, aud welden bdbad Dreied conffeuict werden foll
ndmlidh a, d und ¥, & in bem Dreied ABD vorhanden. Das Dreied ABD Fann biernad) confteuivt werben.  3Ju
unterfuchen ift ekt in weldbem Sufammenbange bie Dreiecde ABD und ABC fteben, ober ¢d ift nachzuweifen, wie man,
wenn Dreied ABD conflruirt ift, sur Gonflruction bed Dreiedd ABC gelangt, €8 ift exfidhtlich, daf bie Conflruction
bed A ABC von ber Nuffinbung bed Punkted C abbangig gemadit werben muf. Der Puntt G lieat aber in ber
Werldngerung der Linie AD und ba W. CDB = W, CBD ift, fo legt er audy in bem Schentel eined TWinkels
= BDC ber an ben Punkt B ber Linie BD angefragen iffs ev liegt alfo in 2 Linien bie der Lage nady befannt find,
pa beidbe nur einen Punft, ven Durdfdnittspuntt, mit einanber gemein Haben, fo ift biefer ber gefuchre Punit C.

Aufgabe. G8 ift ein Dreied au befdyreiben von weldyem bdie Grundlinie, bie Hobe und bie Diffeveny ber
MWinkel an der Grundlinie gegeben iff.

Analyiis. G& fei (Fig. 2.) & ABC das gefudite, welches bie verlangten Eigenfchaften bat, fo baf alfo AB=a,
CD = h, und 3. CBA — CAB = & ift; man fucbe bdie gegebenen Stide an bem Dreiede auf und bringe fie in
WBegichung ju einanber. Wenn wiv nun wicber aud C mit CB cinen Sreis befchreiben, fo iff, wie fhon nady ber
vorigen Yufgabe befannt, W, ACE = CGBA — CAB = &; verlangert man EC bis jum Punfre G und jicht BG,
fo ift A EBG in B rechtwinBelig und BG = 2CD = 2h; wird nun nody AG gejopen, fo fiebt man gleidy, daf
A ABG qus AB = a, BG =2h und . ABG = R confiruivt werben Fann. €3 ift nun nadyjuweifen, wie man
vort & ABG jum & ABC gelangt, ober da Dbie beiben TWinfelpunfte A und B bad A ABG audy TWinkelpunfie ded
A ABC finb, fo iff nue noh bavsutbun, burch welde Conffruction man zu dem Punfte C gelangt. Da CD = h
und BG = 2h fo liegt ber Punkt C alfo 1) auf ciner Pavallele ju ber AB, welde aud J, vem Mittelpunfte von BG
gegogen iff; ba aber audy . ACE = d, fo ift I. ACG = 2R — &, folglich liegt 2) der Punft C, da A G im
A ABG ber Grdfe und PLage nady geaeben ift, auf bem Umfange eines Kreidabfdnitred, weldper uber AG als
Sehne unb F:il,ﬁg, bes 98, oR — d befdhrieben ift; ba er nur in jener Pavallelen unb in biefem Kveidbogen enthalten
ift, fo ift ver Durchfchnittspunft der beiben Linien der gefuchte Puntt,

Aus ben Analpfen biefer beidben Aufaaben ergiebt fich, wie wichtige Halfemittel sur Aufldfung der Aufgaben bie
SHilfslinien barbictens eine jweEmdafige TWabl verfelben iff o8 vor Allem, weldpe zu einfachen Nuflofungen flhet,
wibrend eine falfdhe Tabl oft entweber gany von ber Aufldfung abfibrt, ober body foldhe Aufldfungen giebt, bie durdy
ganglicyen Mangel an Einfadbheit und Elegany al8 mifilungen betradytet werben mifien. Filbrt daber frgend eine
Hilfslinie gar nicht oder doch nur fihwierig jum 3iele, fo ift e5 rvathfam biefe ju verlaffen und dagegen eine andere
s wahlen. — Dic Hllfslinien find e3 namlich, weldye die befannten Grdfen der Aufgabe mit ben gefuchten in BVerbindbung
bringt, um Ddaburch Mittelfase su erbalfen, die einen Uebergang von den erfiern ju ben letifern herbeifuhren und dbabdurdh
ven Bufammenbang ywifdhen ben gefudbten Grdfien und den gegebenen ermitteln. Zu dem Enbe werden befannte
und gefudhte Punfee durdy gevadesBinien verbunbem, ober ¢é werden gerade Linien bie ber Lage und ®rofe nady befannt
find, verldngert bis fie sum Durchichmitte mit anbern ber Lage unb Grofie nach befannten Linien gelangen, ober eé werden
Parallelinien, Perpendifel, Tangenten u. f. w. gegogen, jedodh immer fo, baf eine gewiffe Mothwendigkeit bazu vorbanbden ift.

Newton hat in der Arithm. univers. sectio IV. Cap. I. §. 17 fiber bas Bichen ber Hulfslinien, fir feinen
Rall freilich fhe die Conflruction der algebraifchen Aufgaben, folgende Megeln, bdie fidy aber audy auf geometfrifdhe
Nufgaben tbertragen laffen, aufgeftelt: ;

» Meiftenstheild find Figuren ju confiruiven, und jwar am Ofterften, inbem man einige Linien verlingevt, bis
sfie anbere burdifdhneiben ober bi8 fic eine gegebene Gebffie crveidht haben: ober indbem man burdy irgend cinen
saudgeseidneten Punkt Linien zieht, weldre anbern parallel ober lothredht find, ober inbem man audgejeidnere Puntre
»perbinbet und andere Gonftructionen madyt, je nachbem 8 die Befdpaffenheit der Aufgabe und die ju deffen Lofung
sangewandten Lebrfate erbeifhen., Wenn 3 B, el einanber nidt treffende Linien mit einer briften gegebene
»Winkel bilden, fo verlangert man fic wobl, baf fle cinanber treffen und badurdh ein Dreicd bilven, von weldhem




e 3 —

>bann bie Winfel und fomit auch bas Werhaltnifi der Seiten gegeben ware. Oder wenn irgend ein MWinkel gegeben
»ober einem gegebenen gleich ware, fo bilben wir oft ein Dreied, das der Gattung nach gegeben, ober einem aeaebenen
» dbnlidy ift baburch, baf wir einige der Linien in der Figur verlingern ober bie bem gegebenen Winfel gegentiberftehente
»Rinien anderd ziehen. Wenn ein Dreied fbicfivinkelig ift, fo dfen wiv ¢8 oft in jwei redhitwinfelige auf, indem wir
#ein Perpendifel fallen. TWenn 3 fich um vielfeitige Figuren banbelt, fo [Sfen wir fie in Dreiede auf, inbem wix
» Diagonallinien ziehen, und fo in anbern Fallen, inbem wiv fmmer barvauf hingielen, vaf eine Figur in Dreiede, bie
» entweber gegeben ober gegebenen abnlich, ober vechtwinfelig find, aufgeldit wird.e —

Welche Wichtigheit gerabe bie swedmdifige Wabl ver Hilfslinien filr die Aufidfung der Aufgaben und befonders
fir oie Mannigfaltigfeit der Auflofung bat, fo baf geradbe die Aufgabe ciner um fo mebrfaden Aufldfung fabig
ift, je mebr man bie Hhlfélinien ju verandern vermag, foll an folgender Aufgabe dargethan werden:

»E8 foll in einen Duabranten ein Kreid eingefdhrichen werben, fo baf bderfelbe bie Mabien und ben von ibnen
#eingefdhloffenen Wogen berfihrt. ¢ ‘

Analyfié der Aufgabe. (Fig. 3.) Der gefuchte Kreid wiirde vollfommen beftimmt fein, wenn von bemfelben
1) ber Mittelpunkt der Lage und 2) ber DHalbmeffer der Grdfie nad)y befannt wire. Da aber der gefudbte RKreid die
Bevingungen mit fich fihet, daf er bie Rabien berlihrt, und bie von bem Mittelpuntte nach vem Berithrung spunkre
gegogene gerabe Linie auf verfelben perpendifular fleht, fo ift, wenn ber Mittelpunft des aefuchten Sreifed ber Lage
nady befannt ift, mit hm auch ber Halbmeffer ves Kreifes gefunben, da er namlich bad Perpenvifel iff, weldes von
bem gefundenen Punfte auf einen ber Halbmeffer bes gegebenen Duabraten gefallt iff. 9Bir nehmen nun an O fei
per Mittelpunkt des ju confiruirenden Kreifes und der Kreis berlihre die Halbmeffer und ven Bogen in den Punften
D, E und F; verbinbet man nun den Punft O mit den Punften D, E und F buvch gerabe Linien, fo fleben biefe
fenfrecht auf ben Linien AB, BC und GH; verbinbet man nun noch ben Punft O mit dem Dunkte B durdh die inie
0B, fo entftehen badburch jwei congruente Dreiede DOB und OED, weil 0D = OE, 0B = 0B unb 98. ODB
= M. OEB = R, folalih ift auch DBO = EBO = Y, R, bemmnach lieat ber gefuchte Mittelpunft auf eciner Linie
bie ben . ABC halbiet, Sonnte jest nod) cine grade Linie nadhgewicfen werben, auf weldher diefer Dunkt ehenfalld
entbalten ijt, fo mufte er in beiden Rinien, in cinem ibnen alfo gemeinfchaftlichen Dunfre enthalten fein. Whre und
Die Rage ves Werlbrungépunfted D ober E befannt, fo batten wir eine folde Linie in per D 0. welde perpendifulfc
auf AB iff. Um die Lage ded8 Punkted D ju finben verbinden wir ibn mit F, fo entfteht, da DO = OF, ein aleidy-
fchenteliges Dreied. Nun folgt, da OF fenkrecdht auf GH, dafi {hre Verldngerung auch durch B aebt, folglidh bilbven
BO unb OF ecine gerabe inie. . DOB ift a8 duferer 8. ves Dreieds = OFD + ODF = 20DF und ba
DOB = ' R, fo ift OFD = Y, R, folglih finbet man ben Punft D venn an F ber BF cine Tinie unter einem
Winfel = Y4 R angetragen unb ver Schenkel bid jum Durdhfchnitte mit bem Nabdiud ves Sreifes verlangert wirh, Der
Durdhidynittspunte des Perpendifeld in D mit dem den Winfel ABC balbirenden Halbmeffer giebt den Mittelpunkt ded
gefuchten Kreifes,

2te Unalpfis. Ungenommen e8 fei (Fig. 4.) ber Sfreis wicber gefunden bder in den Dmabranten ABG
eingefchrieben werben foll und D, E unb F bheifien wicber bie Berubrungspunfte. 5 ift nun nady der vorigen Analyfis
fchon ermittelt, baf ber Mittelpunft ves gefudbten Kreifed in ver Halbivungslinie ded 8. ABC enthalten ifft. MWir
fuchen fet bie Lage bed Punftes E auf ber Linie BG auf eine andere Weife it Deflimmen unb verlangern bie Tangente
an F und den Nadiud BC bid gu ihrem Durdfchneiven, was nothwenbig gefdheben wird. IBird nun F mit E unb C
vetbunben, fo entftehen daburd) pwei congruente Dreiede BEF und FCG, benn e ift . FBE = FGC = ', R,
W, BFE = GFG = ', R unb iberdieh iff BF = F G, folglih it GC = BE. it alfo 8. ABC balbirt und
an F cine Tangente gelegt, weldhe bie verlangerte BC in G fdhneidet unbd tragt man bann von B aus bie GG auf ber
BG ab, fo vaff BE = GG, fo ift E ber gefuchte Punft. Berlidfichtigt man, daf wegen ber Gongrueny ver AABEF
und FCG audh FC = FE, {o finbet man ben Punft E audy, wenn aqud F mit F C ein Kreid befchricben wirh; der
Durdpfchnittspuntt veffelben mit BO ift der gefuchte DPunkt. '

dte Analyfis. €3 fei wiecder (Fig. 5.) ver um O befdrichene Kreid ver gefuchte und bie Werfihrungspunkte
feien D, E @nd F; verlingert man nun FD qué vem Punkte D und plebt aus irgend einem Punbte G eine Linfe GH
varallel ju der Linie DO, fo ift ADOF &bnlih AHGFunbda DO = OF fo iff auch HG = GE. Demnach liegt ber
Puntt H auf dem Umfange eines Kreifes ver aus vem Dunkt G mit GF befchvieben ift; ba aber audy GH ald Parallele
3 DO fenbredit auf AB ift, fo liegt er auch in ber Berlangerung des Verpendifeld aus G auf A B. Da nun der




Dunft H auf bdie angeaebene TWeife inmmer gefunben werben fann, fo ift tamit ber Punft D unb mit ihm der
Mittelpuntt O ve5 gefuchion Sreifed gefunden.

Der bejhrantte Raum geftatter nicht, sur Ausfhbrung ber oben angedenteten Bemerfungen wber bas Jichen von
Halfslinien noch mehr Analnfen von unferee Aufaabe mityutheilen.

Tenn durch die Analyfis die Abbanaiakeit ber gqefuchten Grofen von ben gegebenen in der Art nadgewiefen ift,
baf barvaud bie Moglichfeit der Aufldfung ber Aufgabe fich evgiedt, wad fidh immer baburd) ausfpridht, vaf bad
Sdlufiglicd bei ber Analnfis bie Forderung enthilt, gewiffe gegebene und befannte Grdfen in BVerbindbung ju feben,
fo ift ¢ bad Gefchaft ver Conflruction aud ben gegebenen Stidfen die gefuchten durdy Seidhnung su finden. — Wenn
man die Analyfis ciner Aufgabe naber auffaft, fo laft fid davaus jevedmal nacdhweifen, in welder Drbnung bie jur
Figur gebbdrigen Punfte conflruivt, weldhe Linien jur \eflimmung diefer Puntie gezoaen werben mitfien , weldhe Devter
mat 3it biefem Swede ju confiruiren bat und auf welche fehon gelbfie Aufgabe bie Conftruction diefer Derter jurhicaefiibre
wird. Die Analyfis {dreibt vaber ber Gonflruction ihren Gang vollftdnvig vor und um das Gefudite ju erbalten, hat
man nur venfelben TWeg in umgebehrier Dronung su verfolgen, ber bei der Analyfid nady und nady juriidgeleat wurbe.
Menn aber die Unalpfis in ver ju ihrem Jwede conffruivten Figur nicht anf bie abfolute Grige ber Stade Riudfide
nimmt, fondern im AlUgemeinen nur unterfucht, wie in decfelben die gefuchten Stirde mit gegebenen berfelben Art, nidht
verfelben Grofe, wie fie bie Aufgabe verlangt, zufammenhangen, fo legt die Gonfteuction die gegebenen Stide ju
Grunbe unb conflruict bie Figur, fo baf vemgemaf bie gefudbten audh ber Grdfie nach durch bie beFannten ausge:
pridt find.

Wm bad Gefagte zu fiviven, fiibren wir jeiit bie Gonflvuctionen aud ju ben erften ber beiben Hufgaben, wvon
welthen wic oben bie Analvfen gemadyt Haben,

2n ber JAnalyfis ju der erfien Aufgabe wurde bie Confteuction ded A ABC von der ted8 A ABD abhangig
gemadhts von diefem Dreiede ift gegeben bie Grundlinie AB, bdie Differeny der Seiten. AD, und . ABD = '/, 4
Aud viefen 3 Sthfen Fann (f. unten die Determination) dad Dreied ADD conftruivt werden; ed wetbe alfo (Fig. 6.)
eine Einie AB = a, weltbe Srunblinie werben foll; hingeleat; an einen ber Enbpunfte (B) werbe ein Winkel = 1, &
angetragen unb ausd bem anbern Enbpunfte A mit d ein Kreid Dbefdyreiben, von bem wir annehmen, btaf ex bie BE
in goei Punkten D und D’ fibneibet,  Werbinbet man nun A mit D und witd AD dber D hinausverlangert, fo entfteht,
wenn noth an B ter BD ber $Winfel BD C angefragen wirtd cin & ABC, wad ben Forberungen ber Unfgabe qenugt.

Werfabrt man in gany abnlicher Weife mit dem Punfte D!, nur daf die Linie D' A nicht fiber D hinaus, fondern
fiber A Dinaud vevlangert wird, fo entjfebt, wenn der 9. AD'D an B der BD angetvagen with cin A ABC/, bas
ehenfalld ben Forberungen ber Aufgabe gentigt.

Die Unalyfis sur jweiten Aufgabe madhte bdie Conflruction bdes A ABC von ber bted A ABG unb ber
Huffindbung bed Punftes C abbangia; daé A AB & wief bie Analyfid als cin vedhtwinbeliged nady, in weldem AB =
er -gegebenen Linie a und B G = 2h iff; aufierbem zeigte jie, vaf ver Punft C 1) in eciner Linie enthalten, die in einem
Abftand = h parallel su AB gejogen ift und 2) in cinem Krcigbogen, der diber AG als Sehne, fabig ves W, 2R —
befdivichen ift. Demnady iff bie Gonjlvuction ber Aufaabe: ES werde (Fig. 7.) wine Zinie AB = a bingelegt und an
einen ber Enopunkte ein Perpendifel B G = 2k ervichtet, bann werbe bie Linie AG gejogen und aus J ber Mitte von
B.G eine Parallele JC 3u AB; diber AG al8 Sehne werbe cin Kreisbogen, fabig bes Winkeld 2R — & befchrieben, fo
ift fein Durdidnittspuntt C mit ver Parallele ver Fte Winkelpuntt bes AL —  Berbinbet 'man den pweiten Durd:
fdmiredpunte G’ mit A und B, fo befommt man ein gweited A, in weldem bie Grundlinic = a, die Hobe = h; der
Unterfchied ber TWinfel an ber Grunvlinic = 2R — d.iff.

Tenn bie Gonfiruction aus ver Analpfis unmittelbar als gegeben gu betvadyten ift, foo flebt audy der Beweis
mit ey Confruction in folcher Wegichung, baff er aud viefer unmitfelbar abgeleitef werben Pann.  Der Beweis hat bie
Ueberjengung su gewabren, daf die auf vem Wege ber Conftruction erlangte Figur wirflic) alle dicjenigen Eigenjdhaften
enthalt, wie 8 bie Aufgabe verlangte. Scine Form ift auch bie, wie bei bem Lehrfate, baf nachgerviefen wird, wie
viefe Bebauptung nady ven uns angeborenen Gefesen bed Denfend und Sdlicfend eine nothwenbige Folge anberer
Sage ift, vever Richtigleit wiv bereits anefannt hoben. PWenn aber ber PBeweis bei tem Lehrfabe ein doppelier fein
fann, ber Dbivecte ober ber indirecte — b . baf bie Michtigfeit dev in bem Bebrfabe aufqefelten BVebauptung
unmittelbar nachgemwiefen, alfo geseiat wird, vofe diefe gerabeyu cine Folge anberer al3 wabr ancrfannter Sape ift, ober
in bem gegeigt wirh, 3 fei bas Gegentheil von bem wad behauptet wird unmbglich, inbem’ qus ter Unnabme, bie




PBehauptung ved Lehrfakes finde midyt ftatt, ein MWiverfprudy folgt — fo iff Der Veweid bei der Aufgabe vorzugsweife
ber birecte, da alle bie Lehrfate, von weldhen bei ber Auflbfung der Aufgabe Gebraudh gemadht with , als befannt
vorausgefent werben miifien.

Gonftruction und Beweis nannten die Griedien im Gegenfabe jur Analyfis dbie Synthefis ber Aufgabe, und
nie bie Nufgabe wurbe von ihnen ald aufgeldf betradytet, bei welden bie Synthefis nidt feblte. —

SBei per Gonflruction ber erften Nufgabe wurbe angenommen, bafi bie Linie BE von dom Kreife aud mit d
befdhricben in gwei Puntten gefdnitten werbe. €8 Fann jebody der Fall eintreten, baf Dbiefer fKreid mit ber Linie BE
enitweder gar feinen Punft gemeinfchaftlich hat, ober daf ev ibn berfibrt. [n beiden Fallen iff bie Conflruction bes
A ABC nidt ausfitbrbar und bdaber bie Aufldfung ber Aufgabe unmdglich; bdenn wénn auch eine Berhhrung ftatt
finbet, fo liefert boch, wenn man ben Punft A mit bem WBerithrungspunfte verbindet, die weiter aefithrte Gonftruction,
Fein Mefultat. Wird ndmlich ber Dunft A mit dem Berhhrungdpunfie verbunben, fo ift der dadburch entftanbene
. = R, folglidy audy fein Nebenwinfel = R und bda biefer TWinfel an ben Punft B ber BD angetragen wird um
ben Punft C ju erbalten, fo find in unferem Falle, da bie inneren Gegen-Wintel = 2R, die Linien dburch welde wir
cinen Durdhidhnittspuntt erbalten follten parallel; ba die Gonftruction bed A ABC von ber Auffindung ved Punttes G
abbéngig gemacht wurbe, fo ift ba Diefer nirgends su finden, die Gonfivuction Ded A aus ben gegebenen Stiden
nidht miglich.

DBetrachtet man hingegen vie Gonflruction jur jweiten Aufgabe, o wird man finden, taf bad A ABC immer
confieuivt werben fann, vorausgefeht jedodh daf Der geqebene Winkel = 2R, was aber firr unfeve Aufgabe immer
flilljchweigend jugegeben wird. Denn von bem A ABG find wei Seiten und ber eingefthloffene Tinkel gegeben,
folglich fann bag A immer confteuivt werben; aud) Fann man {mmer, wie bier fiber A G, aber ciner Linie cinen
Sreisbogen befchreiben fabig cines Winfeld8 = 2R, und bie aus J ju ver AB immer mogliche Parallele witd den
SKreisbogen fhneiden, folglich erbalt man ben gefuchten Punft C unb damit bad A ABC.

Der Grund diefer beiden ungleichartigen Gricheinungen [liegt Darvin, vaf fir manche Aufaaben bdie gegebenen
Grdfien ein_gewiffes Verbaltnifi nicdht dberfchreiten diirfen, wenn bie Aufgabe mdalich fein foll; wabrend fie bei anbern
Aufgaben ein jedes beliebige Verhaltniff unter einanber baben Ednnen. Ju einer vollftindigen Auflojung eciner Aufgabe
gehort aber immer bie Unterfuchung, weldpe Werbaltiffe oder weldhe allgemeine BWeziehungen die geaebenen Grofen unter
fidy beobachten mitffen, bamit bie Aufgabe aud ven gegebenen Webingungen aufgeldff werben Fann. Diefe Unterfuchuny,
fo wie bie, bie Granze ju beflimmen, uber welde binaus fliv bie gegebene Srdfe Der ubrigen Bebingungen eine
Pebingung entweder nidyt grofier ober Fleiner werben barf, wenn bie Aufidfung mbglich fein foll, heift die Gran;:
beftimnung ober bie Determination der Anfgabe.

Sn den Bedingungen ber Aufgabe 1) legt mit Nothwendigkeit vafi a = d ober daf AB == AD, alfo da aud
8. ABD geaeben ift, fo ift bort ein A ju conflruiven, von welden swei Seiten und der der Eleineren Seife gegen-
fiberliegende TRinfel gegeben iff. MWiv wollen biefe Aufgabe , um in ihr bie Determination aufufuchen, aufldfen.

Analyfis. E6 fei (Fig. 8.) ABC vad verlangte &, fo baf alfo.AB =a, AC = b, 3. ABC = a, audh fell
AB = AC fein. — Da bie geaebene Rinie ober cine iby gleiche Linle Grunblinie ded u conjivuivenben A werben foll,
fo Eennt man zwei Minfelpuntte desd A’8, gefudbt ift alfo nody ber 3te. Derfelbe liegt aber, ba LW, ABD = a, auf
ciner inie die an den Punft B ber AB unter cinem Winfel == a angetragen iff, und ba audy AC = b, fo liegt ev
auth auf bem Umfange cined Kreifes der aus A mit b befdhrichen iff. Hievaus evgicht {ich vic Gonfiruction. €5
werde eine Linie AB = a Dhingeleat und an deren Endbpuntt B ein Winkel = a angetragen, aud A werde dann mit b
ein Sreid befchricben, fo wirh biefer mit ber Linie BE entweber gar feinen Punft gemeinjchaftlich baben, ober ev
wirh ihi berfihren, ober er witd ibn fdneivem. Angenommen ad leite finbe fiatt, fo verbinbe man bie beiden Durd)-
fhnittspuntte C und ' (Fig. 9.) mit A fo find tie baburdh entftanbenen A A ABG unb ABC! bie verlangten.

Beweis. Denn o3 it AB = a, AC=Db = AC und Winfel ABC = a.

Die beiden AA ABC und ABC! enthalten alfo beide bie gegebenen Stirde und {ind demnach bie verlangten.
Die Determination fiiv diefe Aufgabe iff aber folgende:

Daa =b, foift audy AB = AC, bemnady auch . ABC = ACB; wenn alfo die Aufgabe mbglich fein
foll, fo muf 1) ber gegebene Winkel Fleiner al8 R fein,  Wird bad Perpendifel AD auf BE gefalit, fo ifi 3. ADD
= R, folglid) ADB + ABD < 2R und $8. ACD = R. Daber ADC => AGD, folglid audy AC = AD.
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Hieraus evgiedt fidh, bafi 2) die Seite b nicht Fleiner fein barf ald dad Perpendifel von A auf BE, wenn anberd bie
Aufgabe moglich fein foll.

Sftb = AD, fo falt bexr Punft C mit C' zufommen und man bat flatt sweiee Dreied nur cind, wad bie
verlangten Bebingungen erfullt.

Nicht immer bebarf vie Detevmination diefer mehrfachen Schliffe, in vielen Fallen Fann fie unmittelbar ausd Lehr-
fasen abgeleitet werben. So ift dbie Determination fiir die Aufgabe ein A aus 3 gegebenen Seiten ju confteuiven,
baf bie Summe ober die Differeny je zweier berfelben Eleiner ald bie 3te iff. — In anbern Fallen, namentlich in benen,
fwo bie Girdfe einer inie von der Grdfe cineds Winkels abhangig ift (wie oben) ober umgefelrt, ift bie Glementar-
geometrie micdht immer im Stande bie Gramgbeflimmunasdweribe anjugeben, ba ibr baufia bie Lebriase feblen, aus
weldhen bie At ber Abbangigleit erfannt werben Fann. In biefem Falle tritt bie Trigonometrie hingu, und bringt bie
Grdfien in Verbinbung um baraus bie eine aué der andern auszudriiden. — So ift trigonometrifth die Determination
per vorbergebenden Aufgabe, vaf fie in allen ben Fallen Idsbar ift, in weldem b — 4 sin, e wobei jebody immer
voraudgefest iff, vaf b = a ijt.

Dbgleich diefelbe Aufgabe oft auf gany verfdiiedene TWeife aufgeldft werden Fann, fo baf 8 fdhwer erfdheint, die
verjhicoenen MWege, auf welhem man jur Aufldfung einer Aufgabe gelangt, unter beftimmee Gefichtspuntte jut bringen,
fo laffen fidy dody fm Algemeinen gewiffe Hauptabibeilungen der geometrifchen Analyfis nadweifen, weldhe bie Hilfa-
mittel begeichnen , die man jur Auflofung einer Aufgabe anjuwenden hat. Diefe DHiulfsmittel finben wir enfwever in
pem Jufammenbange einer Aufgabe mit anvern fdhon geldften Nufgaben, ober in ihrem Jufammenhange mit geometrifthen
Wabhrheiten, Faft man biefen Jufammenbang fharfer auf, fo ergeben fich barnady folgende finf verfchiedene Haupt=
wege, bie jur Aufldfung geometrifcher Aufgaben flbren, jedoch fo, daf entweber fdhon ciner diefer Wege sur Aufldfung
fithet, ober Dafi eine Werbindung zweier ober mehrever derfelben ecft jur Aufldfung flihet.

1) Aufldfung durdy Analvgie.

2) Auflofung durch Reduction auf {don geldfte Aufgaben.

3) Auflofung durd) Lebrfabe.

4) Aufldfung dburdy geometrifche Derter.

5) Aufidfung durdh Data. —

G35 werbe jeit bad MWefen einer jeben bicfer Aufidfungdavten niber erdrtert.

L nfisiung der Anfgaben durch Analogie.

Hat eine Aufgabe mit einer bereitd aufgeldften gleichartige Bebingungen, fo ift ju vermuthen, vaf die aefudte
Aufldfung mit der bereits gefunbenen in Bejichung ftebt, und in ber That gelangt man audy in vielen Fallen durch
cine etwad verdnberte Analpfis, vie fidh in ver Negel audy durdh bie Vedbingungen bver Hufgabe ergiebt, 3u einer
Aufldjung der Aufgabe. Wird die Aufldfung auf diefem Wege bewirkt, fo ift fie dburd Analogic aufgeldfi.

Bei einer jur Aufldjung vovgelegten Aufgabe iff ju unterfuchen, ob fie mit ciner anbern in bem Sufammenbange
fiehen, baf bie Bebingungen jener Aufgabe fich fitr biefe in analoge verwanbdeln laffen. Wielfache Besichungen diefer
Hrt bietet die SKlaffe ver Dreieddaufgaben bar; jur Conflruction berfelben Finnen Seiten und Minfel, je nachbem fie
ju Summen ober Differensen angeorbnet werben, bienen. Faoft immer wird man aber aus analogen Bevingungen
analoge Analpfen und Conflvuctionen evhalten.

@6 feien 3. B, bie beiben Aufgaben gegeben: 1) ein vechtwinfeliged A su conflruiven von weldem gegeben ift
pie Summe aus ber Hypotenufe h unbd ber anliegenden Kathete ¢, und bie Summe aud ber Hathete b und bem Per-
penvifel p. 2) ein reywinfeliges A ju confiruiven, von weldhem gegeben ift die Differeny ywifden der Hupotenufe h
und ber Kathete ¢, unb bie Differen jwifchen ber Kathete b unb dem Perpenbifel p. '

Analyfis ju 1) €8 fei (Fig. 10) ABC bad verlangte A. &3 werve AGC perlangert bis3 AE = AC + CB und
eoenfo AB bi8 AD = AR + BF. Do nun ABF dnlich ABC, fo verbalt fich AB : BF = AC : BC unb AB +
BF : AB=AC + BC': AC ober: AD: AB = AE : AG, fo ift DE parallel BC, folglidy audy ADE = R; taé A
A DE fann demnach conflvuivt werden. G8 ift nun ju unterfuchen, wie man, wenn A ADE confteuirt ift, aur Gonfiruc-
tion bes A ABC gelangt. ird B mit E durch eine grabe Linie verbunben, fo iff 8. CBE = BED und ta BC =
GE, foift 3. CBE = BEC, folglih 2. CEB = BED, alfo 8. CED durd) BE balbivt 5 bemnady liegt ter Schei-
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telpunft B bes gefudbten S ABG in ber Halbivungsdlinie ves 8. AED unb Dba er auch in AD liegt, fo lieat er in
Beiver Einfen Durdhfchnictdpuntt. Demnad ift vie Conftruction: aud h + ¢, b + p und R werbe bad A ADE con:
ﬁnlirt,' balbire 8. AED und jiehe aus B die BC parallel DE, fo ift & ABC bad verlangte,

Gang in Abnlidher Weife wird bie Analvfiz jur yweiten Aufgabe gemadit, nur baf jeit, flatt der Summen ber
Seiten ihre Differeny gebildet wird, &8 fei jedt 3 B. (Fig. 11) ABC bad gefudte A; made AE = AC — Bg
unt AD = AB — BF j3iche DE, fo it A ADE a&bnlich ABC, benn ¢3 ift wicbers AB : BF = AC : BC unp
baraus AB—BF : AB = AC —BGC: A G, b b, AD :+ AB = AE : AC, alfo ift aud) hier D E yaralie! BC unp
O ADE ébnlidh ABC; bad A ADE fann nun aus h —c, b—p unv R confteuivt werden.  Berbinbet man feit ben
Punft E mit B, fo ifft A BDE congruent BEF da BD = BF, BE = BE und 8. BDE = BEF = R, folglidh 98-
BED = BEF. Demnad) liegt ber gefuchte Punft B in der Halbivungslinie ded Nebenwinfeld vom 9. AED und
oa BC pavallel DE, fo liegt G in ber ju DE parallelen Einie BC.

Die Analyfis diefer Aufgabe ift der ber vorigen gang analogs bie Confteuction it aber von ber vorigen davin
verfchieden, daf in biefer Aufgabe ver Mebenwinfel bed TW.. AED balbirt wirh um jum Dunkte B ju gelangen, - ftatt
taf in ber vorigen Aufaabe, der . AED felbft halbict wurbe.

G5 feien bie Aufgaben aufjuldfen: 1) ein Drefed ju befdhreiben, in weldem bder Unterfdhicd der Abfchnitte ver
Grundlinie = a, bie Summe der beiden andern Seiten = b und die Summe ver Winfel an der Grundlinie = e ift.

2) cin Dreied ju befchreiben in welchem wieder der Wnterfchied ber Abfchnitte ver Grunblinie = a, bie Sumne
der beiben andern Seiten = s und bie Diffeveny der Winkel an der Grunblinje = 4§ iff, :

Analyfis. €3 fei (Fig. 12) fir Aufgabe 1) ADC dad gefudite A; befdhreibt man aus vem Punfte D mi¢
DC einen Kreid unbd wird angenommen, vafi A C in B gefchnitt n wird, fo iff, wie fid) leicht ergiebt, wenn bas Derpen-
bifel DG gesogen with, AB bie Differeny ber Abfdhnitte der Grundlinie, und verlingert man audy AD bis g Durchs
fpnitte mit vem Umfange in F, fo ifft AF = AD + DG, aufierdem entjieht daburd) ein MWinfel FOC = DAC +
DCA = «; gieht man die FB, fo ift 3. FBC =YL FDC = Y, ¢ folalih ABF =2R — Y, «; man Fennt alfo vom
LH ABF, AB = a, AF = AD + DG = b-und B ABF = 2R — Y, «: ¢8 Eann alfo conflruirt werben. —
Den Punke D, findet man aber, wenn an B ber BF ein 8, = . AFB angefvagen unb gum  Durcfchnite
mit AF verlingert vird. / ]

Da in ber gweiten Aufgabe flatt der Summe bie Differeny ver FWinfel gegeben ift, fo findet man aleich, baf
(Fig- 13) 8. ADB = DCA — DAC =0 ift unb ba AFB=1', ADB = ', & fo iff vom A ABF AB = a, AF
=AD + DC = Db unt 3. AFB = ', « gegeben, ¢6 Fann alfo confruivt werden. . uf gleihe Weife wie in der
vorigen Nufgabe wird aucy hier ber Punft D beftimmt; der Punkt C liegt aber fiir beibe Aufgaben in ber Berlangerung
ber Linie AB und in bem Umfange ded Kreifes der aud D mit DB befdyricben iff. :

Gonfteuction, Beweid und Determination biefer Aufgaben werden jur Criparung des Maumed nicht beigeflat s
bie beiben erffen werben fich leicht aus ber Inalyfis ‘ergeben. Die Determination Fann mit Hulfe von Lehrfaben nad
ber oben audgefibrten abgeleitet werben.

s ergiebt fich, in wie genauem Sufammenbange bdie Aufldfungen beiver Aufgaben flebens dhnliche Nefultate
ergeben fich Dbei aallen folchen Aufgaben, Dbei bemen, wéhbrend bie ubrigen Bedingungen bleiben, Summen von Seiten
unb MWinfeln fich in Differenen und diefe fich in jene verwandeln. Die Gonftructionen ju foldhen analogen Aufaaben,
find ebenfalls analog, nur finden wir, baf gewiffe Theile einer Fiaur entaegengefeste Ridtungen annehmen in Be=
siebung auf die gleicdhartigen Fheile ber anbern.

IS lefted Beifpiel flr die Aufldfung durd) Analogie feien die beidben folgenden Aufgaben gewdbhlt:

1) Jn ciner ber Tage nad) gegebenen geraben Linie CD (Fig. 14.) einen Dunft E ju finden, fo daf die von ihm
nad) gweien ber Lage nach gegebenen Punften A und B aezogenen qeraben Rinien mit der GD gleiche inkel bilben.

2) €8 find jwei Kreife und eine geradbe Linie ber Lage nadh gegebens b foll ein Punft in diefer Linfe gefucht
weeden, fo baf bie von ihm an bie Kreife geflibreen Berdhrungslinien mit der gegebemen Linie gleiche MWinkel bilden.

Analpfis su 1). €8 fei E ber gefuchte Punkt, fo baf alfo W. AEC = . BED; fallet man von A und B
auf bie CD bie Perpendifel AF und BG, fo findb die AA AFE und BGE dfnlidy und 8 verbalt fih: AF : BG =
FE : GE. Da nun bie Dunfte A und B o wie die Linie CD ber Lage nady gegeben find, fo find baburd) auch bie
Perpenvitel mitgegeben, Fallet man demnach bie Perpendifel BF und BG unbd theilt vie swifchen ibren Fufpunften
entbaltene F G nady dem Berbaltniffe von AF su BG fo ift ber Eheilungspuntt E der gefuchte Punét.
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Dern AEFA congruent EFY, ‘weil AF =FJ, FE = FE unb . AFE = JFE =R, folglich: auch 2. AER
= 9, FEJ. Da mun W, FEJ = BEG, fo ift aud) 0. BEG = . AEF.

Mnalyfis ju . 2. TWenn: in ber vorigen Aufgabe Punfe ver Lage nad)y gegeben waven, fo find eé bier
Reeife, i weldyen die @angenten gegogen wevden follens Am  Uebvigen' bleibt bie Aufgabe unveranderty . Die Aufqabe
4Bt barum dine der vorigen analogen Aufldfung vermuthen. Jft dovt ‘vad Gefudyte ein Pundt (), ber gegen bdie Linie
CD: bicfelbe age bat, wic ver Punft A, fo ift o8 hier, da" Dem Gegebenen etroas Analoned entforedrenfoll, ‘ein Kreis.
Dort  follen Linfen gezogon werben ,  bie mur nodh die Bedingung cifillen, Daf fie mit einer qegcbenen Sinie qleiche
Minfel bilden, bier fommt ju ber lehten Bebingung noch hingu, Dafi’ fie an jwei der Lage nady gegebene Hreife Tans
genten feien.  TWerben biefe  Gefichtspuntte fefigebalten’, fo  evgiebt fich folgenbermafien bie Gonfiviction. ' '8 roerbe

von O (Fig. 15) ein Derpenbdifel OA auf CD gefallt und baffelbe verlangert bid AOY = AO0if. Aud'0” wird 'mit -

vem Sabind ted Sreifed um O ein Kreid befchrieben, wird bann gu beon Kreifen  um 0" und’ 0f tie gemeinfchaftlide
Tangente confiruirt; foo it bex Dnrdyfchnittdpuntt G mit Der CD ber gefudyte Puntt.

Beweis Jieht man die Tangente GH, fo iff & OAG congruent 0YA G, folglich 0 G = 0" G und ba audh
OH = O"E und W 0HG = 0“EG =R, foift aud A OHG congruent 0“EG, folalidh . 0GH ="0"GE
und 98 HGA' = AGE; ®. ' AGE = FGB, folglih 98. AGH =TFGB.

L. Anficfung der Anfgaben durd rﬂ{cbuttim.

Gelangt man bei ber Aufidfung einer sufammengefetsteren Aufqabe durdh Bevlequngin ‘ibre Beftanbiheile! dabin,
baf man ibre Hufléfung von einer ¢infaderen” friher fhon geldften Hufgabe abbangig gemacht fieht, 'fo daf ‘man alfo um
- bie neue Aufgabe ju 1ofen, sunadii bie frither geldfte wwicter zu lconfiruiven bat, fo fann man fie Telbft al8 ‘qeldt betraditen
unb ibre Aufiofung ift durdy Revuction bewikts Am einfacyjfen if vie Auflofung dann, wenn fie durd) vie Auflofung
einer Funbamental-Aufgabe, wobin 3. B. bie Aufgaben gehoven: einen LWinfel ober eine gerabe Linie ju halbiren, ein
Perpenbvifel zu fallen, aud brei ‘gegebenen geraden Linien vin Dreied ju confiruiven, eine Parallellinie ju jiehen, 'eine
Linie nady gegebenem Werhaliniffe ju theilen u. . w. bebingt iff. Es fei 3. B. bie Aufgabe gegeben: _

Won ven’ Endbpuntien viner Sehne nach civem Puntte im Umfange des Seeifed ywei gevade Linfen ju ziehen, fo
baf Biefe geraden Linien a3 Werhaltnifi sweier gegebenen gevaben inien a und b habén. E8 foll diefer Punkt
gefucht werben. ;

Analyfis. G& fei (Fia. 16) AB bie gegebene Sehne, unb '€ ber gefuchte Dunkt im Umfange bes Kreifes,
sieht man alfo AC unb CB fo Dhat man diefer Annahme gemaff AC: CB=a: b Wimnit 'man nun audy ‘an, vag
AB in D nady vemfelben Bevhaltniffe getbeilt fei, fo hat man audy AD : DB = a: ¢, Hud ‘ber Werbindung diefer
Propofition mit Der vorbergehenden ergicht fidh: AC =z CB = AD : DB, folalidy Dalbixt bie oie Puntte C und D
perbinbende Linje CD ben Winfel ACB und bei ibrer BVerlangerung balbirt {ie aucy den BVogen AEB; ¢8 gefdhehe
biefed in E. Dot gefudte Pumft C, ber Punft D m weldhem AB nad)y bem gegebenen Rerhaltnifje aefdnitten wird,
unb ber Dalbivungépunft E des BVogend AEB [egen alfo in gerader inie umbd ba ‘die Lage jiweier devfelben E b D
immet gefunven werben fann, fo it bamit audy ber Punft C gefunden.  Hiernady ergiebt fich bie

Gonfiruction: TMan balbive ten Bogen AEB, fheile bie Linie AD nad) bem Berhaltniffe von a : b und
perbinbe ben DHalbirungspuntt E mit vem Theilungspuntte D; wird biefe ED. bis jum Umfange bes Kreisbogens vers
[angert, fo ift der Durchihnittspunit der gejuchte Punkt,

Beweis. Man  ziche die Binfen AC unb CB, fo ift, ba. ber Bogen AL = EB, . ACB = 3. BED
folglich AG : CB = AD ¢ DB und va nady ber Conftruction AD : DB = a : b, fo ifi audy AC : CB = a : b;
temnach iff G ber gefudhte Punkt. _

Mebr ‘ald bie vorhergehinde Aufgabe, bderen Lofung allein auf die Confiruction wvon Funbamental= ufgaben
suriifgefiibrt vourbe, entfpricht bie Aufidfung der folgenben Aufgabe dbem BWegriffe ber Aufidiung durdy Reduction,

Ein' Dreied ju befdhreiben, von voeldhem bie Grundlinie Der Grbfe und Lage nach, unb die Diffeveny ber beiden
anverer ' Seifen 'gegeben  ift; auferberm A cine’ gevabe’ Liniel ver Lage wad) - gegeben, suf welder die Epite besd
Dreieds Iegt.

Sbert man vérlindere AF amd made FJ = AF, jiche BJ, jo it ber Durdfhnitispuntt E der verlangte:

|
|
|



A tm[m'i €5 fei (Fig- 17) ABC bad gefuchte Dretiect und DE fei bie ber Lage nady geacbene gevabe Linie.
X nun AB = AC und [rmm[' man aud vem Dunkie A mit AC al3 Halbmeffer vinen Kveis, fo i AF = A
uno- AB — AF = AB — AC = BF = d. Der Punts ¥ von beffen Auffindung bie Aufidfung der Aufgabe ﬂﬁ'm“fw}
ift; it aber nur ovtlich befannt - indem er auf dem Umfange eined Sreifes liegt, ber ben Punft B jum AMittelpuntte
und, bie gegebene Diffeveny ber Seiten jum Rabfus haty derfelbe liegt aber’ auch auf dem Umfange cines Sreifes, be

T
ben Punft Asum Mittelpunke und die-AF jum Rebiud bat; da nun AF = A G ift, fo ift unfere Nufgabe auf bdie
suriicigefithrt: einen Sreis ju befdhreiben, ber cinen gegebenen Kreid von Aufien bevhhet, bev durch einen gegebenen Puntt
G gebt unb. deffen Mittelpuntt auf einer ber Lage nady gegebenen: geraben Linie licats — Fallet man von G aus auf bie

DE vag Derpenbvifel CH und verlangert ¢8 big yum Umbreife, jo i CH = HG: bder Rreid ber ben um B niit BF
bejdhricbenen Kreis in F beritbrt, qebt alfo audy nody durdy ben der fage nady gqcbumr Dunke G; unfere Aufpabe ift
alfe auf bie Aufldfung folgender Aufgabe jurlidgefiibrt: dupdy el oee £age nady gegebene ‘I'l.ufn einen Sreid ju
Iegen, De cinen mit einem gegebenen Halbmeffer befchrichenen Kreid, von aufen berdibet, Bhro  oie Aufldfung biefer
Hufgabe ald befannt vovausgefelt, fo ift bamit quch bie gegebene Aufaabe als aufgeldit angufeben.

Conftruction. Man befdyreibe (Fig.. 18) aud cinem ber Enbpunbte der ber Lage und Grdfe nady gegebenen
AB einen Rreid mit ber gegebenen Diffeveny ber Seiten = d unb falle von B auf dic der Eage nach befannte Linie DE
pie Genfredhte BC und verlangere fie bid CF = BC iff; wird dann durdy die Punfte B und F ein Kreis gelegt,
ver gugleidy den Kreis um A bevlibrt, fo ift ver Mittelpunft diefes Kreifes, ber in der DE liegen muf, ba BF von
pemfelben Sebhne ift, ber g,c]"ml;n: dte TWinFelpunkt bes Dreieds.

Beweis, Denn it G ber MittelpimPt ded conflruivten Kreifed, ‘ber burch bic- Punfte B unb F gcbr 1[t1!:| ber
ben Kreid um A in bem Punfee J berhibrt, {o bilben bie Linien AJ und JG cine gerabe Einie und dba BG = GJ, fo ift
AG — GB = AG — GJ = AJ = d; auferbem ift AB ber fage und Grife nady gegeben und die Spike b‘? "‘Lmr’rj
lieat auf ber ber Rage nad g\.ﬂfbf ten geraben Linie DE, folglich ift Dreied ABG bas gefuchte mit den verlangten
Eigenfchaften.

Der 3ufammenbhang, welder jwifthen Drefeden und BVieveden und befonderd jwifden Dreieden und Parallelo=
grammen flatt findet, {hbem jedes Dreied als DHalfte eined Parallelogramms gedacht werben Fann, in uw[d;e‘u eine ber
Seitent bes Dreieds Diagonale iff, laft fhon vermuthen, baf bie Gonffruction ber- *par.ﬂhlmma]trm fehr Daufig von
ber ber Dreiede, fo wie die Conffruction biefer aud) umgefehrt von ber Conftruction ber Davallelograntme, befonders
wenn Traudverfalen ver Drefecte gegeben find, abbingly k. G5 fei 3 B. bie Mufgabe gegeben:

Ein Jtudﬂunqu Parallelogramm ju befchreiben, von weldyem eine Seite unbd bie Summe der Diagonalen gegeben iff.

Nnalyfis. 6 fei (Fig. 19) ABCD. vad ju conftruivende gleichfeitige Pavallelogramm, fo baf alfo in Senifelben
bie Seife CD = tur gegebenen Linie a und bie Summe bder Diagonalen AD + BC = ber inie s iff. Da in jeoem
Darallelogramme vie Diagonalen fic) gegenfeitig balbiren, fo ift alfo CO = 0B, A0 = 0D, und ba bas Darallelos
gramm ein gleihfeitiges ift, fo fdhneiven ficdh bie Diagonalen unter redhten Winfeln; von jebem bder buveh vas Sichen
per Diagonalen entflanbenen: Dreiecle weif man alfo, baf ed rechtwintelig ift, nberbies E‘mnr man von bemfelben bie
Hypotenufe unb die Summe ber Katheten.  Es ift aber cinfeudbtend, Daf wenn man eind dicfer Dreiede conftruivt
bat, man vermittelft veffelben ju Dem l‘aultcfugrmnm gelangt, indem bie Katheten um Gleided iiber ben gemeinfdhaft:
tichert unkt hinaud: verfangert werden. ' Die Aufléfung bder vbrgelegten Nufgabe ift alfo auf bie suriidgefithee: ein
rechtwinkeliges Dreied ju confirniven, von welhem bie Hypotenufe und bie Summe ber Katheten gegeben ifts) b bie
Huflofung biefer Aufgabe ald befannt voraudgefest wird, fo ift die

Conflruction: €3 werbe (Fig. 20) eine Linie AB = ber halben Summe ber Diagonalen s Bingeleat unb an
ven Enopunkt B eine Linie BC unter einem Tinfel von %% R. an AB angefragen; aué A werde mit a ein fKreis
befdhrichen, von bem wir annehmen, Daf cv die BG in'den Punften B und B jdncive. BVon einem ber Punfte E
werde bas Perpendifel EG auf AB gefallt und bie AE gesogen, fo ift A AEG bad rechtwinfelige A, in weldem eine
Deite AE = a und AG + GE = % s ift.  TMadyt man nodh GF = AG und verlingert £G, fo vaf GH = EG wm
sieht man. nodh vie Linien AH, HF unb EF, fo ift, wie leidt ju erweifen, AEFH bas gleichfeitige Parallelograrmm,
in voeldhent Jede ber, Seiten = a und die Summe bder Diagonalen = s ift. — Der Dunic E' Lann in gleidyer Meife
wie der Punft E benugt werden. — Die Aufgabe hat eine Determination.

Die Auflofung ver folgenden Aufgabe jeigt, wic die Conflruction eines Dreieds auf vic cines Biereds jurid-
gefitbet ift,
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Aufgabe. Ein Dreie ju confleuiven, von weldem gegeben ift: wei Seiten und die Transverfale ju der
Dritten Seite (eine Linie aud einem Winfelpunfie auf vie Mitte der Gegenfeite).

Analvpfis. E& fei (Fig. 21) ABC bad verlangte Dreied, {o baf alfo AB =a, AC =D und AD =¢.
Denft man fidy mun A BAC al8 die Halfte cined PDavallelogramms, von weldhem BC bie Diagonale iff, und conffenivt
bann biefes Parallelogramm ABEC, ‘fo iff AE = 2 AD = 2 ¢. Don bdem Parallelegramm Fennt man alfo e
Seiten AB und ACG, fo wie bie von ibmen eingeidhloffene Diagonale, bdaffelbe Fann alfo conffeuivt werben; mit ber
Gonfivuction bed Pavallelogramms ABCE erhalt man alfo aud), wenn man bie Diogenale BC jieht, bad gefuchte
Dreied ABC; die Hufldfung ber Aufgabe ift vaber auf die jurhdaefibre: ein Parvallelogramm ju befcheeiben, von
weldem bie Dicgonale und oie an berfelben anlicgenben Seiten gegeben find, Da aber AC = BE, fo find ven
bem A ABE alle 3 Seiten: gegeben unbdb vemnadh ift bie Confleuction Ded8 Parallelogrammsd auf bdie bed A ABE
suricgefubet.

Gonfiruction: Aus ben 3 gegebenen Linfen a, b und 2 ¢ werbe das A GHI (Fig. 22) conftruirt, fo baf
GH = a, HI = b unb GJ = 2 ¢ {ei; burch G unb T ziche man Pavallele su ben Seiten HJ und GH, woburdh basd
Parallelogramm GHJK entfieht; wird noch die Diagonale HK gezoqen, o ift A GHK ©bas verlangte.

Beweid, Denn e8 ift in demfelben GH = a, GK = HJ = b und GL = 4 GJ = ¢; audy iff Punkt L
per MRittelpuntt vou HK, folalid geniigt A GHIC ben Forderungen.

NN, AUnfifung der Anufgaben durch Lebridte.

Die hierber gebdrigen Aufaaben find vorjugdmweife diejenigen, beren Uufldfung ald ein unmittelbared Ergebnif
geometvifdher Lebrfdbe ju betvachten iff.  JIn Cuflives Glemente find folche Aufgaben baufig swifchen bie Lehrfate
eingeftrent, und bei einiger AufmerffamPeit wird man leicht jebesmal bie Analyfis zu verfelben auffinben. So fann bie
Aufldfung Der Aufgabe »ourdh einen Punkt cine gerade Linie ju zichen, welde mit einer gegebenen pavallel ift« durd
pen Lebrfag Dewirft werben, taf finien parallel finb, wenn ibre TMWechfelwintel gleid) find. 3ft in (Fig. 23) AD pa-
vallel mit CD, fo iff, wenn irgent ein Punft E mit F verbundven wirtd, 9B. AEK = EFB; foll umgetehet burdy ven
Punft E eine gevade Linfe gelegt werden, welde mit der CD parvallel ift, fo gefdhieht biefes, inbem man dben Puntt E
mit irgend einem Punfte F in der Linie CD  verbinbet unb cinen ber daburdy an F entffanvenen -Minfel, 3. B. EFB
fo an ben Punft E ber Linie EF antragt, daf er von ibm TWedifelmwinfel wirb; ift diefes ber MWinkel AEF, fo iff, ba
AEF = EFD, AB paraliel mit CD,

Bon dem Lehrfage: »baf bie Tangente mit einer Sehne im Kreife cinen TWinfel bildet, ber gleich ift bem Winfel
im enfgegengefessten Kreibabfchnitfes Fann eine Anwenvung gemadht werden auf die Aufldfung ver Aufgabe: = in cinen
Streid ein Dreied ju befdyreiben, vas einem gegebenen gleidhwintelig fei. «

Denn e fei (Fin. 24) ABC bad in ven Sreid ju befdireibente Dreied, welched bem Dreiede abe gleidwinkelig
ift,ofc baf T8, A =a, WM. B=Db, MW, C = c. Crinnert man fidy nun ved Sakes Gufl IIL 32 unb legt man an
irgend einen Winkelpunft B eine Tangente DE, fo iff W, CBE = A = a, B. ABD = C = ¢, folglid aud
. ABC = b. E8& licgen alfo bie brei TBinkel bed Dreieds abe an bem Punfte B ber FTangente DE, fo baf bie
Gebenfel AB unb BC Seiten bed gefuchten Dreieds find.  Duvdh biefe Analvfis iff vieAuflofung ver Aufaabe gefunbens:
e werbe an drgend einen Tunkt B im Umfange bed Keeifes eing  Fangente DE gelegt unt an denfelben Punft S8, ABD
= a, unt W, CBE = ¢, witd bann nod AC gegogen, o iff Decied ABC gleidwintelig mit abe.

Dic Anfgabe: »eine gevabe Linie au finden, welde pwifchen jweien ‘anbern dic mittlere Proportionallinie ife,
Fann' auf mebrfache Weife buvd) Lehrfage geldft. werben. TWir fvenden daju ben Lebrfab an, daf bas Perpendifel aus dem
vechten S8 gines vechtwinfeligen Drefedd bie mittlere DVroportionallinie ift swifden ten bdburdh bad Pervenvifel aebilbeten
Abfchnitten der Hypotenufe; ¢b febt aber die Aufldfung unferer Uufgabe nodh die einer andern ald beFannt Yoraus: »dber
einer ‘gegebenen geraben  Linfe ol Hypotenufe ein rechhwinfeliged Dreied ju befdhreiben.«  Man bat alfo bie beiden
geaebenen geraven Linden ald Abfhnitte vey Hypofenufe cined vedhtw, Dreledd ju betvathten, vie durdh bas Perpenbifel
aud dbem Gegenwinkel derfelben erbalten find. =~ Hiernady ift die Gonfruction: e werven die beiben gegebenen Tinien jur
Gumme aneinanber gelegt und tber derfelben ald Durdhmeffer eint’ HalbPreid befhvieben; ausd vem, den beiben Linien
gemeinjdhafilichen BVerbinbungépunfee wird ein Verpenbifel ervichtet, fo ift diefes bie aefuchte mittleve Droportionallinie.
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* Nach dem namlidhen oben angeflibreen Safe ift aber audy jeve Katbete pie mittlere Provortionallinie swifdyen
‘bem ber SKathete anliegenben Ubfchnitte der Hypotenufe und biefer Hypotenufe felbft.  Legt man alfo bie beiben gegebenen
inien s Differeny an einander, befdyreibt dber der grofeven ald Durdymefjer einen Halbfreis (Fig. 26.) und ervichtet
man aud bem Dunfte B bas bis jum Durchichnitte D mit dev Peripherie verldngerte Perpendifel, fo ift, wenn AB bie
anbere geqebene Linie iff, AD die gefuchte mittlere Proportionallinie.

Gine tritte Aufidfung der Aufgabe gewinnt man nad)y dem: Sake, baf jebe Tangente bie mittlere Proportionale
ift swifchen Der aus einem Punkte derfelben in ben Sreis gezogenen Sefante und ihrem duferen Abfdmitte. St ném-
lidh (Fig. 26.) AD bie Tangente und find AB und AC bie gegebenen Linien, fo iff, ba AB: AD = AD : AC, AD
bie gefuchte mittlere Droportionole, Hieraus eraiebt fich die Gonfleuction: man' trage bie Fleinere Linfe auf der groferen
sur Differeny ab, befdbreibe fiber biefer a8 Sehne einen Kreid und lege von bem Punfte A aus an benfelben eine
Fangente, fo ift diefe, wie {ich aus bem oben angefiibrten Satte ergicht, die gefuchte mittlere Proportionale.

Die Nufidfung der vorlicgenden Aufgaben lag nabe, da die Sake, durdy weldpe fie bewertjtelligt wurbe, foldhe
finb, bic in bem Syfteme der Geometrie haufig wicder Febren; ift hingegen eine Aufgabe gegeben, weldie man buvc
bie befannten Lehridbe nidit aufibfen fann, fo hat man die zu ihrer Lofung ndthigen Sake aufjufuchen.

G5 fei bie Aufgabe gegeben, ein Dreied zu conflruiven, von weldem eine Seite gegeben iff und die Frandverfalen
per Detben anberen Seifen.

Analyfis. Man nehme an, vad A ABG (Fig. 27.) fei das gefuchte, und AB, AD und BE feien darin bie
gegebenen Linien, aus weldien bas A conflruivt iff. @& ift Flar, Daf wenn man ben Durchichnittdpuntt der beiben
Frandverfalen Fennt, man audh bas A ABC conftruiven fann, da bie AD und BE ber Grdfe nady geacben finb, Sieht
man nun bie Hilfslinie ED, fo iff, dba CE = %, AC (nach ber Hyp.) und CD aucy %, BG, ED pavatlel mit AB
und A AFB &bnlidh EFD, woraus man bie Proportion hat: AF : FD = AB : ED = R GR =2 T b
BF:EF = AB: ED,= AC:CE = 2 : 1. &5 crgiebt {ich hievaus alfo ber Saf, baf bie beiben Fransverfalen fidh
in einem Puntie F burdifchneiven, fo, daf Die ywifchen biefem Punfte und ven beiben IWinfelpuntten enthaltenen Stude
3, pon ber Grdfie find ber ganzen Trandverfalen. — Dasd A ABF witd temnady aud AB unb ben beiden Frans:

verfalen conftruivt, wenn man von ben [eten 75 ibrer 2inge nimme; verlongert man nun AE und BE big bie Linien

AD unt BE ben beiben gegebenen Srandverfalen gleich find, und fithrt man durdy die Punfte X und D von A unb B
gerade Zinfen bis fie fidh duvdhfchneiden, fo ift baé badurdy entflanbene A bad perlangte.

IV. Unfldjung dex nfgaben durdh geometrifhe Oerter.

Die Eintheilung Der unbeftimmten Aufgaben in befbrantt unb in unbefhranft unbeftimmte berubte, wie obom
audgefithrt vourde, tarauf, ob bie Aufgabe cine beftimmte endliche Anzabl von Aufléfungen, ober vb fie eine unendlide
Anzabl von Auflbfung geftattete. Die Aufgabe: fber einer geraben Linie ein Dreied mit aegebener. Hihe ju befdhreiben
[&ft unenblich vicle Aufldfungen ju, bda jeder Punft in einer ju ver Grunblinie im gegebenen Abflanve pavallel gejo-
genent gevaven Rinie, Scheitelpunkt Ded ju confruivenden Drefeds fein fann.  MWird ftatt ber Hobe bed Drejeds bder
Gegenvinfel der Grundlinie gegeben, fo ift bie Aufgabe wicder cine unbefehranft unbeftimmee, Mdem bie Gipfel
aller Dreiecte, die ben Bevingungen biefer Aufgabe genfigen, in bem Kreizbogen enthalten find, dev fiber pev gegebenen
ine, fibig bes gegebenen MWinfeld befdhrieben iff. Werben aber alle brel Bebingungen, Grundlinie, Gegemvintel
berfelben unb Hidbe ju den Vebingungen ber Anfgabe vereinigt, fo wird die Aufgabe eine beftimmte ober bod) eine
befdyrantt beftimmte, fofern bie Linie, welche in cinem Abflande = h parallel ju ber runblinic genemmen wird, ben
Sreisbogen berlibrt ober {dhneivet. Da bder Gipfel bed gefucpten Dreieds in der Pavallellinie ju ber Gruntlinie und
auch in bem Rreigbogen enthalten ift, fo muf er nothwendig in bem Punkte enthalten fein, ben beive gemeinfdaftlich
haben. Man nennt jene gerabe Linie und bicfen Kreisbogen, fabig bded gegebenen Wintels, ben geometrifdhen Ot flir
alle bie Punfe, welche den Bedingungen der Aufgabe genfigen. Ueberhaupt heifit jede gerabe ober Frumme
finie, in beyr jeber beliebige Punke gegen einen oder mehrere ber Lage nad) gegebene Punkte
biefelbe Bezichung Hat, der geometrifche Ore diefer Punkie

Mud bem Borigen ergieht fich, vaf eine Aufgabe unbeflimmt wird, fobald eine ber Webingungen, die fie ju einer
beftimmten macht, weafallt, — Solche Aufgaben laffen fich grdftentbeils mit Hirlfe ber Sate 0ber geometrifdhe Derter
aufldfen. Man berlictfichtigt nimlicy bie eine ober bie andere Bebinguny einer befiimmeen geometrifdhen Aufgabe nicht
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unt unterfudht danm; weldre: NRejultate und weldhe aligemeine Beziehungen fur bie Aufdfung fich hiceaus. ergeben; man
findet Danm fiie ded Gefudite, wad in bev Megel ein Punft ift, einen geometrifhen Oxt.  Bertaufeht man dic Hedingung
mit einer andern. und wickerholt dafielbe Berfahren, - o it fich flr benfelben Punft ein’ grociter geometrifdher, Ort
crgeben; pie Werbmbung beiver Devter giebt ven gefudhren Vunke und 8 ift damit die Analyiis gefchiofen.

Da bie Henntniff der geometrijhen Derter fire bie Aufldfung ven Aufaaben febr widtig ift, fo mbgen hier cinige
Sage uber geometrifche Derter, wie jle fich entwebder aus Definitionen ober, Lebriaben ergeben, folgen.

1) Der geometrifdie Ort fiir: alle die Dunkte in ciner Ehbene, welde von cinem qegebenen MunFre viefelbe Ent-
fernung baben, ift ber Umfang e Sreifed; welcher Diefen Punft sum Mittelpuntie und feine Gntfanung von cinem
per Punfre jum Rabius bhat. 4

2) Der Umfang emes Halbreifes iff, der geometrifthe Dt flir bie Scheitelyuntte aller redbtrviribeligen Dreiece,
weldhe den Durdhmeffer jur Hopotenufe haben.

3) Das Perpendifel aus der Mitte einer geraden Linie iff ber geometrifihe Svt flie qlle gleidhichenteliaen Dreiede,
pie fiber perfelben Defdvieben yoerben Fomnen.

4) Der geometrifdye Ort flie alle vie Vunkte, bic von einer der Lage nach gegebenen geraben Linie ben Hbjtand h
haben, qft die in cinem Abftanbe h ju derfelben. gegogene Pavallele

5) Der geometrifthe Ort fur vie Gipfel aller Drefee, weldie mit einem gegebenen . biefelbe Grunblinie und
gleichen Jnbalt Dhaben unb an derfelben Seite ber gemeinfdafiliden Srunblinie liegen, iff bie durd Ddie Spige jenes
Deeieds parallel ber Girunblinie gejogene Linie.

6) Dad im Halbivungspuntte einer Linie ervidptete Verpenvifel ift der geometvifde Ort fle die Mittelpunkte
aller Sreife, bie tber diefer Linie o8 Sehnen befdhricben werben Ednnen.

7) Won gwei concentrifthen Kreifen ift der innere’ ber geometrifche Ort flir bie Mittelpunfte ter Sehnen, bie in
pen Sreidring eingeteagen werben Tonnen unb die fiv den innern Sreid ZTangenten finb. 4

8) Das aué irgend einem Punkte in ciner Linie ervichtete Perpenbifel ift ver geometrifhe Ort fiic bie Mittel:
punkte aller Kreife, bie durch den Fufpunft ves Perpendifeld gehen unb jene Linie berlihren. 4

0) Die Halbirungslinie eined Winkels ifi ver geometrijhe Ort flir bie Mittelpunte aller Kreife, weldhe bie
Schenkel bes Winlels beriibren.

10) Der iber_ciner gegebenen Linie als Sehne, fabig eines gegebenen WWinfels a bejdhrichene Kreisbogen, ift
per geometrifche Ot flie alle bie Dreiede, weldhe bie geacbene Linie afs Giundlinie haben und deren Winkel an ber
Syite = a ift. '

Dbgleidy bie Anzabl der Sife Uber geometrijche Derter fith noch vielfadh vermehren laffen, fo geffattet dody ber
Raum nidt, nody-mebreve mitzutheilen, Dafle foll ihre dAnwendung an einigen Hufgaben nadhgemiefen werben.

Aufgabe: Ueber einer geraden Linie ald Sebne cinen Kreisbogen ju befchreiben, ber eined qegebenen MWinkels
Fuii]h“; 'iﬁ'

Analyfis. 68 fei (Fig. 28.) ACB ber {ber ber gegebenen Linic AB fabig bed geqebenen TWinfels e befdhries
benen Kreidbogen, fo Dap alfo ACB = ¢ und AB = a if. Der geometrifhe Dt fiie ben Mittelpunft bdesd Kreifes,
per bie Linie AD jur Sehne bat, iff nad) ben Sapen iber geometrifhe Derter Nr. 6 das Perpendifel ausd bem Mit=
telpunft D der Linic AB. 3t nun AD Zangente an A, fo ift W, BAD =ACB; nadh RNe. 8 ver Sage fiber geometr.
Derter liegt ver Mittelpunke ber Kreifes audy in dem Derpendifel aus A auf ADL  Da wic nun fiiv cen Mittelpunkt
bes Siveifes, weldher bier 2as allein Gefudhte iff, indem mit bem Mittelpunfte und der der Lage nach agegebenen Rinie
AB qudy der, Ravius gegeben ift, swei geometrifche Devter baben, fo ift ber Durchichnittdpunkt beider der gefudbte
Mittelpuntt,  Hiernach ergiebt fich bie

Gonftruction. An den Endpunit A der Linie AB = a werde ber . « angetragen, und aud bem Mittel-
puntte C der AB, [o wie aus A auf AD Perpendifel errichtet; ber Durdbfchnittspuntt beiber ift bed Kreifes Mittel:
puntf, fo wie feine Lerbindung mit dan Endpuntte der gegebenen Rinie ber Nadius ves gejucbten Kreisabjdinittes.

Aufgabe Won cinem Dunfte A auferhalb ved Kreifes an bemfelben eine Zangente: ju iehen.

Analyfic. Tn diefer Aufgabe ift allein ber Verfibrungspuntt gefucht; berfelbe, wide fidy: (Fig- 20:) al3
Durdychnittspuntt ver geraben Linie BC mit bem Kreisumfange crgeben, wenn nur ein, Punft nadgomiefen werden
Eonnte, durd) weldhe bie verlangerte BC geht, inbem bie Lebindbung diefes Punfted mit, vem Mittelpuntte B den
Punft C gicht. Wird nun CD = BC gemadyt und AD gezogen, o ift aus Gongruen; ber Drciede ACD und ABC,




oy
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AD = AB3 vemnach ift cin geometvifdier Dvf Ded Punftes D ver Umfang bed Kreifes, ter aud A mit AB befdyrieben
ifts unb da aucy BCr= €D, alio BD. = bem Durdpmeffer ded gegebenen Kreifes, fo haben wir cinen jweiten geometr.
Ort in bem Umfange bed Kreifes, ber aus B mit bem: Durdymeffer bed gegebenen Kreifes befdrichen ift. Dev Durdy-
fdbnittapuntt  beiber’ Kreife giebt ben Punkt Do Hievand ergicht ficdy bie Gonfiruction' und baraus ber Beweld obne
Sdywicrigheity cine Determination giebt o8 firr biefe, wie fir die vorige Aufgabe nidt.

s brittes Beifpicl folge nody bic Aufgabe: Bon cinem Dunfte A (Fig. 30.) in einen der Lage und Grdfe
nady gegebenen Kreis vine Sebante su zichen, fo Daf der Eheil verfelben, weldier Sebne bed Kreifed wirh, einer gepes
benen geraben Linie a gleich fei.

Analnfis. Dee gegebene Punfe heife A, der Mittelpunft ved Kreifes O und bie Sefante, welde bie Bebin-
gung der Aufgabe erfillle, ‘fo taf alfo BC ="a, fei AB. itd bie Bedinqung ‘aufgeboben, baf bie Selante vom
punfte A audgehe, und wird wielmehy nur bie Bevingung  geftellt, baf-bievin ven freid ju Teqende Sehne =" a fei,
fo ift bie Aufgabé unbeffimmt,  va unenblich viele Selinen von ber angegebenent rdfie in ben Krefd gelegt werden
tonnen, wie 3 B. ED, FG w; f. w. Da aberqlle diefe Sehmen gleid) find, fo bhaben fie die gemeinfame Begiehung,
paf ibre Abftande vom Mittelpuntte OH, 0J, OK gleidh finds ba die Punfte H, T, K jugleidy Mittelpuntre diefer
@Sehnen find, fo folgt darvaus: nady ben Saten fiber geometr, Derter Nr. 7, vaf' der geometrifthe Ovt viefer Mittelpuntte
per Umfang eines  Kreifed ift, ber “mit ibraw’ Abfiande vom Mittelpuntte O bejdwicken ift. €5 ift bemnady {hont ein
geometrifcher et five e Mittelpunke ber aus Allin ben Hreid ju legenben Sehne gefunben, © Da aber I8 AHO =R,
?u finben wir flir ven Mittelpunft ver Sehne (als 2en Ort nady M. 2 der Sdhe fiber geometr. Derter ben Umfana
cines Kreifes, ber Giber AO ald Durdhmeffer befdhrichen ift.  Hiernadh. ift bie

Gonftruction: Ttage (Fig. 31 die geqebene a ald Sehne” in'ven Kredis = E1; falle von 0 auf diefelbe
oas Perpendifel O und Dbejchreibe mit dlefem aus "0 einén Hreisy verbinbet 'man nody A mit €, befehreibt diber
AD als Duvdimeffer einen Kreis und fithrt von A burdh bie Durchihnittdpunkte L und K 'die Linien AP unb AN,
fo. findb MN und OF bie verlangten Sebnen.

Beweid. Denn ba W, AKO = ALO = R, fo ifft OK = OL = 0J, dbemnach Sehne MN = OP = ED = a,

Die Determination gebt bahin, bdaf in allen dben Fallen die Aufgabe qeloff werdben Fann, in welden a == bex

7
|

Durchmeffer pes gegebenen Kreifes um 0 ift

V. Uufisiung der Aanfgaben durdh Data.

Bei ber Aufidfung ber Aufaaben iff & von WidtigFeit su wiffen, wasd in ciner Nufgabe ald befannt ober alé
gegeben angefehen ‘werben Fann, wenn man bad Gefudite alé gegeben anuinmmt; Gberbaupt ju wiffen, welde Grofen
purdy anbere geaebene sigleich’ mitgegeben find, um Davaud abjuleitén; wad durdy diefed MBelannte wiebergepeben: fei,
bis man auf ehvad fommt, bas wirklidh durch bic Bebingungen ber Aufgabe agegeben iff:  In vielen Fallen) Fanu
man fchon, aud ven Elementen evkennen , welde Grofen bdurd) andere gegebene sugleid) mitgegeben finds fo ift 3. B.,
wenn ein freid gegeben dft, mit ibm audh fein Mittelpuntt und fein Hatbmeffer qegeben, da beide fich finben [affens
mit ber Sebne im Sreife i audy il Abfiand vom Mittelpuntt, o wie auch umgebebet mit bem Abffanbe bie Sehne
gegeben ift; it ein Dreied gegeben, o it bamit auch ber Kreid gegeben, ber in und um baffelbe jich befchreiben [aft,
ba wiklich beibe gefunben werben ) Bomen u. {. o

Die Data ved CuFlivg, cin Mufter geometrifcher Schavfe, enthalten eine fyftematifcy georonete Sammiung don
&aben, worin vermittelft der geraben Lirie und pesd. Kreifed geseigt wirh, weldie Grdfen als gegebene betvachict werben
mitfien, fo daf fie fich confruiven laffen, wenn gewiffe andere Grdfien gegeben find, von benen fie abhingig finb.
Dbgleich vie Kenntnif biefer Data fir ein weitered Stubium ber Geometrie unerfaplidh ift, fo veidht body fir bie
befchrantte Anzahl von Aufgaben, welche in ben Gymnafial= Klaffen qeldf werben Eonnen, die Kenntnif der Data, wie
fie aus ben Glementen genommen werben Fann, jur Lofung diefer Aufgabe bin.

Die Data erfdheinen nicht immer wie die oben angefitheien in einem fo einfachen Aufammenhange mit den geqe:
benen Grofien, vielmehy fann in vielen Fallen der Sufammenhang der gegebenen 'und der mitgegebenen Grdfen
crft burdy eine langere Sehlufiveibe crmittelt werden, wie in folgenbem




Winfel baburdh balbirt wird, undb fallt man von demfelben Punte auf diefe Giegenlinie ein Pevpenbifel, fo it ver von
biefen beiven Linien gebildete TWinfel = ber balben Differen; ber Winfel an ber Grundlinie.
Beweis. Crfter Fall. (Fig. 32.) Beibe Winkel an der Grundlinie find fpig. — E§ it W, CAE = CAD

— DAE = ¥, . BAD — 8. EAD; . EAD = R — §; dlfo . CAE = =

—R—p) == +p—R;

n W

afo 2 B. CAE=e+ 28 —2R=F+f+ec—2R=F—QR—ec—f); it aber BW.2R—e—p
=W, 7, alfe 2 W. CAE =7 — y, B. CAE = i

0

Sweiter Fall. (Fig. 33.) Einer ber beiven Winkel (7) ift frumpf. — Es ift W. CAE = CAD + DAE =
Yy a+DAE =% e+ [2 R — (AED + ADE)] = Y% e+ [2R—(R+2R ¥ A= Yom+ 8~ Ry
alfo it 2CAE=ea¢ + 28 —2R=fF+a+f—2R=§8—102 B—o— ) 8 1t audh W2 R —a—7
=y alfo 2. CAE = § —7, und 3. CAE = ,.-}.__2_'-,. Nus biefem Lebrfafe ergiebt fidy nun bas folgenbe

Datum. Jn jebem Dreied fiehen die Halbivungslinie eines Winkeld, bad Perpendifel aud demfelben IW. auf
tic Grunblinie unb ber Unterfchied der an biefer Seite licaenden Winfel in folcher Bejichung, daf immer durdy pwei
von biefen Stiiden bas brifte mitgeaeben ift. — Der Beweid dafur iff, dafi alle diefe Stiide in vemfelben rechtwinkes
ligen Dreiecte enthalten find, fo baf alfe buvch 2 derfelben bad britte mitgegeben iff.

Sur Benukung diefes Datums diene folgenbe

Aufgabe: Cin Dreied ju befchreiben, von dem eine Seite, bie Halbirungslinie eined Winkels bi8 auf vie
Gegenfeite und die Differeny der MWinkel an der Grunblinie gegeben iff.

Analpfis. &8 fei (Fia. 34.) in diefem Dreiecde gegeben die Seite AC = a, bie Halbirungslinie AD =1b und
g3, ACB — ABC .= d. Tird bad Perpendifel AE gefdllt, fo iff nach obigem Lehrjase . DAE = ¢ ;.E, unb
pa von bem rvechtwinkeligen Dreied ADE audy nodh AD gegeben ift, fo fann Daffelbe confiruivt werben, woburch
AE gefunben wird; da ferner in bem rechtwinfeligen Dreiede AEC audy AU gegeben ift, fo wird ber Puntt C gefun-
pen, indem aud A mit AC cin Krei8 befchrieben wird, wobei nur bie Determination flatt findet, paf AC = AR,
pa fiberbich . DAB = DAC, fo wird der Punft B erbalten, inbem an A e¢in Winfel = DAC angetragen und bie
DC bis jum Durchidhnitte mit dem Schenfel AB werlangert wird, woburch man ben oritten Winkelpunft ded A finbet.

B
Gonftruction. G3 werbe (Fig. 35) ein rvechtwinfeliges Dreied aud der Halbirungsdlinie und bem IW, ° 2

confiruiet (ADE); au$ A terde mit ber gegebenen Seite ein Kreid befdhrieben, ber bie verlingerte DE-in B fdhneibet;
parauf werde in A an AE ¢in Winfel CAE = BAE angetragen und BE bis jum Durdidnitt mit berfelben in C
perfdngert, fo ift & BAC bad verlangte.

Beweid. Da AB = ber gegebenen Linie a, . BAE = EAC unb 8. DAE =

gegebenen Rinie b ift, o ift nur nody gu jeigen, baf _&]3._.__]_1_:_&_3_. gy . DAE. G5ift . EAD = R—AED;

Fiem 7, ba auch AD = ber

R — 2 AED, unt ta AED = ACE 4+ CAE unb 2 AED = 2 ACE+2CAE = CAB +2ACE,
EAD = 2R — (A +2ACE)=2R—A—2C0=(2R—A—0C —C=B—C; alfo

=4 (Der andere analoge Fall ift nicht beriidfichtiat.)

o EAD =
o ift aud
9. EAD =

P I

Sl T

Lehrfas. icht man von einem Winfelpunbte eined Dreiedd auf ihre Clegenjeite cine gerabe Linie, fo baf biefer
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