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geometrifhen und trigonometrifdjen Analyfis.

e m e,

Die nadbjtehenten Aufgaben find theild von den Schiifern, theils mit
penfelben burchgearbeitet worben. Die vorliegende Ueberavbeitung ift beftimmt,
pen &ciiler von newem auf bie Winfe aufmerfiam ju maden, weldhe ihm bdie
Bearbeitung einer Aufgabe ermdglichen ober boch evleichtern.

Die Auflofung mandher Dreieds - Aufgaben beruhit ja ouj Siiken, welde
in bem von ihim bemkten Shitem ber Blanimetvie nicht vorfommen; ofne Kenninif
perfelbent gebt man bei ber nalyfe der Aujgabe feinen ficheren Schritt. Dafjelbe
gift audy fiiv bie trigomometvijdje Anfléjung einev Aujgabe, obgleich hier jutoeilen
mit ungleich griferer Sicherheit gearbeitet wird, fo baf ed fidh hiufig empfiehlt,
eite Aufgabe juerft trigonometrifd ju behandbeln und bann dad geivemuene Refultat
peometrijch ju beufer.

©8 find jundchit einige geometvifche unbd tvigonometrijdhe Relationen geiifjer
Ctiicfe eines Dreiedts ju anbernt mitgetheilt, unbd zwar Hauptjidylicy folche, welde
pem ©chiiler weniger nafhe Legen; bavan fdhliefen fich geometrifdhe wie trigone-
metrife Anfldfungen von Dreieds- Anjgaben.

Die 31 den Dreiedd-Seiten a, b, ¢ gehipvenven Mittellinien find begeichnet

bird) m,, mp, me, bie entjprecienden Hihen durdy hy, bp, he Den Seiten
1
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a, b, c liegen gegemiiber bie Winfel o, P, y, beren DHalbivungslinien durdy
ty, 1§, ty Dejeichnet werben, Der umbejchriebene Kreis Hat ben Mittelpuntt O und
pen Rabius r, dev inbefdyriebene ben Mittelpuntt Q und ben Rabius p. < (a, b)
bejeichiet den von ben Geraben a und b eingejchloffernen IWintel.

1. Dat. a, o
Geom. Ueber a jjt ein be8 Winfeld « fihiger Kreisabichnitt su bejchreiben. Durch
a und « ijt beftimmt r und (Fig. 1) OF, dbie Cntferntung des Punftes O von a.

Wird burch A gejegen AL || BC undb FO iiber O verliingert, bis fie bie
Pavallele fhueidet in G, fo ijt

arc AL = arc ALC — arc LLC = arc ALC — arc AB
folglih ¢ AOG = 4 AOL = ABC — ACB = f— 1.

it
~tigonout, r = _f-t— N OKS—"r coE 0 — L & cot a
2 sin a 2
FG = hu; aljpo OG = hy — r cos o
OG = b siny —rcosa=2rsinfPsiny—rcosa

=7 (cc—s (B—7y) — cos (B+7) — cos ot) = r cos (B—v)
Anmerfung. €8 ijt ¢ AOG = B—y = OAD; alfo << (r, hg) = B—y,
D. D. per Winfel, weldper gebilet wird von bem jum Sdeitel eines Dreiecs-
Winteld gejogenen Rabius ped umbejdyviebenen Kreifes und von ber. aud bemfelben
Scpeitel gefiiliten Dihe bes Drveieds ift gleidh ber Differeny ber Deiden anbeven
Dreieds - Wintel. |
2. lUnter ben gegebenen Glementen fommen Mittellinien vor.
a. Dat. my,
Geom. Wird (Fig. 2) AF (my) iiber F um FI=FA verlingert und IC gejogen,
fo it
Al = 2 mg, IC = c; X ACI = f 4y = 180°— «
Trigonwom, Jjt r* ber Nabius bes wm ACI Bejchriebenen Krveifes, fo ijt
2my=2r%in (B4 y)=2r sina

Pim,
AC =.b = 2 r" sin 7 = — sin 7
sin o
= 41 =a
2 m,
Cl = AB = ¢ = 2 r’ sin & = sin 8

sin &



b. < Dat. mg, mp.
Mittellinien theilen einanber im BVerhiltniffe von 2:1. (Fig. 2.)

AS : SF = BS : 8G =#12% 2;1A8 k= '} ' BS'= 2 my
GF = -—;- AB = -;- e,
Wird SF um FK'= FS verliingert und KC gesogen, fo ijt FK = 4 m,,

CK = 5 mp, FC = 4 a.

I

3. Unter den gegebenen Elementen fommen Halbirungslinien der Winfel vor.
Geom, a. Die Halbivungslinie eined Dreieds- Winfels theilt die gegeniiberliegende
Seite 1 Theile, weldye proportional find ben anliegenben Dreieds-Seiten.

b. Der Winfel, welder gebilbet wirb von ber Halbivungslinie einesd
Dreiects- Winfel8 und ber aus vem Sdheitel defjelben Wintels gefillten Hike, ift
gleich ver Halben Differeny ber beiben anbeven Dreieds-Wintel.

Wenn b > c, fo ift (Fig. 3)

X (b, ba) =90°'— 5o —y =5 (e+p+7) — Te—y =" B—y)
it b < e, foift X (te, ha) = 5 (y—B)

c. Dajfelbe gilt von bdem Winfel, weldhen bie DHalbivungslinie eines
Dreieds - Winfels bilbet mit dem jum Sceitel beffelben LWinfels gejogenen Rabius
bed umbefdricbenen Kreifes.

Wenn b > ¢, fo ijt

£ ()= £ (rr0) — X (b, ) =90° —y — F a =5 (B—1)
3t b < ¢, fo ift X (tay 1) = 5 G—8)

d. ty und hy (AG undb AD Fig. 3) beftimmen bag Dreied ADG mit
bem Winfel &, alfo ben Scheitel A und bie Lage ber Grumblinie BC. it nun
audy nodh p geaeben, fo ift sugleich ber Mittelpuntt Q bed inbejdhriebenen Kreifes
Befannt. ©8 eriibrigt nur nod), aus A an den um Q mitp al8 Rabiug bejdhriebenen
Rreis Tangenten ju aiehen; dann find dbie Seiten und Winfel gefunben.

Trigonont, a.
hg

: v
sin 8 = — sin — a4 = —

P p ks
ter : Q

el L KOs
i sin
b. Wird CA (b) um AH = AB = ¢ verldugert unb HB gejogern, fo ift
b:b =4 c=ty: HB



ol s ot T A

o

b 2be cos % o

= —— HB = ——2 L a=
to BRL ol : oS ¢ cos o & TR JRreTtG
Ober:  ty theilt a in m —=n; €8 ift
ty sin —;— -3 to sin-—;-.a
m=_-_—-—;n= r—
sin sin ¥y
ML T SRy sin f < sin ¥
m-n=a = fgsn 5 « o

a sin P sin y g a sin  sin Y
sin % a (sin B+ sin ¥) 26511% o sin—;— (T+le'} ‘303'51;" (y—8)
a sin [ sin y i a sin B sin 7y S c sin P
2 sin 5 o cos —;— o cos Tl (y—8) " gin « cos % y—B8) = cos 5 (Y —B)
Wird fubjtituivt

ta_=

b+ e

_cos + (y — B) = sin B+ 5 .a) = W sin 5 @,
fo evgibt fich wieber obige Formel
A c]f,in Bial=es a ¢ sin [51 e besina 21‘3““05%“
cos 5 (Y—B) (b~ ¢) sin 5 « (b - c) sin —; 3 b+ ¢

4, Unter ben gegebenen Glementen fommien bdie Wintel o, B, T DoT.

Gs faft fidh ein Dreied conjtvuiven, weldes bem gefuchten dhnlid) ift.
Sn Ghnfichen Dreleden ftefen gleidhnamige Stiide in bemfelben Berhiiltniffe zu
einanber. 3u einer Seite ves fnlichen Dreiects nimmi man entiveder eine Deliebige
Gevabe, ober man macht, baff biejelbe iibeveinftimmt mit einer Geraben, welche
unter pen gegebenen Glementen vorfommi.

5. Unter ben ‘gegebenen Glementen Tommt vor bdie Summe ober bie
Differen; sweier Seitent des Dreiecs,

A. Dat.a—+b = s
Geom. Gonjtruive am Dreiede a 4 b. DBerlingeve (Fig. 4) AC iiber C um CD
— CB, 3iehe DB. &8 ijt entftanben ein Dreied, in weldem der a—+-b anliegt o und
L v, gegeniiberliegt p + 5 v = f + L+ g e— 3a=90"+ L (f—a).
®as Dreie ADB gibt bie Gdpunfte A und B; bie im WMittelpuntte der DB ju DB
ervichtete Senfrechte Beftimmt ben Edpunit C.

B. Dat.a — b = d.
Geom.  Gonjrenive (Fig. 4) a— b, verbinve ben Endpunit der a —b (F) mit A;
8 entjteht cin Dreied, in weldjem der a—b anliegt § unbd 90° 4 ; Y, gegen
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ibectiegt « — (90°— L 9) = a — 90° 4 Fy =@ — g w— Fhi—ig
v+ _; o == ; (& — B). Dag Dreied AFB aibt bie Gdpunfte A und B, bdie
im Mittelpuntte der AF ju AF ervidete Senfrechte beftimmt pen Gdpunit C.

Srigonom, ad A.
I Man folge ber Gonjtvuction ober Geftimme eine ber ®rdfien burd) die

anbere ober beibe Grdfen burch biefelbe britte.

D AD sin o __ (a4 b)sina s sina
sin [90° + - ([3—2)} cos 5 (B—a) cos 5 (B — a)
. + BD s sin 8 sin «
D=a= = ==
o8 -;- x 2 cos ; Y cos ~;~ (B—ce) 2 sin —: (B —+ ) cos ; (B—=)
u. f. .
- S8 B : :
Ober: a—l—b=a+—a.5m' =a5mc£-+sm[3
sin o sin’ o
(a 4+ D) sin « s 8in «
8 =———"—"+— —
sin @ - sin 2 sin —;— (% + ) cos ; o —B)
Ober: a:b =sina:snf
a:a-+ b=sina:sna- sinf
(a 4 b) sin «
sin & -+ sin B il

Ober: a4+ b= 2rsinae—+ 2rsinfP=2r (sin &4 sin P)
= 2r.2siny (x4 ) cos % (x—8)
s
2 sin 5 (x 4+ P) cos 5 (@—p)
85 sIn &

2 sin + (2 -+ ) cos 5 (x—B)

II. Sft geégeben «, B, fo [aft fich ein Dreied mit a*, «, { confjtruiren,
pas bem gefuchten Whulich ift. &8 ift dann aber
aita-+b=4a"ta 4 b
a’'t &’ 4= b/ ='sin & : sin a —+Isin g
a {8 = sin o sin o 4 sin §

Ober:

2 ti—

= 2 rgna =




e e T

T T =T T P

und, wenn a* verfingert wird um b*,
¢’ sin (o =+ ~; T)

e’ 'cos -;- ([3—05}

o'k b = = ;
sin 5 ¥ sin < ¥
p ; 1
Dalper S c’rmnl & c "05.'{ l(g'_“)
sin sin + ¥
A sin o Saatop % B—a)
25in%ycos%'}' ; sin—;—T
e sin o T

2 cos -;— Y co;-% ©—a)
Wird a° = s gemacht, fo ijt

2
; I 8
a:a+b=—2a:a +0b;arsgs=s8:8-+Db";a=

s 4+ b
folglich a bie britte geometvijche Proportionale ju s = b’ und s.
Trigonom. ad B. (Fig. 4)

BF sin (a—Db) sin P d sin
AR = — — . - = :
sin BAF sin 5 (2—P) sin 4 (a—f)
R a sin B s a sin
sin g Y 2 sin ¥ sin 2(a—p) 2cos 5 (@~ B) sin 5 (#—B)
Obex: ) gt _}J".S.ilnrfi Gisrie b (sin @ — sin B).
sin sin [
3o (a—Db)sin B d sin f

sin o — sin B 2 cos 3 (¢ 4+ P) sin 2 (=—B)

Ober: a:a—b =sina:sine—snfb ufmw

Ober: a — b = 2r sin @ — 2r sin p = 2r (sin « —sin ) = /..

Ober benuke bas bemt gefuchten dhnlidge Dreied wie oben in A. IL

C. I. ©ind gegeben bie Glemente a -~ b = s unb bie Projectionen
ber a und b auf die Seite c gleidh) p und q, fo beachte man, baf, wenn mit bexr
fleineren Seite (Fig. Ha, Hb) CA um C ein Kveis befdprieben wird, weldjer bie
anbere Seite CB in F und ihre Berlingerung in F’ fdneidet, die verfingerte BC
und bie BA (ober, wennt & > 90° ijt, bie um 2q verlingerte BA) wei aug B
gegogene Sefanten werben; bie auferhalb bes Rreifes liegenben Theile berfelben

finb aber a — b, begiiglid p—gq.



il

IL 97t a < 90° (B < 90°), fo find in F'GB (BFig. 5a) bie Stilde
a~4b, p—q, B ub X F'GB = 90° + 5 v, benn 8 ift <X GCB = « —B,
affo CGF* = CF'G = ¢ (z — B); bdemmad) F'GB = F'GC + CGB =

1

ja—a—iB=3B+rhza=9"+q57

Hi

D. ©inb gegeben bie Glemente a -+ b unb « — §, fo ift. (Fig. 4),
wenn AC. iiber C wm CD = CB verfingert und DB gezogen wirdb, <t ABD =
B+ = y. Sft auf OB abgetragen CF = CA und FA gejogent, fo ijt ¢ BAF
1 (a—B). Wird mm BV | PA gejogen, fo ift SCABV — 3 (2 — B) und
X VBD =+ (a—B) + B+ 5y =90, aljo BV | BD. 39jt bemnad)
a 4+ b (AD), a—B (2 VBA) unb nod) ¢ (AB) gegeben, fo ift mit Hiilfe von
& VBD = 90° unb VBA = 4 (x—f) A ABD leicht ju finben; burch bie im
Mittelpunite der BD ervichtete Senfrechte wird C beftimmt.

Trigonont. (@D singy o (a-kb)sin 71
T e ey

S ¢ cos ; (c— )

sin 3 ¥ = —--—-T

E. Sinb gegeben a + b = s, hy, by, fo it
at:a—-+b=hp: hy+ hp
alfo a Teicht ju finben.

F. ©inb gegebent a 4 b == s, hy, my, fo iehe (Fig. 6) burch A eine
Linte pavallel gu a, verfingere mp, bi8 fie die Pavallele jhneidet in G, verlingere
GA um AF = AC; mu ift BG = 2 mp und GF = a -+ b = 5. Weil by
gegebent ijt, fo ift <¢ FGD = & beftimmt. Nun ift die aus dem WMittelpunite der
BG (= 2 mp), aud D, gejegene DA = + AF, alfo auch, wenn ber Befanute
Punft D mit dbem befannten Punft F verbunben undb ausd eimem beliebigen Punfte
per FA, aus H, bie HI || AD gejogen wird, HI = - FH; bie Ridytung der HI
fann alfo gefunden werben. Sft H von F um v entfernt, fo ijt I (in FD) von H
um 5 v entfernt. DA muff dann aué D pavallel gn IH gegogen werben; . f. w.

Frigonom,
hg

2 m

Vg wi — 12
, alfo cos & = T AT

sin 8 =




Dag Dreied FDG gibt

| e
'FD=V52—|—m;—-25mbcoss = ng-|—mz—sv4m;~—-h:

G FK s — mp cos & 25 == V4m'f)—-h:
cot GFD = cot n = S o -
: FH
Fun 1jt FA=b=—= FD

HE = 1 FH® = FH® + FI' — 2 FH.FI cos n;
— 2 pH? = FI’ — 2 FH.FI cos 7

FI=FHcos:r|i%Fi-l V—3+4c032n
CGS‘Q_T“':' V—3-{—4cosi'n

1 2GR 1 o
KT “Usﬂi';_ V—-—3‘+—_4 cos ¥ :
4(:051'1_—'_2 V‘lcos"n—3
FA =0} = 3 FDu.i.w.

FD sin t :
gin (n 4+ t) 7
ginm:i:sine=AD: AF = 1:2

gin t = 2Zsin 7

her: FA = b =

gin (n -+ t) = sin M cos t = cos ' sin t = sin V 1—4 sin * n4=cos 0. 2sin 7

=sin'r.(2 cnsi’.—i—vl—ré_a;_g'r,)

AT e 2 FD 5".1__11 il 2 FD
sinﬂfi’cosﬂ—l-vl-—‘isine‘ﬁ) 2uosn+V1—4sin2n
4c09'ﬁ—~2V1——_4'sinz'n 4 cos n—2 Vl-——ésing'n
= — 3 — KD — FD
deos"n—1+4sin"n 3
LR L o
_ deon=aV bl gy g,

G. &8 feien gegeben b 4+ ¢, mp, .

Wird (Fig. 7) ¢ um b verlingert und der Endpunft bev Verlingerung
mit dbem Guopuntte ber b verbumben, fo entjteht ein Winfel gleid) + o BWird der
Gnbyuntt ber Berlingerung aud) vevbunben mit dem Mittelpunite der b, {o Dalbict
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piefe BVerbindungslinie auch jede Linte, weldhe pavallel qu b, alfo unter einem
Wintel gleih = gegen e 4 b gwijchen den Schenfelir des Winfels 5 « gezogen
wird; ein geometrijher Ort fitr den Mittelpunft der b ift demnach u. f. w,

Trigonont,
s tn FG -+ D’G cos « FG-—{—-;—FGccsac 2 ——cos @
cot AFD = cot = ——— —= - ==
D'G sin 2« % FG sin « sin o
: FB :
sin FDB = —pp_ St = T:b sin
s sin (n -+~ FDB) .5 0T __ FD sin 9
g — sin FDB b AD = b " sin w
mp, sin (n +— FDB) m sin (n -+ FDB)
SRR e i, Tt LT T

e,

H. ©inb gegebenn a—b, p, q, {o beachte C. I. 3In Fig. 5 fommen in
TGB ver a—b, p -+ q, B, -;- Y-
I. Uuter ben gegebenen Glementen fommen a —b und « — @ vor.

1

Geom, Dem a—b liegt gegemiiber - (¢ — £). Jjt oud) ¢ gegeben, fo fiit
(Figur 4) A ABF bLefaunt; bie im Mittelpunfte ber AF ervidtete Senfrechte
Bejtimmt C.

Trigonont.
(a —b) sin [ 4+ & (« -—:“jﬂ

ol (a—1D) cos —i— ¥
sin 5 (& — B)

o ——]

gin _13 (e —f)

s a
8y ¢ sin 5 (z—f)
LS = B 2

K. 3jt a— b, cund = gegeben, fo ift (Fig. 4) A VAB befanmn,
folglich aud) < VBA = BAF = 4 (a—p), alfo £, . Witdb BH | AC
gefillt, fo ijt

X VBH = 90° — BVA = 90° — (90° — 4+ ) = + 1.

Lrigonou.
VASHISIHA T a T~ e conlio:

1 4
L o — N = “'BI[ - — e -
2883 T e BH ¢ Bin o

9



B e
o' 4~ (@ — b) " tang = [900— ;—T-{-Tl (1—{5)} tang 5
G—(Et—b)

1 1
tang & = = (a-.' —_b)_ tang & .

L. lUnter den gegebenen Glementen fommen b —c und fy vor.
Geom, Wird (Fig. 8.) DF | AB, DG | AC gefillt, fo it b—c = CG —
BF. Wirb in D bie DH (= DF = DG) _| BC evrichtet, purch H ju HD eine
Gentrechte LM, dbann DI || AB, DK | AC gejogen, fo ijt

A DIH = DBF, DKH = DCG
aljo b—e¢ = 0G — BF = KH — HL

St mun nodh « gegebet, jo ift von A KDI befaunt HK — HI = p —q,

X KDI = o« umd DH = DF. DI iit Qathete eines rechtwinteligen Dreieds

(ADF), tweldher gegeniiberliegt 5 o; Dbie Dhpotertje bes Dyeieds ift t,, Duvd)
A DKI ijt tann ABC u bejtimmen. (Bgl. 7. F und G.)

6. lnter den gegeberen Glementen Tommt vor a -+ b 4 ¢ = s pbex
a—+b—c¢c=d

Berfahre in derfelben Weife wie oben.

el ST ie o f e
a4+ b4+ c=a—+ i} oLl 1 LR e el sin o+ sin f + sin Y
sin o sin o sin o
Ll 1 e il ‘ 1, Loss
Shv 4 cos 5 o cos :B s 2 cos 5 @ cos 5 ¥
U ;).;' \1__-—_1— Tk
Z gin & & €08 & o sin 5 &
. 1
s 8in o o
= = o Lt b Pl
A TR 8 el H3
&a GOS8 3 = COos 3 ‘I
e 5 T ¢ 1 1 1
Oper a4+b—+c=2r (sin wtsinp-4= siny) = 2r. 4 cos— o cos 5 [beos 5 Y
8
2r = — - -
A 1 s e
L cos 5 o €08 5 P eos 5
il 55 SR § sin o g
a ¢ sin ‘0. — =N
4 i s e
cos - @ cos 5 (b cos 5 ¥
. - y » i 1 . 1 1
gin oz - sin B sin Y 4 sin = o sin - [ cos ==
a—+b—c=a— : - e e =
sin o 2 sin = o cO8 5 &

7. lnter ben gegebenen Glementen fommen vor bie Projectionen 3eier
Seiten ouf bie dritte Seite, p, q, ober p 4+ q, p—4a
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A, @eom. Bgl 5. €. (®ig. Ha. 2 <R, § < R; Fig. bb. « > R).

Trigonont,
p=acos=2rsinxcos p = a cos B = 2rsin o cos
q = b cos & = 2rsin [J cos « q= — b cos &t = — Zrsin { cos &
B. p— q=2r(sin« cos 3 — cos & sin B) p—+q=2r (sina cos P — cos «sin )
— 2r sin (&« — §) = 2r sin (& — )
3 : 0
et P+~ q=24a llb(:; ;:—-'?)— = 2r sin (. — )
il sin ; (o —B) 5 sin(B4+ 5 7)
p+ q=(a+h) T D e b e
cos & Y sm 5
C. 1;—|—q:a.—h:a—t—b:p—q
D. p __ 2rsinocosf _  sinacosp

I

q 2r sin [ cos o sin f cos

p-+q __ sin«cos B+ cos « sin P sin (= 4 B)
o= gin o cos b — cos o sin f gin (z — B)

E. Gs war oben (B)
pIiq =2 rsm(@—5)
Wird durch C (Fig. 9.a, 9.b.) die CH || AB und HA gejogen, fo ift,

ba are AC = arc BH, <C HAC = CAB — HAB = a—§; ba oud) CH =

P+ QU fo it
Lo il . ACsin(x—p) _  2rsinfsin (2 — B) s =
O e e e e D T R Lol

F. Durd) p— q ift beftimmt FD, bie Gntfernung ber Jufpuntte der h, umb
me.  Sn Big. Q.a ift p = § ¢ + FD; q = ¢ — FD, bemmad) p — q =
9 FD; FD = & (p—q)- Sn §ig. 9.b ift p = § ¢ -+ FD; q = FD —
aljo p + q = 2 FD; FD = 3 (p + ¢)-

G. Sommen aljo unter dben gegebenen Clementen p—q und he ober p—gq umb
me por, fo fit A DCF bejtimmt. Tie burd) hy, my, o bas Dreied bejtimme ift,
fiehe Uufgabe 4.

H. Wird (Fig. 9.a) in G s BG eine Senfrechte exvichiet, AC iiber C verlingert,
Bis fie bie in G ervichtete Senfrechte jdhneivet in L, fo ijt AD : AG = 1:2=
DC : GL = DC : 2DC; alfo GL = 2he. Duvd) p— q unbd he it aljo audy
A BGL gegeben. Die iiber G verlidngerte BG ijt ein geometrijcher Ort fiiv Aj
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eine 3 BG in einer Gnifermung gleid) h, gesogene Pavallele ein geometvijcher Ort
fiir €. Jjt mun ald prittes Element gegebent v, fo ift aud) < BCL = 180”—-1’
Pefaunt; Demmach ein gweiter geometrijcher Drt fiir C ein iiber BL Dbefdhrieberner,
pes Winfels (180° — ) fibiger SKreisabjhnitt.

8. 1lnter pen gegebenen Glementen fommt a 4 r vor.

Geom, Wird (Fig. 10) OC, OB gezogen, OB um BF = BC verlingert, endlid
FC gejogen, jo entjteht ein Dreied mit ben Seiten OC = r, OF = r + a und
¥CO; <L F = ; OBC = ¢ (90°—a) = 45° — ,‘- %; <L 0 =2 a; < OCF

—180° J—-l‘—ltﬁD”-—Qu—zla—l— = 185 _fo:.
Srigonom. A.
a e 1 oo —|f_2_k n 2
SR e T 2sina a(l—!— 2511105)“11 R
2 -4 r)sin«
e 1 + 2 sin «
b O cos o 2 sin (_f)(l_— o)
1.4 2 sin « T cog & - 2 sin @ cos o sin (90 — &) -+ sin i
. 2in (46" — L) cos (450_ },5{) _ sin (45° :_ﬂt_ﬁ_
19 5n (45" +—— ) cos (45 — ) sin (45" 4 2‘ e)
2 (a & r) sin « sin (4’(1 — 2 &)
& sin (46° 4 :— )
g OF sin F T sin (46° — + o) Ly sin (45° — ; o)
 OC=r=—————{(a~T —.—— =(a4+1)——
gin OCF sin (185° — 2 = a) sin (45° _; o)
2 (a + 1) sin « sin (45" — § @)
a= 2rgnae = ——— =
sin (4) —I— = )
' - sin 2 o sin 2 «
C. FC=(a—4r .sm i — (m—r —
{\ ) sin (185° — ; o) ( ) sin (45" - 3 )
y FC + FC
tE— T e ==
cos F cos (46° — 5 «)
o [t—|—1je1]129e == ‘){1—}"1‘\‘-103’-@0-}1

2 co 130— ,I_;uﬂ smf4) -—|— ) i 9cos(—|d —_ x"wm@) + )
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2 (a 41) sin @ sin (90° — o) 4(at-1)sinesin (45° — L ) cos (45° — L o)

= o’ —Sasin(48’+30) 2 cos (45°— § «) sin (45° + | o)
2 (a + 1) sin « sin (450 —_ ; o)

sin (-‘150 - % o)
9. Unter den gegebemen Elementen fommt o vor.
@eom. A. @8 ijt p die su BC (Fig. 11) gehirende Hihe bes A BQC. <L BQC -
ijt Gupplementivintel st + (8 4 ), alfo gleih 90° + 5 «  Geometrijehe
Qerter fiiv Q find bemmad) die in einer Guiferming gleih) p ju BC gejogene
Parallele mid ber iiber BC Gefchviebene, bes Winfels 90° + 5 o fihige Kreis-
abjdhnitt. Durd) A BQC ift + B und 5 vy, alfo B und y bejtimmt.

Trigonont. D X BOD = 90° —+ #, BOQ = v, fo it 5T QOD = 90° —

1 Sl FralbiR
to—y=1 06—
OF OD - DF 0D —+ p
1
Ll e e o 0D
cos QOD cos 5 (B—7) 00 00 a0
0D = BD tang i,— % = {: a tang Z o
. oD 37 n
UQ — OB = — T ".] — =
cos OBD Co8 5 2 cos 5 2
fol ) + afang @ 4 p asin— o+ 2 0 cos 5 g4
CORS =t (==npl =t —_— = B TR S

a a
..
2 cos 5 &

c 1
2?(‘-05?1{

. 1
= gin & & - — —
a
b 1 . 1 1 H
Ober: cos— ( sin5- vy —4—cos 5 ysin 5 @
= ('tirﬂ—'—[}[}t-'t'”}:g = =i i :
= AR R z 1 v X LOTAT 1
sin — B sin
- 1 1
sin 5 (B -+ ";’) co8 — o
— S — =— " E = s i
. 1 . 1 ) - 1 - 1
Bin - [ sIn sin - B sin oy
o _ preos 5 o
sin — fisin 3 ¥ = -

¥ & a

. 1 Y . 1 1 i
26in - Bainy y=c¢os ;g B—%) —cos 5 B+ 7

2
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2 ipldos = &

2 sl
cos 5 (B—71) = - e == jain = o
Ober ; 1 S v i seg 1 asiny
i A :E-(a-l-b—kc]p—- —-s-acsm[ﬂ—d-afsmﬁ =
sin 5 sin ¥y
|
a b c = I e —— )
+ha ( sin o sin o
- (sin & -+ sin § - sin )
sin @
41-. & 1
= ———— ¢os 5 % cos 7 Bcos gy
BN o
2 a 1 o sinfsiny
A= B nos2ofcos [.acos——'- =i —— ‘
sin o sin o
o 1
ey 4 sin f sin 2 v c0s 5 b OS5
L sin o
p cos —;— o0 = asin - P sini 5y
p oS = o
EEk ] : ey 1
— — =sin 5 P sin 5y =sin 5 L eos 5 (B4 &)
a
: 1 1 . 1 ]
sin 3 B cos 3 Poos 5 & —sin 5 Psingoa
e 1 e 1 — cos
LA B s Tl
== sin 5 cos o gin 5 « 3
1
2 p cos - o
= 2 . 1 . :1
- = sin B eos 5 @ - sin 5 « cos f — sin 5 a
&
L) k|
2 ;
p cos & | . 1 1 Ry | r
ST Y 4 dinda=sin (B he) = eost (—B) =eos 3 (B—)
% 2

©oll burd

1
2p cos - &

o ber TWintel

—+ sin +-

COB ==
i1 a

1 (B—7) ober ber Complementiwintel biefes, T—l—%o’., unb fo y durd) Conjtruction

gefunben werbden, fo

cos

Wird (Fig.

DH |

CX, fo ift DH =

felse man

1 1 5. 4]
peos 5 & —— - a 8in 5 o
: !

2

- a

12) an DC (=- a) in C angelegt XCD = o unb gefillt

1 4 sin & a; wird burd) H dle YHI | DC gejogen

2 o




15

und DH verltingert, fo ift YHV = 5 Er‘ciﬁt man it anf HY ob HE = p
und filft KL _| HV, for ijt HL = p cos L «; bemnadh p cos ;& 4§ asin
— DH -- HL, = DL.unb

; DL DL
08 ; ('Iri‘—‘r = 51 (T —+— z 0'.) - 1—3' e W 5
2

Pejchretbt man mu iiber DC ol8 Durdhmefjer einen Halbfreis, legt in
penfelben vont D aus die Sefue MD = DL unb 3ieht MC, fo ijt

DM (DL o
4, 7 ’

sin DCM = DC == —1_)0— = gin {:T _i_.. 3 o

mithin <€ DCM = ¥ -+ ; « unb, weil XCD = i o, XCM = 7.

B. Gin anberer Ort fiix Q ijt (Fig. 11) bie QH | BC. Wie grof ift
ber BH? With OI | AB, QG | AC gefillt, fo ift BH = x = BI; HC =
1

cot — o« = v. (8 ijt

CG = a—x; Al = AG = -

2]
f
BC? — AB? 4 AC® — 2 AB . AC cos =
o= x+v)?2 4+ (a— x4v2%— 2 (x+v) (a—x-4v) cos
Durd) a, p und o« ift fomit x, alfo x - v = c Deftimmt. Ju bdiejem
Falfe aber geht man Dejjer von « aus (die ty iit jo auch geometrijdher Ort fiiv Q),
conjtvuivt mit einem Raviug gleidh p einen Streig, welcher bie Sdhenfel pon o
Beriihrt, und fucht pann AB =e¢ = v+ x, um aug B am pen mit p befdhriebenen
Rueis eine britte Tangente ju iehen; bdawn it
)P —2ca+2v—c¢)cosu

o

“
a':(:'-—{-—-(ar}—?v

1 3 12 2 o 2 i
c = —— a—+ v + 2 — av tan I A Ml S
2 * 4 g 2 o 2

1
v =pcot 5 &

@

) — 3 =
1 / a 1
= = a - p cot _12 o =4 V¥ i —-‘4——-—?{:.‘:—+-r|.t-.mg 5 ::} I

C. Daf A = f_ (a 4 b —+ o) p iit, wurbe obent johon Demerft. —
npere geometrifche Derter fiir Q fiehe sub 10. B.
10. Unter ven gegebenen Glementen foummen r und p bov.
A. Die Gutfernung 0Q = d toird bejtimmt duvd)
=1 —2rp
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@s'ijt (Fig. 13) OB = r; < QBA = QBC = ; B; <C QCB = QCA
= L y; QF (I BC) = p Wird gefilt 0G | BQ, fo ijt:
& = 0Q® = 062 + GQ* = OB® — BG® + GQ* = — (BG* — GQY
= — (BG -+ GOQ) (BG — GQ)
Wivd BQ verfliingert bi8 in ben umbefchriebenen Kreis, fo it BG = GH,
BG — GO = GH — GQ = QH; alfo
& =1 —BQ.QH
Werben pie Geraden HOI undb IC, CH gejogen, fo ift:
b=t p

wl

Il

i
X BHC = «
T B T
QH = HC

Terner ijt: A ICH «~ BFQ
IH ;: HC — BQ : QF
"BQ.HC — IH . QF — 21 ¢
BQ .QH = 2rp
P =:—2r p
Flle die Gevadbe ODL _| BC, bejdreibe iiber OL (= r) einen Halblreis,
trage auf LO ab LM = 2 p, ervichte in M bie MN | OL, welde ben Halbireis
jdbneibe in N, ziehe ON, fo ift:
2

ON=0OM.OL=(—2pr=1r—2rp=4d

B. Da < BAQ = - o und arc BL = LC, {o geht AQ verlingert
burdy) L; wird gejogen BL, fo ift:
X BLA = BCA = vy
X QBC + CBL = QBL = + B -+ § «
X BOL =2 @+ )

BL — LO
p. b, Q ift vor L wm BL entfernt; geometrijhe Oérter fiiv Q f{ind bie in einer
Gntfermuing gleid) p ju BC gegogene Pavallefe und der aud O mit einem Rabius

gleich d (d° = r® —2r¢g) ober ber aug L (ODL _| BC) mit einem Rabius gleich
BL bejchriebene Bogen.
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C. Wird OA gejogen, fo ift:
X 0AQ = X (tu, v) = 3 (1 —B) (xgl. 3, ¢)

ed ift aber < 0AQ = OLQ
bemnach
(0 e L0? 108 =00 P HLQt —f 2 p
e A T ) B e e O TR ORPRTi, N
P uoT@o_ . f =
i T T Sns s nT, 2r

IBird aus O bie OP | BL gefillt, affo 9 BOL (= «) unb BL Balbivt, fo ijt:
A BOP ~ LBD
OB : 5 BL = BL : DL
2r + BL = BL : DL

R _P__ DL gl p —|— DL B __P__-E_ DL
: oo 5 (Y-8 =gy b TR T BEL, 08 < - LQ
Ober: Fiille aus Q bie QR | OL;
LR g -+ DL p =+ DL
Pty 4 _1 A 5 _— e e e e = 3l e,
cos OLQ = cos 5 (Y —B) Lo ) L.

9. §. Q ijt von BC um p undb vou L um BL entfernt.
DL

I, 1 p
e = (Y—PB) = 7 =
v ((—F) BL BL
. 1 ]JI: ') 1
Bl = 2 BP. = 2r sin 3 &3 “BL sin —
1 g st
ey =Bl =" 1 -+ sin 5 «
2¢ sin 7 % “
1
P g cos 5 peos 5 &
St Tl ek 1 T .
2r sin 5 o 2r sin5 o€ cOS - O T osin &
1
2 pleos 5o 2 pcos 5 %
iy 2r sin T a
1 1 2?‘:05'1“ g et
cos 5 (y—P)=cos 5 (B—y)=——— 8N} & (Bal. 9. A)
- a - "t
- 4 i 1 Los ':; % e
a=2rsina=p(cot y BHcot g Y)=p — 5, . 1 (Bgl. 9.A)
X sin 3 [ﬂsm S

3
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1
g ; cos 5 %
4 rsin 5 o cos gk =p——7g =
sin. P sin 3
e LR e
4 rsin-y asing Psingy=rp

Oder B¢ o — QB sin 5 B = QC sin Y

1 QC = QH sin 3 «; (QH = CH (Tgl. 10.A.))

159 = (DB sin ; g .2 QH sin ; o sin ; ¥
QB.QH = 2rp (Bal. 10.4A)
i 4 S anl G o
¢ = 4 rpsin5 xgin— 0 sin— g
p =4 r sin -;— ¢ sin —;— £ sin ; Y

. 3it gegeben r 4+ p, fo Hat man:
s=r+p=11+ 4sin5 « sin—:? B sin = ¥)
= r (cos & 4 cos P 4 cos ¥) = ¢ [cosa—l—cosﬁ——cos (oe+;3)}
-'l_—=c05 % — 2 sin5 (B 4+ o + £) sin 3 (B—a—B)
cos o — 2 sin (B —|—-—; o) sin (—-i2 a)

— cog o -+ 2 sin i o sin (B + —:?— o)

!

8
— — 08 &
. N 1 . r
gin (B0 =—————
i 2 sin 4 «
a
r = 4-‘ =
2 sin o
25 sin o
—_—— — oS & =
o a 9s sin & — & cos o
T E 1 = a 1
2 sin 5 o 2 agn 5o
Durd) a und e« ijt r bejtimmt; aljo and) p = s — r; . f. 0.

11. Unter den gegebenen Elementen fommt hy -+ he vor.

A. Geonr, Werden durch) A und in ber Entfermung hy —+ he s a Pavallelen
geogen, wirb e verlingert, bis bie BVerliingerung bie 311.\::{[(: Parvallele {chneivet,
wivd aus bem Duvchjchnittspuntte su a eine Senfrechte gefiillt, fo entjteht im eviten
Falfe umichjt eim Dveied, beffen eime RKathete be ift, ifr liegt gegenitber ein
Winfel gleich B; die Hypotenufe ves Dreiects, bie BVerliingetung der c, ift jomit
aleih a. Demnach Fat fich evgeben ein rvechtwinfeliges Dreied mit der Hypotenuje
a -+ c; Die eine Katbete ijt hy -+ he; ifr legt gegeniiber B,



-

Sm anberen Falle entjteht sunichit ein vechtiinteliges Dveied, deffen einer
Rathete (= be) gegeniiberfiegt £; bie Hipotenuje befjelben ift fomit a. Die
Dihpotertfe bed anberen rechtvinfeligen Dreieds ift jomit c—a, ein Winfel bed
Dreiects £ und diefem liegt gegeniiber hy — he.

Trigonom, hg + he = e sin f + a sin f = (¢ 4 a) sin {
b. §. wird ein vechtwinfeliges Dreied conjtvnirt, beffen eiter Rathete hy -+ he
7 gegeniiberliegt £, fo ift bie Dipetenuje ¢ 4 a.

hy t ha — ¢ a2 hy -+ hg :t hg =c¢c 4+ a:c¢
a ¢ ) g =1 Dg a

hﬂ. = (hﬂ + llc) TC

&

25 c gin v

¢ sin o RISt sin o
o L T
e Bln ';'

¢
¢ -+ a

sin ¥y

sl Y sin o

h; = (ha + he)

Ober: hy + hg =D (sin ¥ =+ sin o)
hg, i he
Bin Y sin o

sin ¥
sin Vst sin o

hy = b sin y = (bg —+ he)

sin Y sin v
hg—(bg—-1 - = (hq—hg) - e
a ( a lc)g sIn-;- (_‘,4_9“) cos%{'(—ot) (hy 0) G %(T"t'”') sin i[x._"‘)
B. G35 ift:
sin 7y (lln —+= he) sin ¥

hy = (hg + he) sin y -+ sin % = (b +he) (hy -+ he) _t;siu  -sin &)

©s ijt aber (Fig. 14), wenn < XDY = y hingelegt, DA = hy - he

gentacht und AG | DX gefillt witd, AG = (hy + be) sin y. Wb an XD

geleat < XDZ = &, DF = hy + be gemadit unp FH | DX gefillt, fo ijt
FH = (by -+ b¢) sin «; afjo, wenn AG um GIL = HF wexfingert wird,

(hg =+ he) sin y AG

AT = (b + be) (sin ¥ = 5l 2); - N s w) 4
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aljo hy = (ha ot ]‘L',) ._33;-; ha : AG = hg + he & Al

Wird bafer DI gesogen und GK || DI, fo ift AK = hy, KD = he

sin ¥y
gin ¥ - sin &

¢, TWird in

hy = (ba + he)

L P
sin o $og
o s B e ot Sl e sin P+ cosyeos P eos(y—P)
Bl st SRR g tang P o sin P R sin P
gefest, fo it L sin vy sin P
hy = (]’a -+ ]1,_.) = ("{'—[J)
Nun ijt (Fig. 14) o GD AD cos y  (hy +he) cosy
tang e 1 L HF ~ (bg +he) sin «
cos ¥
— =2 — e P
§in o fang
Demnadh ift 3 AID ber oben eingefiijrte Hiilféwintel.
LWeiter ift: e : AG sin AGK (ha =+ he) sin y sin P
i hn = = e
: = sin AKG sin (P 4 90° — )

sin Y sin P

== (h& -+ hc) K(‘:::lﬁ (1‘5[. ﬂ{"c]’l.)

1 . w.
—eo—C£R5—0-~

NAufgaben

i’}mncrfung.' Bon dent folgenden Aufgaben find bie erjten in bem Bhier
itblichen Fovmen Dbefhanvelt; bei bew iibrigen ift ber Weg suv Anffindung ber
geometvijchen ufldjung meiftens mir angebentet.
l 1. Yuigabe. Dat. a, < (mp, b) = 3§, X (mp, ¢) = =

o nalyfie, Durd) a jind vom gefuchten Drveiece bie Edpunite B unbd
C gegeben.  Weil BD (Fig. 15) Mittellinie, aljp DA = DC fein muf, fo ijt
ver pritte Gepunft bes Dreiects, ber Scheitel A, Deftimmt burd) bie Lage und
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Grisfie ber CD, burdh) die Uage bes Punftes D zu BC. G8 ijt aber gegeben
3 (mp, b) = ; < BDC ijt Wintel iiber BC; ein geometvifher Ort fiiv D ijt
folglich ein iiber BC befcjriebener, bes Winfels o fahiger Kreisabiduitt.

Qegt man alfo eine Linie BC = a als Gyunbdlinie be§ gejuchten Dreieds
Din, bejdhreibt iiber BC einen Rreisabichnitt, fihig o, fo ift biefer ein geometrijdher
Ort fiiv D, fiix den Mittelpuntt ber AC.

Gs ijt ferner gegeben <X (mp, ¢) = =n. Wit ju AC aud D eine
Parallele gezogent, weldhe BC fdhueive in F, fo ift X BDF = 7 und BF = FC
L a3 ein gweiter geometriffer Ort fiiv D ijt pemnac ein  SKreiSabjhnitt,

2

Pejdyrieben iiber BF (= 5 8), fibig n. Befdreibt ntan nun biefen RKreisabidnitt,
welcher ben erfteven RveiSabichuitt {chueive in D, fo ift ber Mittelpuntt ber CA
gefunben.  Biet man CD unb verfingert CD iifer D nm DA = DC, jieht AB,
fo it ABC bas gefuchte Dreied.
b. ©yuthejis, o Conftruction, Lege eime Qinie BC = a al8 Grunbdlinie
Bin; Bejdhreibe iiber BC einen Sreisabidnitt, fibig 3; Dejchreibe iiber BF (= 3 BC)
einen Kreigabichnitt, fifhig =; verbinve C mit D, bem Durdyjchnittspunfie Deiver
Rreigabichuitte, verlingeve CD iiber D um DA = DC, siche AC, fo ijt ABC ba8
gefuchte Dreied.
8. Beweid, Bum Beweife jiehe BD, DF.
AD = DC (Gonjtr.)
" BD Mittellinie ju AC

"X BDC — X (wp, b); < ABD = X (mp, ©)

ADh — DG =l
BF — TC Conftr.) 9. % BDC = < (mp, b) = 3 (Gonjtr.)
DF || AB

£ 8. BC = a (Conitr.)

X ABD = BDF
BDF = = (Conftr.)

1. &£ ABD = n = <X (mp, ©)-

Trigonont, Ueber BC = a ijt Bejhrieben ein Kreiabjchuitt, fihig 8; e ift fomit

B="=—a_\—-‘3‘ P o= 1§ R i ¥ i ‘}?:1:

Q x T BOE 180 S; e§ ift ferser {iber BI $a

Bejchriehen ein Kreisabjduitt, fihig n; aljoift 0OB=1" = i ;_:I = X BOG = .-
1 7
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Durdy die Centvale QO unb tie Rabien r” und r” ijt beftummt bex Puntt D, das
DOreiet QDO, bdie Wintel QOD, 0QD obev bie Wintel QOB, 0QB. €8 ijt abex
¥ QBO = QBF -+ 0BG = 90°— (180°—3) + 90'—n =38 —n ==

< 0QB =y
folglidh < QOB = 180°— (2 4= ¥) =
Dafer:
g3 (eer) =y St )
1 1
_2sin§—4sin'ﬂ 2 _ 2ginn— sin & W
T T TL S A i B et

Dsino ok 4 ginn

[
B i 3 = cot 9, alfo 2 sin n = cos & tang ¢ gefept, fo ijt

"9 gin 'q
2 sinm—sin 8 __ cos d tang o — sin b) ] 3 sin @ — sin 3 cos o
9 sin n +sin 8 cos O tang @ - sin 8 = cos O sin p—fsin d sin @
sin (p — 9)
sin (@TS)‘
b sin (p — 9)

A = B AN
tang 5 (B Y) = e Tk é) cot 5 (O n).

Ober: Fille OI | BQ (Fig. 15.);

— BI
cot ¥ = cot 0QB = %]i' = %I,_
2 e 2
QB =1 = 5_—%; ; Bl = OB cos OBQ = —— - cos (8—mn)
a . ™ )
OI = OB sin 0BQ = T 0 — =)
2  cos(6—m) ’
gind  sin7M 2sinn—sindocos(d—n) 2 sin 7 3
aer =¥ (517;)_ s sin 9 sin (3 —14) ~ sind ,‘sm(f)—r} — )
sin 1 y
Ober
S 2 sin n — sin 8 cos (3—-1‘) ___ sin n+ sin n — sin & cos (8—1n)
L sin O sin (0 — 1) o sin O sin (0 —m)
sin— sin O cos (d—n) __ ginn—sin 3 cos 8 cos n— sin® d sin

sin O sin (8 —m)

sin O sin (0 — 1)
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__ sinn(1 —sin?8) —sindcosdcosy __ sinn co$j3~ sin 8 cos 8 cosm
T sin & sin (8 — ) I gin O sin (8 — )
cos & (sin n cos § —cosmsind _ cos dsin (n—3)
sin O sin (0 —mn) " sin O sin (0—mn)
= — cot &
s sin sin 1, — sin O co_si_@v-—':ﬂ Tia sin $
€Y = “Gndsin (0 —m) sin O sin (8—m) mgn(a——'rj)_mt é
Sille OL _| OB;
OL OB — BL
cot f = cot QOB = oL = of,

a
et Dl
4 gin 71

0B

Il

BL = BQ cos QBO = -—2T£:1F cos (8 —m)

a

QL = QB sin QB0 = —5——s gin (8 — )

1 cos (8 —n)
2 sin sin 9§ sin § — 2 sin 0 ecos (§ —m)
cot f = s = = : e
sin (& — ) 2 sin 1 sin (8 —n)
gin o
sin & — 2 sin n co8 8 cos 1 — 2 sin 7 sin & sin M

2 sin m sin (0 —n)

_ ind(1—2sin®4) —cosd.2sinncosn __ sin D cos 2 n—cos dsin27
2 sin 1 sin (0 — =) . 2 sin 7 sin (0 —n)
3 sin (8 — 2 =)
2 sin msin (3 —m)
Wl s :
a BIin & BIn %
b — ——-7'-‘; e ——— ‘j
sin o sin o
2. Gin anbever geometvijher Ot fiix D ift ein iiber FC = ' a

Befchrichener Qreisabichnitt, fiihig bes Winfel FDC = & —n; u. |. M.
Trigonom, Tig. 16.
i ' a 0 ™
3 =71 = g e 0 i— — 0.
@8 ift wie ofen QC r TR X FOC 180 b
Weber FC = - a ift ein Qveisabjnitt Gejdhricen, fihig & —=; o8 ift

affo CO = 1 X 00G = §—mu.

a
T 4sin(@—m) ’
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Durdy bie Centrale QO, r’ und r~ ift bejtimmt bev Puuft D; bag Dreied
QOD, tie Winfel QDO und QOD. €8 ijt aber '
X 00D =DBC =t =f—1
<X QDO = QCO = 0CG +- GCQ = 90 o (5 —mn)+490°— (180"—8)=m;
mithin <r QOD = 180° — g —1=180°—n— B+ =180"—pf=y+a=y+d—n
Wb X QOD 4+ i=(y + a4 —10=) 180°—n

X Q0D — = (T + o —p+ 1 =)yHS—n—f+a=y—p+3d
tang—-— (QQD_-;) tang 5 (T_[a+3) = 4s1n (& —m) — 2 sin &
tangT(QOD-i—t) cot ;— n r‘+r" " d4sin (8 —m) + 2 sin &

2 sin (8 — 1) — sin 3

1 -
tang 3 (( = B 2 sin (3 — 1) + sin O Sty
LWirb _QTSIOE(SS——?]) = cot ¥, aljo 2 sin (8—mn) = cos 3 tang ¥ gefest, o ijt
N cos & tang ¥ — sin & T cosdsiny—sindeosdy 1
tang  (y—P+9) = cos & tang - sin = c:o.l;3sint.:u-|—si113::miL:almt2 4
tsm {..J — 3) I :
sin (4 5 b 5 N=alE N,
(T_ﬁ_}_SJ_"mxg(;' @}:m—%a
'_g_ {T—-i-mle =900——;‘ 8-'- ‘%"ﬂ
Y-_—.‘:J(]n—{-—-m—-@-—u—‘q)) —gpYn _+_,;d 1.
3. Geometrijhe Oerter fiiv D fiud ein iiber BF = % a Defdriebener

Rreisabfchnitt, fihig =, und ein iiber FC = + a Dejdyriebener Rveisabidnitt,
fihig & — m.
Trigonont.  Fig. 17.
ST 4 mnkBe gl |
4 sin = "4 sin (3 —n)

E8 ift DF gemeinjhojtliche Selme, baher bie Centvale 0Q A i o
X 00D = OQF = vy; <€ QOD = QOF = DBF = { — u; X FOG =
BDF =—-71; <X QOG = §

oD ="p! = QD = " =

7

: Sibiade dhion Hosian
OEiI}Q i 9 ‘Lblll n " dsin(d—n) e sin(S—-?ﬂ e sinty tang ;0
OD—DQ  gr—p” a a " gin(8—mn) —sinn tang (qﬁ_-r,)

4sinn  4sin (8_—_-!:)
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OD+-DQ tang s (v + B — )i tang (T+ +x—-3) cot 5 &
0D—DQ i tang 5 (y — P~ 1) tang 4 (v — B —+n) tang5 (Y — B+ 1)
1
ta: s 3 7 | 4 9
tang o (T — B 4= m) = ng (- — )_ cot -;—3 = tang (; 0 — -,-,) cot ~ ~ d.
tang - 2

Ober: Falle OI | OD;

e geaiOF . QDGR DL
cot 0QD = cot y = Of e oI :
Weil A ODQ ~ BDC, fo ift <« ODQ = J.
Ea ijt
a a & a
- — ——— DI = — ———— co08 0} — e 2
QD 4 sin (6—'.-’,) 2 . 4 sin 7 cosi 0 OF 4 sin 7 sin 9
L cos 3
__ sin sin (¢ —r) sinn__ sinn— cos O sin (0—n) Blam o ik
U sin o T sin S sin {‘S —— 'r,j .bllil) ain U)—- r‘l cotd.
sin 7
— QF ? cos n — QF cos (8 —n)
cot f = cot QOG = BOC == 10H — DF do IQF el et
GH 5 a
S soane R
_ 4sinn e 45111(?) cos co_w_ﬂ-,m(h-—r;-— (_or-'.rh——.r}‘-.mr
6 2 255 2 sin 1 sin (8 —n)
S0 4 Bin (8 —-_n - 'n) ) ___sm (:')_ T n}
T 2 gin 7 sin (l’)-— r) ~ 2 sin m sin 'b— n)
4. Da o = §—mn, fo ift ein geomefrifdher Ovt fiiv A et iiber BC—=a

bejchrichener fveisabidhnitt, fihig & —=. Wird nun biefer KreiSabjdhnitt conjirnivt
(Fig. 18) und auch iiber BF — —- a ein bes Winfels = fihiger (over . . . .)
Kreigabjcdhnitt bejchrieben, fo ift von C aud in ben erjten KreiSabidmitt eine Sefme
fo 3u 3teben, baft jie von bemt anderen Kveidabjchnitte Halbivt wivd, weil CD = DA
fein muf. RNun Halbivt aber bev iiber cinen Jabius eines Kveifes Dejchrieberne
Kreis alle im grofen Rreife aus bem Beviihrungspunite Leiver Kveife gejogenen
Gehnen. Da bier von C aus die Sehne u jiehen ijt, muf C ber Beviihrungspuntt
per Deiven Kreife wevben. Berbindet man alfo C mit dem Mittelpuntte ed erjten
Rreifes (Q), Dejdyreibt iiber ben ‘HRabiug CQ einen Kreid, fo ijt auch biefer Kreis
ein geometvifcher Ort fiiv ben Wittelpunft ter CA, fiir D. . f. w.
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Trigonont, Ucber BC = a ijt Gejehrieben ein Sreisabichuitt, fihig d—m; e8 ijt

a < L RN e et e .
BB — o e X FQC = 0 —=; iiber BF 5 a it Defdyrieben
: . Davauf ift QC gezogen,

e e pEEL e e e
ein Sreigabichnitt, fibig w; e8 if T ]

a
4 sin (8 — 1)
 Qre = 90°; afjo gebt ber aus P mit PQ Bejdyricbene freis burch I'; bev
Qreigabjdnitt FQDC, bejdrieben iiber FC = & a mit einem Radiug PQ =

gemacdht. Da QF | BC (Conjtr.), fo ijt

QP = PC =

& it affo fibig 8 —=n. Dbige Conjtruction ftimmt alfo it der Sache
4 sin (0 —n) '

iiberein mit ber Gonftvuction in 3. (Fig. 17)

5. Wirdb (Fig. 19) BD iiber D um DA’ = DB berliingert unb A’C
gesegen, o ift < BA‘C = =u; BDC = J. Wird (nach) 4) BA'C conjtruivt,
fo it CD ju jiefen und CD um DA = DC ju verliingern, endlih) AB ju jiefen.

6. Da n gegeben und << ADB = 180° — & befaunt ift, (Gft jich ein

Dreted BD’A’ (Fig. 20) mit ven Winfeln 1, 180° — §, & —= conjtvuiven und
hieraus, tax D’C’ = D A’ fein mufi, bas Dreied A’BC’ finben. Wird baun

a anf BC’ abgetvagen und b || b” gesogen, o ift bie Aufgabe geldjt.

Gouftruction. Lege eine beliebige Linie BD’ hin, lege an BD’ in B einen Winfel
XBD’ = u, in D’ cinen Winfel YD’'B = 180° — 3, bejjen Schentel YD
pie XB {dmeive it A’, verfingere A’D’ wm D’C’ = D’A’, jiche C’'B, trage
auf BC’ ab. BC = a, 3iehe aus C eine Pavallefe ju C*A’, weldhe die BA’ {dneide
in A, fo ift ABC pas gejuchte Drveied.

Beweid leidht,

Trigonom, a. Die Conjtruction gibt junichit purch bie beliebige BD’ = p. uud

3 unb 1 ben Werih vou A’D’ = ; b’ unb bolt c¢’;
U 1. sin % ; 2 v osin 7 P sin &
Sl el i e i S HRHUND G, 55 SO ;
2 sin (ﬁ — :-',) ! sin (8 — '.r‘,j- 2 sin [:h\ — T}) 2

ferner turd) BD’, D’C’ unb & bie Winkel y und f — = wie auh BC* = a’ ;
endlid) purdy a : &’ = b : b’ = ¢ : ¢’ Die Seiten b und e.
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b =t B, N 1
BD'_Q_D’_C_‘__ﬂ sin (0 — ) _gﬂb—n)—l—-sinv’,_ tang = o
BD’—D'C’ e sin n sin (8 — ) — sin n tlang‘(%.s —1)

sin (8 —n)

74 BD'+D'C”’ tang%(‘;’—i—ﬁ—%ﬁ) cot = &
©8 ift aud = — 2 s
BD B )

o

*—D*C* tang -; (y—B—+n) tang : (y

tang (; 3 — -q)

tang % v —B4n)= cot —;5 = tang(-é—&—‘r‘.) cot 1 5 (Bgl. 3).

' tang ; b}
-;;‘ b’ sin 8 . sin n sin 3 ( -
BC' = a’ = - = — = : sk =0—n
sin t sin (0 —) sin ¢ ’ )
2 b’ 2 1 sin 7 sin (8 —m) sin ¢
g —hie heiho=— =a.—-—_~—[--\ — (. }_ -
a’ sin (8 — ) . sin 7 sin &
L & msin
sin o
RIS
Ober: Au8 A DCB folgt
1 a sin t 2 asint .
=b=——w3; b= —w—; .. W
2 gin & ' gin 2 l
b. @8 ijt
ffi—rg’ 2 sin n — sin &
fang & ) = % cop Fa =2 BRI B o 25 —u);
4 b’ -+ ¢ & 2 sin n—sin o : -

. §. . (vgl. bie Anfléfung 1.)
e. Talle BG | A“C’:

GC’ A'Cr — A'G
e e e e

BG BG
U 8in b

2 1 sin 7 ™
L - ’ 1 ’ & ) s T Iy
S5 Ge= 0100 (‘ ) 5511(3—‘&)

sin (0—mn) ’

A'C=Db' =

cos (P?-—-r] >

BG = p sin J;

Quwsinm  posin b} s el
e sin (0 —) sin (0 — 1) 7 O ?jﬂ f— sind co (3—1'.}
e i sin ) it sin O sin (0 — 1)
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2 sin 0 o ; i
== L —— — cot (§—m); (val. bie Anfldjung 1
sin O sin—(s——'n) cot (¢ n); (vgle bi TLejung )
z cot n cot v — 1
cot n -+ cot t

cot B = cot (n + 1) =

Jille C’H | BD’;
BE _ BD'+ D'H .

cot + = ——

HE HC'

. 8In 7 €os 5
BD* = p; DH=— D'C coss-——m{ﬁ_rﬁ)

- . ™
(£ sin 7 sin i}

Rk — 4 B S- % = — L3 =
HC DL’ sin ¢ = {\b-——'r,)

- . [,
U. sin 4 co8 )

= : .
¢ sin {?}— r\r sin (0 — %) — sin % cos &
cob . =m> 3 e = = 3
r-,m ) sm 5 sin n sin 0
1L
™ " sin (3 — .r,}
. ™ . ™ - s ™
: cos 7 sin O = sin (8 —7) — sinn cos O 2 sin {h—‘n)
cot- % - cot 1 = - e N = — e
s1n 1 8in 3 sin 1N sin & i
™
Lot N sin (r) et r‘l it (of W osin 7 ens P) — gin 7 sin 3
cot oot 1 — 1 =
sin 0 sin O
W .
cos ' sin (8 —n) — cos ¥ sin ' cos 5 — sin® ngin & )
sin 7 sin N sin O 4
- ™ - s o . ™
; cos n sin (6 — =) — cos 1 sin N cos 8 — sin “ 7w sin o
cot 3 = il

2 sin n sin (ﬁtf}

__cosh sm (8-—n) —sinn (cos cr;-,ﬁ ~sin % sin ?J) cosn sin(d—mn)—sinm cos(8—n)

- a A
9 sin % sin (5 —mn) 2 sin 7 sin (3 — 1)

sin Ir) = ) sin (3 — n)

2 sin 1 sin @—n 2a.1nr.smLh—r)

(vgf. bie Aufldfung 1.)

2, Anfgabe. Dat. a 4+ hy = s, b, L.
a. Yualyjie. Gs fei (Jia. 21) ABC bas verfangte Dreied, alfo 1) AC = b;
pas fann man maden; 2) < ABC = B; ¢8 muf bafer B eift Puntt e iiber
AC = b Dejdhrichenen Sreisabichnitts, fihig fes Winfel8 £, fein; biefer Kreis-
abjduitt famn fiber AC = b conftynivt werbew. Legt man afjo eine Linie AC = b
Hin und bejdhreibt iiber AC einen Rreisabicinitt, fibig 8, fo hat man zwei Ccdpunite

Lo

-
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pes gefuchten Drefects, die Punfte A uub C, wnd einen geometvifchen Ort fiir ben
pritten Gdfpunft B. Gin anbever Ott fiiv B ijt alje nedy ju fucdjen. E8§ muf aber
aud) 3) BC + AD = s, aljo, fwem BC iiber C mun CF = AD vexlingert wivd,
BF — s fein. Das Dreied CDA werbe vevlegt; es werde in F die FG (= CD)
| CF (= hy) ervichtet und GC gejogen; ed ift pat A GFC = CDA, GC =
CA — b und < GCF = CAD, tafer, weil <¢ CAD -+ ACD = R, aljo aud)
X GCF + ACD = R ijt, <C ACG = R; pie Grdfie der CG unbdb ihve Lage
s AC ift pemmnach befannt, affo auch bev Mittefpunft der CG, ber Puntt O
ird m aber aus O mit 0°C = % b ein Sreis bejchrieben, o geht biefer,
weil < CFG = R ijt, buxc) F und jchneibet ben iiber AC De]'rf;;ficﬁmwn Kreis-
abfchmitt. €8 ijt nun burd) C, aljo burch einen ber Durchjchuittspuntte dev beiden
Sreife, eine Gerave BCF = s buvd) Beive Rreife gejogen. Wird mum OK [ BF
b O'M | BF gefillt, fo ift KM = - s; wirb OL || KM gejogen, fo ift
aud) OL = f— si baher bas Dreied OLO” vollftinbig Dejtimmt, da 00’ Detaunt
ud < OLO’ = R ijt; turd) OL ift bann aber bie Lage ber BCE, bes jiveitent
geometvifchen Orvied fiiv ben pritten Gopuntt tes gefuchten Dveieds, fiiv B,

Bejtinunt. :
Grridhtet man aljo gt CA in C die CG (= b) | CA, Galbict CG in O,
jieht 007, Defdhreibt iiber OO einent freis, fegt in biefen von O aud eine Sehne
OL = '; s, seht purd) C eine Pavallele 314 OL, welche ben RKreidabijdhnitt iiber
AC jdmeive in B, fo ijt B bev britte Gefpunit ves gefuchten Drefects. Wird noch
AB gesogen, fo hat A ABC bie verlangten Gigenjchaften.

b. Eynthejis,

«. onftenction, Qege eine Yinie AC = b fin, bejchreibe iiber AC
einen Qreigabichuitt, fibig B, ewvidte in C bie CG (= b) | €A, halbive CG
in 07, siche 0’0, Gefdhreibe iiber 00 als Durdymejfer etient Kreis, lege in biefen
Sreis von O aus eine Sehue OL = 1 s, ziehe purd) C eine Linie parallel ju OL,

9
2

weldhe ben Kreisabjdnitt iiber AC fdueive in B, jiehe BA, fo ijt ABC ra8
gefuchte Drveied,

B. Beweid., Fum Beweife bejhreibe aus 07 mit 0°C al§ Nabiug einen
freis, verlingere BC fiber C Big fie ben freis um O°-jdmeidet in F, 3iehe FG,
siche O’L und verfingere O‘L iiber L, big fie fdmeibet bie BF in M, fille
OK | BF, AD | BC; nun ift:
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~ OK _| BC (Gonjtr.) < OLO’ = R (Conijtr.)
BC = 2 KC 0’LM | OL  C
OL || BF (Gonjtr.)
0O‘'M | BF B o
— 2 CM
BC + CF = 2 (KC + CM) = 2 KM
OK || LM; OL || KM (Gonjtr.)
KM = OL _
OL = 3 s (Gonjtr.) §i
KM = 5 s
BC + CF = s
X ACG =R ‘
X ACD 4+ ACG + GCF = 2g | Sonitr) a
X ACD + GCF = R
X ACD + CAD = R (Gonjtr.)
X GOF = CAD
X ADC = R
< CFG = R ( Gonjtr.)
CG =CA =b
A GCF = CAD *
OF = AD
1) BC + CF = BC + AD = 5.
2) AC =.b (Conftr.); 3) < ABC = { (Gonjtr.).
Trigonom,  Biefe OC, verlingere 0’C iiber C, fille ON | 0’C; e8 fjt

X 000’ = 90° + 90° — @ = 180° — @; <X OCN =
e —S— 2—]?—-—; 0’0 = 0’C% 4+ 0C* — 2 0’C . OC cos 0’CO
sin 3
2 b’
= 1" - g ~+ r b cos B;
. b? b2
00'= + —f—-‘) bcosB i (1 4-sin® B —+ 2 sin { cos B)
421“1 g sin” 3
g b? g
= e (I 4+ sin “ B + sin 2 §);
4 gin “ P
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b : 7
J 0’0:——_——y1+51n2§—|-sm253;
2 sin B
: 0'C + CN b4 recosf b+ 2reos
cot 00'C = cot p. = — - —
ON 5 b b
b cos {
¥ sin 2 a2
= =1 - cot {§;
b
: : (8] s sin P
sin 00’L = sin (- +y) = e = e 3
00 bVl-i—siug{.Jn-i—sinB[-’)
LBirb g sin P S
V_*__— = === i
bY 1 4 sin®f—sin2f
gefetst, Jo Hat man
sin (1. - y) = sin p. cos ¥ —+ cos p. sin ¥ = p;
= [}
cos ¥ -+ eot p BIn ¥ = —.I--—
sl tJ'.
Eoa il )
cot 4 1 — cos ? y o= —_1—-— -— cOS T
sin [
5
)2 9
i o p P
= cot 2 e — ecot 3 |- cos = Y= : — — — I cos y -+ cos 2 4
sin © w sin (L
: 9
) 2p
cot 2 P — _l__‘,_"__ = cos ° Y (1 —+ cot & [1.) —_ 71 cos
i = gin (4
=10 [.F. v
9 1 2p
— e S e L
sin © @ sin (L
cos 2y — 2 p sin . cos y = cos 2 — 9t
cos y = p sin p b oos ® = p2 4 p° sin ¥ p
=S T A A e ey T SO
= psin p. == ¥ cos” p—p” cos”p.=p sm P T CO8 [k — 0

bR g b° {lmi—sinz[?a-f-sin?'ﬂj—szsingﬂ
( s b2 (1 4 sin ® § =+ sin 2 B)

r

g sin { Vh2[1+sin2{J‘—[—-sin?i@)——sgsingﬁ

cos Yy = sin p.——cos .

b 4 1-4-¢in® B4-sin2p

bvll-}-sing[i—l—sin?-f;
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3 2 = 9 .
s : 8 £y 2
cotpr=1—cotP; cot*p= cosgt.r -= : 5;" i (einf ‘—l—ﬁos,..
sin gin © @ gin © @
B [ 5 sin3 [ 2
ek (1+ 3n[3~}—-em, ) )'—sm“ 9sin® —[—2?m{:cosf3—}-cos B
sin sin * 8
2331123%—-@05“;—1—2&11@cosﬁ=I—F—sinzﬁ-{—sin?{.’a
" 2 . 4
A : S:l B . on 1 +2s:n 28
1+ sin*p <4—sin 2 f 1+ sin“ f4sin2B

ssin?8+Y 1 sin2p ¥V b (1Fsin° B+ sin28) — o%sin®
b (L 4+ sin?p 4 sin 2 p

LBorjtehende Formel eraibt fich divect alfo:
. b sin L3 sin o sin 3 sin
a—l—h“:a—l—bsm‘r= - —+bsiny=Dh s r‘,ﬁ i e
sin sin {
ssin[:a Fodl) ihis 7 Tl SIS
T sin e—-sin P sin y==sin (3 l') —sin f siny=sin [} cos y-+-cos B sin (—+sin [ siny
= sin B cos v - (cos B — sin ) sin y
. s sin 3 : . R S T
| 3 = — sin } cos y = (cos B —+ sin lB)l"’l—cos Y
g cos f -} sin B Ve e
— cos Y = 1 — cos s
b I gin 3 )
., cos b == sin B 5
E8 fei ﬁ, ——— = 1 - cot B = cot . (Vgl. oben.);
sin [5
2 2 Dy
8 o s coS 4 9
gt I T e e et ) = cot [Ty ot“ cos "y
( b ]) hg b =l T c 05 "
2w (1 a 2s iy 2 ; 52
cos 2y (1 o= cot 2 p) — i s cot © p — 2
) 2s b cot 2 b — &°
COE N = coa Y =

b (1 =+ cot ? p) : b* (1 =4 eot * )

A e o V b m:tziu sf 4 p* cot*g}.—se coz").u.—f-’s:
: b (1-4cot®p) — b (1 + cot ® )
| " "/cmg'u.(h:= (1+ cotgr.r,)—sf) 5‘_!‘cot‘r.r.y-'[;é"(1+cot3{.:.)—52

b (L 4 cot ® p) = b (1 =4 cot 2 p)




8 -} cos B -|_—~ siu_i'.:i_

sin [3-_

cos T T

sin :?a

l—t—~cot2:.r.

cos P=t=sin B
colbpr ——— =

!

_ 3

b

Ty
sin

L gt 4 uop "B+2cos Psinf+4sin®f  14-sin28
; sin © B sin =8
£ l—l—-singﬁ—l—sini’:ﬂ
s sin % B
b” (1 4 sin S B -+ sin 2 @) — 8" sin 20
"  sin ] e
14 sin®B 4 sin 20

. B . 2 D . o 00
s sin §3+(cns[3—[-51nf’;}v b® (1 —4sin* L —sin 2 ) —s” sin “

Oben fteht ¥ 1 4 sin 2 B ftatt cos B - sin B8;

(1 4 sin 2 § =+ sin 2

e§ I1jt

= 2n

-
=R

P!

abey

TR L L A SBI.OTh et W er sl . s RS
4 (cos b +sinB) " = V cos " B+ 2 cos P sin B =4 sin "0 :V 14-sin28 .

c —

sin

3. Nufgabe.

Bisin Y-S

b sin (f

Simeapll
2 b

sin 2

Bat o, b,y —b.

a. Unalyfis. Durd) a jind vom gejuchten Dreiecte die Ectpuntte B und C gegeben,
purd) hy ein geometvijer Ovt fiiv ben britten Gdpunft, fiiv ben Sdheitel A.
Qegt man alfo (Fig. 22) eine Linie BC = a als Grundlinie hin, ervidhet in einem

Delicbigen Punfte der BC in R bie RS (= hy) |
TU | SR, fo ijt TU ein geometvijher Ort fiiv ten Scheitel A.

gegeben ein Winfel gleich v—
alfo it audy ber LWintel gleidy

aug 0 3u
evvichteten

(]
e

LY

i e

BC unb jieht burch S bie

Ferner ift

Rui it aber (vgl. 1. Anm.) << (r, hy) =v—FL,
B, welden r, gejogen ju A, bilbet mit: per
TU gefillten Genfrechten ober mit ber im Wiittelpunite ber BC ju BC
Genfrechten, weil diefe bduvch O geft und fenfrecht ju TU ijt.

Grrichiet

man alfo im Mittelpunfte dex BC in D eine Senfrechte ju BC, welche bie TU
fdhueive i L, fo ijt A weiterhin bejtimmt duvd) DL, y — § uwnd burd) O in DL.

Weldher Punft ver DL ijt aber O7

XDL = y—f an, fo muf OA || XD fein.

o

Qegt man an DL in D einen Wnfel
Sdyneivet mun DX die TU in I,

fo ift alferbings A LDI und durch DI bie Richtung tev OA bejtimmnt, aber nodh
nidht O gefunven. Geometrijcher Ort fiiv O ijt aud) CO; twelche Yage hat aber CO?
Sjt bie Lage von DY befaunt, weun man fidy denft, aus D fet pie DY || CO

gescaen? Die DY wevbe voen ter iiber C verfidugerten LC in H gejchnitten; ift

al
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m H ju finven?  Wenn OC || DH ijt, fo ift LO : LD = OC (= r) : DH;
e8 ift aber aucd), weil OA || DI fein muf, LO : LD = OA (= r) : DI; ed
muf alfo r : DH = r : DI, ober DH = DI fein, e8 muff H in ber {iber C
verliugerten LC liegen undb von D wm DI entfernt fein; es (4t fich alfo H finven.
Bird alfo LC gegogen uud iiber C verfingert, wird an LD in D ein Wintel
XDL. = vy £ gelegt, bejfen Schenfel XD die TU fdhneive in I, wird aus D
mit eimemt Rabdiug gleich DI ein Vogen befdrieben, welcher bdie verlingerte LC
jdhietde in H, wivd bann HD, CO || HD, endlih burd) O eine Linie pavallel 3u
DL gesogen, weldhe die TU fdmeide in A, fo it A ber Sceitel bes gefuchten
Dreiects.  Bieht man nod) AB, AC, fo ift bie Anjgabe geldft.

b. Synthejis.

2. Qonjtvaction, Cege eine Qinie BC = a Bhin, falbive BC in D,
evridite DL (= h,) | BC, jiehe dburch L die TU |- LD, fege an DL in D
eiten Wintel XDL = v — [ an, bejjen Sdhenfel DX bie TU fehmeide in I;

siehe LC, verliingere LC iiber C, Befchreibe aus D mit einem Radiug gleih DI
eiment Wogen, weldher die verlingevte LC fchueide in H, jiehe HD, jiche CO || HD,
siehe aus O eine Pavallele ;u DI, weldhe bdie TU fdhueive in A, ziehe AB, AC,
o ift ABC bas gejuchte Dreied.
B. Beweisd, Fille AR | BC.
1) BC = a (Conjtr.) AF || LD; LA || DE (Gonjtr.)
AF = LD
LD = h,
2) AF = b, .
- OA || DI (Gonjtr.)

OC || DH (Coujtx.)

SLOT ED—100 5 DH 10 gD =110 AlienDI
DH = DI (Genjtr.)
{.]C —_ (J.\.
oD | BG o
—_— : 50 -
BD — Dd 1 Eonijtr.)

00 = OB — QA.
Wird affo aus O mit eivem Radbius gleih OA ein Kreis bejhrieben, fo
geht diefer duvd) A, B, C; ev {dmeite tie TU in P; wivd PB geyogen, jo ijt,
ba OL | PA (Cenjir.),

sl

RS SN




el sl 1 il

SRS Pyt ==

X LOA = PBA

X PBA — ¢ — B

: AP || BC (Conjtr.)
arc PAC = APB
< PBA 4 ABC = ACB
<L PBA = ACB — ABC

X ACB — ABC = y—§.

Trigonont,  a.

S hy ~ sin I#HID

X LOA =LDI =y —B (Conjtx.)

Obex:
<€ LOA = v — £ (Gonjtr.)
< LOA = OAF = < (r,h,) (Gonjtr.)
< (v, hy) = <C ACB — ABC

X ACB — ABC = y — §

sin A DL

cos (y—P) 7 sin HLD
sin A = sin 1 cos (y—28),
hy 2 hy

cot N = = ,
a a

sin m-——i;r:‘OC:L

2r
a sin (n 4 %)

= = cos (v—0);
sin 7 DI sesmly 28

sin N - a .:1.—. ;
¢ sin(n—+2) sin (n=) 4 (ha A 4) ?

#in o = > == e
sinn Vo 4B sinm V' a¥ 40!
a (eos h - cot m sin })
4 an
25 2 hy
cot n = s = ——————— s —=—————
Vel e n! Ve
ey
sin A = sin 1 cos (y —f) = — G _)_ ]
a —+ 4 11;:;

2 2 2 2 r_
aasped heera ool (v )

2 . 9 s
a sin {._‘.r;' —-{—4}:.1

3
co8 " )\ =

& <-4 h;

eot M 8in A = —

& V o 4+ 4 b

2ithy a cos (v —F)

a 4+ 4 ]Ji

2 hy cos (v—B)
a { i

1/'_&: -+ 4 ]1:l
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i sin of =

a

a (3 h, cos (y—P) + Vv a’ sin . (T—fi) 4+ 4 hﬁ:]_)

T
et L T
&

Oper: b. Nadh 1. wie

O =—"hg e

ALY,

'.L'f l—::iuz:i_

a o

Do g
i —En o —

{a

| c +
2 a iy cos

4, Anfgabe.

A’B’ || AB, A¢
Ot fiie A7 it vemnadh

fis g ] .
(& 4=4h )sin“a—daby sina cos (y

fod e oL
4 q ||l:I.-51!|

sip &= e S s e e

nady Fig. 22 ift:

03 & = I co8 ("——-ﬂ)} B e T

a cos & = 2 h, sin & —

=2 iy sin" o

M 2
+ h‘L sin “e—4

4 a lian

— sin o cos (¥

sin ¢ 2 —
—|— 4 l:
2 a by : E V(""
gine— - s—coslly — PV ——
ai =4 h. i

(r— & —I—- a Vo of iins? (” — \a —t— 4 ln |

a’ -+- 4 h:

— 4 cos (f—P)

o e ] W2 2
(—B) 4 4a’nd

a Z BN et

a

2 sin &

B)

a cos (Y —B); |

4 COs T

: g g
a hy sin « cos .', — ) = a cos (-r —f)

(v— ﬂ—l—¢ sin” 7—f
I

» 2
::’," —

§ .4 e (x—B)

cos * (y—@) = a*("sin* (y—B) -+ 4 1)

—|—‘Al l|

. .8

Dat. by, m,, o

Geom, (Fig. 25.) Wird duvch einen befiebigen Punft A’ per AF (= my,) gejogen

AC, fo entjtefit

per fiber B’ C’ (B'F* = FC) Dejdbriebene, besd Lintels

X BA’Ct = BAC = a; geometrijdjer

ot
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o fihige KveiSabichnitt. G anbever Oxt fiiv A’ ift FA, Sdeufel bed Wintels
AFD = d; e§ ijt aber & Winfel bes veditwinfeligen Dreieds AFD, von bem
AF = m, utp AD = h, gegeben,  Gonftruive aljo das redhptwinfelige. Dreiedt
AFD, perlingere FD iiber F und iiber D, tvage ab ein beliebiges FB* = FC’,
bejchreibe iiber B’ C’ einen Kreisabjduitt, fibig o, weldher bie FA jdhueive in A,
siehe A’B’, A’Cr, siehe aus A Pavellelen ju A'B’, ArC’, welde bdie verlingerte
DI fdhueiven in B und C, fo ift ABC pa§ gejucdhte Dreied. — Beweis Ieidﬂ. —

Srigonom, :
by B’ O Fer

gin 8 = ——; OA’ =1’ = —— =t ; OF = r’ cos. o
ll'ta & Bl ot sln &£

Durdh) 0A’, OF und O ift Dejtimmt Der Puntt A~ ober bie FA’ und ber
Winfel OA'F = w.
sin(ectn) _ rain(90°—Sbm) _ voos(n) _ FC-cosd—n).

BEG r )

FA =QA"

- Ty g e [
sin € cos cos 0 sin o cos o

5 or | 1 ¢os o
Slll'f,=—_ — Bl & = S

’

sin & = cos & sin € = cos ¢ cog O
;

X

FA .FC’ my sin % cos b

TA’ : FA = FC’ : FC; FC = P st i < :

FA’ o Flcos (d—m) 7
m, sin o cos o my, sin o
F( = ——— S ThE e 5
cos O cos N - sin ¢ sin 7 c0s 1 —+ tang O sin 7

2 - 2 2
2 —FD " cos®
].‘11) :I.I‘lu I c

2 U 2 2 2
cos n=1—sin"n=—1—cos ctcos d=1—cos’x = S
m
my a
2 2 2 ] 3, 2 2 2
— — cos o m. (1 —cos” e hY cos ®
m, (mil llu) o eall o) - -
- o : -
ln;L I”it.
B n e 2 2
m_ sin ~ o —4— h cos "«
a iP€
— _-_.. — - - H
m
a
hy cos «
. ™ ™ . L g
‘tang T tang 0 cos 0 cos & = sin M cos o '= o
m;
a
m- sin & —h,Lcns:x—|—Vm sin“e—=h cos
a 2 ia a

5 1

I'CZ-;,-&_-— _—— =
& ; 2 B 2 2 :

ha‘-'o-‘ﬂ‘_‘:tymnsm «—h; cos” a sin. &
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2. Anjtdfung. Das A AFD fann conjtruivt werben; e8 gibt 3, B unp ¢
wiren gu finden, wemt (Fig. 24) O befannt wive, well OB = OC =" 0A fein
miuf.  Gint geomelvijher Ovt fiir O it die in F ju DF ertiditete Senfredite FV,
ein anbever ift OA, OA aber {jt Schentel von OAF = =, Nunift

IF

OF _ B) COS o coS O,
0A T " i

sin n =

Lege alfo hin eine Gevabe XV, ervichte in einem beliebigen Puntte bevjelben bie
DA (= hy) | XY unb bejchreibe aus A mit einem Rabius gleid) m, einen
Begen, weldjer bie XY fdymeive in F; lege an AF in F einen Winfel AFZ — o
und fille AI | FZ, {o ijt S
my Sin M = my cos o cos 0 = FI cos 3,
Lrage FH = FI auf FA ab und fille HK | FD
m, sin m = FH cos § = FK.
Palbive FA (= my), Bejdhreibe iiber FA als Durchieffer einen Rreis, bejdyreibe
aus F mit FK al8 RNabius einen Bogen, welder ben Kreis {dhneive in L, giehe AL,
fo it <X FAL = =; aljo AL geometvijdher ©Ort fiiv O. Bejdyreibe aus bem
Durd)jdmittépuntte O ter FV und AL mit 0A al8 Radiué einen Kreis, mwelder
die XY fdueive in B und C; jiche AB, AC, jo ift ABC bag gefudite Dreied.

3. Auflojung. Dag Dreied ADF aibt A und &, bie verliingerte DI einterr
geometrijdien Ort fiix B und €. Wird (Tig. 25) AF um FG = AF verfingert
und GC gesogen, fo ift S ACG = y + B = 180° — «, alfo befaunt; 'baher
ter_anbere geometvijche Ovt fiiv C ein iiber AG (= 2 my) Defdiviebener RKreis-
abjdnitt, fiigig 180° — a; w. §. w.

Zrigonom. G3 ijt % FOG = «; alfo
g

0G = 0C =1 - ; OF = r’ cos «;

sin o
=T Ry sin FOC =~ 8in=FOC S oin) FOC :
IC= 1 oL sin OFC ' sin (A =="3)0 T T

sin FCO = % s OFC — RO cos 8 = cos o cos O
=

sin FOC = sin (FCO +- OFC) = sin [FCO - 180° — (90° — Ol
sin (FCO -+ 90° 4 8) = cos (FCO + 9)
cos & cos FCO — sin & sin FCO
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= -
cossyl—cos“fxcoszﬁ-—-cosotcjsf)'sinr?;

o @ ~
—'Vl—cas“acos“ﬁ—cosmsms;

——; cos © 0 =
mg

V 2 2 2 2 =
eI L, COE i e E £
m, g ©08 " —= h cos % o hy cos o

sin FOC_

cos O mg

9 2 2
— hy cos « 4 m, sin Gl 2L h, cos © o

my

Vi amas 3 2
sin FOC Toh - o HasCOBEES m s o —=h eos “a

cos 9 sin o my

PR et 2 2
— hy cos o V m, sin ~ o -+ Ill1 ces © o
i i

sin o

4. Gs ijt:
? = hy + DC® = b}, + (} a + DF)?
= b} + DB* = b} + (; a — DF)?

2 2 g YT DaasEl rahTR 1,2 a 2 1f % 2
+ ¢ =2h + 5 2’ +2FD =2h, 45 &'+ 2(m} 0] ) =1 o'+ 2m]
] RE ¢ 2 i
o ; a a I]R o
= a" +—2beccos = a" + 2cos0t. — = 0" +2 ahy cot «
Bl o

: s 2
2 ahy cot a =+ a 2 m,

2 2
a” 44 a by cot « =4 m_

T T e e R e
-—211,_1c0.=s-:ﬂ+2!‘/ m, sin “ a—h, cos "«

—_—— .

a=—2h, COt’.‘t—l‘V-':lI]‘l::-f-'*i h? cot? o= :
— a a sin o

Die vorjtehende Gleichung gibt folgende , allevdings nicht einfache,

geometrijche Auflbfung:
Gonjtruive AFD, lege (Fig. 26) an AF in A an <X XAF = «, trage
auf AF ab AG = AD (= hy), fiille GK | AX, FI | AX, fo ijt:

FI = my sin 2; AK = hy cos o
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siehe durd) F bie YZ || AX, jiehe KL || AF; jiehe LI, o ift:
LI? = FI* + FL? = FI® + AK® = m] sin ® « + b cos ® a;
fchneide von LY ein Stiid LM = LI ab, fo ijt:

FM=—LF+}+LM= —AK-+4LI= —hgcos ot—|-|’/ misin < GL—l—‘hi cos ? m=—;—a sin e«
evridhte MN (= MF) _| MF, jiehe NQ || MF, fo ift:
FM — MN = OF sina = ;— a sin o}
pemnadh QF = 3 a;
verfiingere FD iiber F unb D hinaus, bi§ FB = FC = FQ, jiehe AB, AC,
fo ijt ABC bag gefuchte Dreied.

Die Glet 3
Die Gleichung 3 a = — hy eot & - 4 m: —+ hf‘ cot % o

qibt eine einfachere geometrijche uflofung. Conjivuive ivieber A AFD, jiefe
(Big. 27) AX || FD, fege an AX in A X XAH = «, fille HI | AX, {o ift
Al = hy cot o; ervidite AK (= AI) | AF, jiche KF, fo ijt:

KF® = m} + AK® = m’ - b7 cot * «;
penuac) 1 a=— Al + FK = — AK -+ FK;
trage anf KF ab, KL = KA, fo ift FL = - a;
verliingeve FD iiber F und D bi8 FB = FC = FL ijt u. {. w.

b, Unfgabe, Dat. a 4 hy =5, B, 1.
Geomr, A, Gonjtwuive ein fem gefuchten Ghnliches Treied AB’C’ (Fig. 28);
jille AD* | B’C’. &8 ift bamn
agthy = ;l,';li:’l; a—+h, : a:a‘—l—llg’l:a’} sis'=ata"=bhth'=cich
Lexlingere alfo AD’ um D'F = B’'C’ = a’; ftrage auf AF ab AG
= a + hy, jiehe FC’, ziche GC || FC’, jiehe BC | B’C’, fo ijt ABC tas
gejudhte Drveiect. Beweis feicht,

B.. €8 nuf fein a:hy =a":hi; a4 hy:a=a"+ h:a’;
verlitgere alio (Fig- 529) BC’ (= a) um C'F =. A’'D’, lege an BF unter
Lelictigent Wintel BG (= s), 3iche FG, ziehe C'H [ FG, jo ift BH=a; u. {. w.

C. 3it im Dreiede A’BC’ (Fig. 29) BC* = a’ = g, o it

BC : AD = BC’ : A’D’ cter a : hy = st h), aljo aud) a:a -+ by
2

- ; 8 .
= s5:5 -+ h_’l pPer o 18 = s5:8 ~ hl; bemnad) a = --:'_———, R T
i # 3 v
i@
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D. it im dfnlicen Dreiede A’B C’ bie A'D” = s, {o ergibt fich:

o

" . 8
hg : a—+ by h! cqr+h;=hy ts=s8:8"-3; hy %+S,h gy e

s - a’s
ferner: athy = a’:h’ obera: — = a’;5 aljpa= ——, 0. B ...
W a’'—s a’'—8
Srigomont. A, Wird durdh hy die a in m = n getheilt, jo ijt:
a—4+hy =8 =m -+ n-+ hy = hy - hy cot '+ hy cot ¥
8 3 Lt cot B -+ cot 7y
_l—l-cotfi—-i—-cot“( R 1 —+4"cot B+ cot'y
i _sin &+

e 8
“sin B sin f+ cos [ siny sin { cos Y sin [ siny *—I—qm (B~

h, =

[ [J sin y == sin f‘) cos '}

B. Wivd (Fig. 28) in bem bem gejuchten Gfnlichen Dreief AB’C’ die
B’C’ purd) die b’ in m’ 4 n’ getheilt, fo ift:

m’ = n’ = h (cot B = cot yv) = a’; cot B 4+ cot v =

a’ — h',’l ;

h
a

14 cot P+ cot v =

e war % cob | —|— cot ot ¥
= 5

1 —i—-r'ot —I— cot ¥

alfo ijt

C. G8 ijt aud:

: i i . -
- ] = A . () Uy e
sin p = — sin. —; sin @B +y)=2=s

b

e3 far: ) o s anS(pITE )

sin ¥ gin { s i
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afjo ijt:
rhi B A N
5 ¢ hc §a ha

2 ' e +2 A
his =t hc ha—f—aha

a’: a’ < h (vgl. Geom. A. B.).

D. Jft in bem dem gefuchten dhnlichen Dreiece a’ = s und wirh a’ = s
h’
Y

purd) bie getheilt in v 4 w, fo ijt:

8 1 h&-—]—s-
i 4

.
a lla.

v—+w=h/ (cot 4 coty) =s; 14 cotP +coty=1-4

8

cot B ety hy

alfo a = 5 — (Bal. Geom. C.).
8

- =8
1 cotfp 4 coty b+ s

h’

a
E. 3t im dhnlichen Dreiede h; = s und wird a’ dburh h! getheilt i
v 4= w’, fo ift:
V' + w' = s cot B 4 s cot Y = 8 (cot B 4+ cot ¥) = a’;
s e R e I a’ ST T
1= cot 8 + coty 1+L+i 8~v' W’ 2’8

B 8

(Bal. Geom. D.).
F. G8 ijt:

8 + hy = a <4 c sin B a —+

asinysinf L sin ¢ ——sin vy sin
Bin o sin o
s sin o
sin @ -+ sin v sin 3
G. ©s fei (Fig. 29) ABC bas gejuchte, A’BC’ bas bdiefem ihnliche
Dreied, worin BC' = a’ = 5 = a 4 h,, aljo CC’ = AD = by,  Wirh
AC” gesogen, fo ijt:

..

e ot DB e D0 T thgicoky fhy
cot AC’'B = cot e = A i = i =1 cot T'_

AC’ sin CAC* _ AC’ sin (y—c¢) |
sin ACC’ sin ’

JNun ift by, — AD = G0’ =




A

sin [ gin B

— e =8
sin (B <) sin (B+¢)’
_ ssinfsin(y—:s) _ ssinB sinycose—cosysine _ ssinf sinycote—cosy

sin y sin (f+=<) = siny * sinfcose—cosPsine sin Y * sin{ cote—+cosf

AC’ = BC’

__ s8sinf  siny—-cosy—cosy _ ssinf sin ¥
sin v ° sinf—4-sinfcoty+-cosf  siny " sin B sin y—-sinf cos y+-cosPsiny
sin Y

sin P sin ¥y

sin [ sin ¥ - sin e+ '1')"—'

et 8in fﬂ sin "f )._ & sin ([i_t.q}-)
sin 8 siny —+sin (B +y) 7~ sinBsiny—+sin (B+7)"

H. Um au8 A’BC’ mit BC’ = s, £, vy su finden ABC, muff an BC’
in € angelegt werben <C AC'B = ¢ undb AC || A’ C’ gejogen werben; e abex
ift Dejitmmt duvd) .

a=3——ha=s(l—

cot ¢ = 1 4 eot v;
FKille A'D” | BC’:
DO hi == nf
cot ¥ = = —; cote =14 = 2
AL h’ h! h)

i a

Derlingere D’ C’ (= n’) wmt C’'F = A’'D’ = h’, jiehe A'F, fo ijt

al
5 o 2 2’ = b’
cotA’FB=-—9P=DC+GP= s cot &
AD’ A'D’ hy i
alfo ¢ AF’B = ¢; jiehe C'A || FA’, jiehe AC || A’C’, fo ift ABC. bas
gefuchte Dreiect; beun
X ABC = B; ACB — A'C’B = y (Gonftr.).
Da ferner A ABC «~ A'BC’ (Conjtr.) fo ijt:

. = nf +« ht
a:hyg =a"th

n—!—ha:a=a.'-{-h:;:a.'=}3F:BC'
AC' || A'F (Gonitr.)
BF : BC' = BA’ : BA
BA’ : BA = BC’ : BC

¢

=a ! a
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R R

. Aujgabe. Dat. by, 4+ he = s, B, ¥.
Geom, A. Gonjtvuive ein Dreied, bem gejuchten Ghulich; bie Seiten jeien a’, b’, c’;
bie @t‘:_f)en b, b, h;. Gs ijt (Tig. 30):
= a:a’; hczih*

hy @ —o R $-h% :
b c AP

hy +he = =i (hi)—t—hé); ata’'=hp + hg: hl;—i—héz sis’; alfo
.

B. @8 ijt (Fig. 31):

¢ vbh=hp : hyj e:'b=ecf b’

Mt ith s = et b’

Wird aber < (¢, b’) = o halbirt, jo ift wenn bie t/, die a’ theilt in v/ 4 w7
¢t b’ =v'iw, alje aud) hy : he = v'iw’, by + be thp = v '+ w': v’
ober s : hy, = a’: v’; bemnad ....

Jjt v 4 w' gleid) s Ly -+ he gemadyt, ober ijt ein Dreiec
ftteal = [3, v conjtruivt, fo ijt

8 vy =iatuiv =ssvi= 5 by ol v = ; ba aber
v/ == w' = a’ =g, fo theilt t; bie a’ in hy -+ he.

Zrigonom. ad A.

aie" =s:hl 4 hl=s:a’siny 4 a sinf
— - S —
sin y = sin 3

Tl sin BGC s cos GCA s cos O

Ober (Fig. 30): —a=— = =
Ober (Fig. 30): BC=a sin GCB sin (v =~ GCA) sin (Y~ 0)

s cos & sl . g

sin 7 cos 8 = cos Y sin 5 ~ sin Y —cos Y tang-_ 3
tang & = D LS GREE SBEen B
i DG DG BCicos a7,

5 8

SR S Tty T TR
5 sin [ sin v < sin |
§in == cos y ——— L s
' eosy




e

—

by

ad B. BC=a= —
sin ¥y
ey - o
8 v’ 3 ¢’ sin 5 « a’ sin y sin 5 o
L e e i T SO 3
a sin (Y + 5 @) gin a sin (y + 5 «)
; s sin Y sin % o 8 sin ¥y
1 = — - = &
sin « sin (y + 5 @) 2 cos 3« cos 5 (B—7)
8 8
a — = -
2 sin % B =+ ¥y) cos % G— sin B - sin ¥
3t a’ = s gemadit, jo ift:
s 1 -
? a" sin Y sin 5 o 8 B Y :
hb St . . 1 e 1 1 !
sin o gin (T T o) 2 cos 5 * €os 5 ([3 —‘I’)
8
A

sin § 4 sin y °
€. @3 ijt andy unabliingig von ber geometvijchen Anjldfung :

hy + he = 5 = a sin B + a sin ¥ = a (sin B - sin 7);
s 8

] = ==

sin § - sin ¥y 2 sing (B + ) cos 5 B—7)

Die exjte Gleichung gibt aber, wenn an eine Linie BC’ = s angelegt
toerben B und y und aud ven Scheiteln ber Winfel auf die Gegenfeiten die Sent-
rechten £ und g gefiillt werben, ba bann

* f
5in [a —_ %’ Siﬂ T — %— A Sin [ﬂ + 51N T —_ %:
52 v
I —f—:{:_—-g y a1 8 =238: f -1 £ ﬂI]C‘ *a e

8
2 gin % uﬂ = T) cos ; ([j“"‘f)
Yeachten, daf 5 (B —7) bem b—ec, aljo audy dem b’ — o’ gegeniiberliegt.

ijt au

Qu Betrefi ber Gleidhng a =

Wird alfo in einem Dreiede mit a* (= s) B, v (Fig. 31) auf A*C’ ein
Stiid A'H = A'B = c¢' abgetragen und BH gejogen, fo ift <C HBC® =
?ls (B—17). Wixd in C’ ju BC’' eine Senfrechte ervidhtet, weldhe von ber iiber H
verliingerten BH in R gejdmnitten twerbe, fo ift:
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’ s
20 = T = BR;
cos RBC’ cos 5 (B—1)

pemuady % R % BR
2 = _

sin 3 (8 + ) ;
und wenn-BR in S halbivt wivd:

BS

01 :
CS¥C£

Da X HBC" = 3 (B—+), fo ift HBA" = B — F@B—=v) =
3 @+ y); wird BD | A'C’ gefillt, fo ift X ABD' = 90° — «, affo
X DBH =3B+ 1) —90° 4« =1q Grridhtet man mm in § ju BS
eine Genfrechte, welde die BD* {dhneide in T, fo ift
BS BS

. = —— =— BT.
€O5 5 o cos TBS

a ==

Dalher die geometrijche Auflifung: Lege eine Linie BC' = s Bin, lege an
BC’ in B einen BWinfel gleich £, in C’ einen Wintel gleich v; die Schenfel beider
Wintel dneiven fich in A'. Trage auf A’C’ ab A'H = A’'Bl, jiehe BH,
verliingere BH iiber I, evridite in C’ eine Senfredhte ju BC’, welde bie verliingerte
BH f{dneibe in R, halbive BR in S, ervidte in S gu BS eine Senfrecite SV, fiille
aus B die hy, welde die SV fduneive in T, trage auf BC' b BC = BT, jiehe
purd) C bie CA || C'A’, fo ijt ABC bas gefuchte Dreiect,
Beweid,
A ABC ~ A’BC’ (Gonjtr.)

1. <t ABC = §; 2. SCACB = y; 3. by = —

hb—f—hf;:%(hf]—i—hé)

Balbire 3L BA’C’ burd) AL; AL fchneibe BH in P;
BL:LC':&':h':hE:hé

hi,—l—h‘;:l:';:BLwl—LC':BL——-—a‘:BL.

]1{}

B 4 by = a' —
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alfo a h{
h = —, 8 — =
b =+ he o RSP

A BD'H ~ BST

BD’ : BH = BS : BT
<X BA'L = C'A'L
A'B = A'H

} Gonftr.)

BH = 2 BP
BD’: 2 BP = - BR : BC
BD'.BC = BP.BR

A BPL ~ BC'R

BP : BL = BC' : BR

BP.BR = BC’'.BL — a’.BL

BD’'.BC = a’'.BL
hj . a = a’ . BL;
b

a
To) B L i

b
b
llb—l—hc::a?]:— =a.aT
] 7. Anfgabe., JIn ber Dreieds-Seite AC foll ein Punft D Dejtimmt
werbent, fo bag DF (|| BC) = DG (_| BC) ijt.

Geom, Al G8 foll (Fig. 82) fein: DF : DG = 1 : 1. Wirdb CF gejogen unbd
aus eirtemn beliebigen Punfte I der AC bie IH || BC, fo ift:

CD: CI = DF : IH;
alfo muf audy fein:

ChiCl = DG IH;
Wird aber IL _| BC gefallt, fo ijt:

CD : CI = DG : IL;
alfo muf IL (I BC) = IH (]| BC) fjein; ba8 fann gemadit werben, ba I ein
belibiger Puntt der AC ijt. Durdy IH [ || BC und gleich IL (L BC)| wird H
und fo bie CHF, alfo bie FD (|| BC) bejtimmt.
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Trigonom, Die CHF ift bejtimmt dburd) < FCB = =, Fiille HM | BC; s ijt
y o MC _ ML4IC _ HI4LC _ LI41LO
i G 1 e v S T T R S
sin o > b sin &« >
sin (B 4+ n) T gin () —|—-'n) !
sin. 7 o b sin =« sin 0

siny = sm (B=4%) ° sin el

= 1 coty;

CF =

CD = CF

B. 68 ijt:

DG —CD sin v — D [y il
1 sin 0 z

¥ sin (':( — 1) __ _siny cos =008, sin 7
gin = gin m

sin y cot m — cos'y;
iy _sin asts cos Y
s51n T
Da mn D dburd) FD (|| BC) bejtimmt wird, F aber abhiingty ift von =z, jo fanm
bie Aufgabe gelof’t werben, jobald n Beftimmt ijt.

cot 7

v 8sin Y v cos v
cot n = — 3
v sin ¥

Wird von CA ein Stiid CI = v abgejdhnitten wnd IL | BC gefillt, jo ijt

IL = v sin y; LC = v cos v, alfo

1L+ 10
IL X

Wird von LB ein Stiid LM = IL abgejchuitten, in M bie MH (= IL) | BC

ervidhfet uud HC gejogen, fo ijt:

IL+LC LM LC MO

Taf) BiE 2 DAME T i M 3
aljo n = HCM. Dorjtehenve trigonometrifche Anfisung fiihrt alfo auf obige
geomtetrijche Anflifung.

C. 68 ijt

col ' =

= cot HCM;

cot n =

DF = (AC—DC) — -2~ = DG = DC sin y
81 19
AC sin @ — DC sin & = DC sin ¥ sin @

DC (sin & ~~ sin B sin y) = AC sin « = b sin «

b sin o
DE/="re s e
sin o ~— sin 2 sin i
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Aus vorjtehenber Gleichung ergibt fidh eine anbere geometrijde Anfivfung.
sin o a

e LAy
._sinf; 3l b Btk dantishie

v e

b sin o g
sin o —— sin  sin v sin : B b,
alffo DC: b = a:a - hy; alfo
Diefe geometrifdhe Aufldfung dber Aujgabe ergibt fich birett alfo:
A DFA ~ CBA
DF : b, — DG — BC : b,
DE = DG

DG : b, e —r
DF : = a:a—-+ h,

x :hg =DC: AC=DC:h

DE"—

DC:. a:a—+ hg
D. ®er Puntt D ift ein Punit dev BD, Scenfels tes Wintels ABD = J;

eé ift aber ;
o ™ = ™

__i“_h )l "_,

sin BFD gin £

FD = DG = BD sin (8 —39);

FD — BD

folafich sin & fn s e N et
———— = sin (P—9) = sin P cos & — cos B sin o
Bin 9 .
. - 2 ks * 1
sin 0 = sin ~ 8 cos 0 — sin [ cos @ sin &

.2 :
tang & = sin * B — sin B cos f tang &
- &
sin = [
1 - sin £ cos 8

Dieje Gileichung fithrt ju einer geometrijdhen Anufldfung, Fonlich der exfien.

tang 3 =

o R
Denn sin = f ¢ sin © 8
: T
7

1 -+ sin B cos B ¢ ¢ sin B cos B
L} ) 1! L}

™
lang & =.—

i " . - } :
esin B = hy; csinbcosf =hy cos B

Aiehe AR (= hy) || BC, fille RS | BA, jiehe RB;

csin B eis f = hy cos f = AS,

&

¢ = csin f cos f = ¢ 4 AS = BS,

PRELEL il . . .l iy i
csin ®f =csinf.sinf=hysin = AR sin B = RS;
T




el RN S i

T

ol

3 RS
tang 0 = BS tang RBA.

Bille bemmady by, jiche AR (= hy) || BC, jiehe RB; ber Durdhfchnitipuntt ter
RB munb AC ijt ber gejuchte Punft D.

afjo

8. Aufgabe., Sn ber Dreiecs8-Seite AC foll ein Puntt D gefucht werben,
fo bag DF (| AB) gleich ijt ber Derbinbungslinie von D mit dem Fufpuntte

per 11-‘1.

®eom. A. G fei (Jig. 33) DF (| BC) = DG (AG | BC); Wird CH | AB
aejogen, jo ijt:

AD : AC = DF : CH;
ed mufp aljo aud) fein AD : AC = DG : CH. 2ird AG iiber G verlingert unb
aus C 3u DG eine Pavallele gezogen, welde die verlingerte AG {dueive in I,
fo ijt;

AD : AC = DG : CI,
ed mufi bemmad) CI = CH fein; aljo .

Zrigonour, AG = b sin y; CH = b sin « = CL
Durdy AC, bie verfingerte AG unb CI (= CH) it A ACI Bejtimmt.
AL — CI sin (T —-l-: ) __ b sinasin (y 4+ =) :
sin A Cos T :

AC

COS ) — BII L= ——— 80 A =

Mlers) Jon
CI bsina

sin (y + =) = sin 7 cos m - cos y sin 7

Viewns g
5111 & — CO8 T

. cos
s 3 Y
Tt ey PSRy sin o

co8 . A 2
= 21 (&m == W gin 2 & — cos Y )
BLIl &

AI_:bfisinT+Vsi112a—cosg~( )
AD : AC = AG : Al;

AC.A({—_ b.bsiny b sin y
AT

AD =

b (sin 7 Vs_ln_2 o — C08 2;) sin‘y--i--VE2 a—cos %y




-

b

1

B. Geom.
beliebigen Punite ber AB (Fig. 33), in K,

MK af8 Radiug ein Bogen befdrieben, welder die AG fdmeive in L,
DG fein foll, ijt

gesogent, fo. ift KM = ML; ba DF =
KM : DF = ML : DG;
EM : DF =

ed ift abex AM :

©s fei wiever DF (| AB) = DG (AG | BC).

LOird in einem
~AB ervichtet, aus M wmit
b ML

bie KM |

AD (Gonjtr.)

AM : Al)"- ML : DG

GD || LM;

aljo .

sl
LM

Trigonont,

ALM sin L

h, sin t
sin(n47y)

b sin ¥y

AL __z_i_G sint_ il
T sinADG

AM e
KM A
hy cos ¥y

-‘ﬂ;l-':l’ :ii:;-['r, i)

COB %
]

gin

A —

= =
b sin ¥ cos y

~ sin o sin (0 =+ )

'fsmzo'—-cos

sin y +

AD gip o = DG = —

sin t

cos “"

s __-f;'m_ ')

4

= sl
sin ¢

< }
sin
gin

(b—=AD) ———

AD sin @ —
sin 7

AD (sin y + sin « sin 1) =
b sin o
sin | - sin & sin M

AD =

i

o
S]Il T — cos

o

AD 5m L

—]—sin"

_ (gl A)

np

D( siny (b — AD)

sin N

¢os ¥
nL=-—
BN oL

gin “ ":]il n'
S A ——
53111 il Elll T

== 3]

. 2 2
BIN ~ #—CO08

0 sin 2o

cos
l=1—-—-—-

sin = &

i

. . e
BN & B0 N — V Sin

b sin y

-

oL — CO38 |

- AD
-+ Vv sin

Nun ift:
2

h'E'.

sln o — ——
2
b

e G0°
R

. 2
3 CO8 F=r]

2 2
& — o8

. 2
5 511'12!1'—(!'08 Y=

ar

hi —Go

I(;‘--—GL

oy
hi“

b2

@

I b




e —
sin =t v sin 2 o — cos Y =

b sin ¥y

AD =

o o

gin v - sin © o — cos ©

AL =R A G AL

Obige trigonometrijche Anfldfung fiihrt demnach auj vie exjte geometrijdhe Aufldjung.

D. Wirdb jtatt » per Wintel GDC = p Lenubt, o ijt:

CG sin ¥ b cos ¥ sin ¥ 4
el L= —! +— — DF = AD &in. o
sln :J. B1n :.J.

DG =

' 3 .
b cos 7 sin y = b sineZay

i
AD = —— ———
smm & 51 [J,

— PR b h |}

sin o sin 15

i b sin ¥
Borher way AD = ——————
! sin ¥ -+ sin « gin 7

il i 2 sin o sin W
es mup aljo sin ¥ 4 sin « sin n = T
L} .:.. .I)
(]

fein. @8 ijt aber:

. P& PO DC g DC i
y i e WS . == - Lt s fi=———+8 = —
B S B — sin {1} sin GO ! b cos y

. : sin W . ., ; :
sin ¥ =+ sin @ sin n = ——— (DG -+ DC sin a);
b cos ¥

DG -+ DC sinoe =DF 4+ DCsin 2= AD gin x + DCsina = b sin

Y = sin & Sin N —

sin L 3 sin o sin .
——_, hsin o = —— =
cos Y

u. = sin (n = 7) == sin M cos Y -+ cos % sin ¥}

7

T L T
cos T = BN oL — GOS8 il
s sn N — —
sin & s &

cos ' = :

COS ny _."" "2—_ :? = < cOIL; nr
— sim 16— CO8 "y = sin Y .

i e— - -
i sin 2 sin o

E | G
(sm Y st 4 Sl ot egg Ty )

cos Y
sin o




sin & sin [ T R

Cos

- # H - 3 -
AD b cos y siny __ b sin ¥
sin o sin W ; e e ST R

¥ sin v -+ V sin “ ¢ — s T Y

]

9. YAufgabe. Bon ven Dreiedts-Seiten BA und CA follen BD unbd CF {o abge-
fdnitten werben, daf BD : CF = m & n unb DF = 4 ift.

Geom. Gs fei bdie Anfgabe geldft; ed fei (Tig. 34) BD : CI' = m = n und
DF — d. Wird BD verfegt nach FH (3iehe BH || DF, FH | AB), fo mup
FH : FC = m : n unb, wenn die Gerabe CHG gejogen wird, AG: AC — m:m,

AG = —“:—— AC = —]::— b fein; bas fann gemacht iwerdern. Ferner muf, ba
1

BH = DF iit, BH = d jein. Dmd AG = ‘:— b witd G, aljp CG, ein

geometvifcher Ort fiiv H, buvd) BH = d ein auberer geometrijcher vt fiiv H

“feftimmt. it aber H, afjo BH gefunden, fo ijt F (HF || AB) mmd D (FD || HB)
fofert u beftimmen. Schneive aljo von AB ein Gtiid AG = : b ab, jiehe GC,
befhreibe aug B mit einem Raviug gleid) d cinen Bogen, der die CG fchueive
in H, jiehe BH, ziehe HF || BA, siehe FD || HB.

Betveid leicht.
Trigonom. A. s A AGC ergibt fich, wenn GK | AC gefiillt wirb:

m
; ——bcos
t ACG= cot _KC_ el __._"!K _ b—AGcosa- " n rmsi n—1m ¢os &
) S ARG T - msine

AG sin o m :
— b sin o«
n

Das Dreied BHC gibt:

CH — _B_li_ﬁin SHECT 0 aigin g il dsinn
i sin HCB T smmnT  sin(y—p)
H=n—c=x — (y— @)
e E 3C sin T é 1 f — A
Fille BL | CG; sin % = _I‘{III = __P['i_:;ﬂ__ = 2 SE“—{(}- ——1‘—J—)—- :
a8 Dreied FHC endlich gibt FH (= BD) md FC:
CH sin . d sin 7 sin P

FH =

: . e % . "__ Sl
sin & gin o sin (Y — )
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t FC — CH sin CHF _  d sin 7 sin (2 1) A
i = sin o ~ smaasin (Y —p) 7
{ 4 A 2 3 P
! Qit mun vom A ABC gegeben b, ¢, «, fo ijft a = Vv b* 4+ ¢ — 2 be cos
U b — ¢ cos «
i st jeten und vy etwa burd) eot ¥ = —————— 3u berechuen; e8 ergeben
i 2 i ¢ | / T ¢ sin o : ! : 8
: jidh dann fiiv die Redmung folgenve Gleichungen:
i b—ccosa n—mcos% sin (y — 1) 4 b’ 4 ¢’ — 2bcosa
i eoty=——>+—; cotpe=r——1—=% pInu= - -
J:| ¢ sin o m sin o d
& ; ; . :
d sin 7 sin & d sin 7 sin (2 -
p n==x-+p—vy; BD= — — s (e= T (—')—
14 ) : sin o sin {T = [J.) SIn o Sin (‘i' —[),)
: Zrigonom. B. 1
H = ; . ;
d sin % d sin [
i Bp S Rp LAl = = e mAeh e Al U
E sin o sin o
t BD : CF=m:n; n.BD=m.CF;
' ne sin « — nd sin y* = mb sin @ — md sin B’
I
H (nc—mb) sin « = d (nsiny’— msin pli=1d [n sin Y’ — m sin (= -~ l)]
!_.I = d (n sin ' — m sin & cos ' — m cos « sin ')
¢ (ne — mb) sin Ais : ;
i e 1 -= gin ¥’ (n—m cos &) — m sin = o8 Y’}
C
_.'cy M'— m cos & ,
s fei —- = cot | (Bgl. oben.)
m sin o
) {ne — mb) sin o S 4 \ X
! = = sin ¥y’ m sin & cot y. — m sin & cos ¥
| d . +
; 8in Yy’ c08 |1 — co08 ¥  Bin &
i = m gin & —" -,
;,,':: s .
o
It m sin &
fl i sin (Y — W
k! sin [ (F i )
[
i S ) (nc — mb) sin z sin P (nc — mh) sin [
¥ in — ) = : -
j ! t md sin o md

n — m ¢og a

m sin o«

{ne — 1nh}ﬁsin 3
md ?

;osin (Y —p) =

< A Y =

Demuad): eot p =

d sin y’

sin o

d sin (2 =4 v

sin &

BD = ¢ — 5 OF ='hi—




nmertung. Oben ijt Benuft der Hillfswintel » =y +n—p=y"—; ¢d war

ey _ esng—p).dn@ty
o d d sin (= + p)
_ BGsinf(etp) _ (AB — AG) sin (& 4 ¢)
g d 3% d
m fal g r
i (C TR h) (e o ‘L)_ . fne — mb) sin (z <4 )
fa B = & nd
D aher: o esm > = =
= : sin . m o m "’
n
jo it sin » = (fe —mhl} oK — e (y"— ) (Bal. oben.).
md

— e R
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