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geometrischen und trigonometrischen Analysis.

-4

Die nachstehendenAufgaben sind theils von den Schülern, theils mit
denselben durchgearbeitet worden. Die vorliegende Ueberarbeitung ist bestimmt,
den Schüler von neuem auf die Winke aufmerksam zu machen, welche ihm die
Bearbeitung einer Aufgabe ermöglichen oder doch erleichtern.

Die Auflösung mancher Dreiecks - Aufgaben beruht ja auf Sätzen, welche
in dem von ihm benutzten System der Planimetrie nicht vorkommen; ohne Kenntniß
derselben geht man bei der Analyse der Aufgabe keinen sicheren Schritt. Dasselbe
gilt auch für die trigonometrischeAuflösung einer Aufgabe, obgleich hier zuweilen
mit ungleich größerer Sicherheit gearbeitet wird, so daß es sich häufig empfiehlt,
eine Aufgabe zuerst trigonometrischzu behandeln und dann das gewonneneResultat
geometrisch zu deuten.

Es sind zunächst einige geometrische und trigonometrische Relationen gewisser
Stücke eines Dreiecks zu andern mitgetheilt, und zwar hauptsächlich solche, welche
dem Schüler weniger nahe liegen; daran schließen sich geometrische wie trigono¬
metrische Auflösungen von Dreiecks-Aufgaben.

Die zu den Dreiecks-Seiten a, d, e gehörenden Mittellinien sind bezeichnet
durch mg, wh, mg, die entsprechenden Höhen durch l^, Kz,, b<,. Den Seiten
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a,, b, o liegen gegenüber die Winkel «, st, 7, deren Halbirungslinien durch
t«, tst, t^ bezeichnet werden. Der umbeschriebene Kreis hat den Mittelpunkt 0 und
den Radius i-, der inbeschriebene den Mittelpunkt 0. und den Radius 5,. -A (», d)
bezeichnet den von den Geraden » und b eingeschlossenen Winkel.

1. v»t. », «.

Geom. Ueber a ist ein des Winkels « fähiger Kreisabschnittzu beschreiben. Durch
a und « ist bestimmt r und (Fig. 1) 0?, die Entfernung des Punktes 0 von a.

Wird durch H, gezogen H,^, j> LO und 50 über 0 verlängert, bis sie die
Parallele schneidet in 6, so ist

aro H^ — »>-<: ^1,0 — ai-o 1.0 ^^ aro H1.0 — »ro ^V

folglich ^ HOO - ^ ^01. - ^LO - ^OL - st- 7.

Trigonom. ^, «,
2 »in « 0? — r cos « -- -^- a 00t «

50 -^ n^; also 00 -^ u^ — r oo» «
00 — d «!n v — r eo» « -^ 2 r sin st sin v — r cos «l

^^ i (003 (st — v) — cos (st^'s) — eo3 «) — r ou8 (st—v)

Anmerkung. Es ist ^ ^00 ^ st—-s ^ 0^,0; also -^ (r, b^) - st—7,
d. h. der Winkel, welcher gebildet wird von dem zum Scheitel eines Dreiecks-
Winkels gezogenen Radius des umbeschriebenen Kreises und von der aus demselben
Scheitel gefällten Höhe des Dreiecks ist gleich der Differenz der beiden anderen
Dreiecks-Winkel.

2. Unter den gegebenenElementen kommen Mittellinien vor.

a. Dat. Mg.

Geom. Wird (Fig. 2) ^5 (m^) über 5 um 51 — 5^ verlängert und 10 gezogen,
so ist

^1-^2 10 e; -^ H,0I ^ st -^- 7 -^ 180"— «

Trigonom. Ist r' der Radius des um ^,01 befchriebenen Kreises, so ist
2 Mg — 2 r' sin (st ^ v) — 2 r' sin «

2 nig
^0 — b — 2 r' 8ln vi — —------ sin '/!

3 -j- v> — «
8!N «

LI ^ ^L - e ^ 2
81N «
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d. v»t. m^, m^,.
Mittellinien theilen einander im Verhältnisse von 2:1
^8 : 8? - 83 : 86 -- 2 : 1; H.8 - -Z- n, a.

(Fig. 2.)
L8 -- ^ n>d.

6r -- ^ äv --- -^ «.
Wird 8^ um l'I^ — ?8 verlängert und K(? gezogen, so ist ?K - -^ n^,

3. Unter den gegebenen Elementen kommen Halbirungslinien der Winkel vor.

GevM. »- Die Halbirungslinie eines Dreiecks-Winkels theilt die gegenüberliegende
Seite in Theile, welche proportional sind den anliegenden Dreiecks-Seiten.

d. Der Winkel, welcher gebildet wird von der Halbirungslinie eines
Dreiecks-Winkels und der aus dem Scheitel desselben Winkels gefällten Hohe, ist
gleich der halben Differenz der beiden anderen Dreiecks-Winkel.

Wenn b > «, so ist (Fig. 3)

^ (t«.I.a)^90°-^«-7-^ 0-l-ß^7)-^«-7-^ G-^)
Ist K < °, so ist ^ (t«. dz) -- ^ (7-ß)

0. Dasselbe gilt von dem Winkel, welchen die Halbirungslinie eines
Dreiecks-Winkels bildet mit dem zum Scheitel desselben Winkels gezogenen Radius
des umbeschriebenen Kreises.

Wenn d > 0, so ist
^ (t«. r) - ^ (r, °) - ^ (t«. e) - 90° - 7 - ^ « - ^ O-7)

Ist b < °, so ist ^ (t«. r) ^ ^ (7-ß)
6. t«c und d^ (H,6 und HD Fig. 3) bestimmen das Dreieck HV6 mit

dem Winkel 3, also den Scheitel H, und die Lage der Grundlinie LO. Ist nun
auch noch p gegeben, so ist zugleich der Mittelpunkt y des inbeschriebenen Kreises
bekannt. Es erübrigt nur noch, aus H, an den um y nutz, als Radius beschriebenen
Kreis Tangenten zu ziehen; dann sind die Seiten und Winkel gefunden.

Trigonom. ».

«in z ^ 8m
?

t«. — ___?
sin s

d. Wird 0^ (b) um HU ^ H,L — « verlängert und lIL gezogen, so ist
d : b -I- 0 — t« : HL



t«-- NL -^ 2 o eos 2b« cos -^ ^

Oder:
1- « b -l- o

t^ theilt 2 in m -<- n; es ist

t^ 8lN -3- «

m

»in st

u ^^ Ä ^^ t^

Ä, 8IN st »In 7

Lin -^ « (8IN st ->- 8lN 7)

t« »in -^ 6
8lN V

8IN st -^- 8IN V

8IN ß 8ill V

» 8IN st 8!N V

ll 8IN st 8lN V

2 8IN -^ « L03 ^- « L03 -^ ('s-----st)

Wird substituirt

^ 008 ^ (7 ^ st) ^ »in (st -

so ergibt sich wieder obige Formel

0 »in st. Ä, « 8>n st

2 8in -^ « 8in -^ (7 -

l!, 8IU st 8IN 7

8in « 008 -^ (7-----st)

- «) ^-----------

st) e°»4(7^"st)
0 8!n st

008^ (7—st)

LIN -^ «,

»°.^ d 0 81N « 2 I) 0 «08 -^ «

«03 -^ (7---- st) (b -j- 0) 8lN -^ « (K -j- 0) 8IN -^ « d ->- 0

4. Unter den gegebenen Elementen kommen die Winkel «, st, 7 vor.
Es läßt sich ein Dreieck construiren, welches dem gesuchten ähnlich ist.

In ähnlichen Dreiecken stehen gleichnamige Stücke in demselben Verhältnisse zu

einander. Zu einer Seite des ähnlichen Dreiecks nimmt man entweder eine beliebige
Gerade, oder man macht, daß dieselbe übereinstimmt mit einer Geraden, welche

unter den gegebenen Elementen vorkommt.
5. Unter den gegebenen Elementen kommt vor die Summe oder die

Differenz zweier Seiten des Dreiecks.
^. vat. a -<- d — 8.

GevM. Construire am Dreiecke g, -i- d. Verlängere (Fig. 4) ^<ü über 6 um «UV
— <ÜV, ziehe DL. Es ist entstanden ein Dreieck, in welchem der »,-l-d anliegt « und
.z 7, gegenüberliegtst^-^7^st^i-7^^«^^«^90°-!-^ (st-«).
Das DreieckH,VVgibt die Eckpunktes und L; die im Mittelpunkte der DL zu DL
errichtete Senkrechte bestimmt den Eckpunkt 0.

L. Dat. 3, — d — 6.

GevM. Construire (Fig. 4) a — d, verbinde den Endpunkt der a — b (?) mit H,;

es entsteht ein Dreieck, in welchem der », — d anliegt st und 90°-!- ^ 7, gegen-



überliegt « — (90° — ^ 7) - « — 90° -l- ^ 7 -- « - - ^ « -. ^ st -. ^
^. ^- ^. ^. - ^. (« — st). Das Dreieck H,5L gibt die Eckpunkte H, und L, die
im Mittelpunkte der ^ zu ^? errichtete Senkrechte bestimmtden Eckpunkt C.

Trigonom. »ä ^.
I. Man folge der Construction oder bestimme eine der Größen durch die

andere oder beide Größen durch dieselbe dritte.

^v sin, « (» ->- b) »in « 8 »in «c

^90°^z,O-^ °o,^ (st-«) «^(st-«)
Lv -^

sin

0D--a^
^vo 8 8!N « 8 8IU «

008^7 2eo8^7L«3-Z-(P —«) 2 3in^(st-»-«)<:03^(st —«)
U. s. W.

Oder: > >, — _._ ^ »>" ^ ^ . ^ «'" « -!- 8Ju st
^ "^ " ^ »in « «in «

8 8IN «(», »5- l>) 8in «

8in « -,- 8in st 2 »in ^. (« ^- st) oc>8 ^ (« — st)

Oder: » : b — »in « : »in st

a : », »<-» 0 ^^ »in « : »in « »<- »in st

(ll ->^ l>) «in «
8in « ->- 8in st

Oder: a-<-d^-2r8in«-l-2r8inst-^2r (sin « ->- 8iu st)

-- 2 r . 2 8in 2' (« ^- st) «08 ^ (« — st)

^ 2 , ^ ______________^______________
2^ («^st) «08^ («-st)

g, ^^ 2 r 8iu « ^^
2 »in ^ (« -t- st) °°8 z («-st)

II. Ist gegeben «, st, so läßt sich ein Dreieck mit Ä,', «, st construiren,
das dem gesuchten ähnlich ist. Es ist dann aber

«, : », ^^ 0 -^- »/ : 2,' -s- li'

»,' :«/->- l>' — »in « : »in « ->- 8in st
», : 8 — 8in « : 8in « "^ »in st

Oder: c" »in «»' ^- -----'---------
»IN 7



und, wenn H' verlängert wird um b',

o' «in (« -^» ^ ^) o' 003 ^ (st — «)
»< -^. d' ^-

Daher
2 : » -i^ b ^:

»IN ^7 »in -^ -s

o' »in « «' °c>» ^ (st — «)

»IN ^

8IN «

»IN ^ ^

eo» 2_ (st —«)

, - (« ^- d)

ii 8in -^ v cos — v
»in «

8IN

2 008 ^ 7 e«8 ^ (st — «)

Wird »' — 8 gemacht, so ist

»:»-<- d ^^ »" : »" ^ b'; a : 8 ^^ 8 : » ^j- b'; 2 --

folglich » die dritte geometrische Proportionale zu 5 -I- K' und 8

Trigonom. »6 L. (Fig. 4)
L? 8in st (a — d) 8in st

«in LH? " 8in ^ (« —st)
^ ä 8in st

8in

H.L ^ d ^

Oder:

H,V> ä »in st

V («-st)

ä »in st

»iu^-s 2 »in ^ »in-Z-(«—st) 2 eo»-^ («-!-st) »in ^ (« — st)

d »in « , d (»in « — »in st)
8in st

ä »In st

— b -
8in st

(»— b) 8IN st

— d

»IN « »IN 2 <-«» -^ («-4- st) 8in ^ (« — st)
Oder: » : g, — d -^ »in « : »in « — »in st u. s. w.
Oder: » — d — 2r 8ln « — 2r »in st -^ 2r (»in « — 8in st) -: »^. .
Oder benutze das dem gesuchten ähnliche Dreieck wie oben in H,. II. ,
0. I. Sind gegeben die Elemente » -l- d — » und die Projectionen

der 2 und d auf die Seite 0 gleich n und q, so beachte man, daß, wenn mit der
kleineren Seite (Fig. 5», 5b) 0H. um 0 ein Kreis beschriebenwird, welcher die
andere Seite 6L in 5 und ihre Verlängerung in l" schneidet, die verlängerte L6
und die LH. (oder, wenn « > 90° ist, die um 2y verlängerte LH,) zwei aus V
gezogene Sekanten werden; die außerhalb des Kreises liegenden Theile derselben
sind aber » — b, bezüglich n — y.



II. Ist « < 90° (st < 90°), so sind in I"ttL (Fig. 5») die Stücke
^ _^. d, z> —^, st und ^ l"6L - 90° ->- ^ 7, denn es ist ^ ttlüL -- « — st,
also 661" - 0l"6 -- ^ (« — st); demnach I"ttL ^ rttL ->- c«L ^
^ («^ft) ^. 180° — « - 180° ^-^«— « — ^st^«^.st^.^_^.
z«-«__zß^zst-»-7^«^90°_^ä.7

v. Sind gegeben die Elemente » -^- d und « — st, so ist (Fig. 4),
wenn H,L über 0 um (ÜD — <ÜL verlängert und VN gezogen wird, -A ^^D —
ß _^> ^. ^. Ist auf <ÜL abgetragen c^ ^ 0H, und 5^ gezogen, so ist -^ L^?
^. (« —st). Wird nun LV j> l'^ gezogen, so ist ^ ^LV -- ^ (« — st) und
^ VLD ^ -Z- (« — st) -^- st -»- ^ 7 ^ 90°, also LV ^. L0. Ist demnach
^ ^- d (H,v), « — st (2 VLH,) und noch o (^L) gegeben, so ist mit Hülfe von
^ VLD — 90° und VLH, — ^ (« —st) /^ ^80 leicht zu finden; durch die im
Mittelpunkte der Lv errichtete Senkrechte wird l) bestimmt.

Tligonom. (s, -i- d) »!n -^ -s (» -^- d) sin -^ ^

cos ^ (« — st)(st -!- -Z- 7) o°« -Z- («'

. i , e oos -!- («—st)
>°^7- ---------^77^ --------

N. Sind gegeben » -i- d — «, K^, d^,, so ist
a : «, -I- d — Ki, : liz -l» bi,

also a leicht zu finden.

?. Sind gegeben » -i- d — «, K^, mi,, so ziehe (Fig. 6) durch ä, eine
Linie parallel zu a, verlängere mz,, bis sie die Parallele schneidet in tt, verlängere
YH. um H,!' ^- H.0; nun ist Ltt ^ 2 m^ und ttl' — «, -^- b -^ «. Weil 1,^
gegeben ist, so ist ^ 561) — 3 bestimmt. Nun ist die aus dem Mittelpunkte der
L6 (— 2 ml,), aus v, gezogene VH, ^ -^ ^5, also auch, wenn der bekannte
Punkt 0 mit dem bekannten Punkt 5 verbunden und aus einem beliebigenPunkte
der 1^, aus H, die HI ü H,D gezogen wird, HI ^ ^ 5H; die Richtung der ÜI
kann also gefunden werden. Ist II von I? um v entfernt, fo ist I (in 50) von H
um -^ v entfernt. VH, muß dann aus 0 parallel zu IN gezogen werden; u. s. w.

Trigonom.

2 mb
lllso ec>5 3 —

^n",-^
2 m>)
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Das Dreieck 506 gibt

) -- l"8 -l- N,^ — 2 8 ll ^ eo8 3 -^ »^

8 '— INH 008

8 -i- Mh --- 8

z 23 —

^4^- X
»I'll

X
m>, 8IN 3

Nun ist ^H. ^ d
l'II

^ ^1 ^

NI^ ^ z ru^ - . I-ü' -i- I'I' - 2 r8 . I'I 003 i;

I'I — ?II eo8 7,

1

- I'I' — 2 I'I!. I'I 003 7>

^ ^ I'I! l^ - ^ 3 ^» 4 003

008 7, — ^ l^

7,

?n — 3 -i^ 4 008
2

7!

2
4

I'I
008 7, ^--^ l^ — l

4 003 7,

3-^»4 003 v>

— 2 ^ 4 008

3

'^-3
1^ -- d - ----------- ------------- I'I) u. s. w.

Oder: i'H. ^ d -^ I'I) 3IN l

8lN (7, -j- l) '

8IN 7! : »in l ^^ H.D : H,? - I : 2
8IN l -- 2sin 7!

8IU (7> -^- l) -- 8M 7> 008 l -<- 008 7> 8IN l — 8>N 7> ^ 1 ---- 4 8lN ^ 7> -^- 008 7> . 28lU 7>

^ 1 — 4 8IN ' 7, )-^ 8M 7, (2

1^ -^ d --
003 7> ________

2 I'I) 811, 7, 2 I'I)

»in 7! (2 008 7! l^^ ") 7> ->- ^ 1 — 4 8IN ' 7>

4 008 7, — 2 »" 1 — 4 5!n ' 7, ^ 400371—2 l^ 1 —4
. 2

81N 7>

4 008 ^ 7! ---- 1 ^<- 4 8!N 7>

4 003 7>---- 2 ^ 4 008 7>----3

I'I)

_________________________________ I'I) u. s. w.

6. Es seien gegeben d -I- 0, Mh, «.

Wird (Fig. ?) « um d verlängert und der Endpunkt der Verlängerung
mit dem Endpunkteder d verbunden, so entsteht ein Winkel gleich ^ «. Wird der
Endpunkt der Verlängerung auch verbunden mit dem Mittelpunkte der d, so halbirt
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diese Verbindungslinie auch jede Linie, welche parallel zu d, also unter einem
Winkel gleich « gegen o -l- d zwischen den Schenkeln des Winkels ^ « gezogen
wird; ein geometrischer Ort für den Mittelpunkt der d ist demnach u. s. w.

Tngonom.

cot ^o — Lot 7> —

?0L -^

?O ^

^tt-i-v'tt oos« ?tt-f-^ ?(^ L08 <x

D'K 8IU « -Z- ^<3 «2 lX «in <x

?L . 8 .

8 8ln (71 ^ I'VL) . ,^ ^ 1
8in ?0L , ^u - , d -

l'I) 8111 7)

81H «

u,^, 8M (^ -<- ?I)L) HI 8iü ('/, -I- ?NL)

8M 7> 8111 «

U. s. W.

H. Sind gegeben », — d, x, i, so beachte 0. I. In Fig. 5 kommen in

?6V vor «, —d, z> ^ i, st, ^ 7.

I. Unter den gegebenen Elementen kommen «, — d und °- — st vor.

Geom. Dem ll —b liegt gegenüber ^ (« — st). Ist auch o gegeben, so ist
(Figur 4) /^ ^.L? bekannt; die im Mittelpunkte der H,I? errichtete Senkrechte
bestimmt 0.

Tngonom.

(^-d) 8M ^st^- ^ («-st)^> ^ (a - d) «08 ^ 7

8in ^ (°c — st) 8in -^ (« — st)

« 8IN -^ (« ---- st)
co3

ll — d

13. Ist », — d, o und « gegeben, so ist (Fig. 4) /X V^L bekannt,
folglich auch ^ VL^ ^ L^ ^ ^. («^ —st), also st, 7. Wird LH ^ 4V
gefällt, fo ist

^ VLH -^ 90° — LVH. ^ 90° — (90°— -^ 7)

Trigonom.

tllNF — ^ ^1 WNK VLH
VH, H^

1
-2- 7-

a eo3 «
Lll e 8iii «
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<, ^ (2 __ d) tanz ^ ^90°- ^ 7 - ^ («-st)) ta°3 ^ st

o -,- (a - d) t.nZ ^ ^90"- ^ 7 -»- ^ (°c-st)^ tanz ^ «
In 6 ---- (ll ---- ^>) . 1

w°3 ^ st ^ ^^^7 tanz ^ «.

I.. Unter den gegebenen Elementen kommen K — o und t^ vor.

GevM. Wird (Fig. 8.) vl' ^ HL, V6 ^ H0 gefällt, so ist d — o ^ 0tt —
L?. Wird in v die DU (— VI? — 06) ^ Lll errichtet, durch II zu HO eine

Senkrechte IHI, dann VI » HL, VI( » Hll gezogen, so ist
/X VI1I ^ VLI', VKH ^ 006

also d — o - c» — L? ^- ic3 — m.
Ist nun noch « gegeben, so ist von /X TVI bekannt HI^ — HI — i> ^^,

<c LIVI ^ « und DU -^ v?. v^ ist Kathete eines rechtwinkeligen Dreiecks

(HD?), welcher gegenüberliegt ^ «; die Hypotenuse des Dreiecks ist t^. Durch
/X VXI ist dann HLll zu bestimmen. (Vgl. 7. 1? und 6.)

6. Unter den gegebenen Elementen kommt vor a ->- K -<- o — » oder
» ^ d — o — ä.

Verfahre in derselben Weise wie oben.
Ä, sin st Ä, »in V 8in <x ->— 8IN st ->- »in V

------^---- ' "1^ -----^---------- ^^ 2 ---------------------^----
»IN «

L ^^ A, -^-
»IN «

4 cc>8 -^ « oc>8 ^ st en» -^ 7
n - i i
/ »IN ^ « 00» -^ <x

»IN <x

2 LO» ^ st eo» ^ 's

3, ^ ------------^—-------5------; u. s. w.
2 003 ^ st ec>8 -^ 's

Qder a-^-K-I-L — 2r (»in « -j- »in st ^ »in 7) — 2l. 4 oc>8 -^ n ^^^ ^ ^

2r ^ -----

L08

» ^^ 2r «in lx ^^

-^ °". «03 -^ st 003 -^ 's
3 »in «

,-i-b—e^

4 «08 -^ <x 003 ^- st 003 ^ 's

»in « ->- 5in st — »in 's 4 8in -^ «, sin ^- st 003 -^ 's
8IN « )i »IN -^ 2: 008 -»' «c

?. Unter den gegebenen Elementen kommen vor die Projectionen zweier

Seiten auf die dritte Seite, r>, y, oder p ^t- y, ?-^ y-
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L.

Geom. Vgl. 5. 0. (Fig. 5a. «<N,st<L; Fig. 5d. « > K).
Trigonom.

p ^^ a ec>8 st — 2r«In « 008 st Z) — a 008 st ^^ 2l8ln <x «08 st

q ^: d 00« « ^^ 2r3in st oc>3 <x «^ -^ — b 003 <x — — 2l8in st «o« «,

r> — q ^^ 2r (sin « «08 st — 008 « «In st) v ->- H — 2 r (»In « e«8 st — eo« </. «in st)

^ 2i- «in (« — st) -^ 2r «in (« — st)

r> -^. c> — ü, ---------7------------ ^^ Ar 8iu l« —^^ 8lN « ^ st)

8in -^ («, — st)

eo8 -^- 7
-d)

«in (st ->- ^ 7)

«In ^ 7
o. p -^- H : », — d ^^ n, -^- d : p — «^

v. ^> 2r «in « ec>8 st 8in « oc>« st
«^ 2r «IN st 008 </. 8M st L03 <X

^) -^ l^ «in n C08 st -j— 003 « «in st «in 0 -!- st)
^> ---- H «in « 008 st ---- 008 « «In st «in (« — st)

V. Es war oben (L)
z> -^- <^ ^^ 2 r «in (« — st)

Wird durch 0 (Fig. 9. a, 9.d.) die LH jj H.L und HH, gezogen, so ist,
da llr« ^0 I-. aro LH, ^c n^0 ^- o^V — I^V ^ « —st; da auch (ÜL ^
p ^ 1, so >st

— ^0«in(«-st) 2 . «in st 8ln (« - st) _ . . ,.
0H — p ^_ c^ —----------- ^„ ^----------^—^-------^- — 2r 8M (« — st)^ «in HL0 «in st

lV Durch i» — 1 ist bestimmt ?v, die Entfernung der Fußpuukte der n,. und
ui^. In Fig. 9.», ist v — ^ 0 -!- l'D; <^ — ^ « — li'i), demnach p — y --
2 ?v; ?v ^ ^ (?^y). In Fig. 9.d ist p ^ ^ 0 ^- I?I); <^ ^ ?0 — ~-e,
also p -^ 1 ^ 2 ?D; ^1) ^ ^ (1, ^- <i).
6. Kommen also unter den gegebenenElementen n — <z und n^, oder n — <i und
m<> vor, so ist /x vcH' bestimmt. Wie durch b^, in.^, « das Dreieck bestimmt ist,
siehe Aufgabe 4.

H. Wird (Fig. 9.».) in 6 zu L6 eine Senkrechte errichtet, H,0 über 0 verlängert,
bis sie die in 6 errichtete Senkrechte schneidet in I., so ist ^v : H,6 — 1 : 2 -
Diu : 61. — DL : 2 00; also 61. ^ 2 K<.. Durch x — C und ii<. ist also auch
/X V6I. gegeben. Die über 6 verlängerte L6 ist ein geometrischer Ort für H,;
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eine zu Ltt in einer Entfernung gleich n^ gezogene Parallele ein geometrischer Ort

für ll. Ist nun als drittes Element gegeben ^, fo ist auch ^ Llll. — 180° —^
bekannt; demnach ein zweiter geometrischer Ort für 0 ein über LI, beschriebener,
des Winkels (180° — 7) fähiger Kreisabschnitt.

8. Unter den gegebenenElementen kommt Z, -!- r vor.

Geom. Wird (Fig. 10) 00, OL gezogen, OL um LI? — Lll verlängert, endlich
lll gezogen, so entsteht ein Dreieck mit den Seiten Oll — r, 0? — r -j- », und
IN; -^ ? ^ ^ OLll ^ ^ (90° — «) ^ 45° — ^ «; ^ 0 ^ 2 «; ^ Oll?
- 180° — 0 — I' ^ 180° — 2 « — 45° -^- -^ « ^ 135° — -^ «.

Trigonom. ^,

2, ->^ r — , , ' -asl , ^ ^ ' ' 1^-2«in.^ 2 «in « ^ 2 «in « ^ 2 «in «

2 (», -s- r) «in <x
1 -j- 2 «in «

1 Ld« <x. «in (90 — <x)
1 -<- 2 «il > « eo« « -^- 2 «in « cio« « «in (90 — «) ^ «in 2 «c

2 «in (45° — ^«) °c« (45° — ^«) «in (45° —^«)

2 «in (45 °-«-^ «) «o« (45° — ^ «) «in (45° -<- ^ «)

2 (a ^j- i-) «in « «in (45-----2 «)

«in (45° -^ «)

L 0<I! — r^ 0?«in? ^ ^(45°^«) ^ ^«in(45°-z«)
«in Oll? «in (135 — ^ «) «in (45 -l- -^ «)

2 (a -i" r) «in « «in (45° — ^ «)
» ^^ 2r «in « ^^ -------------------------- 57---------̂ ----------------------

«in (45 -j- ^ n)

ll. ?ll ^ ^ ^ «in 2 </. , ^ «in 2 «

«in (135 — -^ «,) »in (45 -<- ^ ^)

^ III ^ ?ll

oo« ? 003 (45 ° --- -Z' «)

(3 -^ 1') «in 2 « 2 (ll ->— r) «in « 008 «

2 «o« (45° — ^ «) «in (45 °-^ ^ «) ' 2 °o« (45
^0

«) «in (45 «)
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2(a-!-r) sin «8iu (90° — «) 4(«,-<-r) 8:n«8in(45°—^ «)eo8 (45° — ^ «)

"2«°«(45°—^«)5in(45°-!-^«) 2 °o8 (45°-^«) «in (45° -i- ° «) '

2 (», -j» r) «in « sin (45 — ^ n)

' 8w (45° -i- -^ «)

9. Unter den gegebenen Elementen kommt 5, vor.

Geom. ^. Es ist p die zu 66 (Fig. 11) gehörende Hohe des ^ L()ll. ^ V00
ist Supplementwinkel zu ^ (st ^ 7), also gleich 90° -i- ^ «. Geometrische
Oerter für () sind demnach die in einer Entfernung gleich p zu LO gezogene
Parallele und der über V0 beschriebene, des Winkels 90° -1- -^ « fähige Kreis¬
abschnitt. Durch ^ L()0 ist ^ st und -^ 7, also st und 7 bestimmt.

Tligonom. Da ^ L0D ^ 90° -^. «, L0() ^ 7, so ist ^ Y0D - 90° —
^«-7^O"7>

008 ()00 eo8 ^- (st —7)

00 -
0Y

LI) tanZ -^ «c
0l)

0i)

^ 3, tllN^ ^ <x

00

0LD 2 «08 -^ «

«o» ^ (st — 7)
4- ^ tanZ ^ « ll 8in ^- « 2p ^ «

2 «08 --- <x

8Ill --- «
2 p oc>8 ^ «

Oder!
», — s> (cot -^ ß -^- eot ^- 7) ^ p

^ (st -t- 7)

eo8^-ß8in^- 7^

81N "2- st »in -^ 7

^ p
8in ^ ß 8in ^ 7

8ill ^ ß 8IN ^ 7

^ st »In 2 7^ °os ^ (st ^ 7) ^ °°« ^ (st

008 ^ «
81» ^st 81N

1 7

? °08 ^ «

^ «08 ^ (st ^ 7) -^ sin ^ -: ^
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Oder:

2 2 p «08 -^ « ,
008 ^ (st ^ ^) ^ ----------------------'----- -I- 8IN ^ «

/^ "^ ^ (a ->- 0 -^- «) p — 2° an ^^ -^ ll 0 8iu st "^^-^ 8iu Ä, 81117
81U «

-!- d -!- « ^ Ä i^l -i-
«in ß «in 7
Lin <x sin n )

8in «

4 8,
8lN «

(3111 !X -<- 81N ß -^- 8M 's)

1 1 « 1
008 ^ « 008 ^ p 008 -^ V

^^^.
8IN «

^.K ^. —^ 2 8JN ß 8lN 's
008^-« 008^008^7^-^

1 „ 4 8ln^st 8^-^7008^^008^7
1^— ^-------------------------------------—.--------------------------------------------------.

8in «

^> «08 -^ « — H 81N -^ p 8M -3-7

--: 8III -^ st 81N ^ 7 '^ 81N ^ st 008 ^ (st ^- «)

^^ 81N ^ ß 008 ^ st 008 -^ « ---- 81N -^ ß 81U -^ «

1-5! I ' 1 1 — 008 st
^^ -^ 8IN p 008 --- K — 81U -^ «, ------------^-----------

2 p 008
1 «

»,

2 ? 008
1

>

Soll durch 008 -ß- (st — -s) —

«in st 008 ^- « ->- 81N ^ « 008 st ---- LIN -^ «X

^-Lin^lX— 8ill (st-<-^«)^ 008^(7—st) ^003^(ß —'s)

2 p 008 -^ « sin -^ « der Winkel

^-(st —-s) oder der Complementwinkel dieses, 7^^«, und so 's durch Construction
gefunden werden, so setze man

008 ^- (st — 7) ^ 81N ('s -i- — «) ^-----------------------^--------------------------------

Wird (Fig. 12) an DL (^~- ^) in 0 angelegt X0D ^-^°^ und gefällt
DU ^. 0X, so ist DU ^ 5 «, Lin ^ «; wird durch H die ?lll ^, D0 gezogen
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und DU verlängert, so ist ^11 V — ^ «. Trägt man nun auf H? ab 2K — p
und fällt KI. ^_ UV, so ist HI. — p cos ^ «; demnach p «os ^ « -
- v» -<- UV ^ VI. und

VI. VI.
oc>8 ^ (st ^ 7) ^ ^u ('s -»- ^ «) 1 DO

Beschreibt man nun über VN als Durchmesser einen Halbkreis, legt in
denselben von v aus die Sehne Nv — VI. und zieht NN, so ist

VN VI.
«in V0N ^

mithin -^ V0N ^ 7 ^

vll V0 ^ »in (7 ^ -^ lx).

« und, weil X0V ^ ^ «, X0N 7-

v. Ein anderer Ort für 0 ist (Fig. 11) die M ^, V0. Wie groß ist
aber NU? Wird Ol ^_ H,v, 0» ^ ^ll gefällt, so ist LH ^ x - LI; HL ^
OK — a — x; H,I ^ ^«- — p o°t -^ « -- v. Es ist

L0'
2 ^

^ H.v^ -z- H,0^ — 2 H.L . Hv 008 «
(x-l-v)' (a -!-v)' 2 (^ v) (a — X ^ v) «03 «

Durch ll, p und c/. ist somit X, also X -i- V -- 0 bestimmt. In diesem
Falle aber geht man besser von « aus (die t^ ist ja auch geometrischer Ort für y),
construirt mit einem Radius gleich p einen Kreis, welcher die Schenkel von «
berührt, und sucht bann H,L — o — v->- x, um aus L an den mit ? beschriebenen
Kreis eine dritte Tangente zu ziehen; dann ist

2,-0

1

(. 2 v

2 eot -„' <x

e) ^ — 2 0 (a

„2

2 v e) ec>F «

2 1 2 2
)

? (? a tlmz ^ «,) !

c!. Daß ^, (», -l- d -i^ ll) p ist, wurde oben schon bemerkt.
Andere geometrische Oerter für () siehe sud 10. L.

10. Unter den gegebenenElementen kommen r und p vor.

^,. Die Entfernung 0() — ä wird bestimmt durch
ä' -- .2 - 2 r ?
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Es ist (Fig. 13) 0L - r; ^ 0^ ^ Y.L0 - ^ ß; ^ Y0L - tz<^
^ 4- V; ^ (^, L0) ^ p. Wird gefällt 06 ^ LO, so ist:

H2 ^ Yh2 ^ 0^,2 ^ f.^2 ^ 0^2 ^. tz^ ^ 6()2 ^ ^2 ^. ^^,2 ^ 6<)")

Wird LH verlängert bis in den umbeschriebenen Kreis, so ist L0 — 62,
L0 — 00 -^ 0H — 00 ^ (ZU; also

^ - ^ — LO . 0^

Werden die Geraden H0I und 10, 011 gezogen, so ist:

-^ L«0 ^ «

Ferner ist:

'/> -^ ^si^

/x
OH ^ H0

I0H «^ L?0
0^m : 110 - LO :

vo . H0 ^ m. Ol' ^ 2 r p
Li) . 0«

- 2
^2rz )

Fälle die Gerade 001. ^ L0, beschreibe über 01. (— i) einen Halbkreis,
trage auf 1.0 ab LN — 2s), errichte in AI die NN ^, 01., welche den Halbkreis
schneide in N, ziehe 0N, so ist:

0^2 ^ ON . 01. -. (r — 2 ?) r -- i-2 — 2 r p ^ ^2

L. Da -^ LH,0 ^ -^ « und ai-o LI. ^ 1.0, so geht H,0 verlängert
durch I.; wird gezogen LI., so ist:

^ LI.^ ^- L0^ - -s

________^0U0 ^- 0LL ^ ONI. ^ ^- ß -i- ^ «
^ L01. -^ ^ (ß -!- «)

LI. — LO
d. h. 0 ist von I. um LI. entfernt; geometrische Oerter für 0 sind die in einer
Entfernung gleich p zu L0 gezogene Parallele und der aus 0 mit einem Radius
gleich ä (^ — i-2 — 21?) oder der ans I. (001. ^, L0) mit einem Radius gleich
LL beschriebene Bogen.
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0. Wird OH. gezogen, so ist:

^ 0^(3 - -^ (t«. .) ^ ^ (^ - ß) (vgl. 3, o)
es ist aber -^ 0.V() ^ 0I.Y

demnach

008^(7-^)^0«« 01.0.^--------- 2^.1.0. ^-------------2^7^-----------"

1^0 2r LI.
VI.
2r

Wird aus 0 die 0V ^ VI. gefällt, also -^ V0V (^ «) und VI. halbirt, so ist:
^ L0V ^ VVV

0V : ^ VI. ^ VI. : VI.
2r : VI. ^ VI. : VI.

008
? -i- ni. p-i-vL

VI. !.<)

Oder: Fälle aus 0. die M _!_ 01.;
^^ ' ^ ^ _^_ p ^ VI. ? -t- VI.

eo5 01.0. ^ 0°« ^ (7 -ß) - -^- - "^07^ ^ VI.
d. h. 0. ist von VO um 5, und von I. um VI. entfernt.

«05 - (^ — si) ^ - VI. VI.

Vv ^ 2 L? ^ 2r »In ^ °c; -^- ^ 8m 4 :Vv

003 z(7-p)-
I5r sin --- <x

^

2r Lin -^ «c iir «in -^ « oc>8 „ <x r gm «

2 ^ <?,o8 ^ « 2p 003 -^ x
2r 8in «

i 2 p oc>8 -^ « ,
e«8 ^. (7- ß) ^°°8 ^ (ß-7) ^ —-------^------- 1- 8in ^ « (Vgl. 9. H.)

, -^- 2r 8in « ^- p (cot ^ j3 -<- cot — 7) ^^ s>
008 ^ «

sin ^ ß 81N ^ 7
(Vgl. 9.H.)
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Qder da

4 r sin -^ « oo8 ^ « -^ ^
«in -^ ß »in ^ 's

4 r 8in -^ « 8ln -^ ß 8IN -^ 's -- p

s) ^ YL 8in ^. p ^ OL 8in ^ 7

^ Oll - OH 8ln ^. °c; (OH - cn (Vgl. 10. H..))
p OL «iu ^ ß . 2 M «in 2 « 8in -^ 's

OL . OH ^ 2 r s> (Vgl. 10. ä.)
f>" ^^ 4 r ^2 8M -^ « 8M -^ ß 81N -^ 's

f> ^^ 4 r 8M -^ « sin -^ ß 8IN ^ 's

?. Ist gegeben i -l- ?, so hat man:
8 -^ r -^ l- "^ r (1 ->- 4 »In -^ « 8in -^ ß 8iu ^- 's)

— r (308 « -j- eo8 ß ^i- oos 's) ^- r ^eo8 « »^ eo8 ß — cos (« -<- ß)^

2 8M 2_ O -!- « -l- p) 8ill ^ (ß —« —ß)

(ß ^- -^ «) 8ln (-----^ «)

— — C08 «

ec>3 « — 2 3in

003 «, -j- 2 8in -^ «c 8in (ß
8

i-
eo3 «

(?-^4«) ^
X 31N "^ «

2 »in «

«8 8IN </.
«08 «

2 8ill -^ «

2z 8ln « — «, oc>3 «

2 2, 8lN -^ «

Durch a und « ist r bestimmt; also auch 5,-3 — i-; u. s. w.
11. Unter den gegebenen Elementen kommt Ii^ -^ !,<> vor.

H,. Geom. Werden durch H, und in der Entfernung I,«, ^ l»<. zu a Parallelen
gezogen, wird « verlängert, bis die Verlängerung die zweite Parallele schneidet,
wird aus dem Durchschnittspunkte zu Z, eine Senkrechte gefällt, so entsteht im ersten
Falle zunächst ein Dreieck, dessen eine Kathete !,<> ist, ihr liegt gegenüber ein
Winkel gleich si; die Hypotenuse des Dreiecks, die Verlängerung der 0, ist somit
gleich l>. Demnach hat sich ergeben ein rechtwinkeliges Dreieck mit der Hypotenuse
«. -!- 0; die eine Kathete ist l^ -i- Ii^; ihr liegt gegenüber ß.
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Im anderen Falle entsteht zunächst ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen einer
Kathete (— !,<.) gegenüberliegt p; die Hypotenuse desselben ist somit n. Die
Hypotenuse des anderen rechtwinkeligen Dreiecks ist somit o — a, ein Winkel des
Dreiecks ß und diesem liegt gegenüber n^ — d^.

Tligouom. bg, -1- Il<. — « «in ß -^ a sin ß — (ll -^- ll) «in ß
d. h. wird ein rechtwinkeliges Dreieck construirt, dessen einer Kathete Iig -!- n<>
gegenüberliegtß, so ist die Hypotenuse « -^- a.

da : Ii^ — o : a; n^ -I- !,<> : u^ ^^ « -<- a : «

d^ - Oa -> de)

»in 's
<: «in «

sin 7
7 -!- «in K

Oder' da

«IN 7
«in 7 -j^ sin <x

n<> ^^ I> («in 7 ->- «in «)

li«, -> n«

»in 7 -<- «in «

^ — d «in 7 — (l,g, -l- de)

«in 's ______

«in 's

2 8IN^(-s-!-«) L08^(-s —«)

L. Es ist:

"a ^ («», "^ de)

«in 's - «in «,

«in 's

«in 's
«in 's «in « ^(°a^"c)

2 co« ^ ('s -<- »:) «in ^ (7 — </.)

C'll ^ u<>) «in 7

("a ^ "<:) (^n 7 -i-«in<x)

Es ist aber (Fig. 14), wenn <^c Xv? ^ 7 hingelegt, VH ^ 1^ ^> 1,^
gemacht und H6 ^ VX gefällt wird, H6 ^ (ii,^ ^- 1^) «in 7. Wird an XI>
gelegt -^ XV2 ^ «, VI' ^ n«, -<- n« gemacht und ?H ^. VX gefällt, so ist
?H — (1,^ ->- n<>) «in «; also, wenn Htt um QI — HI' verlängert wird,

HI ^ (1^ -> I,«.) (»'" 7 «IN « );
0«, -^' d«) «!° 7

(Kg, -^- ü<>) («in 7 -l- «in «) HI
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also Htt
K2 ^ («a -!- °<,) -^-; !^ : H.6 -- ^ -s- !,<, : ^1

Wirb daher VI gezogen und NT >i VI, so ist H,K — Ii^, 1^0 ^ l>«

O. Wird in ^ — ^, _i_ ^ > «'" 7

also »in V -> 8!N « ^^ ein V ^

gesetzt, so ist ^ ^ ^ ^ ,^

LlN V -^ 8IN «,

008 V «in V »in I' -^- ec>8 's ec>8 ? 008 ('s — I')

8IN «

5ill r

«in ^ »in ?

sin r

008 ('s — ?)

Nun ist (Fig. 14) <3D ^v cos 7 (K« -^-bo) 0037
t»nZ ^11) ^^ —^^ ^^ HI? (n^ -j-Uo) sin «

LIN «

Demnach ist ^ ^10 der oben eingeführte Hülfswinkel.
Weiter ist:

HI^ ^ u^
H,6 sin ^01^ (l>a ^ 5«) «in 7 »In r

ein ^^6- «in (? -^ 90° — 7)
,. , . . «in v ein ? . ^ ^ .

^ l''a ^ >'«) ^^^) (vgl. oben.)
u. s. w.

' >°b cßß2—<3»-!-

Aufgaben.
Bemerkung. Von den folgenden Aufgaben sind die ersten in den hier

üblichen Formen behandelt; bei den übrigen ist der Weg zur Auffindung der
geometrischen Auflösungmeistens nur angedeutet.

1. Ausgabe, vat. a, ^c <>l>, d) — 3, ^c (m^,«) ^ '/>-
a. Annlysis. Durch a siud vom gesuchten Dreiecke die Eckpunkte L und

C gegeben. Weil 130 (Fig. 15) Mittellinie, also v^ — V0 sein muß, so ist
der dritte Eckpunkt des Dreiecks, der Scheitel H, bestimmt durch die Lage und

^ /
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Größe der CD, durch die Lage des Punktes v zu VO. Es ist aber gegeben
-^ (md, b) ^ 3; -^ VVO ist Winkel über 20; ein geometrischer Ort für v ist
folglich ein über VO befchriebener,des Winkels 3 fähiger Kreisabschnitt.

Legt man alfo eine Linie LO — a als Grundlinie des gesuchten Dreiecks
hin, beschreibt über LO einen Kreisabschnitt, fähig 3, so ist dieser ein geometrischer
Ort für v, für den Mittelpunkt der HO.

Es ist ferner gegeben -^ (m^, o) — -/,. Wird zu HO aus v eine
Parallele gezogen, welche LO schneide in ^, so ist ^ Lvl' ^ ?, und V5 -^ I'O
-^ -^ a; ein zweiter geometrischer Ort für ll ist demnach ein Kreisabschnitt,
beschrieben über 2? (— -^ a), fähig 7>. Beschreibt man nun diesen Kreisabschnitt,
welcher den ersteren Kreisabschnitt schneide in v, so ist der Mittelpunkt der OH,
gefunden. Zieht man 00 und verlängert Ol) über ll um llH — DO, zieht H13,
so ist HLO das gesuchte Dreieck.

b. Synthesis. «. Construction. Lege eine Linie VO — a als Grundlinie
hin; beschreibe über LO einen Kreisabschnitt,fähig 3; beschreibe über VI? (- ^ LO)
einen Kreisabschnitt, fähig ?>; verbinde 0 mit v, dem Durchschnittspunktebeider
Kreisabschnitte, verlängere 00 über ll um llH — DO, ziehe HO, so ist HNO das
gesuchte Dreieck.

P. Beweis. Zum Beweise ziehe llll, D5.
H.V ^ vO (Constr.)
KD Mittellinie zu HO

^ LllO -^ ^ (wd. d) ; -^ HV0 ^ ^ (mb. e)
Hll -^ DO
V ^ ?0 Constr.)

vl? >I HL
2. ^ LVO -- ^ Ob, b) ^ 3 (Constr.)

3. VO ^ » (Constr.)
-^ HLll -^ LllI?

LDI? -^ -^ (Constr.)

1. ^ HLll - 7, ^- <^ (m^, e).

lissonom. Ueber LO — a ist beschrieben ein Kreisabschnitt, fähig 3; es ist fomit

OL -^ i' -- " .-; ^ LM ^ 180"— 3; es ist ferner über V5 ^ ^ "

T^

beschrieben ein Kreisabschnitt,fähig v,; also ist OL - 4 Lin 71
-; -<L00^?!.
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Durch die Centrale i)0 und die Radien r' und r" ist bestimmt der Punkt v, das
Dreieck 0.V0, die Winkel 0.00, 0<z0 oder die Winkel HOL, 00.L. Es ist aber

^ M0 ^ 0.VI? -l- 0Vtt ^ 90°— (180° —3) -z- 90°— 7, --- 3 — 7, -- «
<^ 0()V - 7

folglich ^ 0.0V ^ 180°— (« ^- 7) ^ si
Daher:

t^s^O—7) ^-^^-^- 00t ^ (3 — 7,)

1 1
2 «in 6 4 sin 7, ^ 1 /> > 2 sin v> — «in 3 , , /> >

oot - (3—7,) -- ^ ^.^ ^ ^ ^.^ ^ °°t ^ (3 — 7,).2 sin 7, -j- »in
2 sin 3 4 sin 7,

Wird LOS 3
00t <p, also 2 sin 7> ^1 eas 3 tanZ ^> gesetzt, so ist

und

2 sin 7>

2 sin 7> — sin 3 cos 3 tanZ <p — sin 3 cos 3 sin P — sin 3 oos ^
2 sin 7> -^-sin 3 cos 3 t»nZ f ^-» sin 3 eos 3 sin ^>»^sin 3 sin <z>

sin (<z> — 3)
sin (<f> -^ 3)

t^(st-7)- 2^I^e°t^(3-.).sin (<z> -i- 3)

Oder: Fälle 01 ^ Vy (Fig. 15.);
^^^ Ol 08 — VI

eot 7 — eot 00V " 01 01

0» ^ r' ^

01

2

2 sin

^ 0V sin 0L(>

cos (3 ---- 7>)

^; VI ^ 0L 00s 0VY. ^ -^—,------
i> ' 4 SIN 7!

sin (3 — 7,)

eos (3—,)

eot^-

Oder

«ot 7 ^-:

SlN 7)

4 sin 7!

2 sin 7! — sin 3 «c>8 (3—7>) 2 sin 7>

sin 7>

sin 3 «in (3 — 7>) sin3sin(3—7>)
-cot (3—7,).

2 sin 7! — sin 3 oos (3 — 7>) sin 7, -^ sin 7>— sin 3 00s (3—7>)
sin 3 «in (3 — 7,)

«in 7,— «in 3 cos (3 —7,)
sin 3 sin (3 — 7>)

sin 7> — sin 3 eo8 3 cos 7, — sin 3 sin 7>
3 sin >I — 7>)sin 0 sin sin 3 sin (3 — 7>)
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8IN?!(1----8ln 3)— 8in 3 eos 3 008 ?! sin?! 003 3— 8in 3 «03 3 003 ?!
sin 3 sin (3---- 7,) sin 3 sin (3---- 7,)

008 3 (8IN ?! 008 3 — 008 7! LJN 3) 003 3 »in (?,— 3)
in 3 8in (3 — ?>)SIN Lin 3 «in (3 — ?i)

^2- ---- 00t 3

8in ?! LIN ?! ---- 8JN 3 008 (3 ---- ?>) »in ?!__
°" V "" sin 3 sin (3 — ^) ^ 5in 3 Lin (3 —?!) " s^3sin(3—?>)

----ootl

Fälle 01" ^. 0V;

oot ß -^ eot ()0L -
01.

0.1"

0L — LI.

0^

OL -- -—^-------; LI. ^ LO o°s 0L0 - y ,^ <z 008 (3 - 7,)4 8IN ?! ^ »ln «

Ol, ^ OL 8ill i)I30 ^ 2 s^n 3 ^" ^" ^

1 008 (3 ---- ?,)

cot ß
2 sin ?! in 38IN

SlN (3-^)
sin 3 — 2 sin ?! 008 (3 — ?!)

2 sin ?! ein (3 — ?i)
in 3SIN

8IN 3 ---- 2 s!n ?! 008 3 003 ?! ---- 2 8in ?! 3!n 3 8in ?!
2 «in ?! sin (3 — ?>)

sin3(1---- 2sin^?>) ---- 003 3 . 2 3in ?! 003 ?! ^ sin 3 003 2 ?!----00838in2?!
2 8in ?! «in (3 — ?,) ' 2 3in ?! 8in (3 — ?i)

8lN (3 ---- 2 ?>)
2 8in ?l »in (3 — ?>)

8, sin ß 3, 8in V
8IN « 8IN «

2. Ein anderer geometrischer Ort für v ist ein über I'lü — ^ H
beschriebener Kreisabschnitt, fähig des Winkel?V0 — 3 —?,; n. f. w.

Trigonom. Fig. 16.

Es ist wie oben ()(? ^ i' ^ ^ " »-; ^ I'OO ^ 180° - 3.2 sin a

Ueber ?0 — ^-a ist ein Kreisabschnitt beschrieben, fähig 3 —-»; es ist

also 00 --- r" --
4 sin (3 — ?i)

^ (N6 ^ ^
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Durch die Centrale Y0, i' und r" ist bestimmt der Punkt 0, das Dreieck
000, die Winkel (MO und YOV. Es ist aber

<^ 00» - 0L0 — ^ — ß — 7,
^ 000 ^ oco ^ 006-i-«c-o-^ 90 ° — (3 — ») ^-90° — (180°—z) ^-7,;

mithin -^001)^ 180° —7i —l^180°—/, —ß-i-/!^180°-st^7-I-«^^z-7l
und ^ 000 ^- l -i (7 -i- « -z- si — -/, -^) 180° — vi

^ 000 — l^(7-5-« — ß-l-7! ^)7^-3—/>—ß-i-/!^7—ß^-3
tÄ"3^ (Y00 — i) WN3^(7—ß-»-3) r' —r" 4 «in (3 — 7>) — 2 3lu 3

2 «in (5
^1,^(000-^)

t."3 ^ (7 - ß ^ 3) ^ -2^5

Wird

r'-I-r" 4 «in (3 — 7,)-^-2 «in 3
") «IN N i

^ C0t -^ 7>.

eo8
2 5in (5 --- 7>)

7>) -^- «in 3

cot !^, also 2 «in (3— 7>) — 003 3 t»n^ !^ gesetzt, so ist

t»«3
/ n , 1.x eo«3tllnl;^— «in 3 , 1 L08^8in^—8in3eo8>1> l
' 008 a tllnZ !^ ^-8IN a ^ oo3ü8ln^^-Linaeo3^ ^

8in (<1< 3)
cot -^ 7! -^ tanZ «;«in (<^->- 3)

^ (i " ß-i-^) ^ «; ^ (7 - st) ^ « - ^ ^
4 tt-t-st)^ 90°-4 3
7^-90°. (3-^^); st-90° '^7,.

3. Geometrische Oerter für 0 sind ein über V5 — -^ », beschriebener
Kreisabschnitt, fähig 7>, und ein über 50 — -^ «, beschriebenerKreisabschnitt,
fähig 3 — 7,.

Tligonom. Fig. 17.

OD ^ r' — ()I) ^ r" ^
4 «in 7> 4 «in (3 — 7>)

Es ist 01? gemeinschaftliche Sehne, daher die Centrale OH ^ 05,
^ 00.0 ^ 005 -^ 7; ^ 0.00 ^ 0.05 ^ 0L5 ^ st — -/,; ^ ?00 ^
L05 ^7,; -^ 006 ^ ß.

«l _________»

0l)^-00 ^ i-'-i-r" ^4 «in'/, 4«!n(3^-7!) ^ «!n(3—7>)->.8in7! ^ tan^^3

00—00 1'—-r" ^ll_________ «,____"^ «in(3—7,) — «in Tl"" tlwZ 5^3—7,)
4«in7> 4 «In (3—7>)
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0v-!-v0 tanz ^ (7-4-^ — 7,) wnZ ^. (7 ^- st ^- « — y cot -^ 3

OD—DO ' ^1,^(7 —st-^) ^3^(7 —st-j-^) ^3^(7 —st ^-^)

Oder: Fälle 01 ^ YD;

eot ^ a -1- tan^ (^ 3 — v>) cot ^ 3^

Ol 00 VI
eot 00V -- cot 7 --- -^— ^

Weil /X 0V() ^ 2V0, so ist ^ 0V() - 3.
Es ist

^ ^ 4 «in (8-^) '
VI -- —

4 «in V!
oc>« 5; 01 -

4 »In '/>
8>U ^;

00t 7 —
zin (3—7>) «in 7) «In 7> — ec>3 ü »In (3—7>) LIN 7)

zin 3 «in (3 — 7>) 3 «in (0—7>)
eo t5.

LlN V>

eot st ^ 00t ()0tt

4 sin '/>
003 7>

00 — 0 11
0ll

(z-^)

0? cos 7! — 01? L08 (^-^'^)

,(3-.)
eo«7>«!n(n—7,)— eo«(c>—7!)«in7i

1

(3 - -^ - 5)

2 »in 7! »In (<5 — 7>)

«In (n ---- 2 7>)
2 »in 7! »in (3 — 7>) 2 «in 7> «In (3 — 7>)

4. Dll V'. ^^ 3 — 7>, so ist ein geometrischer Ort für ^ ein über LO —«,
beschriebener Kreisabschnitt, fähig 3 — 7,. Wird nun dieser Kreisabschnittconstruirt
(Fig. 18) und anch über L? -^ ^- a ein des Winkels 7, fähiger (oder . . . .)
Kreisabschnittbeschrieben,so ist von tu aus in den ersten Kreisabschnitteine Sehne
so zu ziehen, daß sie von dem anderen Kreisabschnitte halbirt wird, weil <üv — VH,
sein muß. Nun halbirt aber der über einen Radius eines Kreises beschriebene
Kreis alle im großen Kreise aus dem Verühruugspunkte beider Kreise gezogenen
Sehnen. Da hier von 0 aus die Sehne zu ziehen ist, muß <ü der Berührungspunkt
der beiden Kreise werden. Verbindet man also 0 mit dem Mittelpunkte des ersten
Kreises (0), beschreibt über den Radius LH einen Kreis, so ist auch dieser Kreis
ein geometrischer Ort für den Mittelpunkt der 0^, für 0. u. f. w.
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Trigonom. Ueber 130 — », ist beschrieben ein Kreisabschnitt, fähig 3 — 7,; es ist

2 »in (3 — '/,) '

ein Kreisabschnitt, fähig -/>; es ist 013

3 — 7,; über V5 — -^ a ist beschrieben

Darauf ist Y0 gezogen.4 sin 7>

gemacht. Da ()? ^. L0 (Constr.), so ist
^ 4 8M (ü — 7>)

<^ YFO — 90"; also geht der aus r mit ?() beschriebene Kreis durch 5; der
Kreisabschnitt 50.1)0, beschrieben über 50 -^ -^ », mit einem Radius ?0 ^

--------^——^, ist also fähig 3 — 7>. Qbige Construction stimmt also in der Sache
4 sin (ü — 7>)
überein mit der Construction in 3. (Fig. 17).

5. Wird (Fig. 19) VI) über 0 um 0H/ — OL verlängert und ^.'0
gezogen, so ist ^ 13H/0 - -/,; 1300 ^ 3. Wird (nach 4) I3H/0 construirt,
so ist 0V zu zieheu und 00 um 0H. — 00 zu verlängern, endlich H,I3 zu ziehen.

6. Da -/, gegeben und -^ HVI3 -^ 180° — 3 bekannt ist, läßt sich ein
Dreieck 130'H.' (Fig. 20) mit den Winkeln -/,, 180" — 3, 3 —v, construiren und
hieraus, da v'0' — 0'H.' sein muß, das Dreieck H,'130' finden. Wird dann
ll auf 130' abgetragen und d j> d' gezogen, so ist die Aufgabe gelöst.

Construction. Lege eine beliebige Linie 130' hin, lege an 130' in 13 einen Winkel
XI30' ^ '^, in 0' einen Winkel 10'13 -^ 180" — 3, dessen Schenkel ^0'
die XI3 schneide in H,', verlängere H/0' um 0'0' — V'H,', ziehe 0'13, trage
auf 130' ab 130 ^^ »,, ziehe aus 0 eiue Parallele zu 0'^.', welche die 13H,' schneide
in ^,, so ist ^130 das gesuchte Dreieck.

Beweis leicht.

Trigonom. a. Die Construction gibt zunächst durch die beliebige 130' — ^ und
3 und 7, den Werth von ^.'0' -^ ^ d' und von o';

!^. «!n 3
'.d' u. 81n VI

m (3 - ^) '
d' ^ 2 ^. s!n ?i

«in (3 — 7>)
o --

^3-7,)'

ferner durch 130', v'0' und 3 die Winkel 7 und ß — 7, wie auch 130'
endlich durch a : a' — d : d' — e : o' die Seiten d und e.
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, ^ sin ?!

Vv -!-I»' 0' ^ ^'^ 8^(3—7,) ^ 8M ( 3 — 7,) ->- 8in -^ ^ WNK ^ z
LD'—VC' ^

Es ist auch

8in (a — 7>)

cot — 3

. tan? ( , ä — 7,) ^ »
tÄN3 ^ (7-^ st^") -- — ^ ^, ^ c-°t ^.z - WN3^z—7,)oot ^ z (Vgl. 3).

V6' -^ »' ^
— 1)' «In a ^/. s!n 7> sin 3

-^—7§-------->——; (l "^ ß — 7>)
8lN (6---- 7>) 8IN ^ ^ ^

» : »,' ^: d : d'; b — n, 2 ^. »in 7! 8IN (3 — 7>) kin

8IU (3—7>)

2 n, 8>n l

^. 8IN 7> 8IN

8IN 0

U. s. W.

Oder: Aus ^ V0I3 folgt

1 , » 8IN l
8IN

, 2 a 8IN l .

d. Es ist

t2l>3 -Z- (ß ^ 7) ^ -777
1 2 8'lN 7, ---- 8M 3 , , ,^> .

'—^ oot ^ (3 — 7>);2 8IN 7> -s- 81N

u. s. w. (vgl. die Auflösung 1.)

out ^

«. Fälle Ltt ^ H.'0':

6C' H.C — H/K

H.C - d'

LA — ^ 8IU 3;

2 ^. 8IN 7>

^- ; H.'<3—o'003(3—7,) —- ^ °^" " LOZ (3—^);
L1N (a—7>) ^ 8in(a—7>)

«ot v 8IN (3 ---- 7>)
^. 81N 3 /!> >,

8IN (a ---- 7>) !i 8IN 7, ---- 8,n a (!03 (u----?!/

^. 8IN 3 81N 3 8in (3 — 7))
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.

2 «In vi
sin 3 sin (3— 7>)

cot (5 — 5); (Vgl. die Auflösung 1)

coli st — cot (?, -z- l)
cot 7> cot l

cot ^ -^ cot l

Fälle 0'll ^ LD';
1311 Lv' -^- v'll

cot !, ^-^
HL' 110'

Lv' ^>^l ^<^' ^ ^. SIN 7, 008u.; V'II — — v'<ü' cos c> ^^-------^—-5-------.
^ ' sin (a — ?z)

3

00t. 1

HL' ^ v'0' «in 3

^. sin 7) cos 0
sin (0 ---- ?>)

»in 5 sin o

^. SIN ?! «in 0

zin (3 — ?>)

sin (3 — '/>) — »in vi cos 0
sin 7> sin 0

sin (3 — ?>)

008 ?! sin 3 ->— sin (3 — '/,) — sin ?! 008 3 2 8in (3 — 7>)
cot 7! »j- cot l — --------------------------^-----------—------------------------ — —----------—5— :

SIN ?! 8!N 0 SIN 7! 3IN ü

^ 00t 7! sin (0 — 7>) — 00t 7! sin ?! cos 0 — sin 7! sin 0eot 7! cot l
SIN 7! SIN 0

oos 7> sin (3 ---- 7>) --- cos ?! sin ?! 008 3 SIN ?! 81n 3
SIN ?! SIN 71 SIN "3

cot 3 cos ?! sin (3 — ?i) — cos ?! sin ?! cos 3 — sin 7> sin
2 sin 7! sin (3 — ?>)

cos ?, sin (3—?>) — sin?! (cos ?! cos 3^—sin ?> sin 3)__eo8?>sin(3—?>)—s!n?!cos(3—?>)
2 sin ?> sin (3 — ?>) 2 8in ?> sin (3 — 7!)

sin (<) — ?, — ?>) sin (3 — 2 ?>)
2 sin ?> sin (3 — 5) 2 sin ?! sin (3 — ?>)

; (vgl. die Auflösung 1.)

2. Aufgabe, vat. ^ -i- ii^ ^ s, d, st.

«. AMysis. Es sei (Fig. 21) H.130 das verlangte Dreieck, also 1) HO ^ d;
das kann mau machen; 2) -^ HLll — st; es muß daher N ein Punkt des über

H,0 — d beschriebenen Kreisabschnitts, fähig des Winkels st, sein; dieser Kreis¬
abschnitt kann über H,6 - 1, construirt werden. Legt man also eine Linie H.O — d

l)in und beschreibt überH,L einen Kreisabschnitt, fähig st, so hat man zwei Eckpunkte

c
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des gesuchten Dreiecks, die Punkte ^ und 6, uud einen geometrischen Ort für den
dritten Eckpunkt L. Ein anderer Ort fiir L ist also noch zu suchen. Es muß aber
auch 3) L0 -j-^v — 5, also, wenn L0 über 0 nun 0^ — ^v verlängert wird,
VI' — 8 sein. Das Dreieck 0DH. werde verlegt; es werde in I? die ?Q (— OD)
^ ^ (^ K^) errichtet und «0 gezogen; es ist dann /^ 0?0 ^ 0VH, (30 ^
0^ ^- d und -^ «LI' ^ 0.VV, daher, weil -^ 0HV -t- ^01) ^- L, also auch
^ 00? -I- H,00 ^ It ist, 4: ^06 ^ L; die Größe der 06 und ihre Lage
Zu H,0 ist demnach bekannt, also auch der Mittelpunkt der 00, der Punkt 0'.
Wird nun aber aus 0' mit 0'0 — -^- d ein Kreis beschrieben, so geht dieser,
weil ^ 0?6 — L ist, durch I? und schneidet den über ^0 beschriebenen Kreis¬
abschnitt. Es ist nun durch 0, also durch einen der Durchschuittspunkte der beiden
Kreise, eine Gerade 1301? — g durch beide Kreise gezogen. Wird nun OK ^ LI?
und 0'N ^1, LI' gefällt, so ist XKI ^ -^ ^; wird 01. j> 1551 gezogeu, so ist
auch OL -- -^ »; daher das Dreieck 01.0' vollMbig bestimmt, da 00' bekannt
und »^ 01.0' — L, ist; durch 01. ist dauu aber die Lage der L0I?, des zweiten
geometrischen Ortes für den dritten Eckpunkt des gesuchten Dreiecks, für L,
bestimmt.

Errichtet man also zu 0H. in 0 die 06) (^ d) ^ 0H, halbirt 00 in 0',
zieht 00', beschreibt über 00' einen Kreis, legt in diesen von 0 aus eine Sehne
01. — -^ 8, zieht durch 0 eine Parallele zu 01., welche den Kreisabschnittüber
H,0 schneide in L, so ist L der dritte Eckpunkt des gesuchten Dreiecks. Wird noch
H.L gezogen, so hat /X ^L0 die verlangten Eigenschaften.

d. Synthesis.

«. Construction. Lege eine Linie H,0 --- b hin, beschreibeüber H,0
«inen Kreisabschnitt, fähig ß, errichte in 0 die 00- (— d) ^ 0^, Halbire 0»
in 0', ziehe 0'0, beschreibe über 00' als Durchmessereinen Kreis, lege in diesen
Kreis von 0 aus eine Sehne 01. — -^ 2, ziehe durch 0 eiue Linie parallel zu 01.,
welche den Kreisabschnitt über ^,0 schneide in 15, ziehe LH,, so ist HL0 das
gesuchte Dreieck.

ß. Beweis. Zum Beweise beschreibe aus 0' mit 0'0 als Radius einen
Kreis, verlängere L0 über 0 bis sie den Kreis um 0' fchneidet in ?, ziehe ?0>
ziehe 0'L und verlängere 0'L über I., bis sie schneidet die LI? in 1,1, fälle
OK ^ L?, HD ^ L0; nun ist:
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0X ^. V0 (Constr.) ^ 01.0^ - II (Constr.)
0'I.U ^. 01.

01. II L? (Constr.)
L0 ^ 2 1(0 (.

. 0'^l ^ L? e<

0? ^ 2 0^1

L0 -!- 0? ^ 2 (1(0 -> 0N) ^- 2 XIH
0I( II IM; 01. II I(N (Constr.)

LM ^ 01.
01. -^ -^ 8 (Constr.)

KN ^ ^ 3
L0 -^- 0? ^ 8

-^ ^00 --- ü
^ ^00 -^- H.00 -»- 00? -^ 2 It Constr.)

^ ^00 -^ 0H.V ^ II (Constr.)
-^ 00? ^ 0H0

-^ ^1)0 ^- K
-^ 0?0 ^ K
00 ^ 0H, ^ d

/^ 00? ^ 0^,0
0? -^ H,0

Constr.)

1) L0 -i- 0? ^ V0 -I- H,D ^- 8.

2) H0 ^- d (Constr.); 3) -^ H.L0 ^ ß (Constr.).

Tligonom. Ziehe 00, verlängere 0'0 über 0, fälle 0N ^ 0'0; es ist
^ 000' - 90" -I- 90° — ß ^ 180° — si; ^ 0W ^ j3;

00 ^ r l^ 0'0^ ^ 0'0^ -l- 00^ — 2 0'0 . 00 003 0'00

r'^- -^ r b eos ß;

0'0^
48iü^ ß

, b L03 ß (1 '8IU 3IU ß 003 ß)

LIU
(1 3IN 8IN' 2ß);
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0'0 --- ^, ^ . ^ 1 -<-Lin ^ -4-«in 2 ^

oot 00'0 — oot ^.
0< (^ _^ W ^ d -4- r 003 st K -l- 2 reo« ß

0^l

d 008 st
sin st

?

1 -^- oot st;

00'!. — sin (,u. -s- 7)

Wird

01.

0'0 ^ l^^_^ ^ 2 ^ ^. ^ 2 st

8 »In st __________

b l^ 1 -i-. 8ln 2 ß -I- 8M 2 ß

gesetzt, so hat man

8111 (^. -!- 7) ^^ «!u ^. 003 7 -^- 003 ^. sin 7 ^^ p;

003 7 -s- 00t ^». 8IN 7 '
LI 11 ^.

cot ^ ^ 1 — 003 2 7 — —-L^_ -------- «23 7
81H ^.

oot 2 ^ — eot 2 ^ 008 2 7
2?

8in ^. 8IN ^.
- 008 7 ->- «08 " 7

cot '^
ein 1^

— 008 2 -^ ^1 ->- cot 2 ^.)
2 p

81n !^. 008 7

003 7
2p

«in ^. L1N ^.
008 7

V ---- 2 p 8IN ^. 008 7 — 008 ^. ---- p

003 V ^^ p 3IN ^.

— p 8lN ^.

1/ 2 2,2-2

^ 003 ^. ---- p 008 ^. — P 8IN U'. "t" 008 !^. ^ 1 ---- P

003 V ^-

und, da 1 — p'

8 8IN st

b>^ 1-l-8in^^-3iu2ß

1)2 ( 1 -l- 8ln 2 ß -I- 8M 2 st) — 8 " 8ln " st

d^ (1 -4- 8ill 2 st _^ 5>n 2 st)

8IN U.->-008 ^.'
^^(l^-^st-l-zil^st)—^In^st

d ^ 1 ->- Llll ^ st ^- LM 2 st
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< . „ .2 008^u. 1 — sin 2«. («in L-<-eo8 L) ^

LIN ^ p«IN ^/.

,2
LIN ^.

2 2»in ß-<-2 «in ß «08 ß-I-L0F
------^-LIN ^.---------------------- . 2 «

LIN p -^ LIN p

2 Lin 2ß -<- eo» 2ß -»- 2 «in ß 003 ß ^ 1 4- sin 2 ß -,- »in 2 ^

. 2 /". , (8inp-f-e<,8ß)^ . 2 28in^-!-28!nß<:o8ß^-c:o3^
1-LIN ^ll^ .2« ------^^«>N I.. -----------------. 2 « -----------^^- »IN ü -^ «>n ll

LIN ^. ^^
Lin 2 ß 2 1 -<- 8in 2 ß

;«"« ^-^ , , . 2—
1 -i- 8in ^si -»-Lin 2 ß 1 -»- 8in "ß -I- 8in 2 ^

L Lin^L^-^1_^_zin2ß ^ ^ ^ ^ ^.^ 2 ^ ^, ^.^ 2 L) — ^ 8in ^ L
' ' d (1 -4- Lin 2 si -^. Lin 2 ß)

VorstehendeFormel ergibt sich direct also:
, , . d 8in« , , . , sin « -s- »in L Lin V

» -i- uz. ^- a -<- d «in v ^^ —-—^------>- b »inv — b------------:—^--------^ — 8;
^ LIN p ' LIN P

—^- — 8in «-^3in ß «in V— Lin (ß^s-'s) -t^sin ß Lin^^^Lin ß C03 v-j-eo8 ß 8in v-j-Lin ß Lin V

^- sin ß eo3 v ->- (eoü ß -s- 3in ß) Lin v

«sin ß
ß oo3 ^ ^^ («03 ß ->- «in ß) ^ 1 — eoL 2 ^

«03 ^
008 ß »j- Lin ß 1/ ^

Es sei

2

(^-°°-7) ^

eo« ß ->- »in ^3
«in ft

8 2« Cll

co3 V ;

^- 1 -^- L0t ß -- eot ^ (Vgl. oben.);

7
-j- eo8 ^ ^- cot ^. — eot ^. 008 's

eo 8 2 -^ (1 -s- oot 2 ^,)

28

d (1 -l- oat ^ ^.)

«08

003

V ^^ cot ^ —

l)2 cot 2 ^

1/ (1 -i- eot " ^)

2 „^.4,. „2 ^„,2,
c08 V ^^ b oat"s/. — 8 -j-d cot ^ — 8 eot ^.^8

d (1 -i- oot ^ u.)d (1 ->- oot ^ ^.) —

8 l!l ^ cot 2 ^ (V ^ ^. 22^, 2 ^ ^. ^ 8-4-eo^. l^ 1,2 ^ ^. 22t 2 ^.) -

t> (1 -i- oot ^ ^,.) d (1 ->- oot 2 ^.)
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oosst-i-sinst « eas'st-^2<!c,8stsinst-<-8iu2st 1-^sin2st

SlN st SlN st , SlN st

1 ->- L0t ^ !^. —
1 ->- sin 2 st -s- sin 2 ^

sin ^ st

«08 7^

8 _l_ cos st -1- sin st ^ 1)2 (1 -^. sin 2 st >i- sin 2 st) — 8^ sin 2 st
»in st sin st

1 -!- sin ^ st -l- «in 2 st

sin 2 st

8 sin 2 st -!- (cos st -l- sin st) l^ d^ (1 ->- sin ^ st -,- sin 2 st) —

d (1 -4- sin 2 st -> sin 2 ß)

s SIN st

Oben steht ^ 1 -^- sin 2 st statt eos st ->- sin st; es ist aber

^ (cos st -j- sin st) ^ ^- ^

d sin ^

cos st ^ 2 cos st sin st

d sin (st ^ 7)

in'st
!/ 1-<-s!n2st .

sin st ' sin st

3. Aufgabe, vat. a, 1,^, -^ —st.
n. Alllllysis. Durch 3, sind vom gesuchten Dreiecke die Eckpunktev und 0 gegeben,
durch Kg ein geometrischerOrt für den dritten Eckpunkt, für den Scheitel ^.
Legt man also (Fig. 22) eine Linie IN — «. als Grundlinie hin, errichtet in einem
beliebigen Punkte der IN in N die N8 (^ !^) ^ l3ll und zieht durch 8 die
L0 ^ 8«, so ist 10 ein geometrischerOrt für den Scheitel H. Ferner ist
gegeben ein Winkel gleich 7 —st. Nun ist aber (vgl. 1. Anm.) ^ ('-, i^) ^7^ st,
also ist auch der Winkel gleich 7 —st, welchen >-, gezogen zu H, bildet mit der
aus 0 zu 10 gefällten Senkrechten oder mit der im Mittelpunkte der IN zu Z0
errichteten Senkrechten, weil diese dnrch 0 geht und senkrecht zu 10 ist. Errichtet
man also im Mittelpunkte der IN in l) eine Senkrechte zu IN, welche die INI
schneide in I., so ist H, weiterhin bestimmt durch VI., -s-^ st und durch 0 iu DI..
Welcher Punkt der VI, ist aber ^0? Legt man an V0 in v einen Winkel
X0V ^ -s —st an, so muß OH, I! Xv sein. Schneidet nun VX die 10 in I,
so ist allerdings /X VVI und durch VI die Richtung der 0H. bestimmt, aber noch
nicht 0 gefunden. Geometrischer Ort für 0 ist auch <N; welche Lage hat aber 60?
Ist die Lage von v^ bekannt, wenn man sich denkt, aus v sei die v^ j< 00
gezogen? Die v? werde von der über L verlängerten 1.0 in II geschnitten; ist
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nun II zu finden? Wenn 00 II Dil ist, so ist 00 : ov ^ 00 (-. l) : v«;
es ist aber auch, weil OH, II VI sein muß, 1.0 : Ov — 0H (^ r) : VI; es
muß also i> : VO -^ r : VI, oder VO — VI sein, es muß I? in der über 0
verlängerten 00 liegen und von V um VI entfernt sein; es läßt sich also H finden.
Wird also 00 gezogen uud über 0 verlängert, wird an Ov in v ein Winkel
XVO -- v — ß gelegt, dessen Schenkel Xv die 50 schneide in I, wird aus v
mit einem Radius gleich VI ein Bogen beschrieben, welcher die verlängerte 00
schneide in II, wird dann Ov, 00 II UV, endlich durch 0 eine Linie parallel zn
VI gezogen, welche die 10 schneide in H, so ist H. der Scheitel des gesuchten
Dreiecks. Zieht man noch HO, H0, so ist die Aufgabe gelöst.

b. Synthesis.
?.. Coüstl'Uttion. Lege eine Linie 00 -e n, hin, Halbire 130 in v,

errichte VO (- Ii,^) ^ 130, ziehe durch 0 die 50 ^ Ov, lege an DO in v
einen Winkel XOO ^ v — L an, dessen Schenkel VX die 50 schneide in I;
ziehe 00, verlängere OL über 0, beschreibe aus v mit einem Radius gleich VI
einen Bogen, welcher die verlängerte 00 schneide in LI, ziehe UV, ziehe 00 H Ov,
ziehe aus 0 eine Parallele zn VI, welche die 50 schneide in H, ziehe H,0, H.0,
so ist H00 das gesuchte Dreieck.

00.

HO H Ov; OH II VO (Constr.)

Beweis. Fälle HO,

I) 00 -^ 5 (Constr.)
HO -^ Ov

Ov -- 1^

00 II DU (Constr.)
2) HO -- bz.

0H II VI (Constr.)
00 : 00 ^ 00 : DU

VO
00 : Ov ^ 0H : VI

-. VI (Constr.)
00 -^ 0H

OD ! 00 , ^, ., ,
Ov ^ V0 l ^" ^

00 -^ 00 ^ 0H.

Wird also aus 0 mit einem Radius gleich 0H, ein Kreis beschrieben, so
geht dieser durch H, O, 0; er schneide die 50 in 0; wird 00 gezogen, so ist,
da 00 ^ OH (Constr.),
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^ 1.0^^1.01^7—ß (Constr.)
^ I>V^ - 7 — ß

^? j> L0 (Constr.)
lll« r^o -- ^?L

-^ rn^ -z- H.L0 - ^0V

^ rUH, ^ ^LL — ^L0

Oder:
-^ L0H, ^ 7 — ß (Constr.)
<^ I.0H, ^ «H.l' ^ -^ (,-,I^)'(Constr.)

-^(^)^^^L —H.LO
^c H,0L — ^,80 ^ 7 — ft

^ H,0L — ^L0

Trigonom. ».

vi ^ i»«l

7-ß.

8in vflv
«03 (7 —ß) ' »in HI.V

«in > -- 8IN 7> ec>8 (7—ß).

sin X

«in 7)

VI.
VI 008 (7^si);

eot vi ^^

sin «

2 n.

r-. 00--1.0 «IN 7! «IN '/>

>(7, -^- >) «in (^ -s- >)
!" b'^Ä

»ln « -- ll «in (71 ->- ),) (^ll !«IN 71 008 ec>8 7! «m y
«IN 7! ^ 4 n' «IN 7> ^ llp'

ll («08 ). -j— eot ?! «in X)

00t 7! —
2 I,.

4 n

; 8in7!-^

4 I,

2 Ii,
008 7! 1- '

4 K„ l/' 4 ii

X -1 sin 7! 003 (7 — ß)
ll eo« ( 7-ß)

4 n'

eoZ > --
'-l-4n'- ll eo« (7-si) » 8ir> (7-ß)^4li'

4 I>„ 4 d'

eot 7> «in )>
2 n. ll 008 (7 — ß) 2 I>,^ eo« (7 — ß)

4 Ii' 4 K
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!/' l,2 «in ' (^ - ß) ^. 4 ^ 2 1,2 °°8 (7 — st)

l/"^
4'<

l^^̂ -^ 4 K^ )

sin « -^ l/"^ 4 1^

l. s2 ,,„ °°« (7 —st) -!- ^ a' «in - (^ —ß) ^- 4 l,^
a' ^ ^ '^

Oder: d. Nach 1. wie nach Fig. 22 ist:

01. ^ !,„ — ' «« « -- i- e°« (7—st)^; r -^ 2 «i'n °. '

1>. — 008 « CO« ('s — st)

2 1,^ «in « — u ec>» « ^-- g, <>o« (v — st)

ll eo« « ^-: 2 i>^ «in « —a eo« (7 — st);

n, ^ 1 — «in « — 2 I>^ «in <7. — «, eo« (7 — st)

n,' — ll" ,-!n ' « — 4 li «in « — 4 «, n.^ «in « oc>8 (7 — st) ^ », eo« (7 -— st)

^n7"^4l!')«in'«—4al>^«in!xec>«(v—st)^^n, ^1—«o« (7—st)1 —», «in (7—st)

4 n, !,«,
«in ^ ?. / ^ " «IN (7—st)

-------— 8!N « ec>8 (7 — st) ^ --------2 , . ,2

2 a !,„
.«lN, «, ^ ^. e°« (7 - st)

^(n/-l- 4 <^ K^) «in 2 (7—st)-j-4^ I^co«" (7—st)

<<^4Ii^ " /'" ^^41,^

«lN «, —

(.' -^ 4 .° I.'.) «in ' (7-st) -!- 4 .' 1,^ cc>«' (7-st) ^ .'(.' «in 2 (7-st) ^. 41^)

2 -^ I,„ c°« (7 —st) l^ '^ .^ «in " (7 — st) -^ 4 1^

.' ^ 4 1,1
u. s. w.

4. Aufgabt, vat, 1,^, m.^, «.

Geom. (Fig. 23.) Wird durch einen beliebigen Punkt ^/ der ^r (— m^) gezogen
^.'ll' i> H,I3, H/0' >j ^0, so entsteht -^ v'^'c' ^ L.^0 ^- «; geometrischer
Ort für ^ ist demnach der über L'0' (tt'I" -^ rll') beschriebene,des Winkels
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« fähige Kreisabschnitt. Ein anderer Ort für H.' ist 5H, Schenkel des Winkels
^v — 3; es ist aber 3 Winkel des rechtwinkeligen Dreiecks HPV, von dem
HI? ^- m^ und ^v — d^ gegeben. Construire also das rechtwinkelige Dreieck
H^o, verlängere I'O über I' und über v, trage ab ein beliebiges I?L' — ?0^,
beschreibe über L'd!' einen Kreisabschnitt, fähig «, welcher die ?H schneide in H/,
ziehe H.L', H,'<ü', ziehe aus H. Parellelen zu ^,'L', H.'L', welche die verlängerte
VI? schneiden in L und <ü, so ist .4,80 das gesuchte Dreieck. — Beweis leicht. —

Trigonom.

3in c> ^^ 0H.' V'c!' 1^0'
2 »In « ; Oli' ^^ r' 008 «.

Durch 0^', VI' und 3 ist bestimmt der Punkt H' oder die 5H/ und der
Winkel O^'I? ^ 7,.

^ 8?N (3->-'/,) 1-'8!n(90° —3-!-^) ^ r'L08( z—7!) ^1-0'008(8—^).r^^-0H.

8IN?!

«IN 2

0l?

OH/

eo» u 008 s »in«cos 6

3IN 3 ^-------------------- 8IN 2 — 008 « 8IN 3 — 008 !X 008 0 j

3?H.' : ?H - ?ll' : ^L; ^0 -
m« 8IN l/. 008 z

I'L
«In « 008 8

)8 (3 — -^) '
IN-, 8IN «c

003 ü 003 v> -j— «in ü «In 7) cos v> -^ tLNZ 8 8in ?l

2 i.2 < 2 2 «> i 2 I?D " ll
003 />-^I-----3IN ?>ri^1-----008 «008 0—1-----003 <X------5-—'-------

III „-----I'V 008 IX

2 ,2 ,2>, 008 «

2
lN„ M„

2/1 2 > , 1 2 2
N (^1 ----- 003 «) ^ I! 003 N

2.2 , ,2 2
IN 8IN « ^>— II 008 «

tllNZ 6 3ln '/> ^^ taNA 0 003 3 003 « ^^ «In n'008 « ^^ -------------------------,IN.

rC^^
IN, 3IN « '----N» 0N3«-<-^ IN »In «-^Ü 003 «« ^ ll ^ ll

II,^ 003 « ^>-1^-^-„ ^ . 2 , , 2 2
>^ IN »IN «"^N 008 !7. 8IN <X
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2. Auflösung. Das /^ H5O kann construirt werben; es gibt 5, L und 0
Wären zu finden, wenn (Fig. 24) 0 bekannt wäre, weil 08 — 00 —^0^ sein
muß. Ein geometrischer Ort für 0 ist die in 5 zu D5 errichtete Senkrechte 5V»
ein anderer ist 0H< 0^. aber Ist Schenkel von 0^.5 ^ v,. Nun'ist

05 . ^^, . 1° 008 «
»IN 7) 05H. 008 « «080^ r

Lege also hin eine Gerade XL, errichte in einem beliebigen Punkte derselben die
VH, (— n^) ^ XL und beschreibe aus H, mit einem Radius gleich m^, einen
Bogen, welcher die X? schneide in 5; lege an ^5 in 5 einen Winkel ^52 — <^
und fälle HI ^ 52, fo ist

Mg 8M V! — Mg «03 « «08 3 ^-: 51 eos 3.

Trage 511 — 51 auf 5H ab und fälle NK ^ 50:
Mg »In » ^^ 5H ec>8 3 ^- 5X.

Halbire 5H, (— n>ll), beschreibe über 5H als Durchmesser einen Kreis, beschreibe
aus 5 mit 515 als Radius einen Bogen, welcher den Kreis schneide in I., ziehe HI^
so ist ^ 5HI. -- ^; also HI. geometrischerOrt für 0. Beschreibe aus dem
Durchschuittspunkte0 der 5V und HI, mit OH als Radius einen Kreis, welcher
die XL schneide in L und 0; ziehe HL, H0, so ist HL0 das gesuchte Dreieck.

3. Auflösung. Das Dreieck HD5 gibt H und 3, die verlängerte 1)5 einen
geometrischen Ort für L und 0. Wird (Fig. 25) H5 um 50 — H5 verlängert
und 00 gezogen, so ist ^ H00 ^ ^ -^ ß ^- 180" — «, also bekannt; 'daher
der, andere geometrische Ort für 0 ein über H0 (— 2 m^) beschriebenerKreis¬
abschnitt, fähig 180° — «; u. s. w.

Trigonom. Es ist ^ 500 ^ «; also
m°

00 - . 00

50--

sin 500

kill 500

00

05
00

8lN «

s!n 500
sin 050

«in 050

; 05 — r' eo8 «;

«!n 500

«!n (90° . z)
, sin 500

003 <>

«08 « L08 z

-- «in (500 -^ 050) -- 8!n ^500 -!- 180° — (90° — zH
-- 8in (500 ^- 90° -j- 5) -- eo8 (500 -l- 3)
— «08 3 -08 500 — 8in 3 8ln 500
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— eo3 3 ^ 1 — oo» n eo,8 « --- «08 « 0)5 3 8l!I 3;

50ll ^ ^/'
008

81N z-

008 <x 008

008

008 « 8III

— Il„

z-

?0ll ^ ,11 ------ IN 008 « 008 « — I'«

008

008 « !/'
IN^ 8IN « I, 008 «

?<ü -- ^ H -^ ^
I^0ll ----- ll^ 008«->-^ m 81N «->-!, 008 «

8IN «

^'
III^ 8lN ^ -!— Il 0(8 !X

81N «

4. Es ist:
^ -4- 0L^

. ^ ^. v^ ^ ,,^ -^ (^ a - v?) '

- ..' ^ 2 d 0 008 « ^^ l>, 2 008 «. ^^ n, -^ 2 «, Ii^, eot

2 ü, I,,, 00t « 1 2

4 ll Ii,, 00t «

.!/
^N»008«^A^ IN 8IN «^d 008 l^

— 2d. 00t«-!-^ 4u/-i-4l/cot'
8IN «

Die vorstehende Gleichung gibt folgende, allerdings nicht einfache,
geometrische Auflösung:

Construire ^.50, lege (Fig. 26) an H? in H. an ^ XH.l' — «, trage
auf H.^ ab ^.6 ^ ^v (-. Kg), Me (^ic ^, ^X, ri ^ ^X, so ist:

I'I ^^ m» «in «; ^x ^^ I,» 008 «
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I.I-
ziehe durch 5 die ?2 » HX, ziehe KI. H Hl', ziehe I.I, so ist:

?^ -i- I'^ ^ ^1^ -i- HX^ ^ n^ «!n ^ « ^_ 1.2 ^ 2 ^.
schneide von I.? ein Stück 1.^1 ^ I.I ab, so ist:

I^l— —LI'-i-I^N^^ —HIi^-!-I.I — —b^ co8 «-<- ^ lu««>n « -!-Ii cos ?. — ^ a «in «x

errichte U^ (-- N?) ^. Nil', ziehe Ny jj N?, so ist:
IM ^^ NX ^^ ^ »in « — -^ », »In «;

demnach (HI' ^^ ^ »;
verlängere I'D über I? und v hinaus, bis 58 — ?<I — I'y, ziehe HL, HO,
so ist HN0 das gesuchte Dreieck.

Die Gleichung ^ -^ ^ li^t, « -»- ^ «, I.l! ,2
- «, — ---- .'H «u^ ^ . ...^

gibt eine einfachere geometrischeAuflösung. Construire wieder /^ H?v, ziehe
(Fig. 27) HX <j rv, lege an HX in H ^c X^II ^ «, fälle HI ^ HX, fo ist
HI -^ !>ll cot «; errichte HX (- HI) ^. HI', ziehe XI', so ist:

X^ ^ m^ -l- HX^ ^ n>^ -<- Ii^ eot ^ °c;

demnach 2. ^ ^ __ ^i _s_ ^x --- __ ^ _^_ ^^;

trage auf X? ab, XI. ^ XH, fo ist I'I. ^ -^ »;
verlängere?l) über ? und v bis 5L — r<ü — I'I. ist u. s. w.

5. Aufgabe, vat. » ^- i,^ --. 8, ß, ^.
Gcoiu. H. Const«ure ein dem gesuchtenähnliches Dreieck HL'6' (Fig. 28);
sälle HD' ^ L'L'. Es ist dann

«,: Ii,^ ^^ »/ : I>^; » -^ n^ : », ^^ »," ^ l>" : a^; » : »' ^^ a : a' ^^ I>: l>' ^^ o : e'»

Verlängere also HIV um V'I' — L'6' ^- »,'; trage auf H? ab H(3^ ^^ ^
^ a -I- Ii^, ziehe ?0', ziehe 6L >j I'c', ziehe Lll j> L'L', fo ist HL0 das
gesuchte Dreieck. Beweis leicht.

8. Es muß sein a : I>2 a' : d' b'.

verlängere also (Fig. 29) Lc!' (-^ l^') um 6'5 -^ H'v', lege an L? unter
beliebigem Winkel Ltt (-- «), ziehe ^(3, ziehe 0'H Ij!?«, so ist LII-^ll; n. s. w.

<ü. Ist im DreieckeH'LL' (Fig. 29) V0' ^ «,' ^ «, so ist:
130 : HD — V0' : H'v' oder n : 1,^ ^ s : 1^, also auch », : a -i- n^,

"^ L:» -4- I>,' oder a, :» ^^ 8: z -j- l>'; demnach a — I,̂ , d. h. u. s. w.
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v. Ist im ähnlichen Dreiecke H,'L6' die H.'O' — 8, so ergibt sich:

Kg : »-»-Kg ^ K'.^<-^Ii'^l,g : L — 8'.a'-<-8; ^ — , d. h. ...

ferner: » : d^ ^^ ^' ' ^« ob^' a : ----------- -^ »': 8, also a -^ ----------- , d. h. ...
«, -j-L »,^^8

Trigonom. H. Wird durch l^ die a in ui -i- n getheilt, so ist:

» "l" I'll ^ » ^ ui -l- n -1- 1,^ — ^ ^ ^a <"t st ^" lia «ot ^

00t st ->- Lot 's
''^ 1 -«- cot st -<- cot -s '

a -^ 8
1 ^j- cot st ->- cot -s

008 st »in 's -<- »In st 003 's 8in (st -<- 's)

8IN st 8M V -^ «08 st 3IN 's ^ 81N st L08 's 8IN st 8IN 's ^- 3Ill (st ">- 's) '

V. Wird (Fig. 28) in dem dem gesuchtenähnlichenDreieck ^L'O' die
P'O' durch die l<^ in w' -<- n' getheilt, so ist:

in' -<- n' ^^ !< (cot st ->- cot 's) ^^ »,'; cot st -^ cot ^

2' -!- K'

I'«

1 ->- cot st -^ cot 's —
tl

^

es war cot st -<- cot 's
1 -l- cot st -4- cot 's '

also ist
^

l«, ^- 8

und » : «,' — 8 : »/ -!- K'___ (Vgl. Geom. ^. L,).

c?. Es ist auch

^
8IN st 1

o"
8IN 's ^^

^.^

es war - 8 3lN (st -s- 's)

(st -^ 's) "^ 8IN «c b'

«!n st 3IN 's -j" 3IN (st ^ 's) '
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also ist:
8

b«

- — 8 °' K^ - — s a' li^ —b' 8 ll'

^ > ^ ^' ^ °' ^ ^ -^'' ^ ^"»-^
K' «' b'

g, : 8 -^ a' : «,' -I- d' (vgl. Geom. H,. L).

I). Ist in dem dem gesuchten ähnlichen Dreiecke »'--8 und wird »' — F
durch die l^ getheilt in v -l- 'l?, so ist:

8 ^ ^ 8
V ->- 1? -^ II ' (cot ß -!- cot ^) — 8 ; 1 -i- LOt ß -i- oot -^ -: 1 -j---------- ^-1 ------------.

^. ec>t ß -I» cot V
«lio ll — 8 -7——^ !, ,------!-----^ —

^^'

^

^^'
(Vgl. Geom. 0.).

also a

N. Ist im ähnlichen Dreiecke ^ ^ ^ und wird a' durch K' getheilt in
V' -> n', so ist:

v' ^ -l?' ^: 8 cot ß -^- 8 eot ^ ^^ 8 («ot ß -j- oot v) ^- «,';
8 (cot ß->-eot ^) ll' »'s ll' 8
1-j- oot ß-i- «ot-s V' >v' ^ 8-t-V'-^-1v' ' ll'-!-3

8 8
(Vgl. Geom. 0.).

„ ll 8iu V 8IN L 8III «-s- 8IN V 8lN ß
P ^^ », -!--------------^--------— ^^ ll ------------:------^-------—

I'. Es ist:

—' », -!" Kg, — ü, ^°- e 8in

8 8lN «

81N «

s!n « ->- 8IN V 3IN ß

0. Es sei (Fig. 29) HL0 das gesuchte, ^'L0' das diesem ähnliche
Dreieck, worin LL' — «.' ^ 8 ^ «, ^- i^, also 00' ^ H.0 — 1,^. Wird
H.0' gezogen, so ist:

eot H.0'8 ^- c:c>t e ^^
V0'
^0

V0-4-00' ^ «ot's->-K^
HD -- 1 -I- oot 's.

Nun ist I,, -. ^0 - 00' - ^' 8i° 0^0' ^ ^'8in(7-e)
8!ll ^00' 8IU 's
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H^' -- L(!' 8IN ß -- L 8lU ß
8iu O-j-e) °8in(ß-<-L)'

Z sinßsin (^—3) __8 5in ß 8in-se08 2—LOZ^sill L__8 8inß LmveotL—008 V
8lN ^ »in (ß^2) LlN -f ' 8M ß 00g 2 -<- 008 ß 8iu 2 8lU ^ ' 8lU ß cot 2-^-008 ß

8 8inß 8inV->-008^— 008 V 8 8il> ß 8IN V
^ 8iu V ' 8in ß-<-8lu ß eot v-i-oo3st 8IU V ' 8iu ß8in v-!-3iii ß oo8V-^-c08ß8in v

8!U V

8 8IN ß 8IN ^
«in ^3 8M V -<- 81N (ß ->- 's)

/'^ 8IN ß 8IN V
--3 ---- dg, — 8 l 1 --------^----- v))^

8 8IU (ß-!-7)
LIN ß 81N v-s-8iu (^-!-v) ^ 8in ß Liu's-I-8iu(ß-s-'s)'

n. Um aus H.L0' mit Lll' ^ 8, ß, V zu finden H.L0, muß an L6'
in 0' angelegt werden -^ H<Ü'L — 2 und H<ü >j H'C gezogen werden; 2 aber
ist bestimmt durch

00t 2 — 1 -!- 00t v;

Fälle H/v' ^ L0':
v'0' n' . n' ^a ^ ll'

eot v ^^ ---------- ^^ ------; cot 2 — 1 -j----------- ---------------;
H/D' d' d' li'

Verlängere DO' (^ u') um O'? ^ H.D' --- d^, ziehe H.'?, so ist

cot H.'I'L ^
H.'v' H.0' ^

— 00t 2 ;

also -^ HI"L -- 2; ziehe c-'H. <j ?H', ziehe HO >j H.'C, so ist HV0. das
gesuchte Dreieck; denn

4^ HL<ü ^ ß; HOL -- H.'c!'L - v (Constr.).
Da ferner /x HL« ^ H.L0' (Constr.) so ist:

» : da -- »' : d'

Ä -i- Kg, : a — »,' -i- u^ »' — L? : L0'

H.«' li H.'I' (Constr.)
L? : LO' — LH' : LH.

LH.' : LH — L0' : LO
-^ a' : a

» -5- dg :» — »': »

» -i- dg, r^ »' -^ 8.
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6. Aufgabe, vat. Kb -1- !><. — «, st, ^.

Gcom. H. Construire ein Dreieck, dem gesuchten ähnlich; die Seiten seien»', b', o';
die Höhen 1^, 1,^, !^. Es ist (Fig. 30): ,

1,1, : Ii/ — a : »'; t>l) — ^—!,/; u^ : I,' — » : »'; li^ — -^. ,,'
»' ^ 2' ^

«K -l^ "« ^ —7 (^ "^ "0)' a: a' — Iil, -i- I'L : Ii^ -^- l,^ — 8 : 3'; also------

L. Es ist (Fig. 31):

a : b — I>l, : K(> ; e : d ^^ <:' : b'

«d : ^o ^ e' : d'

Wird aber -^ («', d') — « halbirt, so ist, wenn die ^ die a' theilt in v'-l- ^v',
0' : b' — v': ^v', also auch l,^ : Ii^ ^^ v':^v', l,z, -j- !><. : Iiz, -^ v'-j-«?': v"
oder s : I^ ^^ »' : v'; demnach ____

Ist a' — v' -j- ^v' gleich 3 — Iiz, -i- «<> gemacht, oder ist ein Dreieck
mit «/ ^^ 8, st, -s construirt, so ist

8 : I,h ^^ «,' : v' ^^ 8 : v' ^^ 8 : 1,^ ; also v' ^^ liz, ; da aber
v' -i- ^' — a' — 8, so theilt t' die n,' in nz, -i- !,<>.

Trigonom. aä ^.

ll : «,' '^ 8 : d/ -^- I,' ^-1 8 : 2' 8lll '^ -i- ll' 8IN st

8IN ^ -j- 8,1! st

Oder (Fig. 30): Nll^a--
Vtt «In N60 8 «08 (30H. 8 eo8

8iu (^0L »!n ('s -I- QL^,) ' 8ln (-s-j-s)

8 «08 3 8

8in -^ oc>8 3 ->- oc>8 V 8!n 3 8IN V -j- 008 V tllNK 3

5 ^ ^ ^_ ^ ^l) »in st ^n^
""6 V0 "' 1)0 " L0C087 ^ 008^

8IN st «in V -l- 8IN ß
3IN V -^- L03 V "—^ ' ^
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aä L. Lll---a---
5 in 's

8 v' o 8lN --- « » 8IN 's 8IN ^ «

5ill (^ -i- ^ «) sin « 8IN (7 -l- ^ °c)

8lN 's

8lN

8 8IN 's 8IN -^ «

«c 8iu ('s ^ -^ «) 2 008 -^ « eo8 -^ (st — 's)2 — «V,« ^

8

2 5M z (st-j. 7) °°«^(st-7)

Ist Ä,' - 8 gemacht, so ist:

8lN st -j- 8IN 's

I'b -- V ^
Ä 8IN V 8M ^ « 8 8IN 's

s!n !/. 8IN ('s ->- -^ «) 2 C08 -^ «c «c)8 -^ (st — 's)

8IN st -<- 8III V

<!. Es ist auch unabhängig von der geometrischen Auflösung:
I'b 8 — », 8IN st ->- Ä 8IU 's ^^ 2, (eill st »j- 8IN 's);

8 8

8IN st -<- 8IN ->s 2 8!n ^- (st -^ 's) 008 ^ (st----'s)

Die erste Gleichung gibt aber, wenn an eine Linie LL' — 8 angelegt
werden st und -s und aus den Scheiteln der Winkel auf die Gegenseiten die Senk¬
rechten t und F gefällt werden, da dann

88IU st

ll —

In Betreff der Gleichung a -

, 8IN V — -^ , 8IN st -^- 8lN v ^-^ ------------—'8 8

; «, : 8 ^^ 8 : k -<- Z; also ....

ist zn
2 8inz(st^--s) oo8^.(st-7)

beachten, daß ^ (st — -s) dem d — 0, also auch dem K' — e' gegenüberliegt.

Wird also in einem Dreiecke mit a' (- 3) st, -s (Fig. 31) auf H,'6' ein
Stück H.H — ^,'L — 0' abgetragen und LH gezogen, fo ist ^ UL6' —
F-O — 7)- Wird in 0' zu LO' eine Senkrechte errichtet, welche vou der über H
verlängerten LH in L geschnitten werde, so ist:
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^

LO'
003 LLO' 003 ^ (ß — 7)

^ LL;

LLdemnach
» ^- -------^-----

«n «- (st -!- 7)
und wenn-LL in 8 halbirt wird:

Vit

138
Ä, ^:

Da ^ HLO' ^ 2. (ß^^, s, ist HLH' - ß - ^ O - 7) --
-^ O -> 7); wird L0' ^. H'O' gefällt, so ist -^ HLV' -^ 90° — «, also
-^ V'LH -^ -!- (st -l- 7) — 90" -!- « ^ ^ «. Errichtet man nun in 8 zu L3
eine Senkrechte, welche die Lv' schneide in 7', so ist

L8 L3
ec>8 ^ « eo8 1L8

^ L?.

Daher die geometrische Auflösung: Lege eine Linie LO' — s hin, lege an
LO' in L einen Winkel gleich ß, in 0' einen Winkel gleich 7; die Schenkel beider
Winkel schneiden sich in H'. Trage auf H'O' ab H'H -- H'L, ziehe LH,
verlängere LH über H, errichte in 0' eine Senkrechtezu LO', welche die verlängerte
LH schneide in L, Halbire LIi in 8, errichte in 6 zu L8 eine Senkrechte 8V, fälle
aus L die 1,^, welche die 8V schneide in ^r, trage auf L0' ab LO -^ L?, ziehe
durch 0 die «4 II O'H', so ist HLO das gesuchte Dreieck.

Beweis.
/!, HLO ^ H'LO' (Constr.)

1. ^ HL« ^ ß; 2. ^ HOL -- 7; 3. d» - ^7 ^? u<- - _^_ ^

^ ^ b« - — (^ ^ °^)

Halbire -^ LH.'«' durch HI.; HI. schneide LU in ?;
LI. : 1.0' -- 0' : b' - 1,^ : 1^

^i. -r- l>^ : «i. ^ 2Q -^- 1.0' : LI. -^ a' : LI..

^ -l- I.' - ^' VI.
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also
db "^ deL ^ — . » —-LI. ^' LI.

^ LL'L ^, 86?

Lv' : LH --- L8 ! L?
-^ LH,'!. .

H'L -
- 0'H'L ) ^, ^,^ Constr.)^ H'H l

LL ^ 2 LL
Lv' : 2 LL ^ ^ LL : L0
LI)' .L0 ^ LL.LL

^X LLL ^ L0L

LL : LL -- L0' : LL

LL.LL --- LV'.LI. -- »'.LI.

LL' .8« --- »'.LI.

l>b> 3, -^ »,' . LI.

l'b 8,'

LI.

LI. 2

7. Aufgabe. In der Dreiecks-Seite HO soll ein Punkt o bestimmt
werden, so daß DL (>j L0) i- vtt (^. LL) ist.

Geom. H: Es soll (Fig. 32) sein: DL : 06 -- 1 : 1. Wird 05 gezogen und
aus einem beliebigen Punkte I der H,« die IL H L0, so ist:

CD : (ÜI -- LL : III;
also muß auch sein:

0L : 01 -- DK : IL.

Wird aber IL ^. L0 gefällt, so ist:
00 : 01 - vtt : IL;

also muß IL (^, L0) — iL (jj L0) sein; das kann gemacht werden, da I ein
beliebiger Punkt der H,0 ist. Durch IL ^ L0 und gleich IL (^. L0)^ wird 2
und so die 035, also die 50 (»L0) bestimmt.
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TrigoNVM. Die our ist bestimmt durch ^ rOL -. 7!. Fälle UN ^ LO; es ist
NO

LOt 71 ^^: ----— ^-" NU
Ni.^-1.0 m-1-1.0 1.1-1-1.0

NU

or ^ ^0

00 ^ oi'

»in «

1.1
d sin «

I.I -- 1-i-c-at-s;

«!n (st -!- 7,) «in (st -1- 7>) '

«in 71 d «in « «in 7)

sin ^ »in (st -i- 7>) «in '^ '

V. Es ist: g!n s^ — 7,)
DO ^ Ol) «in V ^ Dl' -- OD V ------^!-;

' «IN 7,

«IN «in (^ — 7>) «In V cos 7! — eo« V «in 7!
sin 7! sin 7>

^^ «In ^ eot 7! ---- L03 ^;

«in V -1- L08 V
«ot 7! — ---------^-------------!- .

«IN V

Da MIN 0 durch ro (jj LO) bestimmt wird, ? aber abhängig ist von 7!, so kann
die Aufgabe gelös't werden, sobald 7, bestimmt ist.

V «In V -!— V oc>8 V
oc>t 7! ^^ -------------*-------------------̂—.

v »in v

Wird von OH ein Stück Ol -^ v abgeschnittenund II, ^ LO gefällt, so ist
11> — V »In ^; 1.0 ^^ V e<)8 ^, also

II. -1-1.0
«Ol 7> — II.

Wird von 1.6 ein Stück I.N -^ II. abgeschnitten, in N die NN (— II.) ^ LO
errichtet nnd HO gezogen, so ist:

II. -1-1.0 I.N -1- 1.0 NO
««t 7, - ------^— ^ „« ^ ^^ ^ ^ ^^

also 7> — UON. Vorstehende trigonometrische Auflösung führt also, auf obige
geometrische Auflösung.

" ^ ist ^^^^^^^^^^^^,
«IN st ' ,

^0 «in « — DO «in n — DO «in v «in st

DO («in n -j- «in st «in ^) ^- ^,0 «in <x ^^ d «in «
l> «in «

DO
«in n -1- «in st «in v
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Aus vorstehender Gleichung ergibt sich eine andere geometrische Auflösung.

DO
l» «in «

«IN lX

»in ß
sin «-<- «in ß sin V «in « . «,

' . ^, -s- «IN V ----------!_
8IN st ' ^, ^^

also DO : b — » : s, -^- n^; also......

Diese geometrische Auflösung der Aufgabe ergibt sich direkt also:
/>, 1)5^. ^» LL^

VI' : u^ — v<3 ^ LL : n^

v(3 : ^ — Ott ^ a : I,»
Dl' : n«

0« : !,« -^ DL : H,0 -- 1)0 : d

vc? : d — », : ll -i- n^.

v. Der Punkt 0 ist ein Punkt der öl), Schenkels des Winkels H,LV ^ 3;
es ist aber

50 Lv Lv 8IN

^^^^^^^^ Lil, L50 «in st '
50 ^ va ^ Lv «in (,L —3);

folglich «in 3
«in

«in (ß — 5) — «in ß eo8 3 — «08 ß «in 3

«in 6 ^^ «in ^3 eo« n — «in ß oc»3 ^3 «in 3

tan^ 3 — «in ß — «in ß oo« ß tan^ 3

tlUI" 6 ^^

' 2 c>
8IN st

8lN st 008 st

Diese Gleichung führt zu einer geometrischen Auflösung, ähnlich der ersten.
Denn «IN ^ st

ts,NK u ^^ .—^----------------------------
1 -4- «in st ec>8 st

ß
u ^- L «in ^ eo« ^H '

o 8in !3 ^^ n^ ; <: 8in ,L oo8 ^ ^: n^ oo8 ^;

Ziehe ^li (- n^) ü L0, fälle 1^3 ^ L^, ziehe liL;

o 8in st o?8 st — Ii^ ec>8 st ^^ H,8,

e ->- o 8in st eo« ß ^^ <: -<- H8 2^ L8,

L 8in " ß ^^ e «in ,L . «in st — Ii^ «in ß — ^li «in st -^ Ii3;
?
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>u

— tanZ liLH.
also ^ N8

Fälle demnach 1,^, ziehe HK (^ K^) jj LL, ziehe LL; der Durchschnittspunkt der
NL und HL ist der gesuchte Punkt 0.

8. Aufgabe. In der Dreiecks-Seite HL soll ein Punkt 0 gesucht werden,
so daß v^ (^ HL) gleich ist der Verbindungslinie von 0 mit dem Fußpunkte
der I^.

Geom. H. Es sei (Fig. 33) VI? (^_LL) ^ 0(3 (HL^,LL); Wird LH^HL
gezogen, so ist:

HI) : HL -- VI' : 011;
es muß also auch sein HD : HL ^ DL : LH. Wird HL über tt verlängert und
aus L zu Ott eine Parallele gezogen, welche die verlängerte H(3 schneide in I,
so ist:

HD : HL ^ I)L : LI,
es muß demnach LI — LH sein; also ....

Tligonom. HL — d 8in 7; LH ^2 b 8iu « — LI.
Durch HL, die verlängerte HL- und LI (^ LL) ist /X HLI bestimmt.

^^ s,^ »in (^ -i- 2) d »In « «in (^ -j- v>) ^
«in X 003

HL
008 7> — 8IU l — —1^1— 8iu > ^^LI b 31N«

b 008 v
003 ^ -^ .___' ,8lll «

8in (v -s^ ?>) ^^ 8in V 008 71 ->- 008 V 8IN 7!

008 V
-^ 81N V —I

8lN «, -^008^

l/^--------------2----
l 8IN « — 008 ^

81ll «

008 V / . , l/ . 2 2 >
-^ —^-----'^ ^81ll V ^ ^ 3M « '— 008 V )

8lN « ' '

HI ^- d (.8M ^ -^ ^ 8M ^ « — 008 ^ ) .

HD : HL ^ HL: HI;

HL. HL d . d 8in ^ d 8M ^HD-
HI

d («iu's^»^ 8iu^«c — 003^^) 8in^»<-^ 8iu^« — 003^
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L. Geom. Es sei wieder v? (_!, HL) -- Ott (H<3 ^, L0). Wird in einem
beliebigenPunkte der H,V (Fig. 33), in K, die XN ^ HL errichtet, aus N mit
AN als Radius ein Bogen beschrieben, welcher die HH schneide in I., und NIV
gezogen, so ist XU — Nv; da v? — v<3 sein soll, ist

KN : VI? --- NI. : Ott;
es ist aber KU : v? ^ HN : HD (Constr.)

HN : HU ^- NI. : Ott

6V jj IM;
also ....

Trigonom.

Hv ^

«in HLN ^^ «in ^ ^^ -

H6 sin l °a 8in l

HN . HU
> ,^ «IN /, ---- ..,,

li^ eo3 's

eo« v —
«IN «

l> «in v eo« v

zinHvds 8in(7>^'s) «in« «in (7>^-'s) «in « «in (7>-^-'s)

b 8in -s
!/

o.
«IN 's

Dl' — HD 8in « — vtt

«in >,
8IN « — -----^-------- ^:

8in « — C08 's

(Vgl. H,)

HO 8IN

«IN l

008 's
»in l

8IN 's

V^_7^^_^)H^;
«IN ?!

«c>3 v
8M l ^^ -----------—

8IN <X

«IN 7!

^ d «In 's HD -^'^
«IN 7)

HD 8in « — (d —HD)
«IN 7> «IN 7!

HD («in 's -^ «in « «in '/)) — d «in 's

«in 's -^ «in « «in 7!

. y , ^ . <1 ^ ?08 V «in «----008 V
8in"7> —008 " l—1----«IN l^^l------------? ^——:-----ö----------^

«IN « «IN ^«

HD -

«n « 8M 7) — "

d 8in 's

8in ^ !7. — «o« 's

, l/ . 2 2
3IN 's -<- l 8IN « — «08 's

Nun ist:

'2 6 2 ^^ . 2 2
SIN K ——^-; 008 's^^'—^; «IN «— L03 's-

n^-60'
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«IN V ^ ^ »III «----008 ^
HO 10 HO -»- 10 HI

HD ^ d »in ^ HO d.HO

«IN « ---- 008 V
HI HI

HD : b — HO : HI.

Obige trigonometrische Auflösung führt demnach auf die erste geometrische Auflösung.

D. Wird statt 7i der Winkel 000 ^ ^ benutzt, so ist:

HI)

llo »in -s d
»in ^.

I) ea» v »in v

o «08 V 8IN V
DO ^ —^ - -------------7-l---------^- ^ Dl' - HD 8in <x.

»IN ^. »IN ^.

Vorher war HD

d «in 2 V '

»in « »in ^. «in oc »in >/. '

o »in ^

»in ^ -j- »in «, »in '/>

»in « »in ^
es muß also »In 's -!- »in « «in 71

sein. Es ist aber:

Co» 7

DO
»in v »in ^.Oll

»in v -s- «In <x «in vi

DO

«in l,.

»IN ^.; »IN 71^^
I)ll Dll

8IN ^ ' 8IN ^.
Oll ""''' boo«-s"

(1)0 ->- I)ll «in «);d 00« v

00 -z- Dll «in « ^ vr -^- Oll 8in « --- HD «in « -^- Dll «In « -- d »in x

«in V ->- «in « »in 7> d «in « «in « «IN !^.

I> eo« v «o« v

Oder: »in ^ — »in (^! ^ v) ^^ «In 71 «08 V -!- 008 71 «in v;

l/^^2---------------2-----
008 V . ^ »IN « ---- 008 V

008 71 — —^—^- : »IN 71 ^^---------------------------------------—:
»IN IX »IN «

008 V !/^ 2 2 , . «o« V
«IN ^. -^---------- — ^ »IN « ---- 008 V -^ »IN V ----------—

»IN « ' ' «IN <x

«08 V / . , l/" 2--------------------2------X
— -----^------^ V^lN V ^ ^ «IN « ---- 008 V )»IN « ' '
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«m « «IN U.

HD ^

3lN V

d L0« V «in V

»in « «in ^/.

«in « — eo« 7;

d «In ^

LlN 's «IN cos v

9. Aufgabe. Von den Dreiecks-Seiten LH, und 0H sollen Lv und 05 so abge¬
schnitten werden, daß Lv : 05 — m : n und 1)5 — ä ist.

Geom. Es sei die Aufgabe gelöst: es sei (Fig. 34) Lv : 05 ^ m : n und
V5 ^ 6. Wird LI) verlegt nach 5H (ziehe LH j> 05, 511 j> HL), so muß
511 : 50 — in : n und, wenn die Gerade 0N0 gezogen wird, H0:H0 — m:n,

H0 — ----- H0 — ----- d sein; das kann gemacht werden. Ferner muß, da

LH — 1)5 ist, LH ^ ä sein. Durch H0 ^ — d wird 67, also 00, ein

geometrischerOrt für H, durch LH — ä eiu anderer geometrischer 3)rt für U
bestimmt. Ist aber H, also LH gefunden, so ist 5 («5 » HL) und I) (5V >j HL)

sofort zu bestimmen. Schneide also von HL ein Stück H0 — ----- d ab, ziehe (-6,

beschreibe aus L mit einem Radius gleich ä einen Bogen, der die 00 schneide
in H, ziehe LH, ziehe ll5 >j LH, ziehe 5V j> V.L.

Beweis leicht!

Trigonom. H. Ans /X H00 ergibt sich, wenn 0K ^ HO gefällt wird:

eot H00 ^^ 00t ^ ^
1(0 d—HI( d—H0co««

^ ln
n n—incos«

1(0 1(0 H0 «in «,
d «in °c m «IN «

Das Dreieck LL0 gibt:
LH «in HL0011 - cl «in '/! ä «in 7>

«in U0L «in 'r «in ('s— ^.)

> '/, — -/. — ^ — /. — ('s — ^.) .
LI L0 «in ^7

Fülle LI ^ 00; «in /. ^

Das Dreieck 5H0 endlich gibt 5H (-. Lv) nnd 50:

ll «IN ('s ---- ^)

5H - 011 «in l/. ä «in '/, «in ^.
«In « «in « «in ('s — ^.)
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?d ^
sin «

ä »in '/> Lin (» -^ ^,)
»in « sin (v — ^)

Ist nun vom /^ H,V(? gegeben d, o, «, so ist a ^^ ^ d^ -^- ^ — 2 d« eo8 «^
d — <: eo8 <x

zu setzen und 's etwa durch eot 's — LIN « zu berechnen; es ergeben

sich dann für die Rechnung folgende Gleichungen:

d—-«008« n----McoLlX
eotv^^--------:--------; «c>t^.^^---------1------- ; Linx,'in sin «

ä «in ^ sin <^.

(v—l^) ^ ^ ^ — ^ ^^^ ^
« «in «

V! — X, -i- ^. — 's; Lv

Trigonom. L.

^ ^ ^ ä LJN7, Lin («-i-^.)
Lin « »in ('s — ^».) ' »in « 5in ('s — u.)

,__ . ^ . ^ <1 «in v' ^.^. ,^, . ^, , 6 «in ß'
LI) — HL — ^v — e-------------------^ ; 0? — H.0 — H? — d------------—^-:LIN « LIN «

LI) : cü? ^ in : n; n . LD ^ in . W;

ne »in <x — nd sin v' ^^ ind sin « — inä sin ß'

(ne— md) Lin « ^^ H (n«inv'— in Lin ß') —6 s^nLin's'— ni «in (<x ^ v')^

r-- 6 (n Lin 's' — N sin </. «0L 's' — IN C08 ac Lin v')

sno — nid) 8in « . , >,
-------------^----------- ^^ LIN 's (n ---- IN L0L «) ---- IN LIN lX L08 's ;

Es sei

(n« — ind) »in «

n — IN 008 «c
m Lin « oot ^. (Vgl. oben.)

Lin 's' IN Lin n cot l,. — IN Lin <x cos 's'

«in 's' «03 ^ — L08 's' »in ^^^ in LIN «

!N LIN «

LIN ^

«IN '^. Lin ('s' — ^.)

. ^ , V (nc — ind) Lin « «in !7. (no — md) 8in u.
LIN (7'— l^) — -^--------------^---------------!— ^ -^-------------^-------- ^—incl »in «c mä>

^, ^. n — IN «OL « . , , (nc — md) «in ll.
Demnach: eot l>. — ----- ^ .___-----; Lin ('s' — ^.) — —--------^——!— ;IN «IN <x inä

ND - e __ ä «in 7' ^^.^ ä Lin(«^7')
8IU « LIN «
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Anmerkung. Oben ist benutzt der Hülfswintel x — ^-j-T, —^--v< — ^; es war
(7 —- ^ . «In (« -> ^)«, «in (v— l/.) » Lin

L(^ «in (« -^ ^) (HL — Htt) «in (« -z- l,.)

(e ------------d) »in (« -I- ^) . > >> , . >n ^ ^ (n« — md) «in (« -<- z,.)
Ntl

Da aber: sin («-^-^) ^
«IN ^. M

n

. ,„ . sno— md) «in l,. . , > /«, , ^ >
so ist 8IN /. — - ------------̂ --------— — SM (7 — l/.) (Vgl. oben.).

Il>I>> ««»-^<^'







XVI

V.

jrüümZen. UmllhIuH.

1. Die Schiller haben in den letztenWochenschriftlicheArbeiten anzufertigen,
welchedie sieben wichtigsten Unterrichtsfächerzum Gegenstandehaben. Sie
gelten einerseitsals Preisarbeiten, andererseitsals schriftlicheSchlußprüfung.

2. MündlicheKlassenprüfungenxw aseen«!! werdenam 23., 24., 25. und 26.
Augustabgehalten.

3. Am 28. begeht das Collegiummit der gewohntenkirchlichenFeier das Fest
seinesPatrons, des h. Augustinus. An demselbenTage wird von halb elf
Uhr ab die öffentlichePrüfung Statt finden; Nachmittags,von 3 Uhr ab, die
Schlußfeierund Entlassungder Abiturienten.

4. Die Ferien beginnenam 29. August, und dauern bis Mittwoch den 18.
Oktober,an welchemTage sich die Zöglingevor 6 Uhr Abendsin der Anstalt
wieder einzufindenhaben.

b. Die Prüfung für die zur Aufnahme gemeldetenAspirantenwird am Donnerstag,
dem 31. August, Morgens 8 Uhr, ihren Anfangnehmen.

lM l> «>«»»>,
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