Der Unterricht in der heschreibenden Geometrie
auf Realschulen,

Diﬂ Unterrichts- und Priifungs-Orduung der Realschulen vom 6. October 1859 ver-
langt von den Abiturienten sichere, geordnete und wissenschaftlich begriindete Kennt-
nisse in den Elementen der beschreibenden Geometrie. Dadurch ist in die Realschule ein
Unterrichtsgegenstand eingefithrt worden, welcher bisher nur auf technischen Lehranstalten
gelehrt zu werden pflegte. Aber nicht in der technischen Bedentung, in der Unterstiitzung
des Zeichenunterrichts, in der Aneignung der Fihigkeit, geometrische Zeichnungen zu
entwerfen und zu verstehen, liest der Hauptwerth dieses Unterrichts; vielmehr bildet
derselbe in hohem Masse eine Gymnastik des Geistes, welche die Denkkraft weckt und
iibt. — Ohne umfassende mathematische Kenntnisse vorauszusetzen, nimmt die beschreibende
GGeometrie vor Allem die Anschauung in Anspruch. Sie erfordert und erzielt klare Auf-
fassung der riimmlichen Verhiltnisse und bildet dadurch ein Gegengewicht und eine Er-
ginzung zu den fiibrigen Disciplinen, welche das mathematische Pensum der Prima aus-
machen, indem diese eine rechnende Betrachtung riumlicher Verhdltnisse begiinstigen und
dadurch, rein geometrischer Betrachtung gegeniiber, eine gewisse Einseitigkeit befordern.
Die Constructionen der beschreibenden Geometrie kinnen vom Schiiler nicht gedichtniss-
miissig und gedankenlos ausgefithrt werden, sondern erfordern ein wirkliches Versténdniss,
da ihn sonst eine jede Aenderung in der Lage fer Figur in Verwirrung setzen wiirde.
Darum kostet es zuniichst einige Mithe, ehe der Schiiler sich in die neue Betrachtungs-
weise hineingearbeitet hat. Ist dieses aber einmal geschehen, so hat er eine Handhabe
gewonnen, durch welche ihm die Anschauung riiumlicher Verhiltnisse leicht und die L-
sung vieler Aufgaben moglich gemacht ist. Zugleich wird er befihigt, ,die gemeinsame
Wurzel aufzufinden und den Organismus aufzudecken, durch welchen die verschieden-
artigsten Erscheinungen der Raumwelt miteinander verkniipft sind,** indem die beschreibende
Geometrie ihn in die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften einfithrt und ihm so
den Weg zu den fruchtbaren Principien und Anschauungsweisen der neueren Geometrie
erdftnet.

Die vorliezende Abhandlung setzt sich die Aufgabe, zusammenzustellen, was nach
der Ansicht des Verfassers in den mathematischen Unterricht iiber die beschreibende
Geometrie auf Realschulen gehort, damit derselbe mit dem iibrigen Unterricht zu einem

organischen Ganzen sich vereinige. Nach der Unterrichts-Ordnung ist die praktische Ein-
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iihung der Projectionslehre dem Zeichenunterricht in Prima zngewiesen, Deshalb sind
dic Fundamente der Theorie ausfiihrlicher behandelt, die Lisung der Hauptaufgaben der
Projectionslehre nur in ihren Grundziigen angedeutet. Durch die Einfithrung der geome-
trischen Verwandtschaften wird eine Anschauung gewonnen, welche auch fiir das praktische
Zeichnen, namentlich fiir die Anschaulichkeit des Zeichenunterrichts von grosser Bedeufung
ist und mehr Beachtung verdient, als ihr gewthnlich geschenkt wird. Ein Hauptgewicht
ist auf die Lehre von den Kegelschnitten gelegt worden, deren wichtigste Eigenschaften,
namentlich die gemeinschaftlichen, aus dem Kreise hergeleitet sind.

[. Parallel-Projection. — Affinitit.
§. 1. Die Projectionen,

Die beschreibende Geometrie hat den Zweck, ridumliche Figuren durch Zeichnung
in einer Ebene darzustellen, so dass alle Verhiiltnisse derselben in der ebenen Zeichnung
erkannt und alle Constructionen an denselben in der Ebene ausgefilhrt werden kinnen.
Dieser Zweck wird durch Projectionen erreicht. Man legt durch jeden Punkt der dar-
zustellenden Figur cine Linie (Projectionsstrahl, projicirende Linie), welche in der Ebene
der Zeichnung die Projection des Punktes bestimmt. Sind die projicirenden Strahlen
parallel, so ergiebt sich die Parallel-Projection; diese Art der Darstellung wird gewohn-
lich unter dem Namen Projection verstanden. Schneiden sich alle projicirenden Strahlen
in einem festen Punkte, so ergiebt sich die Central-Projection oder Perspective. Mit
der ersteren Art der Projection wollen wir uns zuniichst beschiftigen.

1) Zu jedem Punkte A gehort ein projicirender Strahl Aa, welcher die Projections-
ebene, die mit P bezeichnet werden mige, in a trifft.
2) Zu jeder Geraden AB gehiirt eine projicirende Ebene d. i. der Inbegriff der Pro-
jectionsstrahlen, welche von den einzelnen Punkten der Geraden ausgehen; diese Ebene
Fig, 1. schneidet die Projectionsebene in einer Geraden a«f, welche die Pro-
jection von AB ist. — Die Projectionen von Punkten, welche in
(7 A4 |7] einer Geraden liegen, liegen ebenfalls in einer Geraden. Schneidet
A7 AB die Projectionsebene in ©, so geht die Projection ebenfalls
o/ | ¢ durch @, da jeder Punkt der Projectionsebene seine eigene Pro-
\B e Jection ist. — Zwei Seiten eines Dreiecks werden durch Linien,
! welche der dritten parallel sind, in proportionale Theile getheilt;

T #:’f T ‘5 daher sind die Theile derselben Linie und ihre Projectionen pro-

portionirt.
3) Zu einem Strahlenbiischel A d. h. zu den von A ausgehenden Strahlen gehort
als Projection ein Strahlenbiischel a. — Zu parallelen Linien AB, A'B' gehiren parallele

und proportionale Projectionen ab, a'h’'; denn die projicirenden Ebenen sind parallel und
die Dreiecke DAa und ©'A‘a’ sind idhnlich, wenn © und ©' die Durchschnitte von AB
und A'B' mit der Projectionsebene P bezeichnen.

4) Alle Geraden, welche in einer Ebene X liegen, treffen P in einer Geraden, und
zwar in der Durchschnittslinie von P und B, oder sind mit derselben parallel.
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) Flichenrdume, welche in derselben Ebene liegen, sind ihren Projectionen pro-
portionirt, — Beweis: Zieht man von den Ecken der ebenen Figur die Neigungslinien
d.i. Lothe auf die Durchschnittslinie von P und HE, so kann der Flichenraum als die
Summe und Differenz von Trapezen betrachtet werden. Auf dieselbe Weise wird die Pro-
jection aus entsprechenden Trapezen zusammengesetzt. Zwei entsprechende Trapeze stehen
aber in constantem Verhiltniss; denn AABB = 1, (AY -+ BB)IAB und aABL
Vo (@ + bB)AB . sin BIYa. Da AA und BB, Aa und Bb, sowie al und bB als Dureh-
gchnitte zweier parallelen IXbenen mit einer dritten parallel sind, so ist A Aad ~ A Bh¥B:
das Verhiiltniss der Neigungslinien A, BB und ihrer Projectionen afl, b® ist also con-
stant; ebenso der Winkel B(a.

6) Ueber die Richtung der Projectionsstrahlen ist hisher mnoch keine Bestimmung
gemacht worden. Gewihnlich wird dieselbe senkrecht zur Projectionsebene angenomimen ;
man nennt diese Art der Projection rechtwinklige oder senkrechte. Sie ist dadurch
ausgezeichnet, dass die Projectionen der Neigungslinien einer Ebene ebenfalls senkrecht
auf der gemeinschaftlichen Duvchselmittslinie sind, dass das Verhiiltniss von Neigungslinien
und ihren Projectionen durch den Cosinus des Neigungswinkels der Ebenen angegeben wird,
und dass die Projection eines rechten Winkels ein rechter Winkel ist, wenn wenigstens
ein Schenkel mit der Projectionsebene parallel ist. Letateres folgt daraus, dass der parallele
Schenkel, also auch seine parallele Projection senkrecht auf der projicirenden Ebene des
anderen Schenkels ist. — Umgekehrt muss, wenn die Projection eines rechten Winkels
BAC wiederum ein rechter bac ist, ein Schenkel der Projectionsebene parallel sein. Denn
alle in A auf AB senkrecht stehenden Linien liegen in einer Ebene.  Diese schneidet,
wenn nicht AB || ab ist, AacC nur in einer Geraden: es kann also nmr eine Linie der
Ebene AacC senkrecht auf AB sein, und diese muss, da ac senkrecht auf BAba ist, mit der
Geraden zusammenfallen, welche durch A parallel mit ac gezogen ist.

§. 2. Geometrische Verwandtschaften. — Affinitiit.

1) Dreht man E um die gemeinschaftliche Linie 9 beider Ebenen, bis B mit P zu-
sammenfillt, so beschreibt A einen auf © senkrechten Kreis mit dem Halbmesser A3,
DBA den Mantel eines geraden Kegels. Bei der senkrechten Projection fillt dann jede
Neigungslinie YA mit der Richtung ihrer Pro- i Fig. 3.
jection zusammen (Fig. 2). Bei der schiefen '
bleiben zwar die Neigungslinien %A, BB senk-
recht auf der gemeinschaftlichen Linie (Fig. 3),
ihre Projectionen a, Bb jedoch sind segen
dieselbe unter schiefem Winkel geneigt; sie
bleiben nach §. 1, 3 parallel und proportionirt;
daher sind die Verbindungslinien entsprechen-
der Punkte Aa, Bb parallel.

Jedem Punkt A der herabgeschlagenen Ebene E entspricht ein Punkt a der Ebene P,
Jeder Geraden AB der ersteren eine Gerade ab der zweiten. Eine solche gegenseitice Ab-
hiingigkeit von Figuren nennt man eine geomefrische Verwandtschaft. Die vorliegende
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Verwandtschaft, deren Wesen dadurch charakterisivt ist, dass 1) entsprechende Punkte auf
Parallelen liegen und 2) entsprechende Linien sich auf derselben Geraden schneiden, heisst
Affinitdt. Die Durchschnittslinie der entsprechenden Geraden d.i. die Linie, deren Punkte
mit den entsprechenden zusammenfallen, heisst die Affinitiitsaxe.

2) In der elementaren Geomefrie werden zweil Arten von Verwandtschaft betrachtet:
die Congruenz und die Aehnlichkeit. — Congruente Figuren kénnen immer in eine solche
Lage gebracht werden, dass entsprechende Punkte auf Parallelen liegen und dass ent-
gprechende Linien parallel sind. Diese Lage kinnte man die congruente nemnen. Soll zu
einer ebenen Figur die congruente und zugleich congruent liegende gezeichnet werden, so
ist dieselbe durch ein Paar entsprechender Punkte vollstindig bestimmt. Je zwei ent-
sprechende Linien und Winkel sind gleich.

Aehnliche Figuren kimnen immer in eine solche Lage gebracht werden, dass die Ver-
bindungslinien entsprechender Punkte durch einen festen Punkf, den Aehnlichkeitspunke,
gehen und dass entsprechende Linien parallel sind. Diese Lage heisst die fihnliche. Soll
zu einer Figur die dhnliche und zugleich édhnlich liegende gezeichnet werden, so ist dieselbe
durch ein Paar entsprechender Punkte und den Aehnlichkeitspunkt vollstindig bestimmt.
Je zwei entsprechende Linien sind proportionirt und je zwei entsprechende Winkel gleich,

3) Soll zu einer ebenen Figur die affine gezeichnet werden, so ist dieselbe durch ein
Paar entsprechender Punkte A und a und die Affinititsaxe vollstiindig bestimmt., Den zu
einem zweiten Punkte B gehérigen b findet man, indem man zu Aa eine Parallele durch
B zieht und a mit dem Punkte ©, in welchem AB die Affinititsaxe trifft, verbindet. Den
zu emem anderen Punkte € gehérigen ¢ kann man nun mittels der Fundamentalaufgabe
alles geometrischen Zeichnens, ,eine Gerade durch zwei gegebene Punkte zu ziehen®, finden:
man verbindet a und b mit den Punkten, in welchen AC und BC die Axe schneiden, und
erhiilt ¢ als den Durchschnitt dieser beiden Linien. — Die Gerade Ce ist parallel Aa und Bb.
Denn denkt man sich ABC in die Lage der Fig. 1 zuriickgeschlagen, so ist, da DB: DA
= Db : Da ist, Bb || Aa. Es liegt Cc mit Aa und ebenfalls mit Bb in einer Ebene und muss,
da die Durchschnittslinien dreier Ebenen entweder in einen Punkt convergiren oder parallel
sind, den Linien Aa und Bb parallel sein; daher ist A : GC = Ga: Ge und also in Fig 3
Ce || Aa. Schneiden sich also die 8 Seiten zweier Dreiecke auf einer Geraden und liegen
2 Paar Ecken auf parallelen Linien, so liest auch das dritte Paar Ecken auf einer, der-
selben Richtung parallelen Linie.

4) Umgekehrt: Liegen die Ecken zweier Dreiecke ABC und abe auf Parallelen, so
schneiden sich die Seiten auf einer Geraden oder sind parallel. — Beweis: Dreht man
ABC um die Gerade, auf welcher der Durchschnitt von AB und ab und der von AC und
ac liegt, so bleiben Bb und Ce, da sie die Seiten der Dreiecke ®Aa und GAa proportional
theilen, parallel mit Aa: sie liegen also in einer Ebene. BC, be, ©E convergiren, als die
3 Durchschnittslinien dreier Fibenen, in einen Punkt oder sind parallel; der Durchschnitts-
punkt bleibt, wenn ABC wieder in die Ebene abc zuriickgeschlagen wird.

5) Sind zwei Figuren affin und affin liegend und wird die eine um die Affinitiitsaxe
gedreht, so bleiben die Verbindungslinien entsprechender Punkte, wie aus Nr. 3) hervorgeht,
parallel. Die eine kann daher als die Projection der anderen angesehen werden.

g
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Wiihrend congruente Figuren so gelegt werden kinmen, dass sie parallele Durch-
schnitte eines Cylinders, dhnliche so, dass sie parallele Durchschnitte eines Kegels werden,
kann man affine Figuren so legen, dass sie Schnitte desselben Cylinders sind. Die
Durchschnittspunkte entsprechender Linien und die Punkte, welche entsprechende Linien
proportional theilen, sind entsprechende Punkte. — Ein specieller Fall des letzteren Satzes
ist: Die Schwerpunkte affiner Figuren sind entsprechende Punkte. Denn, um den Schwer-
puttkt eines Polygons zu finden, brancht man nur Gerade zu halbiren und Punkte zu
verbinden,

$. 3. Projectionszeichnen,

1) Fiir das praktische Zeichnen sind die Fundamental- Aufgaben: a) die Projection
einer ebenen Figur, und b) die Figur aus ihrer Projection zu bestimmen. Ersteres geschieht
durch das Zuriick-, letzteres durch das Herabschlagen. Im ersten Falle denkt man die
Figur zuerst in der Projectionsebene und dreht dann ihre Ebene um eine Linie derselben:
im zweiten denkt man die Figur um die Linie, welche ilire Ebene mit der Projectionsebene
gemein hat, in diese Ebene hineingelegt. In beiden Fiillen sind Figur und Projection
aftin. — Um die Zeichnung auszufithren, geniigt nach §. 2, 3 die Kenntniss der Linie, um
Welche die Drehung erfolgt ist, und der Lage von einem Paare entsprechender Punkte, welche
durch den Drehungswinkel und die Richtung der Projectionsstrahlen zu bestimmen ist. —
Bei der senkrechten Projection — welche in diesem Paragraphen stets angenommen wird —
giebt der Cosinus des Neigungswinkels beider Ebenen das Verhiltniss, in welchem die Ab-
stinde zweier entsprechenden Punkte von der Drehungsaxe stehen.

2) Durch eine Projection ist eine Figur nicht vollstindig bestimmt. Man nimmt
eme zweite, auf der ersten senkrechte Projectionsebene an, welche um die gemeinschaftliche
Linie, die Projectionsaxe, in die erste herabgeschlagen wird. Dadurch wird man in den
Stand gesetzt, den in §. 1 aufgestellten Zweck der beschreibenden Geometrie zu erfiillen.
Die Lage eines Punktes ist durch seine beiden Projectionen bestimmt. Die Lage einer
Geraden ist durch die Projectionen von zwei in ihr liegenden Punkten bestimmt, namentlich
durch ihre Spuren oder Durchgiinge d. i. die Punkte, in welchen sie die Projectionsebenen
trifit. Die Lage einer Ebene ist durch die Projectionen von zwei in ihr liegenden Linien
bestimmt, namentlich durch ihrve Spuren d.i. die Durchschnitte mit den Projectionsebenen.
Die Verbindungslinie der beiden Projectionen eines Punktes steht senkrecht auf der Pro-
Jectionsaxe. Die beiden Spuren einer Ebene schueiden sich auf der Projectionsaxe. — Die
beiden Projectionen einer ebenen Figur sind affin und nach §. 2, 4 affin liegend. Die Affi-
nititsaxe fillt mit der Projectionsaxe zusammen, wenn die Ebene der Figur die Projections-
axe enthilt. Im anderen Falle ist sie die Projection der Linie, in welcher die Ebene der
Figur eine den Winkel der Projectionsebenen halbirende Ebene schneidet:; denn die Pro-
jectionen aller Punkte einer solchen Ebene fallen, wenn die beiden Projectionsebenen in eine
Ebene gelegt werden, zusammen. Sind daher von 3 Punkten A, B, C einer Ebene beide
Projectionen bekannt, so kann man aus der einen Projection eines vierten Punktes D die
andere durch blosses Ziehen gerader Linien finden, z. B. indem man den Durchschnitt von
AD und BC benutzt.

3) Sind die beiden Projectionen einer geraden Linie gegeben, so findet man ihre
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Linge und ihre Neigung zu den Projectionsebenen durch das Herabsehlagen der projici-
renden Ebenen. — Sind die Projectionen einer ebenen Figur gegeben, so sind die Dureh-
giinge der einzelnen Geraden, da die zweiten Projectionen der Durchgiinge in der Projections-
axe liegen, und somit die Spuren ihrer Ebene zu bestimmen. Die Projection einer Neigungs-
linie steht nach §. 1, 6 senkrecht auf der Spur; die Linge derselben ist durch Herabschlagen
der projicirenden Ebene zu finden. Die Construction der ganzen Figur ist dann nach 1)
augzufiihren. — Der Neigungswinkel zweier Ebenen ist derselbe, wie der Winkel zweier
anf denselben senkrechten Linien, deren Projectionen nach §. 1, 6 auf den Spuren der Ebenen
senkrecht stehen. — Die gemeinschaftliche Linie zweier Ebenen schneidet die Projections-
ebenen in den Punkten, in welchen die Spuren der Ebenen sich schneiden. — Den Durch-
schnitt einer Geraden und einer Ebene findet man, indem man die Gerade zu Hiilfe nimmt,
in welcher sich die gegebene und eine die Linie projicirende Ebene schneiden. — Aus den
beiden Projectionen einer riumlichen Figur kann man daher die Gestalt und Lage simmt-
licher Begrenzungsfliichen herleiten,

4) Um die Projection eines Korpers zu hestimmen, denkt man sich denselben ge-
wohnlich zuerst in der einfachsten Lage zu den beiden Projectionsebenen gegeben und ge-
zeichnet, Dann wird entweder der Korper um eine Linie, welche mit einer Projections-
ebene parallel ist, oder es wird die eine Projectionsebene gedreht; die Projectionen des
Korpers in der neuen Lage oder auf die neue Projectionsebene kinnen aus den bekannten
Projectionen der einzelnen Punkte leicht gefunden werden.

Ein anderes Verfahren beruht darauf, dass man den Korper auf drei feste kwn be-
zieht; dieses bildet den Gegenstand von §. 5.

§ 4. Kreis und Ellipse.

I. Senkrechte Projection. 1) Der Kreis werde senkrecht auf eine Ebene projicirt,
welche mit der Kreisebene den Neigungswinkel z bildet. © Man kann die Projectionsebene
i durch den Mittelpunkt 90 gelest denken; denn es bleiben
bei paralleler Verschiebung der Projectionsebene die Pro-
jectionen, als parallele Schnitte desselben Cylinders, con-
gruent. Sieht man die Durchschnittslinie 95 als Abscissen-
axe an und bezeichnet die Ordinaten CE des Kreises mit
¥y, die der Projection ¢© mit v, soist v =ycose. Fiir den

ZN_ | .
CALS il J&  Kreis ist ¥* 4 x* = r*; fiir die Projection ist also az;—a-l-xz
=r* Die Projection ist eine Ellipse mit den Halbaxen « =r und 8 = rcoses. — Die
Ordinaten der Ellipse verhalten sich zu denen des Kreises wie die kleine Axe zur grossen.

2) Alle Durchmesser des Kreises werden in 9 halbirt, die Projectionen derselben
werden also auch in O halbirt, d. i. 9 ist Mittelpunkt der Ellipse. — Die Kreis-Durch-
messer haben verschiedene Neigung zu der Projectionsebene; die Ellipsen- Durchmesser
haben verschiedene Grisse. — Parallelen Sehnen des Kreises entsprechen parallele Sehnen
der Ellipse. Im Kreise liegen die Mitten der Sehnen, welche dem Durchmesser SRC parallel
sind, auf dem senkrechten Durchmesser SND. In dﬂl‘ Ellipse liegen daher die Mitten der
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Sehnen, welche ‘dem Durchmesser e parallel sind, auf dem Durchmesser 9, welcher
die Projection von 9D ist. — Zwei senkrechten Durchmessern des Kreises r..-n[‘.kpr(’r.'.ht‘n
zgwei zugeordnete Durchmesser der Ellipse d. i. Durchmesser von solcher Lage,
dass jeder die Sehnen halbirt, weleche dem anderen parallel sind. — Riickt im
Kreise die Sehne parallel mit SRD fort, bis sie Tangente in C wird, so wird die Pro-
jection Tangente in ¢; eine Tangente der Ellipse ist also parallel dem Durclhmesser,
welcher dem nach dem Beriihrungspunkte gezogenen Durchmesser zugeordnet ist. — Da
entsprechende Linien sich auf der gemeinschaftlichen Linie schneiden, so gehen die Tan-
genten in den entsprechenden Punkten C und ¢ durch denselben Punkt & der Axe 93,
d. i. die Subtangenten entsprechender Punkte sind gleich.

3) Bezeichnet man die Grissen der Jclfft'ln[lus’t&*n Durchmesser mit «, und §, den
eingeschlossenen Winkel mit +, so ist nach §. 1, 5 A ¢Md = CIMD. cos 2, also o, B, sin ¢ =
r*cose = af; d. i die Parallelogramme, gebildet von den 'i'-.mgc‘ln‘vu in dem Endpunkten

gugeordneter Durchmesser, haben einen constanten Inhalt. — Da die Winkel CE
und DIND f_r,la sich sind, so is st A MO ¢ 2 A DIMD, also «,* + B2 = ME2 -+ Ce* + MD? + Dd?
= ME2 + A . B0+ 62+ ME2 = (1 + :1] r? =g?+ f% Die Summe der Qua-
drate zweier zugeordneten Durchmesser ist constant. — Ferner ist tg AMe = ; ;_:‘.L(:;l,
te Md = — I : ;.m, folglich tg AMte . tg AMd = —: Das Produkt aus den Tangenten

der Winkel, welche zwei zngeordnete Richtungen mif der Axe bilden, ist constant.

4) Schneidet die in ¢ beriihrende Linie den um die grosse Axe U2 heschriebenen
Kreis in H und J und errichtet man in H und J Senkrechte, welche AV in f und g
treffen, so ist EE: EC = EC: CM, also, da CM = 2 und Cc = ; . CE ist, GE : Ge
@C: B; ferner ist GG : Cc= GH: Hf = GJ:Jg. Folglich ist GH .EJ : Hf. Jg = GC*:
und, da GH.GEJ = EC* ist, Hf. Jg = f2 Die Kreisordinate in f ist =, da Hf
gleich der Sehue dureh f ist, und 9f* = 2* —7*% Es sind daher f und g feste Punkte, und

zwar die Bremnpunkte, Die ]russlllm]-:lt} der Lothe, welche von den Brenmpunkten auf die
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Tangenten gefillt werden, liegen anf dem um die grosse Axe beschriebenen Kreise. — Das
Rechteck aus den Lothen, welehe von den beiden Brennpunkten auf eine Tangente gefillt
sind, ist dem Quadrate der kleinen Halbaxe gleich. — Der halbe Parameter d. i, die Or-

dinate der Ellipse im Brenmpunkte ist ‘ S

5) Der Kreis sei die senkrechte Projection einer Figur, deren Ebene unter dem
Winkel e’ geneigt ist; die Durchschnittslinie beider Ebenen gehe durch den Mittelpunkt
und werde als die Y-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystems angenommen, Fiir den
Kreis ist y* -+ x* = g, fitr die Figur, von welcher der Kreis die Projection ist, y* + c* cos® ¢!
= p%  Der Kreig ist also die senkrechte Projection einer Ellipse, deren Halbaxen 3 = p
und o = p:eose' sind. — Eine Ellipse ist daher affin und affin liegend mit den beiden
concentrischen Kreisen, deren Halbmesser die beiden Halbaxen der Ellipse sind. — Zieht
man um die beiden Axen einer Ellipse Kreise und durch den Mittelpunkt eine Linie,
welche den einen in C, den anderen in C' schneidet, so ist der Durchschnitt ¢ der Linien,
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welche durch C und C' parallel den Axen gezogen sind, ein Punkt der ‘Ellipse. — Ver-
bindet man die Punkte, welche die Kreistangenten in C und C' auf den Axen bestimmen,
so erhilt man die Tangente, welche die Ellipse in ¢ beriihrt,
II. Schiefe Projection. 6) Der Kreis sei um die gemeinschaftliche Linie MY in
Fig..5. die Projectionsebene herabgeschlagen, Dann kann jeder be-
liebige Punkt ¢ als die Projection eines Kreispunktes C an-
gesehen werden; durch die Annahme des Punktes ¢ ist aber
die Projection des Kreises vollstindig bestimmt. — Bezieht
man die Projection auf ein schiefwinkliges Coordinaten-
d_ . system, dessen X-Axe AB und dessen Y-Axe die dem senk-
@z MW L L & hten Kreishalbmesser entsprechende Linie IMd ist, so ist
die Gleichung der Projection, da sich die Ordinaten beider Figuren wie 9D = a zu Md

T e
= @ verhaltel, y2. - + x®
lJ

= 2 (. i, die Gleichung einer Ellipse, bezogen auf zugeordnete

Durchmesser. — Man erhiilt daher den Satz: Dreht man simmtliche auf dem Durchmesser
pines Kreises errichteten Senkrechten um denselben Winkel und verkiirzt oder verlingert
sie in demselben Verhiiltnisse, so erhilt man eine Ellipse. — Dieselbe Ellipse erhielte man,
wenn man auf e an der anderen Seite von AP in gleichem Abstande einen Punkt ¢’ statt ¢
als entsprechenden Punkt zu C annihme. Die Entwicklungen von Nr. 2) dieses Para-
graphen gelten auch in diesem Falle. — Der Kreis und die Ellipse schneiden sich in 2
und B und ausserdem in zwei anderen Punkten. Wenn man in der Mitte von Cc ein
Loth errichtet, welches A3 in @ schneidet, und den parallelen Halbmesser zu ¢Q zieht,
welcher den Kreis in p trifft, so ist p auch ein Punkt der Ellipse. Denn es ist, wenn
die Kreissehne pP || ¢C und P9 senkrecht auf AB ist, leicht zu zeigen, dass A PPp
A CGe ist: also entspricht dem Kreispunkt P der Ellipsenpunkt p. Da die Ellipsensehnen
Ap und Bp zugleich Kreissehnen sind, und daher durch die senkrechten Halbmesser hal-
hirt werden, so sind die mit 2p und Bp parallelen Ellipsendurchmesser die senkrechten
Axen. — Die gemeinschaftlichen Tangenten von Kreis und Ellipse sind parallel den Rich-
tungen Ce und Ce'.

7) Schligt man um einen beliebigen Ellipsendurchmesser AB einen Kreis, so sind
Kreis und Ellipse affine Figuren; die Affinititsaxe ist der gemeinschaftliche Durchmesser,
und die Richtung der Linien, auf welchen die entsprechenden Punkte liegen, ist durch die
Linie bestimmt, welche einen Endpunkt d des zugeordneten Ellipséndurchmessers mit einem
Endpunkt D des senkrechten Kreisdurchmessers verbindet. — Eine Ellipse ist also durch
zwei, der Grisse und Lage nach gegebene zugeordnete Durchmesser vollstiindig bestimmt.

§. 5. Axonometrie.

1) Um die Lage eines Punktes im Raume zu bestimmen, nimmt man 3 feste, auf
einander senkrechte Ebenen, die Coordinaten-Ebenen X0Y, YOZ, ZOX, an; diese schneiden
sich in 3 auf einander senkrechten Linien, den Coordinaten-Axen OX, OY, 0Z; die Ab-
stinde eines Punktes von den 3 Ebenen sind die Coordinaten des Punktes, — Axono-

metrie bezeichmet das Verfahren, die Projection einer riumlichen Figur mit Hilfe der
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Coordinaten zu bestimmen. — Zu diesem Zwecke miissen zunichst die Projectionen der
Axen ihrer Lage und Grosse nach bestimmt werden.

Die Ebene der Zeichnung bilde mit XOY den Neigungswinkel ¢ und schneide die-
selbe in der Linie MON, welche mit OX den Winkel ¢ bilde. Denkt
man XOY erst in der Ebene der Zeichnung und dann um MN zuriick-
geschlagen, so erhiilt man nach § 3, 1 die Projectionen Ox und Oy.
Die Projection des rechten Winkels ZON ist ebenfalls ein Rechter,
also die Projection Oz senkrecht auf MN, und, da OZ mit der Ebene
der Zeichnung den Winkel 90°—e bildet, so ist Oz = OZ. gin=.
Bei der senkrechten Projection ist, wenn OX und OY gleich der Lingeneinheit sind, MO =
cos 8, MX = sin 3, Mx = sin 8. cos e, tgxOM = tg 3. cose; Ox =V cos? & -
Ebenso findet man tg yON = cos 8. cos ¢ und Oy =}/ sin® & + cos? 6 . cos? &. — Wird auch
0Z gleich der Lingeneinheit genommen, so ist bei senkrechter Projection Ox* + Oy* + Oz*
= 2. — Die Durchschnitte der Ebenen YOZ und X0Z mit der Ebene der Zeichnung bilden
nach § 1, 6 mit Ox und Oy rechte Winkel.

2) Legt man durch einen Punkt im Raume Ebenen, welche den Coordinatenebenen
parallel sind, so bestimmen diese ein Parallelepipedon und schuneiden auf den Axen die
Lingen der Coordinaten ab. Man findet daher die axonometrische Zeichnung des Punlktes,
wenn man auf Ox, Oy und Oz die Projectionen der Coordinaten abtrigt und durch Zichen
von Parallelen die Projection der Ecke, welche O gegeniiberliegt, bestimmt. —

Von einem Punkte A, welcher in der Ebene XOY liegt, kann die Projection a auch
dadurch bestimmt werden, dass die durch A gezogenen, zu OX und OY parallelen Linien
und die durch a gezogenen, zu Ox und Oy parallelen Linien auf MN zusammentreffen.
Wenn daher die Projection der zu zeichnenden Raumfigur auf die Ebene XOY d. i. der
Grundriss bekannt ist, so findet man die Projection dieses Grundrisses d. i. den sogenannten
axonometrischen Grundriss als eine affine Figur nach § 3; die Affinititsaxe ist MN;: die
Richtung der Geraden, auf welchen entsprechende Punkte liegen, giebt Aa an. Durch
die Punkte des axonometrischen Grundrisses sind dann parallel mit Oz Linien, welche sich
zu der mit OZ parallelen Ordinate wie Oz:OZ verhalten, zu ziehen,

SRR A e
=8l 0 . COBS .,

§. 6. Krystallographie.

In dem Gebiete des wissenschaftlichen Unterrichts auf der Realschule findet die Pro-
jectionslehre Anwendung bei der Krystallographie. In der iiblichen Bezeichnungsweise
werden die Begrenzungsflichen durch ihre Durchschnitte mit den Axen bestimmt. Sind
die Projectionen der Axen bekannt, so kann man die Projectionen der Durchschnitte von
Krystallfliichen und Axenebenen, daraus die der Durchschnittslinien zweier Krystallflichen
und aus diesen die der Fcken des Krystalls finden. Es ist also eine Projections-Zeichnung
des Krystalls leicht zu entwerfen und durch Herabschlagen in die Axenebenen die wirkliche
Gestalt, sowie die Neigung der Flichen geometrisch zu construiren. — Zum Charakter
jedes Krystalls gehort der Parallelismus gewisser Linien und die Congruenz gewisser Flichen.
Bei der graphischen Darstellung der Krystalle durch Parallel-Projection behalten parallele
Linien parallele Lage und congruente parallele Flichen bleiben congruent.
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Senkrechte Projection ist zur Darstellung der Krystalle wenig geeignet; es wiirde wenigstens
bei rechtwinkligen Axen nach dem Satze iiber die Projection des rechten Winkels in §. 1, 6
kein Axenwinkel ein Rechter bleiben, oder es miissten die Projectionen zweier Axen
zusammenfallen.  Man wiihlt daher schiefe Projection. — Um miglichst viel von den
wirklichen Gréssenverhiltnissen in der Zeichnung beizubehalten, legt man bei 3axigen
Krystallsystemen die Ebene der Zeichnung durch zwei Axen, OC und OB: diese behalten
ihre Linge und gegenseitige Richtung. Die dritte Axe OA kann dann in der Zeichnung
nach Lage und Grosse beliebig gewiihlt werden, da die Richtung der projicirenden Strahlen
erst durch. die getroffene Wahl bestimmt wird.
Wie die Zeichnung in speciellen Fillen auszufithren ist, mége an dem Beispiele des
L Leucitoéders (a:a:la) erliutert werden. In dem Oktanten OABC
sind durch das gegebene Symbol die drei Flichen ABF, AEC, DBC
bezeichnet, wenn D, E, F die Mitten der Axen sind. Diese 3 Fliichen
begrenzen von dem Oktanten ein Korperstiick, welches die Axen-
ebenen in DGE, EHF und FJD schneidet. AH ist der Durchschnitt
von ABF und AEC, BJ der Durchschnitt von ABE und DBC: der
Durchschnitt KX von AH und BJ gehirt allen 3 Flichen an und
liegt daher auch auf der Durchschmittslinie CG. Der Oktant ist
also begrenzt durch 3 viereckige Figuren. — Ebenso erhilt man
in jedem anderen Oktanten 3 Vierecke. Der Krystall ist von 24 Vierecken begrenzt. —
Um diec wahre Gestalt dieser congruenten Vierecke zu erhalten, zeichnet man (Fig. 8) die
Axen AO und BO in ihrer wirklichen Grisse und Lage, ebenso AE und BD, und schligt
A in ihre Ebene das Dreieck AEC, von dem die Seiten EC und AC =
CB aus Fig. 7 bekannt sind, herab. Die Lage von H auf EC ist
aus Fig. 7 bekannt; also, wenn man GC und HA zieht, das Viereck
EGKH. — Um den Neigungswinkel einer Fliche AEC gegen eine
Axenebene zu erhalten, denkt man von O auf AE das Loth OL ge-
i filllt; die Verlingerung desselben geht in Fig. 8 durch C. Man kann
nun das rechtwinklige Dreieck OLC um OL in AOB herabschlagen. Aus der Liinge der Ab-
schnitte AO =a, EO =D, (0O=c findet man 2. A AOE=a.b=0LV a2-F IT“',, also te OLC
= (0:OL=(c.} a?< b?: a.h, beim Leucitoéder tg OLC = 1'5. Der Neigungswinkel zweier
in einer Axenebene zusammenstossenden Flichen ist die Summe der Winkel, welche beide
Flichen mit derselben Ebene bilden. In der betrachteten Figur ist die Tangente desselben
daher =—1}'5, — Um den Neigungswinkel zweier, nicht in einer Axenebene zusammen-
stossenden Flichen zu construniven, denke man. sich durch einen Punkt der Durchschnitts-
linie die Neigungsebene gelegt. Sie schueidet die Flichen in zwei auf der Kante senk-
rechten Linien, deren Liingen in den herabgeschlagenen Flichen, und die Axenebene in
einer Geraden, von welcher zwei Punkte ebenfalls in den herabgeschlagenen Flichen ge-
funden werden. Das aus diesen 3 Linien construirte Dreieck giebt den Neigungswinkel.
In dem vorliegenden Falle ist z. B. der Neigungswinkel in der Kante GK der Winkel an
der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks, von welchem DE die Grundlinie und das von
F; auf GO gefillte Loth ein Schenkel ist. — Treten am Krystall Combinationsfliichen auf,
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so. erkennt man in ihren Durchschnitten mit den Axenebenen, welche Flichen und in
welchen Linien dieselben geschnitten werden.

II. Harmonische Theilung. — Reciprocitit.

§. 7. Harmonische Theilung.

1) Wenn die Abstiinde eines Punktes C von zwei anderen, auf derselben Geraden
liegenden Punkten A und B sich ebenso verhalten, wie die Abstinde des Punktes C/ von
denselben Punkten, wenn also CA:CB = C!A: C'B ist,” so heissen die 4 Punkte harmo-
nische, C und €' sowie A und B heissen zugeordnete. — Die Abstinde des Punktes
A von C und C' verhalten sich dann ebenfalls wie die Abstinde des Punktes B von
und C': es ist auch AC: AC' = BC: BC'. — Die Aehnlichkeitspunkte zweier Kreise, sowie
zweier Kugeln sind harmoniseh zu den Mittelpunkten. — Liegt ein Fig. &

Punkt C zwischen A und B, so liegt der zugeordnete ausserhalb AB.
— Ist O die Mitte von AB, so ergiebt sich OC.O0C' = A0 — a0 g
Rechnet man die Grossen der Abstinde yon dem ausserhalh CC' lie- ﬁfg}"ﬁ
genden Punkte A, so ist AB, AC' + AC ., AB = 2 AC. AC! oder 4. (;"‘.7,"'?‘5,—“_6"
1 1 2 1 V.3

AC T AGT AB T AO"

dem zwischen C und C' liegenden Punkte B aus und ist C der zwischen A und B liegende
Punkt, so erhiilt man BA ., BC! — BA . BC —= 2 BC . BC' ader I:E"_ii:" ff_\ _,\,IU'

Zu jedem Punkt C gehort, wenn man A und B festhiilt, ein einziger Punkt C'. —
Liegt. C in der Mitte von AB, so liegt C' in unendlicher Ferne. Riickt C niiher an B,
so kommt C! dem Punkte € entgegen, bis beide in B zusammenfallen. Geht O iiber B
hinaus, so tritt C' in die Strecke BA, bis C in unendliche Ferne und ¢* in die Mitte
gelangt.  Soll nun der Punkt C' stetig fortschreiten, so muss C an die andere Seite von
BA iibergehen; zu O gehiort also der unendlich entfernte Punkt an beiden Seiten der
Linie,

2) Verbindet man die vier harmonischen Punkte A, ¢, B, C' mit einem beliehigen
Punkte S und zieht durch C eine Parallele mit SC/, so ist EC = CF, — Umgekehrt:
Halbirt SC eine zwischen SA und SB liegende Linie EF und zieht man durch S den mit EF
parallelen Strahl SC', so bestimmen die 4 Strahlen SA, 8B, SC und SC' auf jeder durch
C gelegten Geraden vier harmomische Punkte, — Gerade, welche von einem Punkte aus-
gehen, schneiden auf Parallelen proportionale Stiicke ab; folglich theilen die Strahlen,
welche von einem beliebigen Punkte nach vier harmonischen Punkfen gezogen sind, jede
Gerade harmonisch. Solche Strahlen heissen harmonische Strahlen. — Liegen auf
jeder von zwei sich schneidenden Geraden 3 Punkte mit dem Durchschnitte harmonisch, so
geht die Gerade, welche die dem Durchschnitte zugeordneten Punkte verbindet, durch den
Punkt, in welchem sich die Verbindungslinien der anderen Punkte schneiden. Denn es

mitssten sonst zu 3 festen Punkten 2 vierte harmonische Punkte eehéren. — Steht SC

senkrecht auf der zwischen SA und SB liegenden, in C halbirten Linie EF, also auch

S

— Rechnet man die Grissen der Abstiinde von
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auf 5C' so bildet SC mit SA und SB gleiche Winkel. Zwei Gerade und die Halbirungs-
linien der von ihnen gebildeten Winkel sind daher harmonische Strahlen.

3) Bestimmt man in einem Dreiecke durch die Halbirungslinien der inneren und fiusseren
Winkel die Mittelpunkte der 4 Beriihrungskreise, so erhiilt man in jeder Ecke 4 harmo-
nische Strahlen und auf jeder Seite 4 harmonische Punkte. — Legt man durch die Ecke
eines Parallelogramms eine Parallele zu der einen Diagonale, so erhilt man 4 harmonische
Strahlen. — Fiir einen Kreis ergeben sich als unmittelbare Folgernngen: Ein Durchmesser,
eine darauf errichtete Senkrechte und die von dem gemeinschaftlichen Punkte nach den
Endpunkten einer senkrechten Sehne gezogenen Linien sind harmonische Strahlen. — Zwei
Tangenten eines Kreises bilden mit dem Durchmesser, welcher durch den Durchschnitt
geht, und der Berithrungssehne harmonische Richtungen d. h. 4 durch denselben Punkt
gelegte, diesen Richtungen parallele Linien sind harmonische Strahlen. — Eine Tangente,
die von dem Berithrungspunkte nach den beiden Endpunkten eines beliebigen Durchmessers
gezogenen Linien und die auf den Durchmesser gefillte Senkrechte sind harmonische Strahlen.

4) Construction von Punktepaaren, welche mit den festen Punkten A, B harmonisch
sind: «) Man beschreibt iiber AB als Durchmesser einen Kreis, nimmt auf der Peripherie
an beiden Seiten des Durchmessers zwei symmetrisch liegende Punkte S und 5' an und
verbindet diese mit irgend einem Punkte P der Peripherie. Die Verbindungslinien be-
stimmen auf AB zwel harmonische Punkte; denn der eine Schenkel des rechten Winkels
APB bildet mit PS und P8’ gleiche Peripheriewinkel. — ) Man construirt (Fig. 10 des
folgenden Paragraphen), etwa mit Hiilfe eines Parallelogramms, die harmonischen Strahlen
AB, AS, Ac, AS", legt durch B eine beliebige Linie, wodurch die Punkte § und 8" auf
AS und AS” bestimmt werden, und verbindet S und 8" mit irgend einem Punkte ¢ der
Linie Ac; man erhiilt dann auf AB zwei zugeordnete harmonische Punkte. Denn auf BS
sind durch die von A ausgehenden Strahlen 4 harmonische Punkte bestimmt; die von ¢
ausgehenden Strahlen sind also auch harmonisch.

§. 8. Lage der Bilder bei sphérischen Spiegeln und Linsen.

I. Spiegel. — A sei die Mitte des Spiegels, B der Mittelpunkt der Kugel, von
welcher der Spiegel eine Calotte ist.

1) Concav-Spiegel: Auf der Axe sei ein leuchtender Punkt C. Den Punkt, in
welchem ein reflektirter Strahl die Axe AB trifft, findet man mit Hiilfe des Satzes, dass
die Halbirungslinie eines inneren eder idusseren Dreieckwinkels die gegeniiberstehende Seite
im Verhiltnisse der beiden anderen theilt. Liésst man die Punkte, in welchen die von C
ausgehenden Strahlen den Spiegel treffen, mit A zusammenfallen, so erhilt man die Lage
des Bildes C'. FEs ist danm AC:AC' = BC:BC". TFolglich liegen Objekt und Bild harmo-
nisch zu A und B. Gewdhnlich benutzt man die nach §. 7, 1 sich ergebende Formel:

it 1

A0 "AC T AD
A und der Mitte von AB, so liegt A zwischen C und C‘, und die Formel fiir die Grisse der Ab-
1 1 1
AC AC A0

Diese Formel ist so lange giiltig, wie A ausserhalb CC' liegt. Liegt C zwischen

stinde wird Als allgemein giiltige Formel erhilt man, wenn man AC mit
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+a, AC', je nachdem es von A aus nach derselben oder nach entgegengesetzter Richtung

lle"t mit + 2 oder — « und' die Grisse der Hauptbrennweite AO mit f bezeichnet:
1
she=t
2) Convex-Spiegel. — Ist C wieder der leuchtende Punkt auf der Axe, ( sein Bild,
so erhiilt man ebenso wie in 1) fiir die Grissen der Abstinde AC: AC! = BC: BO'. Objekt
und Bild liegen also harmonisch in Beziehung auf A und B. — Der Punkt C liegt immer
L e
AG = NG AD oS
s e : : Al : 1,1
Beriicksichtigung der Lage, wenn die Bezeichnung in 1) beibehalten wird, —t = 'I
II. Linsen. — Die Physik entwickelt fiir Linsen dieselben Formeln, wie fiir Spiegel,
und zwar fiir Convex-Linsen dieselbe wie fiir Concav-Spiegel und fiir Concav-Linsen die-
1
=

ausserhalb AB, C' zwischen A und B. Es ist also nach §.

A LR, : : M 1 1 3 . i
selbe wie fir Convex-Spiegel, niimlich i Es bezeichnet f die Grisse der Haupt-

brennweite, welche bei Convexlinsen positiv, bei Concavlinsen negativ zu nehmen ist, a den
Abstand des Objects von der Linse, « den des Bildes; die Bedeutung des Vorzeichens von =
ist aber der bei den Spiegeln entgegengesetzt. Wenn man das Bild, welches in einem Spiegel
von einem auf der Axe befindlichen Punkte entsteht, nach der anderen Seite der Axe iiber-
triigt, so er h:’ilr man die Lage des Bildes bei einer Linse mit derselben Bremnmweite.

Aus §. 7, 4 ergiebt sich folgende Construction fiir die Lage der Bilder bei Spiegeln
und Linsen: I‘-t AO die Axe, O der Hauptbrennpunkt, AB Fig. 10.
2 AO, so errichte man in A eine Senkrechte Ac, lege durch A
zwei, unter gleichen Winkeln gegen Ac geneigte Linien, auf welchen
eine beliebig durch B gelegte Gerade die Punkte S und S be-
stimmt, mache auf AS die Strecke AS' = AS. Verhindet man AN
nun S mit einem Punkte C der Axe, und den Punkt ¢, in welehem €~ 4 CCEB €
SC die Senkrechte schneidet, mit S und 8, so erhilt man auf der Axe in ¢! und C" die
Punkte, welche bei dem Spiegel und der Linse die Bilder von C sind. Demn A, C!, B, C
sind harmonisch und AC" = AC'.

. 9. Pol und Polare beim Kreise. — Reciprocitit.

1) Sind (Fig. 20 u. 22) O und E zugeordnete harmonische Punkte in Beziehung auf
die Endpunkte eines Kreisdurchmessers AB und errichtet man-in E die Senkrechte EJ , SO
heisst O der Pol von EJ und EJ die Polare von 0. — Zu jedem Punkte in der Ebene
eines Kreises gehort eine Polare, zu jeder Geraden ein Pol. — Der Radius r ist nach
§. 7, 1 die mittlere Proportionale zwischen den Abstinden des Mittelpunktes von Pol und
Polare; und umgekehrt. — Die Polare des ‘Mittelpunktes liegt in unendlicher Entfernung.
Riickt der Pol vom Mittelpunkt nach der Peripherie, so nihert sich die Polare dem Kreise.
Die Polare eines Kreispunktes ist die Tangente in diesem Punkte, Ist der Pol ausserhalb
des Kreises, so schneidet die Polare den Kreis, und zwar in den Beriihrungspunkten der
von dem Pole gezogenen Tangenten. Entfernt sich der Pol vom Kreise, so riickt die Po-
lare dem Mittelpunkte niher. Geht die Polare von einer Seite des Mittelpunktes nach
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der andern iiber, so springt der Pol von der einen Seite des verlingerten senkrechten
Durchmessers in unendlicher Ferne nach der andern iiber.

9) Jede durch den Pol gelegte Gerade wird durch Kreis und Polare harmonisch ge-
theilt. Denn (Fig. 20 u. 22) die von H ausgehenden, nach A, O, B, E gezogenen Strahlen sind
harmonisch: da AHB ein rechter Winkel ist, so sind OH und EH gegen HB gleich ge-
neigt und schneiden auf dem Kreise gleiche Bogen ab. EI' und EH sind also gegen EO
gleich geneigt und daher harmonisch mit dem Durchmesser und der darauf in E errich-
teten Senkrechten.

3) =) Der Pol eciner jeden durch O gelegten Linie liegt auf der Polaren EJ von O.
6) Die Polare eines jeden auf einer Geraden EJ liegenden Punktes geht durch den Pol O
von EJ. — Beweis: =) Denkt man vom Mittelpunkt M auf die durch O gelegte Gerade FH
eine Senkrechte gefiillt, welehe FH in L und die Polare EJ in J schneiden mige, so lie-
gen, da OBJ und OLJ rechte Winkel sind, E und L auf dem um OJ als Durchmesser
heschriebenen Kreise. Es ist also ME . MO = MJ.ML, und, da nach § 7 ME.MO — 1%
auch J der Pol von FH. B) Ist J ein belicbiger Punkt auf EJ und denkt man yon dem
Pole O eine Senkrechte O auf MJ gefillt, so kann wie vorhin gezeist werden, dass
ML . MJ — r? ist; also ist OL die Polare von J. — Dreht sich also eine Secante um einen
festen Punkt O, so bewegt sich der Durchsehnitt der Geraden, welche in den Durchschnitts-
punkten den Kreis berithren, auf einer Geraden, der Polaren von 0. Bewegt sich ein
Punkt auf einer festen Geraden EJ und zieht man von demselben die Tangenten an einen
Kreis, so geht die Beriihrungssehne durch einen festen Punkt, den Pol von EJ.

4) Jedem Punkt in der Ebene des Kreises entspricht eine Gerade als Polare, der
Verbindungslinie zweier Punkte der Durchschnittspunkt ihrer Polaren, den Punkten einer
Geraden ein Strahlenbiischel d. i. der Inbegriff von Geraden, welche durch den Pol der
Geraden gehen, dem Durchschuitte zweier Geraden die Linie, welche die Pole der beiden
Geraden verbindet, einem Strahlenbiischel die Punkte auf der Polaren des gemeinschaft-
lichen Punktes, einem Kreispunkte die Tangente und einer Tangente der Berithrungspunkt.
Diese Art von Verwandtschaft geometrischer Figuren heisst Reciprocitit.

5) Zieht man von einem Punkte P zwei Gerade, welche den Kreis in A, B und in
. D schneiden, so treffen sich sowohl AC und BD, wie auch AD und BC auf der Polaren

Eigth: von P. Denn die Durchschnitte der Tangenten in A, B
und in ¢, D sind die Pole von AB und CD; die Verbindungs-
linie dieser Durchschnitte ist die Polare von I* und bestimm$
auf beiden Sekanten PA und PD den vierten harmonischen,
dem P zngeordneten Punkt; die Behauptung ist dann eine
Folge von §. 7, 2. — Durch Ziehen von geraden Linien ist
daher die Polare eines Punktes P zu finden; diese bestimint
die Berithrungspunkte der von I ausgehenden Tangenten.

Allgemeiner lautet der Satz: Liegen 4 Punkte A, B, C, D
auf einem Kreise, so werden durch dieselbe 6 Gerade und durch
diese 3 Durchsehnittspunkte bestimmt s jeder derselben ist der
Pol der Geraden, welche durch die beiden andern geht.

1 g
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6) Mit Hiilfe der Reciprocitiit erhilt man aus 5): Legt man in 4 Punkten A, B, C, D
eines Kreises die Tangenten, so werden durch dieselben 6 Punkte und durch diese 3 Gerade
bestimmt; jede derselben ist die Polare des Durchschuitts der beiden anderen.

7) Die Diagonalen des Sehnenvierecks ABCD schneiden sich auf der Polaren des
Durchschnitts von 2 Gegenseiten; diese ist aber die Diagonale des durch dieselben Kreis-
punkte bestimmten Tangentenvierecks. Die Diagonalen eines durch dieselben Kreispunkte
bestimmten Sehnen- und Tangentenvierecks schneiden sich daher in demselben Punkte.

L. Perspective. — Collineation.

§. 10. Perspective.

1) Zieht man von einem festen Punkte, dem Auge oder Gesichtspunkte O, nach simmt-
lichen Punkten- eines, Raumgebildes gerade Linien, so bestimmen die lluu,}m_hmltt- der-
selben mit einer festen Ebene, der B IIH(LL}'!{‘. oder Tafel T, das perspectivische Bild des
Raumgebildes. — Ist das Auge in unendlicher Ferne von der Tafel. so geht dieses Ver-
fahren, welches auch Central- Projection genannt wird, in die Par allvl Projection iiber. —
Die Lage des Auges O zur Tafel ist durch seine Projection O’ und den Abstand 00 bestimmt.

Durch jeden Punkt B des Raumes wird ein Projectionsstrahl und ein Punkt 9 der
Tafel als Bild des Punktes, durch jede Gerade eine Projectionsebene d. i. der Inbéariff der
Projectionsstyahlen, welche nach den einzelnen Punkten der Geraden gehen, und auf T

eine Gerade als Bild bestimmt. — Die Bilder . Fig. 12. Fig. 13.
von Punkten in einer Geraden liegen eben- Y\ ' ol C{'\
falls in einer Geraden: die Bilder von har— |\ ,)-!. B

monischen Punkten sind harmonische Punkte.
Liegt ein Punkt E in der durch O gelegten,
zu T parallelen Ebene, so liegt das Bild in
unendlicher Ferne; und die Bilder aller von
E ausgehenden Geraden sind Linien, welche
mit OF, also auch untereinander parallel sind,
— Liegt ein Punkt nicht in der durch O ge-
legten, der Tafel parallelen Ebene, so bestimmen die von demselben ausgehenden Strahlen
auf T ein Strahlenbiischel. Die Bilder harmonischer Strahlen sind harmonische Strahlen. —
Die Projectionsebenen paralleler Geraden schneiden sich-in einer durch O gehenden,
derselben Richtung parallelen Linie; diese bestimmt auf T einen Punkt, welcher ”E‘\\U]lu-
lich \eurh\\1|1dunfr~]:unl\t genannt wird, da er das Bild des unendlich entfernten Punktes
auf einer jeden der parallelen Geraden ist. Zu jeder Rie htung gehort auf T ein Punkt;
und umgekehrt. Nach diesem Punkte sind die perspectivischen Bilder aller parallelen,
derselben Richtung angehirigen Geraden gerichtet. Er soll daher der Richtungspunkt
genannt werden. — Fiir parallele Linien, welche zugleich der Tafel parallel sind, liegt
der Richtungspunkt in unendlicher Ferne; die Bilder der Linien sind ebenfalls parallel.
2) Perspective einer Ebene. FEine Ebene E 15t durch ihren Durchschnitt gh
und durch ihre Neigung gegen T bestimmt. Legt man durch O eine Ebene senkrecht
3
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auf gh, so wird T in einer Geraden g, welche senkrecht auf gb ist und die senkrechte I
Projection O' von O enthiilt, und E in einer Geraden gE, welche ebenfalls senkrecht auf |2
oh ist, geschmitten. Das entstehende Parallelogramm O¥UgE ist durch die senkrechte Pro-
jeetion O, den Abstand 00’ des Auges, den Abstand O'g und den Neigungswinkel O'glE [
vollstiindig bestimmt. Man erhilt daher durch Iig. 13 den Punkt ¥, nach welchem die
Bilder von den Neigungslinien der Ebene E gerichtet sind, und die Gerade R, in welcher \
eine durch O gelegte, zu E parallele Ebene die Tafel schneidet. In N sind die Rich- |
tungspunkte aller in E liegenden Geraden; sie ist die Richtungslinie der Ebene B. Ist |
B horizontal, so heisst MU der Horizont; es fillt dann A mit O zusammen und heisst i
der Augen- oder Hauptpunkt. — Sehligt man O um N in T herab, so fillt O in den
Punkt « auf g, so dass Y=z = AO ist. Die Richtung, welche dem Richtungspunkte 9
zugehiirt, bildet in E mit der Schunittlinie gb den Winkel Eeg = o, Mit Hiilfe des
Punktes « sind also in T die den Richtungen in E zugehirigen Richtungspunkte und wm-
gekehrt, sowie die Winkel, welche die Linien in E mit einander bilden, zu finden. Macht |
man (Fig. 14) auf der Richtungslinie %D und AD’ gleich Az, so erhilt man die Richtungs- fl
punkte der Geraden, welche in E (Fig. 15) einen Winkel von 45° mit der Schnittlinie bilde. |
Bei horizontaler Lage von B heissen © und ®©' Distanzpunkte, da dann 9D und AD* gleich
der Distanz des Auges von der Tafel sind. — Der Richtungspunkt von Linien, welche
mit gh parallel sind, fillt in unendliche Ferne; die Bilder solcher Linien sind ebenfalls
parallel.  Die Lage der Bilder kann durch die Durchschnitte mit einer durch O gelegten, |
auf der Richtung senkrechten Ebene, also durch Fig. 13 bestimmt werden.

et 3) Das perspectivische Bild einer Geraden ist be- J

ltannt, wenn-man ihrven Durchschnitt mit der den Ebenen

E.und T gemeinschaftlichen Linien und ihren Richtungs-
punkt kennt. So entsprechen den von B ausgehenden
Strahlen in Fig. 15, welche die Ebene E darstellt, die von
B ausgehenden Strahlen in Fig. 14, welehe die Ebene T
darstellt.

Das Bild eines Punktes B wird gefunden, wenn man
durch B irgend 2 Linien legt und den Durchschnitt des
dildes dieser Linien bestimmt, — Liegt ‘der Punkt H auf

& der Geraden, welche der Schnittlinie yon B und T parallel
Lol | ist und zugleich E enthilt, so werden die Bilder aller ‘
B/ Geraden, welche durch H gehen, parallel; das Bild von H |
A | ¥ liegt unendlich fern. Die Richtung der Geraden, welche

LRI Pl in T den durch H gelegten Strahlen entsprechen, ist be-

a8 N¢|# & Lkannt, wenn man die Perspective von einem derselben

| kennt: am einfachsten findet man das Bild b3 von dem
a P anf der Grandlinie senkrechten Strahl Hb. |

4) Die Grisse einer Linie findet man aus ihrem perspectivischen Bilde mittels des
Theilungspunktes. Ist §s das perspectivische Bild einer Geraden, s ihr Richtungspunkt
und triigt man von s aus auf der Richtungslinie einer Ebene E, welche die Gerade ent-

e
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hiilt, st = sx ab, s6 schueiden die Strahlen, welche von t ausgehen, auf der gemeinschaft-
lichen Linie der Ebenen E und T die wirklichen Lingen der Stiicke ab, deren
perspectivische Bilder die auf Fs abgeschnittenen Stiicke sind. Denn die in E befindlichen
(Geraden, deren Richtungspunkte t und s sind, schliessen einen Winkel sat ein: den gleichen
Winkel ats bilden die Geraden, deren Bilder durch t gehen, mit der gemeinschaftlichen
Linie der Ebenen E und T. FEs heisst t der Theilungspunkt, weil mittels desselben auf
eine perspectivische Linie Stiicke abgetragen werden kimnen, welche gleichen Theilen der
wirklichen Linien entsprechen, — Wie §. 11 zeigen wird, bestimmen auch die von = ans-
gehenden Strahlen die wahre Lénge einer Geraden, deren Richtungspunkt s ist, auf einer
Linie, welche parallel zu «s durch den Durchschnitt der Geraden und der Ebene T weht.

Die Distanzpunkte sind die Theilungspunkte fiir die Linien, welche durch den Haupt-
punkt a gehen, also fiir die Neigungslinien der Ebene E. — Jeder Punkt der Richtungs-
linie ist der Theilungspunkt aller Geraden, welche parallel der Richtungslinie sind. Denn
zwei von einem solchen Punkte ausgehende Gerade bestimmen in E ein Parallelogramm.

§ 11. Collineation.
1) Schliigt man die Ebene E in T herab, so behalten alle Punkte der gemeinschaft-
lichen Linie ihre Lage bei; jede Linie von E schneidet also die ihr entsprechende Linie
von T in einer festen Geraden, Ausserdem fillt noch der Fig. 16.
Punkt = (Fig. 13) mit seinem Bilde 2 zusammen; jeder Punkt ,
B von E liegt also auf dem Strahle, welcher « mit seinem
Bilde B verbindet. — Die Figuren der Ebenen B und T stehen
also in der Beziehung, dass 1) entsprechende Punkte auf Strah-
len liegen, welche durch einen festen TPunkt gehen, und 2)

entsprechende Gerade sich auf einer festen Geraden schneiden. % 4
Diese Art der Verwandtschaft heisst Collineation, der feste Punkt das Centrum, die
feste Gerade die Axe der Collineation. — Eine ebene Figur und ihr perspectivisches Bild

konnen immer in collineare Lage gebracht werden. Der Durchschnitt der Ebene und der
Bildfliche wird die Axe, und der Punkt, in welchen das Auge fillt, wenn eine durch das
Auge den Neigungslinien der Ebene parallel gelegte Gerade in die Bildfliiche heraboeschla-
gen wird, das Centrum der Collineation.

2) Wird die eine von zwei collinear liegenden Figuren um die Collineationsaxe ge-
dreht, so ist die eine das perspeetivische Bild der anderen. — Denn wird BCD um die
Axe gedreht, so bleiben zwei entsprechende Gerade, da ihr Durchschnittspunkt dieselbe
Lage behilt, in einer Ebene. Die Geraden BB, (6. DD treffen sich. als die Durch-
schnittslinien dreier Ebenen, in einem Punkt oder sind parallel. Letzteres ist nicht mog-
lich, da sonst BB und CE, wie in § 2, auch in der urspriinglichen Lage parallel sein
miissten.

3) Die Eigenschaften zweier perspectivischen ebenen Figuren gelten also auch fiir
collineare. — Es entsprechen sich daher gegenseitig Punkte auf einer Geraden, harmonische
Punkte, die Durchschnitte entsprechender Geraden. das Centrum, die Punkte auf der Axe,
Strahlenbiischel, harmonische Strahlenbiischel. — Parallelen Geraden der einen Figur ent-

3*
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sprechen in der collinearen 1*"1g-ur Gerade, welche sich anf* einer mit “der Axe parallelen
Linie schneiden; diese Linie heisst die Gegenaxe und enthilt die Punkte, welche den un-
endlich entfernten Punkten in der collinearen Figur entsprechen. — Zu jeder Richtung
der einen Figur gehirt ein Punkt in der Gegenaxe der andern, und umgekehrt. — Darauf
beruht der Beweis des in §. 10, 4) angegebenen Verfahrens, die wirkliche Linge einer per-
spectivischen Linie zu finden. — Der Abstand des Centrums von der einen Gegenaxe ist
gleich dem Abstande zwischen der Axe und der anderen Gegenaxe. Der Beweis ergiebt sich
aus Fig, 13. — Das Produkt der Abstinde zweier entsprechender Punkfe von den ihrer
Figur angehirigen Gegenaxen ist constant, und zwar gleich dem Produkte der Abstiinde
des Ceutrums von den beiden Gegenaxen. Denn in Fig. 15 verhalten sich BH zu B wie
hb zu he, und in Fig. 14 verhalten sich =3 zu BN ebenfalls wie hb zu he.

§. 12. Perspectivisches Zeichnen,

Die gewdhnliche Aufgabe des praktischen Zeichnens ist: aus dem Grund- und Auf-
riss einer riumlichen Figur d. i. aus den senkrechten Projectionen in eine horizontale und
in eine verticale Ebene das perspectivische Bild auf eine verticale Bildfiiiche zu entwerfen.
Die Lage der Bildfliche ist durch ihren Durchschnitt mit dem Grundrisse, die Grundlinie,
die Lage des Auges ist durch ihre sgenkrechten Projectionen auf Bildfiiche und Grundriss
d.i. durch den Hauptpunkt % und den Fusspunkt E gegeben. Damit sind zugleich ge-
geben: die Richtungslinie aller horizontalen Linien oder der Horizont, die Distanzpunlkte
® und D', sowie die Hiilfspunkte « und =; es ist nimlich AD = D' = Ya = gE und
ge = go. — Um nun das Bild eines Punktes B des Grundrisses zu finden, ziehf man
durch B Gerade; der Punkt 8, in welchem die Bilder dieser Geraden sich schneiden, ist
das Bild von B. Fiir eine leichte Ausfiihvung der Zeichnung empfehlen sich als solche
Geraden (Fig. 14 u. 15): 1) die Linie BE nach dem Fusspunkte; ihr Bild ist die Senkrechte
Ne; 2) die Senkrechte Bb;s ihr Bild ist bA; 3) die Gerade ch; ihr Bild ist ah; 4) die
Geraden Bd und Bd’, welche auf der Grundlinie Stiicke gleich Bb abschneiden; ihre Bilder
sind ©d und D'd’. — Ist das perspectivische Bild 3 eines Punktes B bekannt, so findet
man das Bild eines jeden andern Punktes C durch das Ziehen von zwei Geraden, niimlich
von «C und von der Geraden, welche 3 mit dem Durchschnitte von BC und der Grund-
linie verbindet. — Ist die Bildfliche nicht senkrecht auf dem Grundrisse angenommen, S0
findet man durch das in Fig. 13 angedeutete Verfahren die Punkte 2, «, ¢, E, D, D'
T Uebrigen bleibt die Ausfiihrung der perspectivischen Zeichnung des Grundrisses dieselbe.

Kig, L1 Um das Bild eines Punktes P, dessen horizontale Projection B ist,
& g finden, denkt man sich durch P eine auf der Grundlinie senkrechte
\\" . Ebene gelegt, Diese schneidet die Bildfliche in einer Linie b, welche

P AP senkrecht auf der Grundlinie ist. Macht man auf derselben bP* gleich der
We | in dem Aufrisse gegebenen Hohe BP, so ist BPbP’ ein Rechteck und 2

der Richtungspunkt von Bb und PP’. Der Punkt P, in'welchem gich PA
und die durch 8 mit bP' parallel gezogene Linie treffen, ist daher das

~/ '\l Bild von P. — Hat man mehrere Hihen einzutragen, so vereinfacht sich
4 7 das Verfahren, wenn man die Hohen gP" auf g abtriigt und von P! nach
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fem Punkte, in welchem g2 den Horizont schneidet. eine Gerade zieht. — Ein allzemei-
neres Verfahren, perspectivische Zeichnungen zu entwerfen, bildet den Inhalt von §. 18.

§. 13. Einige Sitze vom Drei- und Viereck, welche mittels
der Perspective hergeleitet werden.

1) Schneiden sich die entsprechenden Seiten zweier Dreiecke auf einer Geraden, so
gehen die Verbindungslinien der Ecken durch einen Punkt oder sind parallel.

2) Liegen die Ecken zweier Dreiecke auf drei Strahlen, welche durch einen Punkf
gehen oder parallel sind, so schneiden sich die Seiten auf einer Geraden oder sind parallel.

Beweis: 1) Aus §. 2 und § 11 geht hervor, dass das eine Dreieck, wenn es um die
Gerade gedreht wird, die Perspective oder Parallel-Projection des anderen wird. Beim
Zuriickschlagen in dieselbe Ebene gelangen daher beide Dreiecke in collineare oder affine
Lage. Satz 2) folgt indirect aus 1).

3) Schneidet man die 3 Seiten eines Dreiecks durch eine Gerade und bestimmt auf
Jjeder Seite zu dem Durchschnittspunkte den vierten harmonischen Punkt. so schneiden
sich die 3 (reraden, welche diese mit den Ecken verbinden, in einem Punkte.

Beweis: Man setze das Auge in einen beliebigen Punkt O ausserhalb der Ebene des
Dreiecks und entwerfe auf eine Ebene, welche parallel der durch die Gerade und durch
O gelegten Ebene ist, das perspectivische Bild des Dreiecks. Von den nach den 4 har-
monischen Punkten einer Seite gezogenen Strahlen treffen nur 3 die Bildfliche, wiihrend
der vierte ihr parallel ist. Da diese Strahlen harmonisch sind, so wird das Bild ein
Dreieck, in welchem die Seiten halbirt sind. Den 3 Linien von den Ecken entsprechen
im Bilde Linien, welche von den Ecken nach den Mitten der Gegenseiten gezogen sind;
diese treffen im Schwerpunkte des Dreiecks zusammen, Folglich schneiden sich auch die
Linien, deren Bild sie sind, in einem Punkte. — Aus 3) folgt indirect:

4) Zieht man von den 3 Ecken eines Dreiecks Gerade, welche sich in einem Punkte
sehneiden, und bestimmt auf jeder Seite den vierten harmonischen Punkt, so liegen diese
8 Punkte auf einer Geraden.

5) Eim vollstindiges Vierseit hat 4 Seiten, welche sich in 6 Punkten treffen; diese
bestimmen 3 Diagonalen. Im vollstindigen Vierseit wird jede Diagonale durch die
beiden anderen harmonisch getheilt.

Beweis: Denkt man durch eine Diagonale und durch einen beliebigen, ausserhalb der
Ebene des Vierseits angenommenen Punkt O eine Ebene und entwirft auf eine parallele
Ebene von O aus das perspectivische Bild, so erhilt man ein Parallelogramm. In diesem
halbiven sich die Diagonalen. Folglich sind die Linien, welche von O nach 2 Ecken des
Parallelogramms und nach dem Mittelpunkt der Diagonalen gehen, und die Linie, welche
von O parallel der Diagonale gezogen wird, harmonische Strahlen und bestimmen auf einer
Diagonale des urspriinglichen Vierseits 4 harmonische Punkte,
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& 14. Kreis als perspectivisches Bild eines Kreises. Sehnen - und
Tangenten - Sechseck.

1) Die Projectionsstrahlen, welche einen Kreis perspectivisch abbilden, sind die Seiten
eines Kreiskegels. Ausser den Ebenen, welche dem Grundkreise parallel sind, giebt es im
schiefen Kreiskegel noch eine zweite Lage von Ebenen, welche den Kegel in Kreisen
schneiden. Diese Ebenen stehen senkrecht auf dem normalen Axendreieck und schueiden
dasselbe in einer Linie, welche gegen die eine Seite ebenso geneigt ist, wie der Durch-
schnitt des Grundkreises gegen die andere. — Mit Hiilfe dieser Wechselschnitte kann man
zn jedem Kreise einen perspectivischen Kreis finden, wenn zugleich noch verlangt wird,
dass eine ausserhalb des Kreises gegebene Linie MK Richtungslinie werden soll. Man
ziehe den Durchmesser AB, welcher auf MK senkrecht steht, bestimme den Pol O zu MK

Fig. 18, und ziehe die senkrechte Sehme EOF; EA treffe MK in K. Frrichtet
man nun in M auf der Ebene des Kreises eine Senkrechte MK' = MK,
K g0 ist KV die Spitze, der Kreis AEBF der Grundkreis eines Kegels,
welcher von der durch EF gelegten, auf AB senkrechten Ebene in
einem Kreise geschnitten wird. Denn man kann K dadurch in
die Lage von K' bringen, dass man KM um die Linie MAB dreht;
EO kommt in die Lage CO, FO in DO, KAE in K'AC; nach §. 7, 2
liegt ¥ auf KB und D auf K'B. Da CO = EO = OD und EO* =
AQ ., OB, so ldsst sich durch C, A, D, B ein Kreis legen; also ist
der Durchschnitt CD des emen Kreises gegen die eine Seite des
normalen Axendreiecks ebenso geneigt, wie der Durchschnitt des
andern Kreises gegen die andere,

9) Sind in einem Kreise 2 Sehnen AB und ab parallel, so ist, wenn die Bogen
in gleichem Sinne gerechnet werden, Aa = bB und Ab = aB, aber nicht Aa = Bb; und
umgekehrt. — Sind die Sehnen AB und ab, sowie BC und be parallel, so ist Bogen Ab =
aB und bC = Be, also auch AC = ac, und daher Ac || Ca; d. h. sind in dem Sechseck ABCabe
9 Paar Seiten parallel, so sind auch die dritten parallel. — Sind die Sehnen AB und ab,
BC und be, CD und cd parallel, so zeigt man ebenso, dass Bogen Ad = aD, also AD
parallel ad ist; d. h. sind 3 Paar Seiten zweier Sehnenvierecke parallel, so ist auch das
vierte Paar Seiten parallel.

Allgemein: Sind 2n Paar Seiten eines (4n + 2)ecks im Kreise parallel, so ist auch
das (2n + 1)te Paar parallel. Sind von zwei (2n)ecken (2n—1) Paar Seiten parallel, so ist
auch das letzte Paar parallel.

3) Da jedem Paar paralleler Seiten in dem perspectivischen Kreise ein Paar Seiten,
welche sich auf der Richtungslinie schneiden, entsprechen, so gelten diese Siitze auch, wenn
man fiir zwei parallele Gerade zwei Gerade, welche sich auf derselben ausserhalb des Kreises
liegenden Geraden schneiden, setzt. — Fiir das Sechseck heisst der Satz: Schneiden sich
9 Paar Gegenseiten eines Sehnensechsecks auf einer ausserhalb des Kreises liegenden
Yeraden, so schneidet sich auch das dritte Paar auf derselben Geraden. — Bekanntlich
gilt der Satz auch, wenn die Gerade den Kreis schneidet; der gegebene Beweis gilt aber
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nur fiir den angegebenen Fall. — Liisst man 2 Punkte des Sechsecks zusammenfallen, so
geht die Richtung der Sehne in di¢ Tangente iiber, und es ergeben sich aus dem Satze
fiir das Sechseck Sitze fiir das Finf-, Vier- und Drejeck.

4) Gehen von 2 Punkten der Geraden MK in Nr. 1) Tangentenpaare aus, so be-
stimmen -diese in dem perspectivischen Bilde einen umschriebenen Rhombus. Die Diagona-
len des Rhombus gehen durch den Mittelpunkt;- die Berithrungspunkte bestimmen 4 Paar
Gerade, von denen 2 den Diagonalen des Rhombus parallel sind und 2 durch den Mittel-
punkt gehen. Dem Mittelpunkt des zweiten Kreises entspricht in dem ersten Kreise der
Pol O der Geraden MK. Man erhiilt daher den Satz (cf. §. 9): Gehen von zwei Punkten
einer ausserhalb eines Kreises liegenden Geraden 2 Tangentenpaare I, I und III, IV aus,
welche den Kreis in den Punkten 1, 2, 3, 4 beriihren, so gehen die Diagonalen, sowie die
Geraden 1 2 und 3 4 durch den Pol der Geraden; die Geraden 1 3 und 2 4, sowie 1 4
und 2 3 treffen mit der durch die Durchschnitte der entsprechenden Tangenten bestimmten
Diagonale auf der urspriinglichen Geraden zusammen. — Nachdem dieser Satz fiir den
speciellen Fall bewiesen ist, lisst sich leicht zeigen, dass er auch gilt, wenn die urspriing-
liche Gerade den Kreis schneidet.

5) Wenn Verbindungslinien von 2 Paaren gegeniiberstehender Eclken eimes Tangenten-
sechsecls am Kreise durch den Mittelpunkt gehen, so geht auch die Verbindungslinie des
dritten Paars durch denmselben. Zu einem Kreise lisst sich nach Nr. 1) ein perspectivischer
Kreis finden, so dass ein gegebener innerer Punkt des einen dem Mittelpunkte des anderen
entspricht. Man erhiilt daher den Satz: Schneiden sich die Verbindungslinien von 2 Paaren
gegeniiberstehender Ecken eines Tangentensechsecks in einem innerhalb des Kreises liegen-
den Punkte, so geht auch die Verbindungslinie des dritfen Paars durch denselben Pumlkt.
— Bekanntlich gilt der Satz allgemein; die gegebene Herleitung passt aber nur filr den

speciellen Fall. — Dieser Satz ergiebt sich auch mittels Reciprocitit aus dem entsprechen-
den Satze vom Sehnensechseck, — Lisst man 2 Tangenten in eine Richtung zusammen-

fallen, so fallen zwei Iicken in einen Berithrungspunkt zusammen, und es ergeben sich
Sitze fiir das Finf-, Vier- und Dreieck.

§. 15. Schnitte des Kreiskegels.

Die perspectivischen Bilder eines Kreises erhiilt man in den Figuren, in welchen ein

Kreiskegel durch Ebenen geschnitten wird, — Zuniichst sollen die Figuren betrachtet
Y . Fig. 19,
werden, deren Ebenen senkrecht auf dem normalen Axen- By

dreieck sind. — In parallelen” Ebenen entstehen iihn-
liche Figuren; denn alle Gerade, welche von der Spitze
ausgehen, werden durch zwei parallele Ebenen in pro-
portionale Stiicke getheilt; die Geraden, welche sich
in beiden Ebenen entsprechen, stehen in demselben Ver-
hiiltnisse und sind parallel. — Die Lage einer Ebené T
ist bestimmt durch die Linie AL, in welcher sie das
Axendreieck KAB schneidet. Die Durchschnittslinie von
T und vom Grundkreise, dessen Durchmesser AB ist,




24

steht in g senkrecht auf AB und %%; sie enthiilt alle die Punkte, welche dem Kreise und
seinem Bilde gemeinschaftlich sind. Die mit 2B parallel durch K gelegte Linie bestimmt
in dem Grundkreise, dessen Ebene mit B bezeichnet werden moge, den Punkt E. Eine
durch E auf AB senkrecht gelegte Gerade EJ ist die Richtungslinie der Ibene T
in B. — In Beziehung auf die Gestalt des perspectivischen Bildes sind drei -Fille zu

unterscheiden:
Fig. 20,

1) UB  schneidet
beide Seiten KA und
KB des Axendreiecks.

eine Ellipse. — Fig. 20
stellt die Ebene des
Grundkreises, Fig.21 die
des Bildes vor. — Man
hestimme auf AB den
Pol O der Richtungs-
linie EJ. Da A0, B, E
harmonische Punkte und 93 || KE ist, so entspricht dem Punkte O die Mitte O von %,
Es ergiebt sich nun als entsprechend:

Fig. 20: Jede Sekante durch O wird Fig. 21: Jede Sehne durch O ist in 0
durch die Kreispunkte und EJ harmonisch halbirt; O ist also Mittelpunkt. — Der Durch-
getheilt, — Die Beriihrungssehne CD ist  messer GD ist senkrecht anf A%, — Sehnen,
senkrecht auf AB. — Sekanten durch E  welche parallel %3 sind, werden durch 6D
werden in CD harmonisch getheilt. — Die halbirt. — Die Tangenten in € und D sind
Tangenten in C und D schneiden sich in E. parallel %3, — Sehnen, welche parallel 6D
Sehnen, welche parallel CD sind, werden sind, werden durch %Y halbirt. — Die
durch AB halbirt. — Die Tangenten in A Tangenten in % und 3B sind parallel 6. —
und B sind parallel CD. —

Eine durch O gelegte Sehme FH schnei- Der entsprgchende Durchinesser schneidet
det die gemeinschaftliche Gerade beider Fi- die gemeinschaftliche Gerade in demselben
guren in n. — Die Tangenten in F und H Punkte n. — Die Tangenten in & und ©
schneiden sich auf JE in J; die Gerade JO sind parallel; ihre Richtung ist durch 10
trifft die gemeinschaftliche Gerade in i. — gegeben. — Alle Sehnen, parallel i0, werden

Alle Sekanten durch J werden von der Po- durch $$ halbirt. —
laren harmonisch getheilt. —

Der Pol von OJ ist der Durchschnitt Die Tangenten in den Endpunkten des
von EJ und FH. In demselben treffen sich durch i0 bestimmten Durchmessers sind pa-
die Tangenten von den Punkten, in welchen rallel $9; alle Sehnen parallel #F9 werden
JO den Kreis schneidet; alle Sekanten von  durch den Durchmesser iO halbirt. —

N werden durch JO harmomsch getheilt. —

Zu jedem Durchmesser §$ gehirt also ein zugeordneter, d. h. die Sehnen, parallel

dem einen, werden durch den anderen halbirt, und die Tangenten in den Endpunkten des

Das Bild des Kreises ist,
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einen sind dem anderen parallel. — Die Lage und Linge des Durchimessers %9 wird mit
Hiilfe der Punkte i, n, f, h, in welchen die gemeinschaftliche Linie von OJ, FH, JF, JH

.gaschnitten wird, gefunden.

2) AB schneidet die eine Seite. KB des Axendreiecks in der Verlingerung, wie die
Gerade IL in Fig. 19. Das Bild -des Kreises ist eine Hyperbel. — Die Richtungs-
linie EJ schneidet den Kreis, TiE. 23 Aie %

Fig. 22: der Pol O derselhen 32
liegt ausserhalb des Kreises. Der
entsprechende Punkt O, Fig. 23, |
liegt, wie in Nr. 1), in der Mitte gy
von AV und ist Mittelpunkt g\

des perspectivischen Bildes. Aber N
nichtalle durch diese Punkte gezo- e
genen Geraden treffen den Kreis A/
und sein Bild. 7
Iig, 22: Der Ireis liegt zwischen den Iig. 23: Die Curven liegen zwischen zwei

von O gezogenen Tangenten OQ und OP; von O ausgehenden Geraden, welche durch
diese beriihren in den Durchschunittspunkten die beiden Punkte p bestimmt sind; diese
von EJ und freffen die gemeinschattliche ¢ beriihren in unendlich entfernten Punkten.
Durchschnittslinie in den beiden Punkten p. Es sind die Asymptoten.

Ebenso, wie in 1) findet man: Die Tangenten in ¥0 und 25 ztehen senkrecht auf 2B
die Sehnen, senkrecht auf DB, werden durch AW, dié Sehnen, parallgl mit AV, werden
durch eine Linie, welche durch O senkrecht auf B gezogen ist, halbirt. Die Tangenten
in den Endpunkten des Durchmessers §9 sind parallel Of, die Sehnen, parallel mit Oi,
werden durch %O und die Sehnen, parallel mit %9, werden durch Oi halbirt. Zu jedem
Durchmesser giebt es also eine zugeordnete Richtung. — Die Linge eines Durchmessers
wird wie in -Nr. 1 gefunden. — Je zwei zugeordnete Durchmesser bilden mit den Asympto-
ten harmonische Strahlen; denn, da J der Pol von FH ist, so wird EJ, also auch gi durch
0Q, OH, 0P, OJ in 4 harmonischen Punkten geschmitten. — Darans folgt weiter: Das
Stitck einer Tangente zwischen den Asymptoten wird im Beriihrungspunkte halbirt; denn
die Tangente ist parallel dem einen der 4 harmonisehen Strahlen. Sind, die Asymptoten
senkrecht auf einander, so bilden die zugeordneten Richtungen gleiche Winkel mit jeder
der Asymptoten, und der Durchmesser ist gleich der halben, von den Asymptoten be-
grenzten Tangente.

3) AB wird der einen Seite LEve R A
des Kegels parallel, Fig, 24 -’{ g;_,--’J
Das Bild des Kreises ist eine &/ ]
Parabel. — Die Richtungs- SaN /,..’.'—/:':'.:__ T
linie fillt mit der Tangente JB i N _;:,_J,f \“\\J, A
des Kreises zusammen; der Pol BIE B s _lu“m i \_:\J
0 Ij[E.'I'E-L'“}l'Il ish B, \‘-'ill]]'l'JIHl der X7/ R N R Y. A
entsprechende Punkt © in un- 7 ;,.6'

4
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endlicher Ferne Ljegt, Die Curve hat keinen Mittelpunkt. — Allen Geraden. welche durch
3 gehen, entsprechen Linien, welche parallel der Axe g der Curve sind: diese werden
Durchmesser genannt, da der vorliegende Fall aus 1) und 2) hervorgeht, wenn der Mittel-
punkt in unendliche Ferne riickt. Den auf AB senkrechten Kreisselmen entsprechen Seh-
nen der Curve, welche auf der Axe senkrecht sind. Diese Sehnen werden also von der

Axe halbirt. — Der Kreistangente JC, welche die gemeinschaftliche Durchschnittslinie in
i schneidet, entspricht eine Tangente, welche durch i geht; der Beriihrungspunkt ¢ liest
auf dem Durchmesser, welcher den Durchschnittspunkt ¢ von BC und gi enthilt. — Den

Geraden, welche in der Kreisebene durch J gehen, entsprechen in der Curve parallele
Linien.  Alle von J ausgehenden Kreissekanten werden durch CB harmonisch setheilt;
also werden alle Sehnen der Curve, welche der Tangente in & parallel sind, durch den
Durchmesser (¢ halbirt.  Jedem Durchmesser ist daher eine Richtung zugeordnet. —
Den Curven-Punkt & findet man, wenn man den Punkt K in Fie. 24 in die Ebene des
Kreises herabschligt; 'es muss dann KCE eine Gerade sein und KJ die Richtung der
parallelen Linien angeben, welche den durch J gezogenen Linien entsprechén, also
KJ || Gi sein.

Ist die Durchschnittsebene nicht senkrecht auf dem normalen Axendreieck, so st
ihre Lage durch die Gerade, welche sie mit dem Grundkreise gemein hat, und durch die
Gerade, in welcher eine durch di¢ Kegelspitze gelegte parallele Ebene den Grundkreis
schneidef, gegeben, also durch g und E in Fig. 19 und durch die Richtung von EJ in
Fig. 20. Dem Pole O von EJ entspricht wieder der Mittelpunkt © der perspectivischen
Figur, da alle Sekanten des Kreises durch O und die Verschwindungslinie harmonisch ge-
theilt werden.

5. 16. Kreis als perspectivisches Bild der Kegelschnitte.

1) Ein Kegelschnitt ist vollstindig bestimmt, wenn eine Axe ab und ein Punkt ¢
gegeben ist.  Mittels dieser Bestimmungsstiicke lassen sich zu jedem Kegelschnitte per-
spectivische Kreise finden. Schneidet die Senkrechte von e die Axe in m, so suche man
auf der Axe den vierten, m zugeordneten harmonischen Punkt T, leze durch T in einer
auf der Ebene abe senkrechten Ebene eine Gerade TK = (em.aT):am. Dann ist K die
gk opitze, die Curve abe die Grundfliche eines Kegels, welcher in der durch
#Ail em gelegten, zu TK parallelen Ebene in einem Kreise geschnitten wird. —

und emf || KT; me:TK = am:aTl, also ist me = me. Es lisst sich daher
| um m mit dem Radius me = mf = mc ein Kreis legen. DBetrachtet man
diesen als Grundfliche und K als Spitze eines Kegels, so ist Kef das nor-
male Axendreiecl; der durch a, b, ¢, also senlrecht auf das Axendreieck
/7 gelegte Schnitt bestimmt nach §. 15 einen Kegelschnitt, dessen Axe ab ist. —

Bei der Ellipse fillt m innerhalb, bei der Hyperbel ausserhall «f, bei der

g Parabel ist am = aT. — Wird TIK so gelegt, dass es Sehne in dem um
Tm als Durchmesser beschriebenen Kreise ist, so wird der Kreiskegel ein gerader, da nun
auch Kine ein Rechter ist.

Beweis: Schneiden Ka und Kb diese Ebene in e und f, so ist me = mf

D e
— —

—
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2) Jeder Kegelschnitt darf nun als das perspectivische Bild eines Kreises angesehen
werden. Es sind daher-alle Sitze, welche sich auf die Durchschnitte von Geraden und die
harmonische Lage von Punkten und Geraden beziehen, unmittelbar anf jeden Kegelschnitt

zu ihertragen. Die Sitze in §. 9 und §. 14 gelten fiir alle Kezelschnitte.

§. 17. Construction und Eigenschaften der Hyperbel und Parabel.

1) Eine ihnliche Rolle wie der Kreis unter den Ellipsen spielt die gleichseitige Hy-
perbel unter den Hyperbeln; ale Hyperbeln kénnen als affine Figuren der gleichseitigen

angesehen werden. — Die gleichseitige Hyperbel d. i. diejenige, deren Asymptoten senk-
recht auf einander stehen, wird am leichtesten hergeleitet aus dem geraden Kegel, dessen
Axenschnitt ein rechtwinkliges Dreieck ist. In Fig. 27 stehe FEHER

senkrecht tiber der Mitte des Kreises die Spitze eines solchen
Kegels: in A sei senkrecht auf dem Durchmesser AB eine Ebene
durch den Kegel gelegt und um A in die Ebene des Kreises
herabgeschlagen. Die Tangente in A ist dann die Axe, B das
Centrum der Cellineation; in dem anf AB senkrechten Durch-
messer OF fallen die beiden Gegenaxen, in O fallen die Mittel-
punkie von Kreis und Hyperbel zusammen.
Es entsprechen sich:

Im Kreise: Gerade parallel AB. — Ge-
rade durch den Hauptpunkt 0, — Die Sehne
CD parallel AB. — Strahlen von einem Punkte
I der Gegenaxe. — Die Tapgenten in C
und D sehneiden sich in E. — Die Sekanten
von I werden durch CD harmonisch eetheilt,
— Gerade nusserhalb des Kreises parallel
mit AB. — Gerade durch F werden in der
Polaren Ee harmonisch getheilt. — Tangen-

In der Hyperbel: Gerade durch den

Hauptpunkt 0. — Gerade paralle]l AB. —
Der Durchmesser @D©. — Parallele, deren
Richtung Oe ist. — Die Tangenten in ©
und © sind parallel Oe, Die Sehnen pa-

ralle]l Oe werden von &2 halbirt. — Durch-
messer, welche dic Hyperbel nicht treffen.
— BSehnen parallel Of werden vom Durch-
messer Oe halbirt. — Die Asymptoten, welche

ten in den Durchschnitispunkten von OF  senkrecht auf einander sind.
und Kreis.

Man findet den Hyperbelpunkt 6, welcher dem Kreispunkte C entspricht, indem man
von C die Senkrechte Cf auf die Tamgente in A fillt und den Durchsehnitt € von Of und
BC sucht.  Man findet die Tangente in ©, indem man vom Punkte E, jin welchem OE
die Tangente in C trifft, eine Senkrechte Ee und durch 6 mit Oe eine Parallele legt.
06 und Oe sind zugeordnete Richtungen. — In F und E ist der Kreisdurchmesser har-
monisch getheilt, also sind auch. da Ae || OE ist, die Asymiptoten und die zugeordneten
Richtungen Oe und Of harmonische Strahlen. Die Asymptoten bilden einen rechten Win-
kel, also bilden zugeordnete tichtungen mit denselben gleiche Winkel, und die Tangente
zwischen den Asymptoten ist gleich dem Durchmesser nach dem Berithrungspunkte. Ent-
fernt. sich C auf dem Kreise von A nach OE, so riickt der Hyperbelpunkt G von A in's
Unendliche und die Richtung der Tangente nihert sich der Richtung der Asymptoten.
Wird OF von C iiberschritten, so geht der entsprechende Hyperbelpunkt in den entgegen-
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gesetzten Raum zwischen den Asymptoten iiber. Man kann daher die Hyperbel ansehen
als eine im Unendlichen zusammenhéngende Curve,

Bezeichnet man die Grisse von OA mit r, von O€ mit & und den Winkel
#, so ist OG: 6f = OB:fC, also OG:Of = OB: CF; es ist Of = r: cos &, CF =1 1% — Af?
= r} 1 —tg*%. Mithin ist « = r: } cos 25

Zieht man die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmessers und verbindet die
Punkte, in welchen dieselben die Asymptoten schuneiden, so entsteht ein Rhombus, Der
Inhalt desselben ist, da der Winkel zwischen den Seiten 90° — 2 ist, 4 «® , cos 2.4, also
constant = 4 r%. — Driickt man den Inhalt mit Hiilfe der Abschnitte auf den Asymptoten
aus, so findet man: Das: Produkt der Abschnitte, welche von einer Tangente auf den
Asymptoten gebildet werden, ist constant = 212

Bezeichnen y und x die Coordinaten von € fiir ein rechtwinkliges Coordinatensystem,
dessen Anfang O und dessen Abscissenaxe AB ist, =0 ist y = «.sin¥% und x = a. cos &,
also x*—y* = a*. cos 2 ¢ = r*; also ist die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel x*—y?* =12

GOA mit

Die senkrechte Projection aunf eine Ebene, die um = gegen ihre Ebene geneigt ist, ist

—

& 3 3 3 C a a3 2 L)
b ci?s’i = r?; sie selbst ist die orthogonale Projection der Hyperbel x* —y*. cos?e = 12
Es kann daher jede Hyperbel als die Projection einer gleichseitigen angesehen werden,
und es ergeben sich, ganz dhnlich wie in § 4 FEigenschaften aller Hyperbeln aus der
gleichseitigen. In Beziehung auf Grosse und Lage der zugeordneten Durchmesser findet

man dieselben Gleichungen, wie fiir die Ellipse in §. 4, 3), wenn — (* an die Stelle von
- B2 gesetzt wird.

2y Parabel. — Es sei AB der Durchmesser des Grundkreises: senkrecht iiber AB

liege die Spitze K eines Kegels so, dass AKDB ein gleichseitiges Dreieck ist. Die Ebene

Fig. 3. giner Parabel, deren Scheitel A ist, werde in die Ebene des Kreises

j ‘/{;i) gelegt. Die gemeinschaftliche Tangente Ac in A ist die-Axe, A das

F 7 Centrum der Collineation, die Kreistangente BD in B die cine Gegen-

< axe. Entsprechende Punkte liegen auntf den Strahlen durch A, ent-

J sprechende Linien schneiden sich anf Ac¢, Geraden der Kreisehene,

oy o % welche sich in D auf BD schneiden, entsprechen Parallele, deren Rich-

tung durch AD bestimmt ist, Geraden durch B Parallele mit AB. — TFiir die Parahel

ergiebt sich” folgende Construction: Man zieht von B durch den Kreispunkt C eine Gerade
und durch den Punkt, in welchem Ac durch BC geschnitten wird, mit AB eine Parallele;
auf dieser bestimmt AC den Parabelpunkt (€. Die Tangenten in C und © schneiden sich
in einem Punkte ¢ der Scheiteltangente. — Riickt C von A nach B, so rickt G von A
in's Unendliche und die Richitung 'der Tangente nihert sich der Richtung AB. Geht C
durch B nach der andern Seite von ADB iiber, so springt @ in unendlicher Ferne ebenfalls
an die andere Seite von AD iiber. Die Parabel hat demnach einen unendlich entfernten
Punkt. Féllt man von € auf AB die Senkrechte GE und bezeichnet den Durchschnitt
von Ac und BC mit F, so ist Winkel AGE = ABF, also A ACE ~ A FBA und
GE: AE = BA: FA oder GE?>= AE.BA. Die Gleichung der Parabel ist demnach y* =
2rx. — Ferner ist leicht zu zeigen, dass eA = ¢C=cl' ist. Die Parabel-Tangente
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schmeidet daher die Axe AB so, dass die Projection der Tangente in A halbirt ist. Zieht
man in G die Normale, so ist, da GE mittlere Proportionale zwischen den Abschnitten der
Hypotenuse ist, die Projection der Normalen auf die Axe o gross wie r.

3. 18. Axonometrisches Zeichnen der Perspective.

Die Lage der Punkte im Raum sei durch rechtwinklize Coordinaten bestimmt.

1) Die Axen schneiden die Bildfifiche T in den 3 Punkten X. Y. Z. — Der Anfangs-
punkt o liegt senkrecht ither dem Durchschnittspunkt @ der Hihen des Dreiecks XYZ;
denn oX und das Loth von o auf T bestimmen eine Ebene, welche auf oZY und zu-
gleich auf T senkrecht steht, mithin auch auf dem Durch-

schnitt ZY. — Den Abstand oQ von o und T findet man
mit Hiilfe des bei o rechtwinkligen. um ZY in T herab-
oeschlagenen Dreiecks ZoY. o
Die Lage des Auges sei dadurch bestimmt, dass es
sich senkrecht iiber A in dem Abstande d befindet. — Der

Strahl vom Auge durch o ist Seite eines Trapezes, deren
andere Seiten AQ, Qo, d sind; sein Durchschnitt'O mit T
ist durch Herabschlagen zu finden. — FEine durch das Auge,
parallel mit o7 gelegte Linie bestimmt in T den Richtungs-
punkt z: dieser muss anf OZ liegen, und zwar so, dass OZ : Oz
= 0Q:0A ist. Man findet daher die Richtungspunkte x, v, z
und die Richtungslinien xy, vz, zx, wenn man zu XYZ ein
dhnliches Dreick eonstruirt, so dass O der ;\l?hlllit'.h]{!,’.i!'ra]llmkl und Q@ und A entsprechende
Punkte sind. — Schlfigt man um eine der Richtungslinien, z. B. xz, das Auge in T nach
A’ herab, so erhiilt man nach §. 10, 4) in den Punkten 1 und 3 die Theilungspunkte von
OX und 0Z, und die Theilung erfolet auf XZ.

Um nun mittels gegebener Coordinaten das perspectivische Bild eines Punktes zu
finden, bestimmt man mit Hiilfe der Theilungspunkte 1 und 3 aus den auf X7 ahgetra-
genen wahren Grissen der Coordinaten x und z Abschnitte auf OX und 07 und mit Hiilfe
von 2 und III aus der auf ZY abgetragenen wahren Griisse von y und z den Abschnitt
auf OY und vollendet das Bild des Parallelepipedons, dessen Kanten, anstatt parallel zu
sein, durch x, y, z gehen.

2) Der Anfangspunkt O liegt in T. — Die Ebene XOY schneide T in OG, die senk-
rechte Projection des Auges sei A’, der Abstand desselben A‘A'“. Man findet nach §. 10
durch die Neigung der Ebene XOY gegen T den Hauptpunkt und die i
Richtungslinie xy. Der Winkel, welchen OX mit OG hildet, bestimmt
den Richtungspunkt x, und der rechte Winkel xA"y, wenn A"
das in T herabgeschlagene Auge ist, den Richtungspunkt v fiir die
Axen OX und OY. Legt man durch die Z-Axe und die Neigungslinie
der Ebene XOY eine Ebene, so ist diese senkrecht auf OG und schuneidet
T in einer Geraden, welche in O senkrecht auf OG- steht, Die parallele,
durch das Auge gelegte Ebene schneidet T in der Senkrechten A'z, und
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der rechte Winkel AA"'% giebt den Verschwindungspunkt z fiir 0Z. Durch Abtragen yon
XA und yA" auf xy und zA'' auf zA' erhilt man die Theilungspunkte 1, 2. 3 fiir ox,
oy und oz. i

Um nun mittels gegebener Coordinaten das perspectivische Bild eines Punktes zu
erhalten, triigt man die Coordinaten x und y auf OG, und z auf der in O auf OG er-
richteten Senkrechten ab, iibertridgt dieselben mit Hilfe der Punkte 1, 2, 3 auf ox, oy,
oz und vollendet das Bild des Parallelepipedons, dessen Kanten, anstatt parallel zu sein,
durch x, y, z gehen.

Dr. August Flohr,
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