
Der Unterricht in der heschieihendenGeometrie
auf Realschulen.

» I:

JJie Unterrichts- und Prüflings-Ordnung der Realschulen vom 6. October 1859 ver¬
langt von den Abiturienten sichere, geordnete und wissenschaftlichbegründete Kennt¬
nisse in den Elementen der beschreibenden Geometrie. Dadurch ist in die Realschule ein
Unterrichtsgegenstandeingeführt worden, welcher bisher nur auf technischen Lehranstalten
gelehrt zu werden pflegte. Aber nicht in der technischen Bedeutung,in der Unterstützung
des Zeichenunterrichts, in der Aneignung der Fälligkeit, geometrischeZeichnungenzu
entwerfen und zu verstehen, liegt der Hauptwerth dieses Unterrichts; vielmehr bildet
derselbe in hohem Masse eine Gymnastik des Geistes, welche die Denkkraft weckt und
übt. — Ohne umfassende mathematische Kenntnisse vorauszusetzen, nimmt die beschreibende
Geometrie vor Allem die Anschauungin Anspruch. Sie erfordert und erzielt klare Auf¬
fassung der räumlichen Verhältnisse und bildet dadurch ein Gegengewicht und eine Er¬
gänzung zu den übrigen Disciplinen, welche das mathematischePensum der Prima aus¬
machen, indem diese eine rechnende Betrachtung räumlicherVerhältnissebegünstigenund
dadurch, rein geometrischerBetrachtung gegenüber, eine gewisse Einseitigkeit befördern.
Die Constructionender beschreibenden Geometrie können vom Schüler nicht gedächtniss-
mässig und gedankenlos ausgeführt werden, sondern erfordern ein wirkliches Verständniss,
da ihn sonst eine jede Aenderung in der Lage der Figur in Verwirrung setzen würde.
Darum kostet es zunächst einige Mühe, ehe der Schüler sich in die neue Betrachtungs¬
weise hineingearbeitet hat. Ist dieses aber einmal geschehen, so hat er eine Handhabe
gewonnen, durch welche ihm die Anschauungräumlicher Verhältnisse leicht und die Lö¬
sung vieler Aufgaben möglich gemacht ist. Zugleich wird er befähigt, „die gemeinsame
Wurzel aufzufindenund den Organismusaufzudecken, durch welchen die verschieden¬
artigsten Erscheinungen der Raumwelt miteinander verknüpft sind," indem die beschreibende
Geometrieihn in die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften einführt und ihm so
den Weg zu den fruchtbaren Principien und Anschauungsweisen der neueren Geometrie
eröffnet.

Die vorliegendeAbhandlung setzt sich die Aufgabe, zusammenzustellen,was nach
der Ansicht des Verfassers in den mathematischenUnterricht über die beschreibende
Geometrie auf Realschulen gehört, damit derselbe mit dem übrigen Unterricht zu einem
organischen Ganzen sich vereinige. Nach der Unterrichts-Ordnungist die praktischeEin-



Übung der Projectionslehre dem Zeichenunterricht in Prima zugewiesen. Deshalb sind
die Fundamente der Theorie ausführlicherbehandelt, die Lösung der Hauptaufgabender
Projectionslehrenur in ihren Grundzügenangedeutet. Durch die Einführung der geome¬
trischen Verwandtschaften wird eine Anschauung gewonnen, welche auch für das praktische
Zeichnen, namentlich für die Anschaulichkeitdes Zeichenunterrichtsvon grosser Bedeutung
ist und mehr Beachtungverdient, als ihr gewöhnlich geschenkt wird. Ein Hauptgewicht
ist auf die Lehre von den Kegelschnitten gelegt worden, deren wichtigste Eigenschaften,
namentlich die gemeinschaftlichen, aus dem Kreise hergeleitet sind.

I. Parallel-Projection.— Affinität.
§. 1. Die Projectionen.

Die beschreibende Geometrie hat den Zweck, räumliche Figuren durch Zeichnung
in einer Ebene darzustellen, so dass alle Verhältnisse derselben in der ebenen Zeichnung
erkannt und alle Constructionenan denselben in der Ebene ausgeführt werden können.
Dieser Zweck wird durch Projectionen erreicht. Man legt durch jeden Punkt der dar¬
zustellendenFigur eine Linie (Projectionsstrahl,projicirendeLinie), welche in der Ebene
der Zeichnung die Projection des Punktes bestimmt. Sind die projicirenden Strahlen
parallel, so ergiebt sich die Parallel-Projection; diese Art der Darstellung wird gewöhn¬
lich unter dem Namen Projection verstanden. Schneiden sich alle projicirendenStrahlen
in einem festen Punkte, so ergiebt sich die Central-Projection oder Perspective. Mit
der ersteren Art der Projection wollen wir uns zunächst beschäftigen.

1) Zu jedem Punkte A gehört ein projicirender Strahl Aa, welcher die Projections-
ebene, die mit P bezeichnet werden möge, in a trifft.

2) Zu jeder Geraden AB gehört eine projicirende Ebene d. i. der Inbegriff der Pro-
jectionsstrahlen, welche von den einzelnen Punkten der Geraden ausgehen; diese Ebene

Kg. i. schneidet die Projectionsebene in einer Geraden ab, welche die Pro¬
jection von AB ist. — Die Projectionen von Punkten, welche in
einer Geraden liegen, liegen ebenfalls in einer Geraden. Schneidet
AB die Projectionsebene in 2), so geht die Projection ebenfalls
durch 2), da jeder Punkt der Projectionsebeneseine eigene Pro¬
jection ist. — Zwei Seiten eines Dreiecks werden durch Linien,
welche der dritten parallel sind, in proportionaleTheile getheilt;
daher sind die Theile derselbenLinie und ihre Projectionen pro-
portionirt.

3) Zu einem StrahlenbüschelA d. h. zu den von A ausgehenden Strahlen gehört
als Projection ein Strahlenbüschela. — Zu parallelen Linien AB, A'B' gehören parallele
und proportionaleProjectionenab, a'b'; denn die projicirendenEbenen sind parallel und
die Dreiecke 2)Aa und 5)'A'a' sind ähnlich, wenn © und 5)' die Durchschnittevon AB
und A'B' mit der Projectionsebene P bezeichnen.

4) Alle Geraden, welche in einer Ebene E liegen, treffen P in einer Geraden, und
zwar in der Durchschnittslinievon P und E, oder sind mit derselbenparallel.
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5) Flächenräume, welche in derselbenEbene liegen, sind ihren Projectionenpro-
portionirt. —■ Beweis: Zieht man von den Ecken der ebenen Figur die Neigungslinien
d. i. Lothe auf die Durchschnittslinievon P und E, so kann der Flächenraum als die
Summe und Differenz von Trapezen betrachtet werden. Auf dieselbe Weise wird die Pro-
jection aus entsprechendenTrapezen zusammengesetzt. Zwei entsprechende Trapeze stehen
aber in constantem Verhältniss; denn A9I33B = >/2 (A2C + B93)21S3 und a9(S3b =
V, (a91 + b33) 9(33 . sin 333(a. Da A9( und B33, Aa und Bb, sowie a9( und b23 als Durch¬
schnitte zweier parallelen Ebenen mit einer dritten parallel sind, so ist A Aa9( «= A Bb33;
das Verhältniss der Neigungslinien A9(, B33 und ihrer Projectionena9(, b33 ist also con-
stant; ebenso der Winkel 3391a.

6) Ueber die Pachtung der Projectionsstrahlen ist bisher noch keine Bestimmung
gemacht worden. Gewöhnlich wird dieselbe senkrecht zur Projectionscbene angenommen;
man nennt diese Art der Projection rechtwinklige oder senkrechte. Sie ist dadurch
ausgezeichnet, dass die Projectionen der Neigungslinieneiner Ebene ebenfalls senkrecht
auf der gemeinschaftlichen Durchschnittsliniesind, dass das Verhältniss von Neigungslinien
und ihren Projectionendurch den Cosinus des Neigungswinkels der Ebenen angegeben wird,
und dass die Projection eines rechten Winkels ein rechter Winkel ist, wenn wenigstens
ein Schenkel mit der Projectionsebene parallel ist. Letzteres folgt daraus, dass der parallele
Schenkel, also auch seine parallele Projection senkrecht auf der projicirendenEbene des
änderen Schenkels ist. —■ Umgekehrt muss, wenn die Projection eines rechten Winkels
BAC wiederum ein rechter bac ist, ein Schenkel der Projectionsebene parallel sein. Denn
alle in A auf AB senkrecht stehenden Linien liegen in einer Ebene. Diese schneidet,
wenn nicht AB || ab ist, AacC nur in einer Geraden; es kann also nur eine Linie der
Ebene AacC senkrecht auf AB sein, und diese muss, da ac senkrecht auf BAba ist, mit der
Geraden zusammenfallen, welche durch A parallel mit ac gezogen ist.

§. 2. Geometrische Verwandtschaften. — Affinität.
1) Dreht man E um die gemeinschaftliche Linie 2)91 beider Ebenen, bis E mit P zu¬

sammenfällt, so beschreibt A einen auf ©91 senkrechten Kreis mit dem HalbmesserA91,
S)BA den Mantel eines geraden Kegels. Bei der senkrechten Projection fällt dann jede
Neigungslinie 91A mit der Bichtung ihrer Pro¬
jection zusammen (Fig. 2). Bei der schiefen
bleiben zwar die Neigungslinien 91A, 33B senk¬
recht auf der gemeinschaftlichen Linie (Fig. 3),
ihre Projectionen21a, 33b jedoch sind gegen
dieselbe unter schiefem Winkel geneigt; sie
bleiben nach §. 1, 3 parallel und proportionirt;
daher sind die Verbindungslinienentsprechen¬
der Punkte Aa, Bb parallel.

Jedem Punkt A der herabgeschlagenen Ebene E entspricht ein Punkt a der Ebene P,
jeder Geraden AB der ersteren eine Gerade ab der zweiten. Eine solche gegenseitige Ab¬
hängigkeitvon Figuren nennt man eine geometrische Verwandtschaft. Die vorliegende
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Verwandtschaft, deren Wesen dadurch charakterisirt ist, dass 1) entsprechende Punkte auf
Parallelen liegen und 2) entsprechende Linien sich auf derselben Geraden schneiden, heisst
Affinität. Die Durchschnittslinie der entsprechenden Geraden d. i. die Linie, deren Punkte
mit den entsprechendenzusammenfallen, heisst die Affmitätsaxe.

2) In der elementarenGeometrie werden zwei Arten von Verwandtschaft betrachtet:
dieCongruenz und die Aehnlichkeit. — Congruente Figuren können immer in eine solche
Lage gebracht werden, dass entsprechendePunkte auf Parallelen liegen und dass ent¬
sprechende Linien parallel sind. Diese Lage könnte man die congruente nennen. Soll zu
einer ebenen Figur die congruenteund zugleich congruent liegende gezeichnet werden, so
ist dieselbe durch ein Paar entsprechenderPunkte vollständig bestimmt. Je zwei ent¬
sprechende Linien und Winkel sind gleich.

Aehnliche Figuren können immer in eine solche Lage gebracht werden, dass die Ver¬
bindungslinienentsprechenderPunkte durch einen festen Punkt, den Aehnlichkeitspunkt,
gehen und dass entsprechendeLinien parallel sind. Diese Lage heisst die ähnliche. Soll
zu einer Figur die ähnliche und zugleich ähnlich liegende gezeichnet werden, so ist dieselbe
durch ein Paar entsprechenderPunkte und den Aehnlichkeitspunktvollständig bestimmt.
Je zwei entsprechende Linien sind proportionirtund je zwei entsprechende Winkel gleich.

3) Soll zu einer ebenen Figur die affine gezeichnet werden, so ist dieselbe durch ein
Paar entsprechenderPunkte A und a und die Affmitätsaxevollständig bestimmt. Den zu
einem zweiten Punkte B gehörigen b findet man, indem man zu Aa eine Parallele durch
B zieht und a mit dem Punkte 35, in welchem AB die Affmitätsaxe trifft, verbindet. Den
zu einem anderen Punkte C gehörigen c kann man nun mittels der Fundamentalaufgabe
alles geometrischen Zeichnens, „eine Gerade durch zwei gegebene Punkte zu ziehen", finden:
man verbindet a und b mit den Punkten, in welchen AC und BC die Axe schneiden, und
erhält c als den Durchschnitt dieser beiden Linien. — Die Gerade Cc ist parallel Aa und Bb.
Denn denkt man sich ABC in die Lage der Fig. 1 zurückgeschlagen,so ist, da 35B: 35 A
= 55b: 35a ist, Bb || Aa. Es liegt Cc mit Aa und ebenfalls mit Bb in einer Ebene und muss,
da die Durchschnittslinien dreier Ebenen entweder in einen Punkt convergiren oder parallel
sind, den Linien Aa und Bb parallel sein; daher ist 6A: @C = @a: @c und also in Fig. 3
Cc || Aa. — Schneiden sich also die 3 Seiten zweier Dreiecke auf einer Geraden und liegen
2 Paar Ecken auf parallelen Linien, so liegt auch das dritte Paar Ecken auf einer, der¬
selben Pachtung parallelen Linie.

4) Umgekehrt: Liegen die Ecken zweier Dreiecke ABC und abc auf Parallelen, so
schneiden sich die Seiten auf einer Geraden oder sind parallel. — Beweis: Dreht man
ABC um die Gerade, auf welcher der Durchschnitt von AB und ab und der von AC und
ac liegt, so bleiben Bb und Cc, da sie die Seiten der Dreiecke ©Aa und @Aa proportional
theilen, parallel mit Aa: sie liegen also in einer Ebene. BC, bc, 35® convergiren, als die
3 Durchschnittsliniendreier Ebenen, in einen Punkt oder sind parallel; der Durchschnitts¬
punkt bleibt, wenn ABC wieder in die Ebene abc zurückgeschlagen wird.

5) Sind zwei Figuren affin und affin liegend und wird die eine um die Affinitätsaxe
gedreht, so bleiben die Verbindungslinien entsprechender Punkte, wie aus Nr. 3) hervorgeht,
parallel. Die eine kann daher als die Projection der anderen angesehen werden.
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Während congruente Figuren so gelegt werden können, dass sie parallele Durch¬
schnitte eines Cylinders,ähnliche so, dass sie parallele Durchschnitteeines Kegels werden,
kann man affine Figuren so legen, dass sie Schnitte desselben Cylinders sind. Die
DurchschnittspunkteentsprechenderLinien und die Punkte, welche entsprechende Linien
proportional theilen, sind entsprechende Punkte. — Ein specieller Fall des letzteren Satzes
ist: Die Schwerpunkteaffiner Figuren sind entsprechende Punkte. Denn, um den Schwer¬
punkt eines Polygons zu finden, braucht man nur Gerade zu halbiren und Punkte zu
verbinden.

§. 3. Projectionszeichnen.
1) Für das praktische Zeichnen sind die Fundamental-Aufgaben: a) die Projection

einer ebenen Figur, und b) die Figur aus ihrer Projection zu bestimmen. Ersteres geschieht
durch das Zurück-, letzteres durch das Herabschlagen. Im ersten Falle denkt man die
Figur zuerst in der Projectionsebene und dreht dann ihre Ebene um eine Linie derselben;
im zweiten denkt man die Figur um die Linie, welche ihre Ebene mit der Projectionsebene
gemein hat, in diese Ebene hineingelegt. In beiden Fällen sind Figur und Projection
affin. — Um die Zeichnung auszuführen,genügt nach §. 2, 3 die Kenntniss der Linie, um
welche die Drehung erfolgt ist, und der Lage von einem Paare entsprechender Punkte, welche
durch den Drehungswinkel und die Eichtung der Projectionsstrahlenzu bestimmen ist. —
Bei der senkrechten Projection — welche in diesem Paragraphenstets angenommen wird —
giebt der Cosinus des Neigungswinkels beider Ebenen das Verhältniss, in welchem die Ab¬
stände zweier entsprechendenPunkte von der Drehungsaxe stehen.

2) Durch eine Projection ist eine Figur nicht vollständig bestimmt. Man nimmt
eine zweite, auf der ersten senkrechte Projectionsebene an, welche um die gemeinschaftliche
Linie, die Projectionsaxe, in die erste herabgeschlagen wird. Dadurch wird man in den
Stand gesetzt, den in §. 1 aufgestellten Zweck der beschreibenden Geometrie zu erfüllen.
Die Lage eines Punktes ist durch seine beiden Projectionen bestimmt. Die Lage einer
Geraden ist durch die Projectionen von zwei in ihr liegenden Punkten bestimmt, namentlich
durch ihre Spuren oder Durchgänged. i. die Punkte, in welchen sie die Projectionsebenen
trifft. Die Lage einer Ebene ist durch die Projectionenvon zwei in ihr liegenden Linien
bestimmt, namentlich durch ihre Spuren d. i. die Durchschnittemit den Projectionsebenen.
Die Verbindungslinieder beiden Projectioneneines Punktes steht senkrecht auf der Pro¬
jectionsaxe. Die beiden Spuren einer Ebene schneiden sich auf der Projectionsaxe. — Die
beiden Projectioneneiner ebenen Figur sind affin und nach §. 2, 4 affin liegend. Die Affi-
nitätsaxe fällt mit der Projectionsaxe zusammen, wenn die Ebene der Figur die Projections¬
axe enthält. Im anderen Falle ist sie die Projection der Linie, in welcher die Ebene der
Figur eine den Winkel der Projectionsebenenhalbirende Ebene schneidet; denn die Pro¬
jectionen aller Punkte einer solchen Ebene fallen, wenn die beiden Projectionsebenen in eine
Ebene gelegt werden, zusammen. — Sind daher von 3 Punkten A, B, C einer Ebene beide
Projectionen bekannt, so kann man aus der einen Projectioneines vierten Punktes D die
andere durch blosses Ziehen gerader Linien finden, z. B. indem man den Durchschnitt von
AD und BC benutzt.

3) Sind die beiden Projectioneneiner geraden Linie gegeben, so findet man ihre



Länge und ihre Neigung zu den Projectionsebenendurch das Herabschlagender projici-
renden Ebenen. — Sind die Projectioneneiner ebenen Figur gegeben, so sind die Durch¬
gänge der einzelnen Geraden, da die zweiten Projectionen der Durchgängein der Projections-
axe liegen, und somit die Spuren ihrer Ebene zu bestimmen. Die Projection einer Neigungs¬
linie steht nach §.1,6 senkrecht auf der Spur; die Länge derselben ist durch Herabschlagen
der projicirendenEbene zu finden. Die Construction der ganzen Figur ist dann nach 1)
auszuführen.— Der Neigungswinkel zweier Ebenen ist derselbe, wie der Winkel zweier
auf denselben senkrechten Linien, deren Projectionen nach §.1,6 auf den Spuren der Ebenen
senkrecht stehen. — Die gemeinschaftliche Linie zweier Ebenen schneidet die Projections¬
ebenen in den Punkten, in welchen die Spuren der Ebenen sich schneiden. —• Den Durch¬
schnitt einer Geraden und einer Ebene findet man, indem man die Gerade zu Hülfe nimmt,
in welcher sich die gegebene und eine die Linie projicirende Ebene schneiden. — Aus den
beiden Projectionen einer räumlichen Figur kann man daher die Gestalt und Lage sämmt-
licher Begrenzungsflächen herleiten.

4) Um die Projection eines Körpers zu bestimmen, denkt man sich denselben ge¬
wöhnlich zuerst in der einfachsten Lage zu den beiden Projectionsebenen gegeben und ge¬
zeichnet. Dann wird entweder der Körper um eine Linie, welche mit einer Projections-
ebene parallel ist, oder es wird die eine Projectionsebenegedreht; die Projectionen des
Körpers in der neuen Lage oder auf die neue Projectionsebene können aus den bekannten
Projectionender einzelnen Punkte leicht gefunden werden.

Ein anderes Verfahren beruht darauf, dass man den Körper auf drei feste Axen be¬
zieht; dieses bildet den Gegenstand von §. 5.

I
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§. 4. Kreis und Ellipse.
I. Senkrechte Projection. 1) Der Kreis werde senkrecht auf eine Ebene projicirt,

welche mit der Kreisebeneden Neigungswinkel s bildet. Man kann die Projectionsebene
durch den Mittelpunkt9K gelegt denken; denn es bleiben
bei paralleler Verschiebung der Projectionsebenedie Pro¬
jectionen, als parallele Schnitte desselben Cylinders, con-
gruent. Sieht man die Durchschnittslinie 5t© als Abscissen-
axe an und bezeichnet die Ordinaten C6 des Kreises mit
y, die der Projection c(5 mit vj, so ist vj =,y cos s. Für den
Kreis ist y 2 + x 2 = r 2 ; für die Projection ist also —V~+x 2

= r 2. Die Projection ist eine Ellipse mit den Halbaxen a = r und ß = rcose. — Die
Ordinaten der Ellipse verhalten sich zu denen des Kreises wie die kleine Axe zur grossen.

2) Alle Durchmesserdes Kreises werden in 9JJ halbirt, die Projectionenderselben
werden also auch in ÜDl halbirt, d. i. 931 ist Mittelpunkt der Ellipse. — Die Kreis-Durch¬
messer haben verschiedeneNeigung zu der Projectionsebene;die Ellipsen-Durchmesser
haben verschiedene Grösse. — Parallelen Sehnen des Kreises entsprechenparallele Sehnen
der Ellipse. Im Kreise liegen die Mitten der Sehnen, welche dem Durchmesser SDiC parallel
sind, auf dem senkrechten Durchmesser 93H). In der Ellipse liegen daher die Mitten der
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Sehnen, welche dem Durchmesser 5Dlc parallel sind, auf dem Durchmesser9QM, welcher
die Projection von 9D1D ist. — Zwei senkrechten Durchmessern des Kreises entsprechen
zwei zugeordnete Durchmesser der Ellipse d. i. Durchmesser von solcher Lage,
dass jeder die Sehnen halbirt, welche dem anderen parallel sind. — Rückt im
Kreise die Sehne parallel mit 9JID fort, bis sie Tangente in C wird, so wird die Pro¬
jection Tangente in c; eine Tangente der Ellipse ist also parallel dem Durchmesser,
welcher dem nach dem Berührungspunkte gezogenen Durchmesserzugeordnet ist. — Da
entsprechende Linien sich auf der gemeinschaftlichen Linie schneiden, so gehen die Tan¬
genten in den entsprechenden Punkten C und c durch denselben Punkt © der Axe 9133,
d. i. die SubtangentenentsprechenderPunkte sind gleich.

3) Bezeichnetman die Grössen der zugeordneten Durchmesser mit a, und ß,, den
eingeschlossenenWinkel mit #, so ist nach §. 1, 5 A c93M = C9JID . cos s, also <x, ß, sin # =
r 2 coss = aß; d. i. die Parallelogramme, gebildet von den Tangenten in den Endpunkten
zugeordneter Durchmesser, haben einen constanten Inhalt. —■ Da die Winkel 9JJC©
und D9JED gleich sind, so ist A 9KC© 33 A DSD?©, also o, 2 + ß, 2 = 9K6 a + 6c 2 + 9)?2) 2 + SM 2
= 9M 2 + 2j . ©C 2 + C© 2 + % . m& = (1 + &!) r -1 = a.' ß 2. Die Summe der Qua¬
drate zweier zugeordneten Durchmesser ist constant. — Ferner ist tg StSJlc = —. -^m,

tg $3Rd = —f . j^, folglich tg QäßJKc . tg 2(9M = — |J-2. Das Produkt aus den Tangenten
der Winkel, welche zwei zugeordnete Richtungenmit der Axe bilden, ist constant.

4) Schneidet die in c berührende Linie den um die grosse Axe 3(23 beschriebenen
Kreis in H und J und errichtet man in H und J Senkrechte, welche 2(23 in f und g

treffen, so ist g©: (SC = (SC: CSJt, also, da (M = a und 6c = |-. CS, ist, (SS : ©c =
6-C : ß; ferner ist Gr©: ©c = ©H: Hf = ©J: Jg. Folglich ist ©H . @J : Hf. Jg = ©C 2 : ß 2
und, da ©H. ©J = ©C 2 ist, Hf. Jg = ß 2. Die Kreisordinate in f ist = ß, da Hf + Jg
gleich der Sehne durch f ist, und 9)}f 2 = oc2 — ß 2. Es sind daher f und g feste Punkte, und
zwar die Brennpunkte. Die Fusspunkte der Lothe, welche von den Brennpunkten auf die
Tangentengefällt werden, liegen auf dem um die grosse Axe beschriebenen Kreise. — Das
Rechteck aus den Lothen, welche von den beiden Brennpunkten auf eine Tangente gefällt
sind, ist dem Quadrate der kleinen Halbaxe gleich. —■ Der halbe Parameter d. i, die Or¬
dinate der Ellipse im Brennpunkte ist — . ß.

5) Der Kreis sei die senkrechte Projection einer Figur, deren Ebene unter dem
Winkel s' geneigt ist; die Durchschnittsliniebeider Ebenen gehe durch den Mittelpunkt
und werde als die Y-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystems angenommen. Für den
Kreis ist y 2 + x 2 = p 2, für die Figur, von welcher der Kreis die Projection ist, y 2 + ; 2 cos 2 s'
= p 2. Der Kreis ist also die senkrechte Projection einer Ellipse, deren Halbaxen ß = p
und a ~ p: cos s' sind. — Eine Ellipse ist daher affin und affin liegend mit den beiden
concentrischen Kreisen, deren Halbmesserdie beiden Halbaxen der Ellipse sind. — Zieht
man um die beiden Axen einer Ellipse Kreise und durch den Mittelpunkt eine Linie,
welche den einen in C, den anderen in C schneidet, so ist der Durchschnitt c der Linien,
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welche durch C und C parallel den Axen gezogen sind, ein Punkt der Ellipse. — Ver¬
bindet man die Punkte, welche die Kreistangentenin C und C auf den Axen bestimmen,
so erhält man die Tangente, welche die Ellipse in c berührt.

IL Schiefe Protection. 6) Der Kreis sei um die gemeinschaftliche Linie 9l9ft23 in
die Projectionsebene herabgeschlagen. Dann kann jeder be¬
liebige Punkt c als die Projection eines Kreispunktes C an¬
gesehen werden; durch die Annahme des Punktes c ist aber
die Projection des Kreises vollständig bestimmt. — Bezieht
man die Projection auf ein schiefwinkligesCoordinaten-
system, dessen X-Axe 9(93 und dessen Y-Axe die dem senk-

W /p //l/ -«c. <£c- (l rech(- en Kreishalbmesserentsprechende Linie 9)M ist, so ist
die Gleichung der Projection, da sich die Ordinaten beider Figuren wie 9JiD = a zu 9JM
= ß verhalten, y 2 . s + x 2 = a 2 d. i. die Gleichung einer Ellipse, bezogen auf zugeordnete
Durchmesser. — Man erhält daher den Satz: Dreht man sämmtlicheauf dem Durchmesser
eines Kreises errichteten Senkrechten um denselben Winkel und verkürzt oder verlängert
sie in demselben Verhältnisse,so erhält man eine Ellipse. — Dieselbe Ellipse erhielte man,
wenn man auf c© an der anderen Seite von 9193 in gleichem Abstände einen Punkt c' statt c
als entsprechenden Punkt zu C annähme. Die Entwicklungenvon Nr. 2) dieses Para¬
graphen gelten auch in diesem Falle. — Der Kreis und die Ellipse schneiden sich in 91
und 23 und ausserdem in zwei anderen Punkten. Wenn man in der Mitte von Cc ein
Loth errichtet, welches 9(93 in Q schneidet, und den parallelen Halbmesser zu cQ zieht,
welcher den Kreis in p trifft, so ist p auch ein Punkt der Ellipse. Denn es ist, wenn
die KreissehnepP || cC und P|) senkrecht auf 9(93 ist, leicht zu zeigen, dass A P$)p ~
A CGc ist; also entspricht dem Kreispunkt P der Ellipsenpunkt p. Da die Ellipsensehnen
9(p und 93p zugleich Kreissehnensind, und daher durch die senkrechtenHalbmesserhal-
birt werden, so sind die mit 9lp und 93p parallelen Ellipsendurchmesserdie senkrechten
Axen. — Die gemeinschaftlichen Tangentenvon Kreis und Ellipse sind parallel den Pach¬
tungen Cc und Cc'.

7) Schlägt man um einen beliebigen Ellipsendurchmesser9193 einen Kreis, so sind
Kreis und Ellipse affine Figuren; die Affinitätsaxe ist der gemeinschaftliche Durchmesser,
und die Richtung der Linien, auf welchen die entsprechenden Punkte liegen, ist durch die
Linie bestimmt, welche einen Endpunkt d des zugeordneten Ellipsendurchmessers mit einem
Endpunkt D des senkrechten Kreisdurchmessersverbindet. — Eine Ellipse ist also durch
zwei, der Grösse und Lage nach gegebene zugeordneteDurchmesservollständigbestimmt.

§. 5. Axonometrie.
1) Um die Lage eines Punktes im Räume zu bestimmen, nimmt man 3 feste, auf

einander senkrechte Ebenen, die Coordinaten-EbenenXOY, YOZ, ZOX, an; diese schneiden
sich in 3 auf einander senkrechtenLinien, den Coordinaten-Axen OX, OY, OZ; die Ab¬
stände eines Punktes von den 3 Ebenen sind die Coordinaten des Punktes. — Axono¬
metrie bezeichnetdas Verfahren, die Projection einer räumlichen Figur mit Hülfe der

,
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Coordinaten zu bestimmen. — Zu diesem Zwecke müssen zunächst die Projectionender
Axen ihrer Lage und Grösse nach bestimmt werden.

Die Ebene der Zeichnungbilde mit XOY den Neigungswinkel
selbe in der Linie MON, welche mit OX den Winkel 8 bilde. Denkt
man XOY erst in der Ebene der Zeichnung und dann um MN zurück¬
geschlagen, so erhält man nach §. 3, 1 die Projectionen Ox und Oy.
Die Projection des rechten Winkels ZON ist ebenfalls ein Rechter,
also die Projection Oz senkrecht auf MN, und, da OZ mit der Ebene
der Zeichnungden Winkel 90° — e bildet, so ist Oz = OZ.sine.
Bei der senkrechten Projection ist, wenn OX und OY gleich der Län geneinheitsind, MO =
cos S, MX = sin 6, Mx = sin 3 . cos s, tg xOM = tg 8 . cos s; Ox = Kcos 2 ö + sin 2 8 . cos 2 e.
Ebenso findet man tg yON = cos 8 . cos e und Oy = "/"sin* 8 + cos 2 8 . cos 2 e. — Wird auch
OZ gleich der Längeneinheit genommen, so ist bei senkrechter Projection Ox 2 + Oy 2 + Oz 2
— 2. — Die Durchschnitteder Ebenen YOZ und XOZ mit der Ebene der Zeichnung bilden
nach §. 1, 6 mit Ox und Oy rechte Winkel.

2) Legt man durch einen Punkt im Räume Ebenen, welche den Coordinatenebenen
parallel sind, so bestimmen diese ein Parallelepipedonund schneiden auf den Axen die
Längen der Coordinaten ab. Man findet daher die axonometrische Zeichnung des Punktes,
wenn man auf Ox, Oy und Oz die Projectionender Coordinaten abträgt und durch Ziehen
von Parallelen die Projection der Ecke, welche 0 gegenüberliegt,bestimmt. —

Von einem Punkte A, welcher in der Ebene XOY liegt, kann die Projection a auch
dadurch bestimmt werden, dass die durch A gezogenen, zu OX und OY parallelen Linien
und die durch a gezogenen, zu Ox und Oy parallelen Linien auf MN zusammentreffen.
Wenn daher die Projection der zu zeichnenden Raumfigur auf die Ebene XOY d. i. der
Grundriss bekannt ist, so findet man die Projection dieses Grundrisses d. i. den sogenannten
axonometrischen Grundriss als eine affine Figur nach §. 3; die Affinitätsaxeist MN; die
Richtung der Geraden, auf welchen entsprechende Punkte liegen, giebt Aa an. Durch
die Punkte des axonometrischen Grundrissessind dann parallel mit Oz Linien, welche sich
zu der mit OZ parallelen Ordinate wie Oz: OZ verhalten, zu ziehen.

§. 6. Krystallographle.
In dem Gebiete des wissenschaftlichen Unterrichts auf der Realschule findet die Pro-

jectionslehre Anwendung bei der Krystallographie. In der üblichen Bezeichnungsweise
werden die Begrenzungsflächen durch ihre Durchschnitte mit den Axen bestimmt. Sind
die Projectionender Axen bekannt, so kann man die Projectionen der Durchschnittevon
Krystallflächenund Axenebenen, daraus die der Durchschnittslinienzweier Krystallflächen
und aus diesen die der Ecken des Krystalls finden. Es ist also eine Projections-Zeichnung
des Krystalls leicht zu entwerfen und durch Herabschlagenin die Axenebenen die wirkliche
Gestalt, sowie die Neigung der Flächen geometrisch zu construiren. — Zum Charakter
jedes Krystalls gehört der Parallelismus gewisser Linien und die Congruenz gewisser Flächen.
Bei der graphischenDarstellung der Krystalle durch Parallel-Projectionbehalten parallele
Linien parallele Lage und congruente parallele Flächen bleiben congruent.

2*
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Senkrechte Projection ist zur Darstellung derKrystalle wenig geeignet; es würde wenigstens
bei rechtwinkligen Axen nach dem Satze über die Projection des rechten Winkels in §. 1, 6
kein Axenwinkel ein Rechter bleiben, oder es müssten die Projectionen zweier Axen
zusammenfallen. Man wählt daher schiefe Projection. — Um möglichst viel von den
wirklichen Grössenverhältnissenin der Zeichnung beizubehalten, legt man bei 3axigen
Krystallsystemendie Ebene der Zeichnungdurch zwei Axen, OC und OB; diese behalten
ihre Länge und gegenseitige Richtung. Die dritte Axe OA kann dann in der Zeichnung
nach Lage und Grösse beliebig gewählt werden, da die Richtung der projicirenden Strahlen
erst durch, die getroffene Wahl bestimmt wird.

Wie die Zeichnung in speciellen Fällen auszuführenist, möge an dem Beispiele des
Leucitoeders (a:a:£a) erläutert werden. In dem Oktanten OABC
sind durch das gegebene Symbol die drei Flächen ABF, AEC, DBC
bezeichnet, wenn D, E, F die Mitten der Axen sind. Diese 3 Flächen
begrenzen von dem Oktanten ein Körperstück, welches die Axen-
ebenen in DGE, EHF und FJD schneidet. AH ist der Durchschnitt
von ABF und AEC, BJ der Durchschnittvon ABF und DBC; der
Durchschnitt K von AH und BJ gehört allen 3 Flächen an und
liegt daher auch auf der DurchschnittslinieCG. Der Oktant ist
also begrenzt durch 3 viereckigeFiguren. — Ebenso erhält man

in jedem anderen Oktanten 3 Vierecke. Der Krystall ist von 24 Vierecken begrenzt. —
Um die wahre Gestalt dieser congruenten Vierecke zu erhalten, zeichnet man (Fig. 8) die
Axen AO und BO in ihrer wirklichenGrösse und Lage, ebenso AE und BD, und schlägt

in ihre Ebene das Dreieck AEC, von dem die Seiten EC und AC =
CB aus Fig. 7 bekannt sind, herab. Die Lage von H auf EC ist
aus Fig. 7 bekannt; also, wenn man GC und HA zieht, das Viereck
EGKH. — Um den Neigungswinkel einer Fläche AEC gegen eine
Axenebene zu erhalten, denkt man von 0 auf AE das Loth OL ge¬
fällt; die Verlängerungdesselben geht in Fig. 8 durch G. Man kann

nun das rechtwinklige Dreieck OLG um OL in AOB herabschlagen. Aus der Länge der Ab¬
schnitte AO = a, EO=b, CO = c findet man 2 . A AOE = a. b_= OLVV + b 2, also tg OLC
= CO: OL = (c. V~:a? •+ b 2): a.b, beim Leucitoeder tg OLC == Yb. Der Neigungswinkel zweier
in einer Axenebene zusammenstossenden Flächen ist die Summe der Winkel, welche beide
Flächen mit derselbenEbene bilden. In der betrachtetenFigur ist die Tangente desselben
daher = — \ ] r b. — Um den Neigungswinkel zweier, nicht in einer Axenebene zusammen¬
stossenden Flächen zu construiren, denke man, sich durch einen Punkt der Durchschnitts¬
linie die Neigungsebene gelegt. Sie schneidet die Flächen in zwei auf der Kante senk¬
rechten Linien-, deren Längen in den herabgeschlagenen Flächen, und die Axenebenein
einer Geraden, von welcher zwei Punkte ebenfalls in den herabgeschlagenen Flächen ge¬
funden werden. Das aus diesen 3 Linien construirte Dreieck giebt den Neigungswinkel.
In dem vorliegenden Falle ist z. B. der Neigungswinkel in der Kante GK der Winkel an
der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks, von welchem DE die Grundlinie und das von
E auf GC gefällte Loth ein Schenkel ist. —■ Treten am Krystall Combinationsflächen auf,
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so erkennt man in ihren Durchschnitten mit den Axenebenen, welche Flächen und in
welchen Linien dieselben geschnittenwerden.

(

i

ö

IL Harmonische Theilung. — Reciprocität.
§. 7. Harmonische Theilung.

1) Wenn die Abstände eines Punktes C von zwei anderen, auf derselbenGeraden
liegenden Punkten A und B sich ebenso verhalten, wie die Abstände des Punktes C von
denselben Punkten, wenn also CA:CB = CA:CB ist, so heissen die 4 Punkte harmo¬
nische, C und C', sowie A und B heissen zugeordnete. — Die Abstände des Punktes
A von C und C verhalten sich dann ebenfalls wie die Abstände des Punktes B von C
und C; es ist auch AC: AC = BC: BC. -— Die Aehnlichkeitspunktezweier Kreise, sowie
zweier Kugeln sind harmonischzu den Mittelpunkten.— Liegt ein
Punkt C zwischen A und B, so liegt der zugeordnete ausserhalb AB.
— Ist 0 die Mitte von AB, so ergiebt sich OC . OC = AO 2. —
Rechnet man die Grössen der Abstände von dem ausserhalb CC lie¬
genden Punkte A, so ist AB . AC + AC . AB = 2 AC . AC oder

112 1

jq + j-q, — rj = Yß. — Rechnet man die' Grössen der Abstände von
dem zwischen C und C liegenden Punkte B aus und ist C der zwischen A und B liegende
Punkt, so erhält man BA. BC — BA. BC 2BC.BC oder ^-^ = ^ =BC BC ~ BA ~ AO"

Zu jedem Punkt C gehört, wenn man A und B festhält, ein einziger Punkt C. —
Liegt C in der Mitte von AB, so liegt C in unendlicherFerne. Rückt C näher an B,
so kommt C dem Punkte C entgegen, bis beide in B zusammenfallen. Geht C über B
hinaus, so tritt C in die Strecke BA, bis C in unendliche Ferne und C in die Mitte
gelangt. Soll nun der Punkt C stetig fortschreiten, so muss C an die andere Seite von
BA übergehen; zu 0 gehört also der unendlich entfernte Punkt an beiden Seiten der
Linie.

2) Verbindet man die vier harmonischen Punkte A, C, B, C mit einem beliebigen
Punkte S und zieht durch C eine Parallele mit SC, so ist EC = CF. — Umgekehrt:
Halbirt SC eine zwischen SA und SB liegende Linie EF und zieht man durch S den mit EF
parallelen Strahl SC, so bestimmen die 4 Strahlen SA, SB, SC und SC auf jeder durch
C gelegten Geraden vier harmonischePunkte. — Gerade, welche von einem Punkte aus¬
gehen, schneiden auf Parallelen proportionaleStücke ab; folglich theilen die Strahlen,
welche von einem beliebigen Punkte nach vier harmonischen Punkten gezogen sind, jede
Gerade harmonisch. Solche Strahlen heissen harmonische Strahlen. — Liegen auf
jeder von zwei sich schneidenden Geraden 3 Punkte mit dem Durchschnitte harmonisch,so
geht die Gerade, welche die dem Durchschnittezugeordneten Punkte verbindet, durch den
Punkt, in welchem sich die Verbindungsliniender anderen Punkte schneiden. Denn es
müssten sonst zu 3 festen Punkten 2 vierte harmonischePunkte gehören. — Steht SC
senkrecht auf der zwischen SA und SB liegenden, in C halbirten Linie EF, also auch
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auf SC, so bildet SC mit SA und SB gleiche Winkel. Zwei Gerade und die Halbirungs-
linien der von ihnen gebildeten Winkel sind daher harmonischeStrahlen.

3) Bestimmt man in einem Dreiecke durch die Halbirungslinien der inneren und äusseren
Winkel die Mittelpunkte der 4 Berührungskreise, so erhält man in jeder Ecke 4 harmo¬
nische Strahlen und auf jeder Seite 4 harmonische Punkte. — Legt man durch die Ecke
eines Parallelogramms eine Parallele zu der einen Diagonale, so erhält man 4 harmonische
Strahlen. ■— Für einen Kreis ergeben sich als unmittelbare Folgerungen:Ein Durchmesser,
eine darauf errichtete Senkrechte und die von dem gemeinschaftlichen Punkte nach den
Endpunkten einer senkrechten Sehne gezogenen Linien sind harmonische Strahlen. — Zwei
Tangenten eines Kreises bilden mit dem Durchmesser, welcher durch den Durchschnitt
geht, und der BerührungssehneharmonischeRichtungen d. h. 4 durch denselben Punkt
gelegte, diesen Richtungenparallele Linien sind harmonische Strahlen. — Eine Tangente,
die von dem Berührungspunktenach den beiden Endpunkteneines beliebigen Durchmessers
gezogenen Linien und die auf den Durchmesser gefällte Senkrechte sind harmonische Strahlen.

4) Construction von Punktepaaren, welche mit den festen Punkten A, B harmonisch
sind: <x) Man beschreibtüber AB als Durchmesser einen Kreis, nimmt auf der Peripherie
an beiden Seiten des Durchmesserszwei symmetrisch liegende Punkte S und S' an und
verbindet diese mit irgend einem Punkte P der Peripherie. Die Verbindungslinienbe¬
stimmen auf AB zwei harmonische Punkte; denn der eine Schenkel des rechten Winkels
APB bildet mit PS und PS' gleiche Peripheriewinkel.— ß) Man construirt (Fig. 10 des
folgenden Paragraphen),etwa mit Hülfe eines Parallelogramms,die harmonischen Strahlen
AB, AS, Ac, AS", legt durch B eine beliebige Linie, wodurch die Punkte S und S" auf
AS und AS" bestimmt werden, und verbindet S und S" mit irgend einem Punkte c der
Linie Ac; man erhält dann auf AB zwei zugeordnete harmonische Punkte. Denn auf BS
sind durch die von A ausgehenden Strahlen 4 harmonische Punkte bestimmt; die von c
ausgehenden Strahlen sind also auch harmonisch.

§. 8. Lage der Bilder bei sphärischen Spiegeln und Linsen.

I. Spiegel. — A sei die Mitte des Spiegels, B der Mittelpunkt der Kugel, von
welcher der Spiegel eine Calotte ist.

1) Concav-Spiegel: Auf der Axe sei ein leuchtender Punkt C. Den Punkt, in
welchem ein reflektirter Strahl die Axe AB trifft, findet man mit Hülfe des Satzes, dass
die Halbirungslinieeines inneren oder äusseren Dreieckwinkels die gegenüberstehende Seite
im Verhältnisseder beiden anderen theilt. Lässt man die Punkte, in welchen die von C
ausgehenden Strahlen den Spiegel treffen, mit A zusammenfallen, so erhält man die Lage
des Bildes C. Es ist dann AC: AC - BC: BC. Folglich liegen Objekt und Bild harmo¬
nisch zu A und B. Gewöhnlich benutzt man die nach §. 7, 1 sich ergebende Formel:

xg- + xjT, = xq. Diese Formel ist so lange gültig, wie A ausserhalb CC liegt. Liegt C zwischen
A und der Mitte von AB, so liegt A zwischen C und C, und die Formel für die Grösse der Ab-

1 l lstände wird AC AC AO' Als allgemein gültige Formel erhält man, wenn man AC mit .
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+ a, AC, je nachdem es von A aus nach derselben oder nach entgegengesetzter Richtung
liegt, mit + a oder — a und' die Grösse der HauptbrennweiteAO mit f bezeichnet:

a^ct f
2) Convex-Spiegel. — Ist C wieder der leuchtende Punkt auf der Axe, C sein Bild,

so erhält man ebenso wie in 1) für die Grössen der Abstände AC: AC = BC: BC. Objekt
und Bild liegen also harmonisch in Beziehung auf A und B. — Der Punkt C liegt immer

ausserhalb AB, C zwischen A und B. Es ist also nach §.7 j^,- Tr = Tn> un d mit

o ^ a fBerücksichtigung der Lage, wenn die Bezeichnung in 1) beibehaltenwird,
IL Linsen. — Die Physik entwickelt für Linsen dieselben Formeln, wie für Spiegel,

und zwar für Convex-Linsen dieselbe wie für Concav-Spiegelund für Concav-Linsen die¬
selbe wie für Convex-Spiegel, nämlich —h — = ±t- Es bezeichnet f die Grösse der Haupt¬
brennweite,welche bei Convexlinsen positiv, bei Concavlinsen negativ zu nehmen ist, a den
Abstand des Objects von der Linse, a den des Bildes; die Bedeutungdes Vorzeichens von a
ist aber der bei den Spiegeln entgegengesetzt.Wenn man das Bild, welches in einem Spiegel
von einem auf der Axe befindlichen Punkte entsteht, nach der anderen Seite der Axe über¬
trägt, so erhält man die Lage des Bildes bei einer Linse mit derselben Brennweite.

Aus §. 7, 4 ergiebt sich folgende Constructionfür die Lage der Bilder bei Spiegeln
und Linsen: Ist AO die Axe, 0 der Hauptbrennpunkt, AB =
2 AO, so errichte man in A eine SenkrechteAc, lege durch A
zwei, unter gleichen Winkeln gegen Ac geneigte Linien, auf welchen
eine beliebig durch B gelegte Gerade die Punkte S und S" be¬
stimmt, mache auf AS die Strecke AS' == AS". Verbindet man
nun S mit einem Punkte C der Axe, und den Punkt c, in welchem &" -^- & "Ja (7
SC die Senkrechte schneidet, mit S" und S', so erhält man auf der Axe in C und C" die
Punkte, welche bei dem Spiegel und der Linse die Bilder von C sind. Denn A, C, B, C
sind harmonischund AC" = AC.

.

§. 9. Pol und Polare beim Kreise. — Reciprocität.
1) Sind (Fig. 20 u. 22) 0 und E zugeordnete harmonische Punkte in Beziehung auf

die Endpunkte eines Kreisdurchmessers AB und errichtet man in E die SenkrechteEJ, so
heisst 0 der Pol von EJ und EJ die Polare von 0. — Zu jedem Punkte in der Ebene
eines Kreises gehört eine Polare, zu jeder Geraden ein Pol. — Der Radius r ist nach
§. 7, 1 die mittlere Proportionalezwischen den Abständendes Mittelpunktesvon Pol und
Polare; und umgekehrt. — Die Polare des Mittelpunktesliegt in unendlicherEntfernung.
Rückt der Pol vom Mittelpunkt nach der Peripherie, so nähert sich die Polare dem Kreise.
Die Polare eines Kreispunktes ist die Tangente in diesem Punkte. Ist der Pol ausserhalb
des Kreises, so schneidet die Polare den Kreis, und zwar in den Berührungspunktender
von dem Pole gezogenen Tangenten. Entfernt sich der Pol vom Kreise, so rückt die Po¬
lare dem Mittelpunkte näher. Geht die Polare von einer Seite des Mittelpunktes nach
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der andern über, so springt der Pol von der einen Seite des verlängerten senkrechten
Durchmessers in unendlicherFerne nach der andern über.

2) Jede durch den Pol gelegte Gerade wird durch Kreis und Polare harmonisch ge-
theilt. Denn (Fig. 20 u. 22) die von H ausgehenden, nach A, 0, B, E gezogenen Strahlen sind
harmonisch; da AHB ein rechter Winkel ist, so sind OH und EH gegen HB gleich ge¬
neigt und schneiden auf dem Kreise gleiche Bogen ab. EF und EH sind also gegen EO
gleich geneigt und daher harmonisch mit dem Durchmesserund der darauf in E errich¬
teten Senkrechten.

3) <x) Der Pol einer jeden durch 0 gelegten Linie liegt auf der Polaren EJ von 0.
ß) Die Polare eines jeden auf einer Geraden EJ liegenden Punktes geht durch den Pol 0
von EJ. — Beweis: a) Denkt man vom Mittelpunkt M auf die durch 0 gelegte Gerade FH
eine Senkrechtegefällt, welche FH in L und die Polare EJ in J schneiden möge, so lie¬
gen, da OEJ und OLJ rechte Winkel sind, E und L auf dem um OJ als Durchmesser
beschriebenen Kreise. Es ist also ME . MO = MJ . ML, und, da nach §.7 ME. MO = r 2,
auch J der Pol von FH. ß) Ist J ein beliebiger Punkt auf EJ und denkt man Yon dem
Pole 0 eine Senkrechte OL auf MJ gefällt, so kann wie vorhin gezeigt werden, dass
ML. MJ = r 2 ist; also ist OL die Polare von J. — Dreht sich also eine Secante um einen
festen Punkt 0, so bewegt sich der Durchschnitt der Geraden, welche in den Durchschnitts¬
punkten den Kreis berühren, auf einer Geraden, der Polaren von 0. Bewegt sich ein
Punkt auf einer festen Geraden EJ und zieht man von demselben die Tangentenan einen
Kreis, so geht die Berührungssehnedurch einen festen Punkt, den Pol von EJ.

4) Jedem Punkt in der Ebene des Kreises entspricht eine Gerade als Polare, der
Verbindungslinie zweier Punkte der Durchschnittspunktihrer Polaren, den Punkten einer
Geraden ein Strahlenbüscheld. i. der Inbegriff von Geraden, welche durch den Pol der
Geraden gehen, dem Durchschnittezweier Geraden die Linie, welche die Pole der beiden
Geraden verbindet, einem Strahlenbüscheldie Punkte auf der Polaren des gemeinschaft¬
lichen Punktes, einem Kreispunkte die Tangenteund einer Tangente der Berührungspunkt.
Diese Art von Verwandtschaft geometrischer Figuren hetsst Reciprocität.

5) Zieht man von einem Punkte P zwei Gerade, welche den Kreis in A, B und in
C, D schneiden, so treffen sich sowohl AC und BD, wie auch AD und BC auf der Polaren

von P. Denn die Durchschnitte der Tangenten in A, B
und in C, D sind die Pole von AB und CD; die Verbindungs¬
linie dieser Durchschnitteist die Polare von P und bestimmt
auf beiden Sekanten PA und PD den vierten harmonischen,
dem P zugeordneten Punkt; die Behauptung ist dann eine
Folge von §. 7, 2. — Durch Ziehen von geraden Linien ist
daher die Polare eines Punktes P zu finden; diese bestimmt
die Berührungspunkteder von P ausgehenden Tangenten.

Allgemeiner lautet der Satz: Liegen 4 Punkte A, B, C, D
auf einem Kreise, so werden durch dieselbe 6 Gerade und durch
diese 3 Durchschnittspunktebestimmt;, jeder derselben ist der
Pol der Geraden, welche durch die beiden andern geht.
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l

6) Mit Hülfe der Reciprocitäterhält man aus 5): Legt man in 4 Punkten A, B, C, D
eines Kreises die Tangenten, so werden durch dieselben 6 Punkte und durch diese 3 Gerade
bestimmt; jede derselben ist die Polare des Durchschnittsder beiden anderen.

7) Die Diagonalen des SehnenvierecksABCD schneiden sich auf der Polaren des
Durchschnittsvon 2 Gegenseiten;diese ist aber die Diagonale des durch dieselben Kreis¬
punkte bestimmtenTangentenvierecks. Die Diagonalen eines durch dieselben Kreispuukte
bestimmtenSehnen- und Tangentenvierecks schneiden sich daher in demselben Punkte.

III. Perspective. — Collineation.
§. 10. Perspective.

1)' Zieht man von einem festen Punkte, dem Auge oder Gesichtspunkte 0, nach sämmt-
lichen Punkten- eines Raumgebildes gerade Linien, so bestimmen die Durchschnitte der¬
selben mit einer festen Ebene, der Bildfläche oder Tafel T, das perspectivische Bild des
Raumgebildes. —■ Ist das Auge in unendlicherFerne von der Tafel, so geht dieses Ver¬
fahren, welches auch Central-Projectiongenannt wird, in die Parallel-Projection über. —
Die Lage des Auges 0 zur Tafel ist durch seine Projection 0' und den Abstand 00' bestimmt.

Durch jeden Punkt B des Raumes wird ein Projectionsstrahl und ein Punkt 23 der
Tafel als Bild des 'Punktes, durch jede Gerade eine Projectionsebene d. i. der Inbegriff der
Projectionsstjahlen,welche nach den einzelnen Punkten der Geraden gehen, und auf T

Fig. 12. Fig. 13.

m m
eine Gerade als Bild bestimmt. — Die Bilder
von Punkten in einer Geraden liegen eben¬
falls in einer Geraden; die Bilder von har¬
monischen Punkten sind harmonische Punkte.
Liegt ein Punkt E in der durch 0 gelegten,
zu T parallelen Ebene, so liegt das Bild in
unendlicherFerne; und die Bilder aller von
E ausgehendenGeraden sind Linien, welche
mit OE, also auch untereinander parallel sind.
— Liegt ein Punkt nicht in der durch 0 ge¬
legten, der Tafel parallelen Ebene, so bestimmen die von demselben ausgehenden Strahlen
auf T ein Strahlenbüschel. Die Bilder harmonischer Strahlen sind harmonische Strahlen. —

Die Projectionsebenen paralleler Geraden schneiden sich-in einer durch 0 gehenden,
derselbenRichtung parallelen Linie; diese bestimmt auf T einen Punkt, welcher gewöhn¬
lich Verschwindungspunkt genannt wird, da er das Bild des unendlich entfernten Punktes
auf einer jeden der parallelen Geraden ist. Zu jeder Richtung gehört auf T ein Punkt;
und umgekehrt. Nach diesem Punkte sind die perspectivischen Bilder aller parallelen,
derselben Richtung angehörigen Geraden gerichtet. Er soll daher der Richtungspunkt
genannt werden. — Für parallele Linien, welche zugleich der Tafel parallel sind, liegt
der Richtungspunktin unendlicherFerne; die Bilder der Linien sind ebenfalls parallel.

2) Perspective einer Ebene. Eine Ebene E ist durch ihren Durchschnitt gb
und durch ihre Neigung gegen T bestimmt. Legt man durch 0 eine Ebene senkrecht
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auf gb, so wird T in einer Geraden 9(g, welche senkrecht auf gb ist und die senkrechte
Projection0' von 0 enthält, und E in einer Geraden gE, welche ebenfalls senkrecht auf
gb ist, geschnitten. Das entstehendeParallelogramm09(gE ist durch die senkrechte Pro¬
jection 0', den Abstand 00' des Auges, den Abstand O'g und den Neigungswinkel O'gE
vollständig bestimmt. Man erhält daher durch Fig. 13 den Punkt 91, nach welchem die
Bilder von den Neigungslinien der Ebene E gerichtet sind, und die Gerade 9t9(, in welcher
eine durch 0 gelegte, zu E parallele Ebene die Tafel schneidet. In 5R9( sind die Rich-
tungspunkte aller in E liegenden Geraden; sie ist die Richtungslinie der Ebene E. Ist
E horizontal, so heisst 5R9( der Horizont; es fällt dann 9( mit 0' zusammenund heisst
der Augen- oder Hauptpunkt. — Schlägt man 0 um 9t9( in T herab, so fällt 0 in den
Punkt a auf 9(g, so dass 9(a == 9(0 ist. Die Richtung, welche dem Richtungspunkte9t
zugehört, bildet in E mit der Schnittlinie gb den Winkel Ecg = aüRC Mit Hülfe des
Punktes a sind also in T die den Richtungenin E zugehörigen Richtungspunkte und um¬
gekehrt, sowie die Winkel, welche die Linien in E mit einander bilden, zu finden. Macht
man (Fig. 14) auf der Richtungslinie 9(2) und 9(2)' gleich 3k, so erhält man die Richtungs¬
punkte der Geraden, welche in E (Fig. 15) einen Winkel von 45° mit der Schnittliniebilden.
Bei horizontaler Lage von E heissen 2) und 2)' Distanzpunkte,da dann 9(2) und 9(2)' gleich
der Distanz des Auges von der Tafel sind. — Der Richtungspunkt von Linien, welche
mit gb parallel sind, fällt in unendlicheFerne; die Bilder solcher Linien sind ebenfalls
parallel. Die Lage der Bilder kann durch die Durchschnittemit einer durch 0 gelegten,
auf der Richtung senkrechtenEbene, also durch Fig. 13 bestimmt werden.

3) Das perspectivische Bild einer Geraden ist be¬
kannt, wenn-man ihren Durchschnitt mit der den Ebenen
E und T gemeinschaftlichen Linien und ihren Richtungs¬
punkt kennt. So entsprechen den von B ausgehenden
Strahlen in Fig. 15, welche die Ebene E darstellt, die von
23 ausgehenden Strahlen in Fig. 14, welche die Ebene T
darstellt.

Das Bild eines Punktes B wird gefunden, wenn man
durch B irgend 2 Linien legt und den Durchschnitt des
Bildes dieser Linien bestimmt. — Liegt der Punkt H auf
der Geraden, welche der Schnittlinie von E und T parallel
ist und zugleich E enthält, so werden die Bilder aller
Geraden, welche durch H gehen, parallel; das Bild von H
liegt unendlichfern. Die Richtung der Geraden, welche
in T den durch H gelegten Strahlen entsprechen, ist be¬
kannt, wenn man die Perspective von einem derselben
kennt; am einfachsten findet man das Bild b9( von dem

ff auf der GrundliniesenkrechtenStrahl Hb.
4) Die Grösse einer Linie findet man aus ihrem perspectivischen Bilde mittels des

Theilungspunktes. Ist §s das perspectivische Bild einer Geraden, s ihr Richtungspunkt
und trägt man von s aus auf der Richtungslinieeiner Ebene E, welche die Gerade ent-

Fig. 14.
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hält, st = sa ab, so schneiden die Strahlen, welche von t ausgehen, auf der gemeinschaft¬
lichen Linie der Ebenen E und T die wirklichen Längen der Stücke ab, deren
perspectivische Bilder die auf %s abgeschnittenen Stücke sind. Denn die in E befindlichen
Geraden, deren Kichtungspunktet und s sind, schliessen einen Winkel sott ein; den gleichen
Winkel ats bilden die Geraden, deren Bilder durch t gehen, mit der gemeinschaftlichen
Linie der Ebenen E und T. Es heisst t der Theilungspunkt, weil mittels desselben auf
eine perspectivischeLinie Stücke abgetragenwerden können, welche gleichen Theilen der
wirklichen Linien entsprechen. — Wie §.11 zeigen wird, bestimmen auch die von a aus¬
gehenden Strahlen die wahre Länge einer Geraden, deren Bichtungspunkts ist, auf einer
Linie, welche parallel zu as durch den Durchschnittder Geraden und der Ebene T geht.

Die Distanzpunktesind die Theilungspunkte für die Linien, welche durch den Haupt¬
punkt a gehen, also für die Neigungslinien der Ebene E. — Jeder Punkt der Bichtungs-
linie ist der Theilungspunktaller Geraden, welche parallel der Bichtungsliniesind. Denn
zwei von einem solchen Punkte ausgehende Gerade bestimmen in E ein Parallelogramm.

§.11. Collineation.
1) Schlägt man die Ebene E in T herab, so behalten alle Punkte der gemeinschaft¬

lichen Linie ihre Lage bei; jede Linie von E schneidet also die ihr entsprechende Linie
von T in einer festen Geraden. Ausserdem fällt noch der
Punkt s (Fig. 13) mit seinem Bilde a zusammen; jeder Punkt
B von E liegt also auf dem Strahle, welcher a mit seinem
Bilde © verbindet. — Die Figuren der Ebenen E und T stehen
also in der Beziehung, dass 1) entsprechende Punkte auf Strah¬
len liegen, welche durch einen festen Punkt gehen, und 2)
entsprechende Gerade sich auf einer festen Geraden schneiden.
Diese Art der Verwandtschaftheisst Collineation, der feste Punkt das Centrum, die
feste Gerade die Axe der Collineation. — Eine ebene Figur und ihr perspectivisches Bild
können immer in collineare Lage gebracht werden. Der Durchschnitt der Ebene und der
Bildfläche wird die Axe, und der Punkt, in welchen das Auge fällt, wenn eine durch das
Auge den Neigungslinien der Ebene parallel gelegte Gerade in die Bildfläche herabgeschla¬
gen wird, das Centrum der Collineation.

2) Wird die eine von zwei collinear liegenden Figuren um die Collineationsaxe ge¬
dreht, so ist die eine das perspectivische Bild der anderen. — Denn wird BCD um die
Axe gedreht, so bleiben zwei entsprechende Gerade, da ihr Durchschnittspunkt dieselbe
Lage behält, in einer Ebene. Die Geraden BS, C<5, D© treffen sich, als die Durch¬
schnittsliniendreier Ebenen, in einem Punkt oder sind parallel. Letzteres ist nicht mög¬
lich, da sonst B© und C6, wie in §. 2, auch in der ursprünglichenLage parallel sein
müssteu.

3) Die Eigenschaftenzweier perspectivischenebenen Figuren gelten also auch für
collineare. — Es entsprechen sich daher gegenseitig Punkte auf einer Geraden, harmonische
Punkte, die DurchschnitteentsprechenderGeraden, das Centrum, die Punkte auf der Axe,
Strahlenbüschel,harmonischeStrahlenbüschel.— Parallelen Geraden der einen Figur ent-
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sprechen in der collinearen Figur Gerade, welche sich auf- einer mit'der Axe parallelen
Linie schneiden; diese Linie heisst die Gegenaxe und enthält die Punkte, welche den un¬
endlich entfernten Punkten in der collinearen Figur entsprechen.— Zu jeder Richtung
der einen Figur gehört ein Punkt in der Gegenaxe der andern, und umgekehrt. — Darauf
beruht der Beweis des in §. 10, 4) angegebenen Verfahrens,die wirkliche Länge einer per-
spectivischen Linie zu finden. — Der Abstand des Centrumsvon der einen Gegenaxe ist
gleich dem Abstände zwischen der Axe und der anderen Gegenaxe. Der Beweis ergiebt sich
aus Fig. 13. —■ Das Produkt der Abstände zweier entsprechenderPunkte von den ihrer
Figur angehörigen Gegenaxen ist constant, und zwar gleich dem Produkte der Abstände
des Centrums von den beiden Gegenaxen. Denn in Fig. 15 verhalten sich BH zu eE wie
hb zu hc, und in Fig. 14 verhalten sich aSt zu 235R ebenfalls wie hb zu hc.

§. 12. Perspeetivisches Zeichnen.
Die gewöhnliche Aufgabe des praktischen Zeichnensist: aus dem Grund- und Auf-

riss einer räumlichenFigur d. i. aus den senkrechten Projectionen in eine horizontaleund
in eine verticale Ebene das perspectivische Bild auf eine verticale Bildfläche zu entwerfen.
Die Lage der Bildfläche ist durch ihren Durchschnittmit dem Grundrisse, die Grundlinie,
die Lage des Auges ist durch ihre senkrechten Projectionenauf Bildfläche und Grundriss
d. i. durch den Hauptpunkt 3t und den Fusspunkt E gegeben. Damit sind zugleich ge¬
geben: die Richtungsliniealler horizontalenLinien oder der Horizont, die Distanzpunkte
35 und 55', sowie die Hülfspunkte a und s; es ist nämlich 3t© = 3(55' = Sta = gE und
gs = ga. — Um nun das Bild eines Punktes B des Grundrisses zu finden, zieht man
durch B Gerade; der Punkt 33, in welchem die Bilder dieser Geraden sich schneiden, ist
das Bild von B. Für eine leichte Ausführung der Zeichnungempfehlensich als solche
Geraden (Fig. 14 u. 15): 1) die Linie BE nach dem Fusspunkte; ihr Bild ist die Senkrechte
9lc; 2) die SenkrechteBb;' ihr Bild ist b3I; 3) die Gerade sh; ihr Bild ist ah; 4) die
Geraden Bd und Bd', welche auf der Grundlinie Stücke gleich Bb abschneiden; ihre Bilder
sind 55d und 55'd'. — Ist das perspectivische Bild 33 eines Punktes B bekannt, so findet
man das Bild eines jeden andern Punktes C durch das Ziehen von zwei Geraden, nämlich
von <xC und von der Geraden, welche 33 mit dem Durchschnittevon BC und der Grund¬
linie verbindet. — Ist die Bildfläche nicht senkrecht auf dem Grundrisse angenommen, so
findet man durch das in Fig. 13 angedeuteteVerfahren die Punkte 3t, et, e, E, 55, 35'.
Im Uebrigen bleibt die Ausführungder perspectivischeu Zeichnung des Grundrisses dieselbe.

Um das Bild eines Punktes P, dessen horizontaleProjection B ist,
zu finden, denkt man sich durch P eine auf der Grundlinie senkrechte
Ebene gelegt. Diese schneidet die Bildfläche in einer Linie bP', welche
senkrecht auf der Grundlinie ist. Macht man auf derselbenbP' gleich der
in dem Aufrisse gegebenen Höhe BP, so ist BPbP' ein Rechteck und 3t
der Richtungspunktvon Bb und PP'. Der Punkt $), in welchem sich P'3t
und die durch 33 mit bP' parallel gezogene Linie treffen, ist daher das
Bild von P. — Hat man mehrere Höhen einzutragen, so vereinfacht sich
das Verfahren,wenn man die Höhen gP" auf 3(g abträgt und von P" nach

V
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dem Punkte, in welchem g33 den Horizont schneidet, eine Gerade zieht. — Ein allgemei¬
neres Verfahren, perspectivische Zeichnungen zu entwerfen, bildet den Inhalt von §. 18.

1

§. 13. Einige Sätze Vom Drei- und Viereck, welche mittels
der Perspective hergeleitet werden.

1) Schneiden sich die entsprechenden Seiten zweier Dreiecke auf einer Geraden, so
gehen die Verbindungslinien der Ecken durch einen Punkt oder sind parallel.

2) Liegen die Ecken zweier Dreiecke auf drei Strahlen, welche durch einen Punkt
gehen oder parallel sind, so schneiden sich die Seiten auf einer Geraden oder sind parallel.

Beweis: 1) Aus §. 2 und §. 11 geht hervor, dass das eine Dreieck, wenn es um die
Gerade gedreht wird, die Perspective oder Parallel-Projection des anderen wird. Beim
Zurückschlagen in dieselbe Ebene gelangen daher beide Dreiecke in collineare oder affine
Lage. Satz 2) folgt indirect aus 1).

3) Schneidet man die 3 Seiten eines Dreiecks durch eine Gerade und bestimmt auf
jeder Seite zu dem Durchschnittspunkteden vierten harmonischenPunkt, so schneiden
sich die 3 Geraden, welche diese mit den Ecken verbinden, in einem Punkte.

Beweis: Man setze das Auge in einen beliebigen Punkt 0 ausserhalb der Ebene des
Dreiecks und entwerfe auf eine Ebene, welche parallel der durch die Gerade und durch
0 gelegten Ebene ist, das perspectivische Bild des Dreiecks. Von den nach den 4 har¬
monischen Punkten einer Seite gezogenen Strahlen treffen nur 3 die Bildfläche, während
der vierte ihr parallel ist. Da diese Strahlen harmonisch sind, so wird das Bild ein
Dreieck, in welchem die Seiten halbirt sind. Den 3 Linien von den Ecken entsprechen
im Bilde Linien, welche von den Ecken nach den Mitten der Gegenseiten gezogen sind;
diese treffen im Schwerpunkte des Dreiecks zusammen. Folglich schneiden sich auch die
Linien, deren Bild sie sind, in einem Punkte. — Aus 3) folgt indirect:

4) Zieht man von den 3 Ecken eines Dreiecks Gerade, welche sich in einem Punkte
schneiden, und bestimmt auf jeder Seite den vierten harmonischen Punkt, so liegen diese
3 Punkte auf einer Geraden.

5) Ein vollständiges Vierseit hat 4 Seiten, welche sich in 6 Punkten treffen; diese
bestimmen 3 Diagonalen. Im vollständigenVierseit wird jede Diagonale durch die
beiden anderen harmonisch getheilt.

Beweis: Denkt man durch eine. Diagonale und durch einen beliebigen, ausserhalb der
Ebene des Vierseits angenommenen Punkt 0 eine Ebene und entwirft auf eine parallele
Ebene von 0 aus das perspectivische Bild, so erhält man ein Parallelogramm. In diesem
halbiren sich die Diagonalen. Folglich sind die Linien, welche von 0 nach 2 Ecken des
Parallelogrammsund nach dem Mittelpunkt der Diagonalen gehen, und die Linie, welche
von 0 parallel der Diagonale gezogen wird, harmonische Strahlen und bestimmen auf einer
Diagonale des ursprünglichenVierseits 4 harmonische Punkte.
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§. 14. Kreis als perspectivisches Bild eines Kreises.
Tangenten - Sechseck.

Sehnen- und

1) Die Projectionsstrahfen, welche einen Kreis perspectivisch abbilden, sind die Seiten
eines Kreiskegels. Ausser den Ebenen, welche dem Grundkreiseparallel sind, giebt es im
schiefen Kreiskegel noch eine zweite Lage von Ebenen, welche den Kegel in Kreisen
schneiden. Diese Ebenen stehen senkrecht auf dem normalen Axendreieck und schneiden
dasselbe in einer Linie, welche gegen die eine Seite ebenso geneigt ist, wie der Durch¬
schnitt des Grundkreisesgegen die andere. — Mit Hülfe dieser Wechselschnittekann man
zu jedem Kreise einen perspectivischen Kreis finden, wenn zugleich noch verlangt wird,
dass eine ausserhalb des Kreises gegebene Linie MK Richtungsliniewerden soll. Man
ziehe den Durchmesser AB, welcher auf MK senkrecht steht, bestimme den Pol 0 zu MK

Fig. is. und ziehe die senkrechte Sehne EOF; EA treffe MK in K. Errichtet
K man nun in M auf der Ebene des Kreises eine Senkrechte MK' = MK,

Mf^-ß, -----^K- so ist K' die Spitze, der Kreis AEBF der Grundkreis eines Kegels,
welcher von der durch EF gelegten, auf AB senkrechtenEbene in
einem Kreise geschnitten wird. Denn man kann K dadurch in
die Lage von K' bringen, dass man KM um die Linie MAB dreht;
EO kommt in die Lage CO, FO in DO, KAE in K'AC; nach §. 7, 2
liegt F auf KB und D auf K'B. Da CO = EO = OD und EO 2 =
AO . OB, so lässt sich durch C, A, D, B ein Kreis legen; also ist
der Durchschnitt CD des einen Kreises gegen die eine Seite des
normalen Axendreiecks ebenso geneigt, wie dei» Durchschnitt des
andern Kreises gegen die andere.

2) Sind in einem Kreise 2 Sehnen AB und ab parallel, so ist, wenn die Bogen
in gleichem Sinne gerechnetwerden, Aa = bB und Ab = aB, aber nicht Aa = Bb; und
umgekehrt. — Sind die Sehnen AB und ab, sowie BC und bc parallel, so ist Bogen Ab =
aB und bC = Bc, also auch AC = ac, und daher Ac || Ca; d. h. sind in dem Sechseck ABCabc
2 Paar Seiten parallel, so sind auch die dritten parallel. — Sind die Sehnen AB und ab,
BC und bc, CD und cd parallel, so zeigt man ebenso, dass Bogen Ad = aD, also AD
parallel ad ist; d. h. sind 3 Paar Seiten zweier Sehnenvierecke parallel, so ist auch das
vierte Paar Seiten parallel.

Allgemein: Sind 2n Paar Seiten eines (4n + 2)ecks im Kreise parallel, so ist auch
das (2n + l) te Paar parallel. Sind von zwei (2n) ecken (2n—1) Paar Seiten parallel, so ist
auch das letzte Paar parallel.

3) Da jedem Paar paralleler Seiten in dem perspectivischen Kreise ein Paar Seiten,
welche sich auf der Richtungslinieschneiden, entsprechen,so gelten diese Sätze auch, wenn
man für zwei parallele Gerade zwei Gerade, welche sich auf derselbenausserhalb des Kreises
liegenden Geraden schneiden, setzt. —■ Für das Sechseck heisst der Satz: Schneiden sich
2 Paar Gegenseiten eines Sehnensechsecksauf einer ausserhalb des Kreises liegenden
Geraden, so schneidet sich auch das dritte Paar auf derselbenGeraden. — Bekanntlich
gilt der Satz auch, wenn die Gerade den Kreis schneidet; der gegebene Beweis gilt aber
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nur für den angegebenen Fall. —■ Lässt man 2 Punkte des Sechsecks zusammenfallen, so
geht die Richtung der Sehne in die Tangente über, und es ergeben sich aus dem Satze
für das Sechseck Sätze für das Fünf-, Vier- und Dreieck.

4) Gehen von 2 Punkten der Geraden MK in Nr. 1) Tangentenpaareaus, so be¬
stimmen diese in dem perspectivischen Bilde einen umschriebenen Rhombus. Die Diagona¬
len des Rhombus gehen durch den Mittelpunkt; - die Berührungspunktebestimmen 4 Paar
Gerade, von denen 2 den Diagonalen des Rhombus parallel sind und 2 durch den Mittel¬
punkt gehen. Dem Mittelpunkt des zweiten Kreises entspricht in dem ersten Kreise der
Pol 0 der Geraden MK. Man erhält daher den Satz (cf. §. 9): Gehen von zwei Punkten
einer ausserhalb eines Kreises liegenden Geraden 2 Tangentenpaare I, II und III, IV aus,
welche den Kreis in den Punkten 1, 2, 3, 4 berühren, so gehen die Diagonalen, sowie die
Geraden 1 2 und 3 4 durch den Pol der Geraden; die Geraden 1 3 und 2 4, sowie 1 4
und 2 3 treffen mit der durch die Durchschnitte der entsprechenden Tangentenbestimmten
Diagonaleauf der ursprünglichenGeraden zusammen. — Nachdem dieser Satz für den
speciellen Fall bewiesen ist, lässt sich leicht zeigen, dass er auch gilt, wenn die ursprüng¬
liche Gerade den Kreis schneidet.

5) Wenn Verbindungslinien von 2 Paaren gegenüberstehender Ecken eines Tangenten¬
sechsecks am Kreise durch den Mittelpunkt gehen, so geht auch die Verbindungslinie des
dritten Paars durch denselben. Zu einem Kreise lässt sich nach Nr. 1) ein perspectivischer
Kreis finden, so dass ein gegebener innerer Punkt des einen dem Mittelpunkte des anderen
entspricht. Man erhält daher den Satz: Schneiden sich die Verbindungslinien von 2 Paaren
gegenüberstehender Ecken eines Tangentensechsecks in einem innerhalb des Kreises liegen¬
den Punkte, so geht auch die Verbindungslinie des dritten Paars durch denselben Punkt.
— Bekanntlichgilt der Satz allgemein; die gegebene Herleitung passt aber nur für den
speciellen Fall. — Dieser Satz ergiebt sich auch mittels Reciprocität aus dem entsprechen¬
den Satze vom Seimensechseck. — Lässt man 2 Tangenten in eine Richtung zusammen¬
fallen, so fallen zwei Ecken in einen Berührungspunkt zusammen, und es ergeben sich
Sätze für das Fünf-, Vier- und Dreieck.

4/»
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Fig. 19.

§. 15. Schnitte des Kreiskegels.
Die perspectivischen Bilder eines Kreises erhält man in den Figuren, in welchen ein

Kreiskegel durch Ebenen geschnitten wird. — Zunächst sollen die Figuren betrachtet
werden, deren Ebenen senkrecht auf dem normalen Axen-
dreieck sind. — In parallelen' Ebenen entstehen ähn¬
liche Figuren; denn alle Gerade, welche von der Spitze
ausgehen, werden durch zwei parallele Ebenen in pro¬
portionale Stücke getheilt; die Geraden, welche sich
in beiden Ebenen entsprechen,stehen in demselben Ver¬
hältnisse und sind parallel. — Die Lage einer Ebene T
ist bestimmt durch die Linie S£25, in welcher sie das
Axendreieck KAB schneidet. Die Durchschnittslinievon
T und vom Grundkreise, dessen DurchmesserAB ist,

,<M
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steht in g senkrecht auf AB und 3123; sie enthält alle die Punkte, welche dem Kreise und
seinem Bilde gemeinschaftlich sind. Die mit §133 parallel durch K gelegte Linie bestimmt
in dem Grundkreise, dessen Ebene mit E bezeichnet werden möge, den Punkt E. Eine
durch E auf AB senkrecht gelegte Gerade EJ ist die Richtungslinie der Ebene T
in E. — In Beziehung auf die Gestalt des perspectivischen Bildes sind drei Fälle zu
unterscheiden:

FiB - 20- Fi s- 21- 1) 2(23 schneidet
beide Seiten KA und
KB des Axendreiecks.
Das Bild des Kreises ist,
eine Ellipse. — Fig. 20
stellt die Ebene des
Gnmdkreises,Fig.21 die
des Bildes vor. — Man
bestimme auf AB den
Pol 0 der Richtungs¬
linie EJ. DaA,0,B,E

harmonische Punkte und 9133 || KE ist, so entspricht dem Punkte 0 die Mitte 0 von 9123.
Es ergiebt sich nun als entsprechend:

ä Nf'
\ r'j^,9 /7?/ \ &7>,

/°\ j\ Nj >\
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Fig. 21: Jede Sehne durch 0 ist int)
halbirt; 0 ist also Mittelpunkt. — Der Durch¬
messer 62) ist senkrecht auf 3123. — Sehnen,
welche parallel 3(33 sind, werden durch ©5)
halbirt. — Die Tangenten in (5 und © sind
parallel 2(33. — Sehnen, welche parallel SS)
sind, werden durch 3(33 halbirt. — Die
Tangenten in 3( und 33 sind parallel 65). —

Der entsprechendeDurchmesser schneidet
die gemeinschaftliche Gerade in demselben
Punkte n. —■ Die Tangenten in % und $
sind parallel; ihre Richtung ist durch iO
gegeben. ■— Alle Sehnen, parallel iO, werden
durch %$ halbirt. —

Die Tangenten in den Endpunkten des
durch iO bestimmten Durchmessers sind pa¬
rallel %$; alle Sehnen parallel %$ werden
durch den Durchmesser iO halbirt. —

N werden durch JO harmonisch getheilt. —
Zu jedem Durchmesser %$ gehört also ein zugeordneter, d. h. die Seimen, parallel

dem einen, werden durch den anderen halbirt, und die Tangenten in den Endpunkten des

Fig. 20: Jede Sekante durch 0 wird
durch die Kreispunkte und EJ harmonisch
getheilt. — Die Berührungssehne CD ist
senkrecht auf AB. — Sekanten durch E
werden in CD harmonisch getheilt. — Die
Tangenten in C und D schneiden sich in E.
Sehnen, welche parallel CD sind, werden
durch AB halbirt. — Die Tangenten in A
und B sind parallel CD. —

Eine durch 0 gelegte Sehne FH schnei¬
det die gemeinschaftliche Gerade beider Fi¬
guren in n. — Die Tangenten in F und H
schneiden sich auf JE in J; die Gerade JO
trifft die gemeinschaftliche Gerade in i. —
Alle Sekanten durch J werden von der Po¬
laren harmonisch getheilt. —

Der Pol von OJ ist der Durchschnitt
von EJ und FH. In demselben treffen sich
die Tangenten von den Punkten, in welchen
JO den Kreis schneidet; alle Sekanten von

;
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I

IN
, i

Fig. 22. Fig. 23.

einen sind dem anderen parallel. — Die Lage und Länge des Durchmessers %.£> wird mit
Hülfe der Punkte i, n, f, h, in welchen die gemeinschaftliche Linie von Oj, FH, JF, JH
geschnitten wird, gefunden.

2) 9(33 schneidet die eine Seite KB des Axendreiecks in der Verlängerung, wie die
Gerade II in Fig. 19. Das Bild-des Kreises ist eine Hyperbel. — Die Richtungs¬
linie EJ schneidet den Kreis,
Fig. 22; der Pol 0 derselben
liegt ausserhalb des Kreises. Der
entsprechende Punkt 0, Fig. 23,
liegt, wie in Nr. 1), in der Mitte
von 9(33 und ist Mittelpunkt
des perspectivischen Bildes. Aber
nicht alle durch diese Punkte gezo¬
genen Geraden treffen den Kreis
und sein Bild. 'o

Fig. 22: Der Kreis liegt zwischen den Fig. 23: Die Curven liegen zwischen zwei
von 0 gezogenen Tangenten OQ und OP; von 0 ausgehenden Geraden, welche durch
diese berühren in den Durchschnittspunkten die beiden Punkte p bestimmt sind; diese
von EJ und treffen die gemeinschaftliche - berühren in unendlich entfernten Punkten.
Durchschnittsliniein den beiden Punkten p. Es sind die Asymptoten.

Ebenso, wie in 1) findet mau: Die Tangenten in 9t und 93 stehen senkrecht auf 9f23;
die Seimen, senkrecht auf 9(33, werden durch 9(33, die Sehnen, parallel mit 9(33, werden
durch eine Linie, welche durch 0 senkrecht auf 9(33 gezogen ist, halbirt.. Die Tangenten
in den Endpunkten des Durchmessers %$ sind parallel Oi, die Sehnen, parallel mit Oi,
werden durch %Jq und die Sehnen, parallel mit %$, werden durch Oi halbirt. Zu jedem
Durchmessergiebt es also eine zugeordnete Richtung. — Die Länge eines Durchmessers
wird wie in Nr. 1 gefunden. — Je zwei zugeordnete Durchmesser bilden mit den Asympto¬
ten harmonischeStrahlen; denn, da J der Pol von FH ist, so wird EJ, also auch gi durch
OQ, OH, OP, OJ in 4 harmonischenPunkten geschnitten.— Daraus folgt weiter: Das
Stück einer Tangente zwischen den Asymptoten wird im Berührungspunktehalbirt; denn
die Tangente ist parallel dem einen der 4 harmonischen Strahlen. — Sind, die Asymptoten
senkrecht auf einander, so bilden die zugeordnetenRichtungen gleiche Winkel mit jeder
der Asymptoten, und der Durchmesser ist gleich der halben, von den Asymptoten be¬
grenzten Tangente.

3) 9133 wird der einen Seite
des Kegels parallel, Fig. 24.
Das Bild des Kreises ist eine
Parabel. — Die Richtungs¬
linie fällt mit der Tangente JB
des Kreises zusammen; der Pol
0 derselben ist B, während der
entsprechendePunkt JD in un-



_26____

endlicher Ferne liegt. Die Curve hat keinen Mittelpunkt.— Allen Geraden, welche durch
B gehen, entsprechenLinien, welche parallel der Axe 9fg der Curve sind; diese werden
Durchmesser genannt, da der vorliegende Fall aus 1) und 2) hervorgeht, wenn der Mittel¬
punkt in unendliche Ferne rückt. Den auf AB senkrechten Kreissehnenentsprechen Seh¬
nen der Curve, welche auf der Axe senkrecht sind. Diese Sehnen werden also von der
Axe halbirt. — Der KreistangenteJC, welche die gemeinschaftliche Diir'chschnittslinie in
i schneidet, entspricht eine Tangente, welche durch i geht; der Berührungspunkt © liegt
auf dem Durchmesser,welcher den Durchschnittspunktc von BC und gl enthält. — Den
Geraden, welche in der Kreisebene durch J gehen, entsprechen in der Curve parallele
Linien. Alle von J ausgehendenKreissekanten werden durch CB harmonisch getheilt;
also werden alle Sehnen der Curve, welche der Tangente in CS parallel sind, durch den
Durchmesser (Sc halbirt. Jedem Durchmesser ist daher eine Richtung zugeordnet. —
Den Curyen-Punkt (5 findet man, wenn man den Punkt K in Fig. 24 in die Ebene des
Kreises herabschlägt; ' es muss dann KC6 eine Gerade sein und KJ die Richtung der
parallelen Linien angeben, welche den durch J gezogenen Linien entsprechen, also
KJ || (Si sein.

Ist die Durchschnittsebenenicht senkrecht auf dem normalen Axendreieck, so ist
ihre Lage durch die Gerade, welche sie mit dem Grundkreise gemein hat, und durch die
Gerade, in welcher eine durch die Kegelspitzegelegte parallele Ebene den Grundkreis
schneidet, gegeben, also durch g und E in Fig. 19 und durch die Richtung von EJ in
Fig. 20. Dem Pole 0 von EJ entspricht wieder der Mittelpunkt D der perspectivischen
Figur, da alle Sekanten des Kreises durch 0 und die Verschwindungslinie harmonisch ge¬
theilt werden.

§.16. Kreis als perspeetivisches Bild der Kegelschnitte.
1) Ein Kegelschnitt ist vollständigbestimmt, wenn eine Axe ab und ein Punkt c

gegeben ist. Mittels dieser Bestimmungsstückelassen sich zu jedem Kegelschnitteper-
spectivische Kreise finden. Schneidetdie Senkrechte von c die Axe in m, so suche man
auf der Axe den vierten, m zugeordnetenharmonischenPunkt T, lege durch T in einer
auf der Ebene abc senkrechten Ebene eine Gerade TK = (cm. aT) : am. Dann ist K die

Spitze, die Curve abc die Grundflächeeines Kegels, welcher in der durch
cm gelegten, zu TK parallelen Ebene in einem Kreise geschnittenwird. —
Beweis: Schneiden Ka und Kb diese Ebene in e und f, so ist me == mf
und emf || KT; me: TK = am : aT, also ist me = mc. Es lässt sich daher
um m mit dem Radius me — mf = mc ein Kreis legen. Betrachtet man
diesen als Grundfläche und K als Spitze eines Kegels, so ist Kef das nor¬
male Axendreieck; der durch a, b, c, also senkrecht auf das Axendreieck
gelegte Schnitt bestimmt nach §. 15 einen Kegelschnitt,dessen Axe ab ist. —
Bei der Ellipse fällt m innerhalb, bei der Hyperbel ausserhalb ab, bei der
Parabel ist am = aT. — Wird TK so gelegt, dass es Sehne in dem um

Tm.als Durchmesserbeschriebenen Kreise ist, so wird der Kreiskegel ein gerader, da nun
auch Knie ein Rechter ist.
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2) Jeder Kegelschnittdarf nun als .das perspektivische Bild eines Kreises angesehen
werden. Es sind daher alle Sätze, welche sich auf die Durchschnitte von Geraden und die
harmonischeLage von Punkten und Geraden beziehen, unmittelbar auf jeden Kegelschnitt
zu übertragen. Die Sätze in §. 9 und §. 14 gelten für alle Kegelschnitte.

§. 17. Construction und Eigenschaften der Hyperbel und Parabel.
1) Eine ähnliche Rolle wie der Kreis unter den Ellipsen spielt die gleichseitige Hy¬

perbel unter den Hyperbeln; alle Hyperbeln können als affine Figuren der gleichseitigen
angesehen werden. — Die gleichseitige Hyperbel d. i. diejenige, deren Asymptoten senk¬
recht auf einander stehen, wird am leichtestenhergeleitet aus dem geraden Kegel, dessen
Axenschnittein rechtwinkligesDreieck ist. In Fig. 27 stehe
senkrecht über der Mitte des Kreises die Spitze eines solchen
Kegels; in A sei senkrecht auf dem Durchmesser AB eine Ebene
durch den Kegel gelegt und um A in die Ebene des Kreises
herabgeschlagen. Die Tangente in A ist dann die Axe, B das
Centrum der Collineation; in dem auf AB senkrechten Durch¬
messer OE fallen die beiden Gegenaxen, in 0 fallen die Mittel¬
punkte von Kreis und Hyperbel zusammen.

Es entsprechensich:
Im Kreise: Gerade parallel AB. — Ge¬

rade durch den Hauptpunkt 0. — Die Sehne
CD parallel AB. — Strahlen von einem Punkte
E der Gegenaxe. — Die Tangenten in C
und D schneiden sich in E. — Die Sekanten
von E werden durch CD harmonisch getheilt.
— Gerade "ausserhalb des Kreises parallel
mit AB. — Gerade durch F werden in der
Polaren Ee harmonisch getheilt. — Tangen¬
ten in den üurchschnittspunkten von OE
und Kreis.

Man findet den Hyperbelpunkt6, welcher dem Kreispunkte C entspricht, indem man
von C die Senkrechte Cf auf die Tangente in A fällt und den Durchschnitt(£ von Of und
BC sucht. Man findet die Tangente in (5, indem man vom Punkte E,jin welchem OE
die Tangente in C trifft, eine Senkrechte Ee und durch (5 mit Oe eine Parallele legt. —
0© und Oe sind zugeordneteRichtungen.— In F und E ist der Kreisdurchmesserhar¬
monisch getheilt, also sind auch, da Ae |j OE ist, die Asymptoten und die zugeordneten
Richtungen Oe und Of harmonischeStrahlen. Die Asymptotenbilden einen rechten Win¬
kel, also bilden zugeordneteRichtungen mit denselben gleiche Winkel, und die Tangente
zwischen den Asymptotenist gleich dem Durchmessernach dem Berührungspunkte. Ent¬
fernt sich C auf dem Kreise von A nach OE, so rückt der Hyperbelpunkt (5 von A in's
Unendliche und die Richtung der Tangente nähert sich der Richtung der Asymptoten.
Wird OE von C überschritten, so geht der entsprechende Hyperbelpunkt in den entgegen-

4*

In der Hyperbel: Gerade durch den
Hauptpunkt 0. — Gerade parallel AB. —
Der Durchmesser(52). — Parallele, deren
Richtung Oe ist. — Die Tangenten in 6
und © sind parallel Oe. — Die Sehnen pa¬
rallel Oe werden von (j© halbirt. — Durch¬
messer, welche die Hyperbel nicht treffen.
— Sehnen parallel Of werden vom Durch¬
messer Oe halbirt. — Die Asymptoten, welche
senkrecht auf einander sind.
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gesetztenRaum zwischen den Asymptoten über. Man kann daher die Hyperbel ansehen
als eine im Unendlichenzusammenhängende Curve. _

Bezeichnet man die Grösse von OA mit r, von 06 mit a und den Winkel ©OA mit
OB: fC, also 06: Of = OB : CF; es ist Of

Mithin ist a = r : }A cos 2 S-.
r:cos.'*, CF = Vr a - AP», so ist 06: 6 f ■■

= rlfl-tg 2 *.
Zieht man die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmessersund verbindet die

Punkte, in welchen dieselben die Asymptoten schneiden, so entsteht ein Rhombus. Der
Inbalt desselben ist, da der Winkel zwischen den Seiten 90° — 2 0 ist, 4 a 2 . cos 2 >, also
constant = 4 r 2. — Drückt man den Inhalt mit Hülfe der Abschnitte auf den Asymptoten
aus, so findet man: Das» Produkt der Abschnitte, welche von einer Tangente auf den
Asymptoten gebildet werden, ist constant = 2r 2.

Bezeichnen y und x die Coordinaten von 6 für ein rechtwinkliges Coordinatensystem,
dessen Anfang 0 und dessen Abscissenaxe AB ist, so ist y = a. sin/> und x = a . cos,'.',
also x 2 —y 2 = a 2 . cos 2 0 • = r 2 ; also ist die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel x 2 —y 2 = r 2.

Die senkrechteProjection auf eine Ebene, die um s gegen ihre Ebene geneigt ist, ist
x 2 — '-^j- = r 2 ; sie selbst ist die orthogonale Projection der Hyperbel x 2 — y 2 . cos 2 s = r 2.
Es kann daher jede Hyperbel als die Projection einer gleichseitigenangesehen werden,
und es ergeben sich, ganz ähnlich wie in §. 4 Eigenschaften aller Hyperbeln aus der
gleichseitigen. In Beziehung auf Grösse und Lage der zugeordnetenDurchmesserfindet
man dieselben Gleichungen, wie für die Ellipse in §. 4, 3), wenn — ß 2 an die Stelle von
-f ß 2 gesetzt wird.

2) Parabel. — Es sei AB der Durchmesserdes Grundkreises; senkrecht über AB
liege die Spitze K eines Kegels so, dass AKB ein gleichseitiges Dreieck ist. Die Ebene

einer Parabel, deren Scheitel A ist, werde in die Ebene des Kreises
gelegt. Die gemeinschaftliche Tangente Ac in A ist die Axe, A das
Centrum der Collineation, die KreistangenteBD in B die eine Gegen-
axe. EntsprechendePunkte liegen auf den Strahlen durch A, ent¬
sprechende Linien schneiden sich auf Ac, Geraden der Kreisebene,

_£ ~~jfc welche sich in D auf BD schneiden, entsprechen Parallele, deren Rich¬
tung durch AD bestimmt ist, Geraden durch B Parallele mit AB. — Für die Parabel
ergiebt sich folgende Construction:Man zieht von B durch den Kreispunkt C eine Gerade
und durch den Punkt, in welchem Ac durch BC geschnitten wird, mit AB eine Parallele;
auf dieser bestimmt AC den Parabelpunkt 6. Die Tangenten in C und 6 schneiden sich
in einem Punkte c der Scheiteltangente. — Rückt C von A nach B, so rückt 6 von A
in's Unendliche und die Richtung 'der Tangente nähert sich der Richtung AB. Geht C
durch B nach der andern Seite von AB über, so springt © in unendlicher Ferne ebenfalls
an die andere Seite von AB über. Die Parabel hat demnach einen unendlich entfernten
Punkt. Fällt man von 6 auf AB die Senkrechte6E und bezeichnet den Durchschnitt
von Ac und BC mit F, so ist Winkel A6E = ABF, also A A6E ~ A FBA und
6E: AE = BA: FA oder 6E 2 = AE . BA. Die Gleichung der Parabel ist demnach y 2 =
2 rx. — Ferner ist leicht zu zeigen, dass cA = cC = cF ist. Die Parabel-Tangente
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schneidet daher die Axe AB so, dass die Projection der Tangente in Ä halbirt ist. Zieht
man in (5 die Normale, so ist, da SE mittlere Proportionalezwischen den Abschnittender
Hypotenuse ist, die Projection der Normalenauf die Axe so gross wie r.

§. 18. Axonometriseh.es Zeichnen der Perspective.
Die Lage der Punkte im Raum sei durch rechtwinkligeCoordinaten bestimmt.
1) Die Axen schneiden die Bildfläche T in den 3 Punkten X. Y, Z. — Der Anfangs¬

punkt o liegt senkrecht über dem DurchschnittspunktQ der Höhen des Dreiecks XYZ;
denn oX und das Loth von o auf T bestimmen eine Ebene, welche auf oZY und zu¬
gleich auf T senkrecht steht, mithin auch auf dem Durch¬
schnitt ZY. — Den Abstand oQ von o und T findet man
mit Hülfe des bei o rechtwinkligen, um ZY in T herab¬
geschlagenen Dreiecks ZoY.

Die Lage des Auges sei dadurch bestimmt, dass es
sich senkrecht über A in dem Abstände d befindet. — Der
Strahl vom Auge durch o ist Seite eines Trapezes, deren
andere Seiten AQ, Qo, d sind; sein Durchschnitt 0 mit T
ist durch Herabschlagenzu finden. — Eine durch das Auge,
parallel mit oZ gelegte Linie bestimmt in T den Richtungs¬
punkt z; dieser muss auf OZ liegen, und zwar so, dass OZ: Oz
= OQ: OA ist. Man findet daher die Richtungspunkte x, y, z
und die Richtungslinienxy, yz, zx, wenn man zu XYZ ein
ähnliches Dreick construirt, so dass 0 der Aehnlichkeitspunktund Q und A entsprechende
Punkte sind. — Schlägt mau um eine der Richtungslinien,z. B. xz, das Auge in T nach
A' herab, so erhält man nach §. 10, 4) in den Punkten 1 und 3 die Theilungspunktevon
OX und OZ, und die Theilung erfolgt auf XZ.

Um nun mittels gegebener Coordinaten das perspectiv] sehe Bild eines Punktes zu
finden, bestimmt man mit Hülfe der Theilungspunkte1 und 3 aus den auf XZ abgetra¬
genen wahren Grössen der Coordinaten x und z Abschnitte auf OX und OZ und mit Hülfe
von 2 und III aus der auf ZY abgetragenenwahren Grösse von y und z den Abschnitt
auf OY und vollendet das Bild des" Parallelepipedons, dessen Kanten, anstatt parallel zu
sein, durch x, y, z gehen.

2) Der Anfangspunkt0 liegt in T. — Die Ebene XOY schneide T in OG, die senk¬
rechte Projection des Auges sei A', der Abstand desselben A'A'". Man findet nach §. 10
durch die Neigung der Ebene XOY gegen T den Hauptpunkt und die
Richtungsliniexy. Der Winkel, welchen OX mit OG bildet, bestimmt
den Richtungspunkt x, und der rechte Winkel xA"y, wenn A"
das in T herabgeschlageneAuge ist, den Richtungspunkt y für die
Axen OX und OY. Legt man durch die Z-Axe und die Neigungslinie
der Ebene XOY eine Ebene, so ist diese senkrecht auf OG und schneidet
T in einer Geraden, welche in 0 senkrecht auf OG steht. Die parallele,
durch das Auge gelegte Ebene schneidet T in der Senkrechten A'z, und
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der rechte Winkel AA'"z giebt den Verschwindungspunkt z für OX. Durch Abtragen von
xA" und yA" auf xy und zA'" auf zA' erhält man die Theilungspunkte1, 2, 3 für ox,
oy und oz.

Um nun mittels gegebener Coordinaten das perspectivischeBild eines Punktes zu
erhalten, trägt man die Coordinaten x und y auf OG, und z auf der in 0 auf OG er¬
richteten Senkrechtenab, überträgt dieselben mit Hülfe der Punkte 1, 2, 3 auf ox, oy,
oz und vollendet das Bild des Parallelepipedons,dessen Kanten, anstatt parallel zu sein,
durch x, y, z gehen.

Dr. August Flohr.

°XK°
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