Zur Theorie der gjeodﬁ.tischen Linien auf den
Rotationsflichen zweiten Grades.

§ 1.

LVi !
\‘ enn die Gleichung einer Rotationsfiiche von der Form: 2 = f (&* -+ #°) ist, so werden die
kiirzesten Linien auf derselben durch die Gleichung:
A ZRIETS. N R L
dp Vel—e? o
gegeben, Dieselbe stellt namlich die Projection der gedachten Curven auf eine zur Rofations-
Achse senkrechte Ebene (Aequator), und zwar in gewohnlichen Polar - Coordinaten 4 und p dar.
Der Bogen s der kiirzesten Linie selbst wird durch die Gleichung:
ds o pVIHFel
dpliin By gt
bestimmt. Die Grisse ¢ ist eine willkiicliche Constante und erhiilt eine geomeirische Bedentung,
wenn man bemerkt, dass:

1L

d
,:--(p-—n,i)zp.cos U='¢ I1I.
Der Winkel U ist derjenige, unter welchem die kiirzeste Linie den Parallelkreis auf der
Fliche trifft, dessen Radius p ist. Wird nun fiir p = p, dieser Winkel U/ = 0, so hat man

¢ = go. Die Constante ¢ bestimmt demnach den Radius des Parallelkreises, welcher von der
kiirzesten Linie berithrt wird.

Wendet man diese allgemeinen Formeln auf das Sphiiroid an, dessen Gleichung:
¥

=1 TIr™

2 | rly
LT
ist, und setzt man noch:
X =0 . CO8 '='.“= y = p sin L Io" =a' +y = a® sin : go = a.8in I, [BELE

s0 erhiilt man fiir die geodaetische Linie aus 1. und II. die Gleichungen:

dl sin f, ¥a? cos P+ 6% sin

— m—rnser l.‘rl
di a.sin [ Vsin i — sin 2,3
.rr'l. ), .'_-.kir] I Va? (‘.'{_13"]'_"'_'-5—_5"3 sin * v
el wi Vsin I — sin I;?
cos U = 295 VI.




Ist nun:

b
1 b Xﬂ" L 37 by 2K.x |
i —_— . 3 5 = B : st et ol =Tt
sin am @ = 7= Gz 3 oS am l i Aam u= |/} B ¥ =,
ebenso: :
- ¥ 1 e K |
sin am 14 — y’ﬁ- 55 ete, a = Pl o
und nimmt man die Substitutionen vor, welehe Jacobi (Crelle’s Journal Bd. 53 pag. 335 —635)
| lie Substitut Iche Jacobi (Crelle’s J 1 Bd. 53 335—65)
gegeben hat, so ergeben sich zur vollstindigen Bestimmung einer geoditischen Linie folgende
Gleichungen:
VII o ARt L 0370
; b k' VE bix
e : T 0 ja 3
VIIIL, tgl, = — . sinam g — — —-1
2 Vr Gia
; " -.l.._ y - ‘.'u ol
IX. _!; = | : !Ug b Bl Gl H:_J i _(.‘3 _'ll": @
| 2 0, [z —ia) fyre
: C08 am o Bie
s l=—= ——— = =« —
5 2 COS am 1@ 0r  Oiia
In diesen vier Formeln ist fiir die unabhingige Variable [ oder ¢, das Argument x, fir die |
I L . (7] y ; 5 J |
willkiirlichen Parameter ;- und g,, die beiden Parameter « und der Modul £ eingetreten. Die |
rechtwinkligen Coordinaten der Curven-Punkte erhiilt man aus den Gleichungen IT1* und [11™ |
N e ks
Erinnert man sich, dass oben (Formel III') « sin / = p war, also cos [ :]g’l — i 50
sieht man, dass: l.
Xp ;‘1 == J = osamu __ U“ﬁ”‘
a* CO8 am ia .0, ie

in Verbindung mit Gleichung IX die Projection der geoditischen Linie auf den Aequator dar- |
stellt. Die Untersuchung dieser ,Projections-Curve®* wird uns fiir die Folge vorzugsweise be-
schiftigen und gewihrt dadurch einiges Interesse, weil sie eine geometrische Darstellung der
[ntegrale dritter Gattung mit imaginirem Parameter liefert.

§ 2‘.

. Legt man an die geodétische Linie im Punkte (/, ,',J eine Tangente, dann ergiebt sich
der W. A, den dieselbe mit der z- Achse einschliesst, aus der Formel:
dz b.Vsin P — sinl,?

¢ Sinam u
LO8 b= —— = — — 2 = — cos l,. k'
ds Ver cos B 5% A am u

A sin am
i

= (05 : k)
T T 08 am (uw —+

oder, da nach VIIL. § 1 cos [, = , und ferner:

COS am fa

) (= + ). 00
cogam (u-K} ( .r) i

I COs 1 = = i ( % + x } IJ: 1

Bemerkg. Vergleicht man diese Formel mit No. X § 1, so hat man eine geometrische
Deuntung fiir den Hiilfswinkel [,




No. 2. Schliesst die Tangente an der Projections-Curve mit dem zugehirigen Radins-
Vector p den W. 1 ein, so ist:

e Al dd sin {, Vef cos {7 4 Y tg {,.Velcos l,? + b* Aam u
i i o . Sl R L) Z o= LnBALEEG, 3
(=] . or T - p— — " 'y n ',
: bodp . cos ! Vsin B — sin i,* cos BIN ML & COB AL 4
oder:
., Sinam ie cOS am fa.d amu I
tg g = —1: - ; :
L= ..!l am . SN am = . GOS8 am u

byte.lgia.0z, 02
Oia. Ogia. 02, Uz
Folglich wird:

L i Oia Dydoc O,z o + B da Oyia Ox Oy

] I
R— [ . —
= log = =3 log
!

Ora Oyt 0w Oy — B 4z Oyda b bz
Bekanntlich ist aber:
200,20y 0,y = 00.0,0[0 (z4y)0,(z—y)+ 0,(z—y) Y, (=4 y)]
20,y 0y820,0 ="080.9,0[0 (2-+uy)b(2—y) — 0, —y) b(z+y)]

Sehreibt man nun ¢« fiir y, so ergiebt sich:

e Uyl da) 3 (x4 1) I
5 2 log blz—te) 2 log I (x— iz) |
Da ferner:
Oz 0,2 = 00,¢".022,¢"; 0,a.02 = lo,¢*. 0 24 ¢
so0 ist anch:
o0 By gt 0207 . 8inam 2ia, q* I11.

Bl TR .'F‘.’a':t,r_;“ R gl w0 T ¢ ginam 2 i, q*
No. 3. Der Winkel U, unter welchem die geoditische Linie den Meridian trifft, ergiebt
sich nach § 1, VI aus der Formel :

. sin [,
ginll =

sin f
Darans:
Tt 43 SO0 e e b e . §in am fa v
STy Min i —sind,? 0 snamu “ “§in am u g

No. 4. Die Osculations-Ebene der geoditischen Linie habe die Form:
C—z)+n(n—y)+mE—a)=0 (1)

wo @, i, & die Coovdinaten des Curvenpunktes sein migen, dann enthilt diese Ebene die Nor-
male des Sphiroids im Punkte 2, ¥, z, nimlich:

r y

Yy o e a'z
n— Y= & — a); — =
¥ z \G it 5 T (

Fand

— ) (2.)

Sie enthiilt aber auch die Tangente der geodiitischen Linie im Punkte @, #, z. deren Gleichungen
B s g

sind :

iy

dx

Demnach missen die Grossen m und n der Gleichung (1.) folgenden Bedingungs - Gleichungen

geniigen :

e \ , 1z e
f—a); (—z= : (£ — &) (3.)

n—y=- 5

a's b"’.y e =0
dz+n.dy+m.da=0




Folglich ist:

b.y.ds — .z dy .o.de— a?.2.dx
b (z.dy — y.dz) ? P B (x.dy — y.dz)

=
Nach § 1 ist aber:
z=0b.cosl; y=a.ginl.gind; 2=a.snl.

dy _osindy Ve cos B 4 5
dl @.sinl.Vsin I — sin 5

Daher findet gich nach leichten Reductionen:

i Al g-CoBd i i
M= — Es o HIG — T 31N
e b : - 510 /
di
& T T a.eos ! il
i e y * COS Y boam S0y
a.b.8in?—-
dl
Wenn : = ¢2 cos [? hi.. gd— g? -
P 2 f" 4= f"’ '} 3 52

Giebt man nan der Gleichung (1.) die Gestalt:

o 5
Ctm.e+n.0+p=0,

dann ist:

e? ¢os {

!.J:—:—?f.ly——'?.ili...'l‘;:' i

Dividirt man beide Seiten der Gleichung mit — p, so erhilt man endlich:

I/ . 9 . 1 -
V. — {‘:j” { 4~ (A . sin -.L — B.. cos .Ia:I n— (B .sind 4+ 4. cos .'»1 t—1=10
Vsini® — sin 2 Vel cos I + 52
P S 08 rtl ; ol 51 :s_Ltl _.,.___I_ e’ cos® o bl
e®.sin { e?.sin ly.sin [.cos [

Jetzt werde angenommen, dass der erste Meridian durch den betrachteten Punkt (J, /) gehe,

dann wird % = 0, und die Gleichung der Spur der Osculations-Ebene in der Aequatorial-Ebene:
(4.) =Bia A E—1=0

Die @ Achse fillt aber in diesem Falle mit dem Radins-Veetor zusammen, den man in der Pro-
jections-Curve nach dem Punkte ¢ (a . sin /) gezogen hat. Nennt man daher den W., welchen die
Spur einer Osculations - Ebene mit dem zugehirigen Radius-Vector der Projections-Curve bildet,

T, 80 folgt ans Gleichung (4.):

Ll B ?’sin {? — sin .f',: _V’e:—'_g:ls_e’j__}:_ﬁf
Lk A a.5in ,.cos {

oder, wenn man in elliptische Functionen transformirt:

g 7 % Tpdachift ; :
V1 i Vet cos I - b* 510 am u. A am u 1.COR amia
. cotg T = - : —

@.8in by COS am u sin amia A amia

02.0,a.000. 0 da

cotg T =1 g :
i Gl G0 00020 0,4

Daher:

sin am .5 am
COS am %

i &0, bin bge — Oz 0,00 o B i
2 ° Oababiclio+ 0ol e dab i




Nun ist aber:
20,2 0,20y0,y="Ho.0,0 { 0, (z2+y) O le—y) + 0, (z—25) 0,(z+ Ir,v};
32 ﬂ:ﬂ Oy b 8,2 ="Ho.0,0 i b, (z+y) 4 (2 —y) — O (z—y) b, (@ —+y) E %)
SIS 1 0, (2410) 7 0, (2 7o)
Folglich ist: U e A e S s L VIL
QIEICh. 198 D B i s Pt a
Mit Hiilfe dieses wichtigen Winkels kann die Gleichung der Osculations- Ebene auch unter fol-
gender Form geschrieben werden:
b - -
¢ cosl VA*+ B?

e =0, VIIL
VA + B

¥ i Ve . e

£ —cos (U47) . n+ sin (b47). 2 —
No. 4. Der spitze W. 4, welchen die Tangente einer Ellipse: a=a .sinl, y=2¥&. cos [,

mit dem Radins-Vector aus einem Brennpunkt einschliesst, ergiebt sich aus der Gleichung:

b

lg=————
8 é.cosl

Ist diese Ellipse nun der Meridian unseres Sphiiroids, und gehort der Punkt { der geodiitischen
Linie an, so erhilt man durch die im § 1, VIT, VIII, X gegebene Transformation:
k' & . cos am w : &

T s sin 6l= — - IX,

tee 5
Aamu A am %

7 — =
2 k. cos am u
Der Winkel ¢ bleibt also unverfindert, wenn man bei demselben Argument » den Parameter a
(efs. § 1, VII—X) variiren lisst, d.h. wenn man eine Schaar verschiedener geoditischer Linien
betrachtet, fiir welche nur der Modul % denselben Werth behiilt. Wenn # = 0 ist und 6 =7
dann ist nach IX h. §:

k= cos g,

Fiir 2= 0 ist aber nach X § 1 /=/{,; und 4=0, 5, ist also der W., welcher dem Anfangspunkt

[

[, der geodiitischen Linie entspricht. Damit hat man eine geometrische Deutung fiir den Mo-

dul &, wihrend die Formeln IX die Bedeutung des Argumentes & veranschaulichen.

Anmerkung. Simmtliche in diesem § entwickelte Formeln haben ihre Analoga fiir die
kiirzesten Linien auf dem Rotations-Hyperboloid mit einem und dem mit zwei Fichern. Der
Verfasser hiilt es fiir seinen Zweck nicht nithig dieselben hier anzufiihren, obgleich er sie ent-
wickelt hat.

Wir setzen in IV § 1 @sin [ =p, dann stellt:
: sin [, Ve o' —a' dp

TRty
v=1 ————
o Vo'—a’ lfp'— a’ sin i}

o
ol |

die Projection der geodiitischen Linie auf den Aequator dar, ansgedriickt in Polar- Coordinaten
p und W. 4.

") Cfs. ,Die Lehre von den L:I|i||{i.~:i_'|n-1| Integralen u. d. Theta-Fonctionen von K. H. Schellbach®, pe. 48 No. 8' n. 4",
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Diese eine Gleichung lisst sich durch folgende: ¥
B, (i G gt % ) THRD A COS am 1 e 04
e B L O B et el L
: 2 B, (2 —<a) Bige Tl a’ Cos am {a Bo 0,70
i 2
( 2K a 2K .o )
w= =T p= ST

ersetzen, in welchen @ die unabhingige, ¥ und ¢ die abhingigen Variablen sind. Der Modul &
und die Grisse « sind constante Parameter. Ertheilt man dem Argument 2 alle moglichen reellen
und complexen Werthe, so ergeben sich nur in zwei Fillen fiir L und ¢ reelle, d. h. geometriseh
darstellbare Werthe, niimlich wenn:

A, @ reell ist, ©
; 7: T A 2 ; ; sprih
B. » von der Form & -+ = - 5= oder = von der Form 2''-- K - 1K ist, wo

& resp. u eine reelle Grisse bedeutet,
A. @ resp. % ist immer reell.
Dann sei #, = 0, alsdann werden die Gleichungen I:

, i | B, (& —4ia) . 0 e T
b='—ilo — e o R i s
V=R —ia) fiia °X g
I1. b it
: / g oS am % Dz Qo
l 1] —- T = —= - _— . -
73 COSs am 1da 0.'6 ﬂ._. s

und da hier cos am # immer <1, cosamia > 1, so bleibt p stets <a. Der grade Cylinder, dessen

Basis die Curve II ist, hat also einen reellen Durchschnitt mit dem Sphéiroid. die geoditische r
Linie.
T s
B. & complex und von der Form & 4 — 4
2 2K
: ; ™ t, mIC St o
hier sei &, =+ oK dann nehmen die Gleichungen I die Gestalt an:
iR im. K’
; 0, (2+7a) [ 2 2K
b= s 0B e _
JI k-’b'—ax} . + _'BE!}H
2 2K ¥
A Lo e e
A% o o8 am ¢
Wenn man nun beriicksichtigt, dass;:
b 1. 7K' —
” (?—“—"— ti,)zv E.'I'r'f{} 1
1 J‘ \2 2{1 q :IL!}
- . pEp i- . kl‘
cos am (v + K +1H') = — =
: k. cos am w
s0 ergiebt sich: »
i 0, (a+ix S R o)
111, e R U L e SO V&5 —1 = 4
' 2 0, (z —1a) 0, ca k. cosam da ., cos am u
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Diese Formeln stellen die zweite in der Gleichung I enthaltene Linie dar. Allein da fir
diese p stets = a bleibt, so trifft der grade Cylinder, zu welchem sie Basis ist, das Sphireid
nicht. Man kann daher auch die Curve III nicht Projection der reellen geoditischen Linie nennen,
sondern vielleicht ,Projection des imaginéiven Theils der geoditischen Linie®. Sie spielt fiir die
geoditische Linie eine analoge Rolle, wie die Cordale fiir zwei sich nicht schneidende Kreise.

§ 4.

Will man die Gestalt der Projections-Curve, und zwar zunéichst diejenige des Theiles 4,
welcher das niichste geometrische Interesse hat. untersuchen, so bringt man die Gleichung LX
§ 1 nach Jacobi auf die Form:

1 6, (@-+ia) + 8, (@ —da)
2 VB, (e~+1a) B, (0 —7a)

gl g ubiide
sin (¥ + 7 . &) = wenn # ==¢ - -

O2a
Ertheilt man hier und zugleich in der Formel:
1/1 A est e 0N
a iz O dc

dem Argument # alle reellen Werthe von — oo bis + == und beachtet wan, dass bei voraus-
gesetater Stetigkeit der Winkel fortwihrend zunimmt, wenn sein Sinus periodisch die Werthe 0,
-+ 1, 0 — 1, 0 durchliuft, so findet man zuniichst folgende Tabelle:

E]

a=0" =i SO =G B :;.zﬂ{cfs.§2,1.}
T | T ™ L
B IT'II_E_R 5 3 pp=a } =
e It e Sl h - T
=T i Yy=T— BT 3 Pp= a4 .80 &4; ["‘2_.._;
Fp— — | =t 3 —_— 3 —_— —_ . —‘=
i —?.u, '.'_J:'—?m»——g--ﬂ-a., .I-J=~—f'i- ; [13—‘2'
9 ! : W
a=2% ; Y=2x—2n.%; p=oa.sinl; v =—
2

Dieselbe lehrt, dass die in dem Ringe der concentrischen Kreise ¢ und a sin /, enthaltene Pro-
jections- Curve abwechselnd den Kreis @ sin /, und den Aequator a beriihrt in Punkten, deren
Liingen eine arithmetische Reihe bilden. Nihere Betrachtung zeigt, da 0, (2 ===r) = — 0, ist,
dass die Theile der Projections-Curve, welche zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Beriihrungs-
punkten liegen, einander congruent sind. Und zwar bedarf es bei zwei solchen Stiicken, die
einen Beriihrungspunkt gemein haben, einer Drehung, um sie zur Deckung zu bringen, bei
zwei anfeinanderfolgenden, welche einen solchen nicht gemein haben, nur einer Verschiebung.

Um die Projections-Curve also zu construiren, hitte man nur die Lingen Y und die Radi-

vectoren g von @ = 0 bis @ = — zu berechnen. Wir wollen jetzt zeigen, wie man durch Ein-
4 o
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fiahrung des W. p. (efs. § 2, No. 2) schon ausreicht, wenn man die Rechnung von @ = 0 bis

o = ¥
= :1 durehfiibrt. Setzt man ndmlich in II, § 3 fiir @, ) — &, so findet sich:
; ﬂ,(—;—;r-—l—'iz) 3 : i
'=— log ——— —-u( o — a)—|—L
: 2 i R \ 2 2
)] g =i
oder, weil fil( '3 = y] = f,y; 0,(—y)=0,y:
i 0, (24 i) b T
I V== = log e i e e -
: el i s
wihrend, — dem Werth % — a, entspricht K — » —,
i f — conam (K —
alas €08 am ia
Nimmt in diesen Formeln & die Werthe 0 his.'TT an, so erhiilt man die Carvenpunkte, welche in
Gleichung II, § 3 den Argument-Werthen '2 bis rT entsprechen. Addirt man diese Gleichung
zu No. I, so ergiebt sich:
¢ 0, (z+7a) 7 0, (z+7a) (i i
|_'.1 df:lu, I—.'_"_""ID 2 LA o —dm o o
. g '8 b (e—1ic) 2 B, (z—1a) T ! \ 4
L /]
oder mit Benutzung der Formel II, § 2:
1I. kf;‘—l—qf?—-—'.‘-—‘u.—-nw;-
T . '
Fir o = i ist ¢ = {'; daher:
9 T N S 2 Sl
W ET— i — B 5 tg v, = — 4. sin am (27a, ¢°)
Die so aufeinander bezogenen Punkte @ und ; @ entsprechen einander auch noch dadurch,
dass ihre Tangenten mit den zugehorigen Radivectoren gleiche Winkel bilden. Denn: &
e sin am fa . ('.('}.‘j. am ia s A am w (fiir Punkt )
A am 2 Sl am ¢ . COS am %

. sin am Ya cog am ¢a . A am (K — u) 7
Ly - ————— e i Ponkb ————
b b A am 7 sin am (K — «) . cos am (K — u) E5 Rkt 2 %

Nun ist:

: .. 08 am % - sin am % i o
sinam (K—u)=———: cosam (K—u)=F .- —— " : Aam(K—u)l—m— —
{ Aamu’ [ ) Aamu ’ ( ) A am #
; Sin am £a . COS am 1a A am u
Demnach: g = —1. —— : 2ot rpleitiy 3
r A am ia S0 am ¢ . COS aln %

also: tgp=tgps pepdQ.e.d
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Im Punkte @

Um zu ' den zugehorigen Radius-Vector zu eonstruiren, legt man an Punkt 2 die Tan-
gente, fillt vom Anfangspunkt der Coordinaten ein Loth auf dieselbe und verlingert dasselbe,
bis das Ganze mal dem Lothe = «* sin {, wird. Dann ist das Ganze der verlangte zum Punkte

_:1; wird W. p. offenbar ein Minimum.

—
k&

—~ — & gehorige Radius-Vector. Dér Beweis dafiir findet sich im Folgenden bei den Polar-

2

Curven.

§ 0.
Polar - Curven.
Wenn zwei Curven in Bezug auf irgend einen Kreis reciprok sind, so besteht awischen zwai
entsprechenden Punkten ¢ und 5 die Beziehung:

Yo — '-!H- = '{j' = [J-a {l+}

wenn . der Winkel ist, welchen der Radius-Vector nach dem Punkte @ mit dem festen Radius,
pa der Winkel ist, welehen derselbe mit der zugehorigen Tangente einschliesst.
Ferner gilt fiir dieselben die Relation:
Pa =T — Wb {g)
Umgekehrt, bestehen diese beiden Beziehungen, dann sind die Curven reciprok. Das vor-
ansgeschickt, sicht man, dass die beiden geoditischen Projections - Linien:

) 0, (& -—f—e'xl -
= — log —n. & :
Ya =E {-1.——?.1} 3 2
B I.
- Vl p% __ COS am u
a° cosamia
und :
. ( : = ~+ &
: | ¢ 1 i, (22 x) |2
de=| —1lo ; B
v | g %8 b, (@ —1a) I.ﬁ
3 10

!f ph _ cos am (v + K)

atoifin cos am i a
einander reciprok sind. Die erste der Gleichungen Il lisst sich niimlich schreiben:
i 0, (24 ia)

iy — — log — -
YT g% T (e —i)

(wenn man die Formel: 0, (:}— =k :e:}: f),& beriicksichtigt). Demnach wird:

, ; = ) B, (x+do) i 0, (z+ix)
e TR log =22 A Rl VL A
i T p) 2 0, (2 —tx) 9 0, (2 —1ix)

T

oder, nach § 2, II: e — i == — tha
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Damit ist der Relation (1) geniigt. Bedenkt man jetzt, dass aus den Formeln des § 2. welche
zunichst fiir die Projections - Curve I gelten, die entsprechenden fiir die Curve II dadurch ze-

wonnen werden, dass man fir a, j —- @ setzt, oder fir «, & - u, so findet man:

sin am £@ , cos am o Aam (K 4 u)
15 g == — = — - i S B
: Aamia sin am (K -+ «) cos am (K + u)
oder:
. sinam ze . cos am ia Aam u
e —1- — 4 et =
! Aamia sin am % . cos am u
wihrend :
sin am i@ cos am i . A am %
tg g = — 1 - —

Aam ¢a . sin am w . cos am u
ist. Daraus aber folgt, dass:
g o= — tg iy, do b pa=m— py
Demnach ist auch der Bedingung (2) geniigt, die Curven sind also reciprok,w .z .5 . w.
Man sieht augenblicklich, dass auch die unter /3, § 3 erwithnten hyperbolischen Projections-
Curyen:

7 0. (z41c)
(LR, ) Ig\B i),
Wart— 3 | Fja (;;_'.-— 5 1} . .
I11. P e
—1l = - -
a’ k. cos am ¢a . cos am %
: ~ A
S ? O, (z+41a) - '3+
Yo = 5 e 5 1o U [&;-%T) — . O %
IV. 9

gl W
L R =

oS am ta . cos am (r i !ij

zn einander recipruk sind, wenn man bedenkt, dass p.." ans p. § 2, II erhalten wird, indem man

w K
fir z, & —I—- —I— e 5 K setzt.

Wir h.-lbun demnach den merkwiirdigen Satz:

»Die Polar-Curve der geoditischen Projections-Linie in Bezug auf irgend einen dem
Aequator concentrischen Kreis ist eine der gegebenen dhnliche, aber nicht ihnlich lie-
gende Projections-Linie, deren Mittelpunkt ebenfalls der Mittelpunkt des Aequators ist.*

Anmerkung. Will man den Radius r des Kreises erfahren, in Bezug auf welchen die
Linien I und IT, 11T und IV einander reciprok sind, so bilde man L“ di¢ Linge des Imt]ws VoI

Mittelpunkt auf die Tangente des Punktes @, dasselbe ist:
, Ve b
Lo=gs .8 pg; pa=ua.s8inl; tgp,= LA e 'm i il it
@.cos{.Vsin I’ — sin I3
folglich:
L) T a . sin :’,,Vg' cos I* —f—iﬂ
Wk é Vel cos I + 6" sin I2

af .
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Den Radius -Vector g findet man aus der Relation:

& . Vsin I* —sin I}

€08 am ia 7 Ve cos I* + &7

Vl"_ eh _ cosam (u—+ K)
o= el S

(cfs. § 2, No. 1), daraus:
@ . 1"’{:_“ cos I* 4 0 sin {3

e i
Nach der Haupt- Definition der reciproken Curven muss nun:
Lraelpyi—it
sein. Folglich, wenn man die Werthe (1) und (2) einsetat:
a*sinl,=7"; r=ua.Vsinl, Y.

Setzt man in Gleichung VIIL, § 2, £ = 0, so ergiebt sich als Gleichung der Spur der Oscu-
lations - Ebene auf dem Aequator:

- : v 1
—cos (b+7).n4sin(b+7).2 — T —)

Betrachtet man diese Spur als Polare in Bezug auf einen dem Aequator concentrischen Kreis »,
so ist sie von der Form:

¥
HEEC

SEAbE

7
e 1 =10

e

7

Vergleicht man diese mit der ersten Form, dann erhiilt man als Coordinaten des Poles &, und »:

F:‘.-_.- =VA - B sin () + 1); .";.. = — VA* - B* cos (Y + =)
) _,. .

i

Setzt man non:
u=—Rcosf,v= R .zinf

20 wird:
R=rVA+B 1
i=d 47— -] 1.
Nun ist in Folge der Werthe V, § 2:
; : 1 b - 3 P R?
A fd —_ e e 27 G08 (- - H e S 0y —
A I P } € cos P40 cos '| -
daraus aber:
¢’ sin I; R? S o e ] B
gt e'.cosl’ k. cos am '
demnach: C |
ST LT T meiee o i
[t i A 111,
J'* k . COS am 1@ . COS am &
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Setzt man in Gleichung II fiir J und = die Werthe, welche § 3, II und § 2, VII gegeben sind, so
findet man als Ort der Pole:

JTREE ¥ ¢
rt k. cos am % . COS am T4
Wenn nun der Radius des leitenden Kreises » den Werth Va.e.sinl, erhiilt, so wird diese
Polar- Curve
genau der hyperbolische Theil der Projectionscurve. (cfs. § 3, III)
Daher haben wir den Satz:
Der hyperbolische Theil, weleher in der Gleichung der Projection der geodiitischen
Linie inbegriffen ist, ohne zur reellen Projection zn gehiren, ist der Ort der Pole aller
Spuren der Osculations - Ebenen, wenn der leitende Kreis dem Aequator concentrisch
ist und den Radius Va.e.sin/, hat.

Die reeiproke Curve zu (LV) ist diejenige, welehe von den Spuren der Osculations-Ebene
eingehiillt wird, also die Spur der Tangenten der geoditischen Linie aunf dem Aequator. Nach
Gleich. II1 und IV, § 5 hat diese reciproke Curve die Gestalt:

(s ¢ (@ ta)

II — — — o pfemedie s, Cote TN, 4 b
Y= 5 =t 5 log AT n.&

VPL I I{:I
¢ T k.cosamia . cos am (v -+ K)

wenn man bedenkt, dass: U;( : + ;f;) =1y

Daher der Satz:
»Die Tangenten der geodiitischen Linie stechen anf dem Aequator eine Curve aus,
welche mit dem hyperbolischen Theile (§ 3, 111) der Projections-Curve &hnlich, aber
nicht dhnlich liegend ist. Denkt man sie aber mit irgend einem Radiusvector fest ver-

bunden, dann wird sie anch #hnlich liegend, wenn man diesen um einen bestimmten
Winkel dreht®.

§ 7.
Lehrsiitze und Aufgaben.

1. Beschreibt man um den Mittelpunkt des Sphéreids eine Kugel mit dem Radius ¢ und
zieht zu den Tangenten der geodétischen Linie Parallelen durch den Mittelpunkt, so stechen die-
selben anf der Kugel eine Curve aus, deren Projection anf den Aequator der Projection der geo-
ditischen Linie congruent ist. Oder:

Verlingert man die 2 Ordinaten der geoditischen Linie bis zam Durchschnitt mit der Kugel,
g0 hat die ausgeschnittene Curve die Eigenschaft, dass ihre Radivectoren der Reihe nach den

Tangenten der geoditischen Linie parallel werden, sobald man die Kugel um den W, - — n.g

T

um die 2 Achse dreht.

*)




b

15

Anmerkung. Der Beweis ruht auf der Eigenschaft veciproker Curven, dass irgend zwei
Tangenten der einen, denselben W. einschliessen wie die entsprechenden Radivectoren der an-
deren Curve und anf Formel I*, § 2.

2. Alle Tangenten der Projections- Curve zu finden, welche einen gegebenen Kegelschnitt
beriihren.

3. Eine Schaar Projections - Curven zu finden, die eine gegebene Gerade beriibrt. Oder:

Alle geodiitischen Linien zu zeichnen, welche eine zum Aequator senkrechte Ebene beriihren.

4. An die geoditische Linie eine Tangente zu legen, welche einer gegebenen Ebene pa-
rallel ist.

5. Alle Osculations-Ebenen einer geodiitischen Linie zu finden, welche durch einen gege-
benen Punkt des Aequators gehen.

Die Aufgaben lassen sich constructionsweise losen, sobald man nur die geodiitische Pro-
jectionslinie selbst gezeichnet hat. Thre Anzahl lisst sich leicht vermehren, sie beweisen die
Fruchtbarkeit der in § 5 u. 6 entwickelten Lehrsitze und die Nothwendigkeit einer, wo moglich
noch vollstindigeren Tabelle, als die in § 2 gelieferte, welche fiir die Theorie der geoditischen
Linie das Fundament ist,

Nachtrag.

Methode, die Projeetion der geodiitischen Linie auf den Aequator mit Hiilfe
eines Kegelmantels zu eonstruiren.

Man breite den Mantel eines schiefen Kegels mit kreisfirmiger Basis in der Ebene aus, dann
bildet die Kreislinie, welche die Basis begrenzte eine neue Curve. Fiel die Spitze des Mantels
in den Punkt S der Ebene, so ziehe man von S nach allen Punkten # der Curve Radivectoren
und nehme auf diesen Punkte ' so an, dass:

o N P ? cinl
SP' = g sin 0; cotg =+ = —'ﬁi; o= — j“ 2 .5‘1_11 S
2 e Ve cos I* 4 B°

Dann bilden die Punkte P' die Projection einer geodiitischen Linie, wenn man den Kegel so
constrairt hat, dass:
1. Der Radius der Grundfliche = a
Vo — b* b . sin
@ —F)ow EL 5
3. Die Entfernung des Fusspunktes der Hohe vom Mittelpunkt der Grundfliche { =
a® . cos I,
(@* — B%) cos B + B*

2. Die Hshe h =@ -
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Die so entstandene geoditische Linie liegt auf einem Sphéiroid dessen Halbachsen @ und b sind

und beriihrt den Parallelkreis, dessen Radius = « sin [, ist. |
Beweis. Die Spitze des Kegels sei 8, Mittelpunkt der Grundfliche O, ein fester Radius
() E, ein beliebiger Radius O B, der variable W. £/ 0 B = o, dann wird die Seite S B des Kegels
durch die Gleichung bestimmt:
L. SB=P+RK+4+a—2a.lcoso
Das Elementar-Dreieck dJ der Mantelfiiche, dessen Basis der unendlich kleine Bogen a . d ¢ ist,
wird:
1J=~'a.dg Vi T'eos g)°
dJ = oa.doVh —+ (@ — 1 cos @)
Breitet man nun den Mantel in einer Ebene ans, und nimmt S als Anfangspunkt der Coordinaten,
so findet man die Polar-Coordinaten £ und 6 irgend eines Punktes 5 der entstandenen Curve
aus den Gleichungen :
L R=8SB'=P+4+h+a'—2a.l.cosp
lp ah=LadoVPr+la—losgl —dJ
TR e U g Yates
oder:
III. 20— @ YE +(a —lLeos o) . do
P4 +a"—2a.lcosg
Setzt man hier:
a—leosog=htgdy a—Il=hitga,a+1l=1rhigl i
so erhilt man:
: _ 1
IV. df = -]—- sin {3. -} IEI:] V(’U.‘:i o . CO8 ;j (_ Y e ————
2 cos ¥ .cos (z—+ B — ) Vsin (b — =) sin (B — )
Jetzt substituiren wir (cfs. Schellbach, Ellipt. Integr. pg. 525):
¥ cm;('J,-' — = _;'4 )———- A am u, sin(%@-‘— z _: - )= % sin am
Daraus folgt:
VI. sin (Y — «) sin (3 — {) = sin % (f — «)° cos am 2’ 4!
VL. db=Fcos am % . du
Ferner sei:
1 : - =]
VIIL cos - (« + ) = & sin am 25 sin — (2 +f) = A am z
Dann wird :
cos Y= ~F (sin am z# A am % — A am 2 sin am )
cos (o 4B — ) =k (sin am z A am » -+ A am 2 sin am «) .

IX. gin (x 4+ ) =2k .sinam z A am z

Veoscecosp =—4i.k.cosamz; i=V—1
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Benutzt man die Werthe V—IX, so verwandelt sich Gleichung 1V in:

sinam z.cosamz Aamz. du

dl =4. — - _,
sinam z* A am #® — A am :

* sin am »*

Setzt man noch, da cos am = einen imaginiren, sin und A am 2 reelle Werthe ergeben,

=N — ai;
ferner: u = ; — %,
s0 erhilt man leicht:
. .9 SID AmM @t . CcoS am @i A am 5 . du,
dfl = — 4. &* : i Z —
Aam aq (A am %] — A am ad®)
'\rj * '] + - L
0 I i. k. sin am @t cos am a1 Aam w’ . du
= A Aam at Aam ¢’ — A am ar?
Wendet man diese Substitutionen nach einander auf Gleichung I an, so erhilt man: ¢ X1
R — 2a.h €08 am (% —— COS am
sin () cos am @i — cos am u

Die geoditische Projections - Linie wurde aber dargestellt durch die Gleichungen:

.H
e sin am a¥ . cos am &2 Aam 2’ . du 1
(A am %’ — A am ai?)

. A am aw

-.—
|
!
—

XII.

CO8 am ¥

oS am ai

Die Vergleichung der Gleichungen XI und XII beweist aber den oben ausgesprochenen Satz.

E. Kretschmer.
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