Nitze iber Tetraéder,

welche

dem von Desargues iiber ebene Dreiecke analog Sind.

§. 1.

lm ersten Bande von Crelle's Journal pag. 38 giebt Steiner folgenden Satz:

I. Wenn sich zwei Tetraéder in der Weise entsprechen, dass
die Verbindungslinien der correspondirenden Eckpunkte durch den-
selben Punkt gehen, so liegen die Durchschnittslinien der entspre-
chenden Tetradderflichen in einer Ebene.

Der analytische Beweis dieses Satzes ist etwa folgender: — Die Flichen des
einen Tetraéders seien:
i R Y s O e 0 g e 1 T
und durch die Eckpunkte desselben die geraden Linien gegeben:
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gehen: so lassen sich die Gleichungen der Flichen jedes zweiten Tetraéders, dessen

Eckpunkte auf denselben Geraden liegen, darstellen unter der Form:

t : u v bt
E Y =5 B——==190, B— =—=0, B — — =0,
ay © a4 3 s

wo
E= eyt + al + eV + &V ;




es liegen also die Durchschnittsgeraden der entsprechenden Tetraéderflichen in der
Ebene:
Bii=—="0:

Hieran reiht Steiner den reciproken polaren Satz an:

Il. Wenn die vier Geraden, in welchen sich die Seitenflichen
zweier Tetraéder paarweise durchschneiden, in einer Ebene liegen,
so treffen die Verbindungslinien der entsprechenden Eckpunkte in
demselben Punkte zusammen,

Die Ebene sei

E=at + ol 4+ v -+ W = 0
und das eine Tetraéder habe zu Seitenflichen
=00 = 0,8 =—=0, W =0;

so sind die Gleichungen der entsprechenden Flichen des zweiten Telraéders von
der Form

E—at=10 E— au—=90 E— ayv=o0 E
WO a,, 4, a, a, beliebige Constanten sind; demnach ergeben sich als die Verbin-
dungslinien der entsprechenden Eckpunkte die Geraden:

AN —0,

2,1 = A,y = a,w,
at Y N,
a,t — a.;u — AW,
al = @u = 8,V ;
welche simmtlich gehen durch den Punkt
At = a,u — a;y = a,w.
8. 2.

Beide Siitze sind nur bhesondere Fille folgender allgemeineren Sitze:

. Wenn die Verbindungslinien der entsprechenden Eck-
punkte zweier Tetraéder die Generatrices sind derselben Erzeu-
gungsweise eines einfachen Hyperboloids, so sind die Durchschnitts-

=4

geraden der entsprechenden Seitenebenen dieser beiden Tetradder
die Generatrices derselben Erzeugungsweise eines zweiten Hyper-
bolotds®).

Umgekehrt:

IV. Wenn die Durchschnittsgeraden der entsprechenden Sei-
tenflichen zweier Tetraéder hyperboloidisch liegen, so sind auch
die Verbindungslinien der correspondirenden Ecken der beiden Te-
traéder hyperboloidische Geraden.

*) Zue Abkiirzung migen kinltiz vier Geraden, welche als Generatrices desselben Systems einem

Hyperboloid angehbren, hyperboloidische Geraden heissen.
JI B y: ALY 4
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" Dem Beweise dieser Silze mag vorangeben die Herleitung der Bedingungen,
welche erforderlich sind, damit eine gegebene Gerade aul einem Hyperboloid liegt.
Diese Aufgabe lisst_sich fiir unsern Zweck unter einem zweifachen Gesichtspunkte
auffassen:

Erstens, wenn die drei Geraden
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gegeben sind, die Bedingungen zu finden, welche zwischen den Coéfficienten a
stattfinden miissen, damit eine vierte Gerade

5 o Nl T
: o ‘1_1 T Ay

mit den ersteren auf demselben Hyperboloid liege, sei es als Generatrix derselben
oder der zweiten Erzengungsart, d. h. damit auch der vierte Eckpunkt (tu,v) des

Tetraéders

ol
24

fi==, o)imi =0y W-i=i0; Wi="%0
auf dem durch die drei durch (uv,w), (v,tw) und (Lu,w) gezogenen Geraden g, g,
und g, bestimmten Il}-‘[]ﬂl‘bﬂl(}'l'{l liege, und die durch diesen Eckpunkt gezogene
vierte Gerade g, demselben Hyperboloid angehore.
Zweitens, die Bezichungen zu finden zwischen den Coéfficienten e in den
Gleichungen der geraden Linien:

o Eildie—u) — - — —'—:0,
7 g + @, = oy
i v W
JaiU=0, — 4+ — -} — =10
i fey3 LT
t u W
Yaa N =20, = -} = 0,
%a 32 0y 4
damit eine vierte Gerade:
i u V.
Yo W=0, — + e =i,
“a1 Lot B ] az
auf dem durch die drei ersten Geraden 7, 7, 7, bestimmten Hyperboloid liege,
d. h. damit auch die vierte Seitenfliche w = o des Tetraéders
=Gl =0y =0, W == 0

das Hyperboloid in geraden Linien durchschneide, also Tangentialebene dessel-
ben sei.

§. &.
Herleitung der Bedingungen, damit
1) vier durch die Eckpunkte A, B, C, D |2) vier in den Seitenflichen A, B, I, 4
cines Tetraéders gelegte Geraden hyper- | eines Tetraéders gegebene Geraden hy-
boloidisch liegen. perboloidisch liegen.
1-




Die vier Geraden seien:

Aa ]T;. i ]‘j 5 _l“:
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i =0 2 o

damit eine Gerade aul einem gegebenen
Hyperboloid als Generatrix eines bestimm-
ten Systems liegt, muss eine Ebene durch
sie und irgend einen Punkt des Hyperbo-
loids gelegt, dasselbe durchschneiden in
derGeneratrix des zweiten Systems, welche
durch diesen Punkt geht: legt man also
durch drei Generatrices desselben Systems
und einen Punkt der Fliche Ebenen, so
miissen sich diese in einer und dersel-
ben Geraden durchschneiden.
Solche Ebenen sind:

(BbA) : o = 3o
: e e
T TR
’;Dli.:‘l,f: = E — ﬁ |
oder
24 . v — 23. W
3.0 = = 532.W
8¢ 11 = 121V

und diese drei Ebenen durchschneiden
sich in derselben Geraden, wenn
23 = 32
ist; die Durchschnittsgerade ist:
4.1 = 24 .V — 5. W.

Die vier Geraden seien:

Aa: bt =0, e -ﬁ:u.“}
Bg:u=/p, ,:l o :-:; - 2“1 —0,
Ty:v=0,z + o =
4d:w=o, Tt.i -|—i+.3"4_ 0

damit eine Gerade auf einem gegebenen
Hyperboloid als Generatrix eines bestimm-
ten Systems liegt, muss ihr Durchschnitts-
punkt mit irgend einer Tangenlialebene
des Hyperboloids liegen in der Generatrix
des zweiten Systems, welche in dieser
Ebene enthalten ist: die Durchschnitts-
punkte also von drei Generatrices des-
selben Systems mit einer Tangentialebene
der Fliche, miissen in einer und dersel-
ben Geraden liegen.
Solche Punkte sind:

LN k] itn, Vv w ey

(BB, A):t=0,u=0, Bt =0o

B e e, S e L e e T
Iy.d):t=0,v=0, 5 s =0
i AN Jd u v )
(40, 4): t=0, w=0, 3 -} a5 = 0,
oder

=0 1=0, 24. V- 23. w=—0,

t=—o0,¥=0,34.1 +32.Ww=o0,

t=0, W==0, 34. W24, ¥ =0t

und diese drei Punkte liegen in dersel-
ben Geraden, wenn
il
ist; die Verbindungsgerade ist;
L= 0,34 . W+ 24 .V~ 23.W = 0.

*y Es ist wohl zu bemerken, dass die Coétficienten ik der rechten und linken Seite, obschon sie
der Form nach iibereinstimmen, nicht im geringsten Zusammenhsnge mit einander stehen, und dass
also auch die Entwickelungen ganz unabhingiz von einander sind.

**) Die Constanten sind doreh ihre Indicés ersetzt, und diese der leichteren Uebersicht wegen we-
der durch Kommata getrennt, noch dorch Klammern verbunden; die andern Zahlen werden sich leicht

von diesen Constanten unterscheiden lassen. Die Constanten 14, 24, 34 in den Gleichungen der ersten
drei Geraden sind willkiihrlich, und darum auch die vierte Gerade ihrer Lage nach keiner Beschriin-

kung unterworfen.




Ehenso durchschneiden sich die Ebenen
(Ce,B), (Aa,B), (DA,B) in der Geraden
s34t — 4.V = 81.W.

_Wenn

31 = 13
ist, und endlich die Ebenen (Aa,C), (Bb,C),
(Dd,C) in der Geraden
2.0 =14.1 =12.W,
wenn
12 = 21,
und es ist leicht zu sehen, dass alsdann
auch die Ebenen (Aa,D), (Bb,D), (Ce,D) sich
durchschneiden in der Geraden:
3.t =31.0 = 12.V.

Damit also vier durch die Eckpunkte
des Coordinatentetraéders gezogene Ge-
raden hyperboloidisch liegen, miissen die
Coélficienten ihrer Gleichungen der Be-
dingung geniigen

ik = ki
und zo den vier hyperboloidischen Ge-
raden:

Aa ;: ';_I'_-:ﬁ'_%
1;;;:]’__3 = ==
G = 5
I.‘ul-.{'z_—_-.“:—_'}:%

gehdren als die Generatrices des zweiten
Systems durch die Eckpunkte des Coor-
dinatentetraéders: 1

o994 v = 23 W,
3. 3 = 4.V = 13. W,
94 .f—14.1 = 12 W,
a3 . l=13.0a = 12.V :

Ebenso liegen die drei Punkte (I'y,B),
(Ae,B). (4d,B) in der Geraden
) P {0 5 S ¢ +14.v-+31. w=—0,
wenn

Sl==-13
ist, und endlich die Punkte (e, I"), (BB3.I')
(A4d,I") in der Geraden
v=20,24. L} 14.1 +12. w=0,
wenn

12 = 21;
und es ist leicht zu sehen, dass alsdann
die Punkte (de o), (BBA4), (I'y,d) liegen
in der Geraden:

wW=o0  23-4 34 31.0-F 12 . ¥ = 0.
Damit also vier in den Seitenflichen

des Coordinatentetraéders gezogene Ge-
raden hyperboloidisch liegen, miissen die
Coéfficienten ihrer Gleichungen der Be-
dingung geniigen

ik = ki;
und zu den vier hyperboloidischen Ge-
raden:

Aak=9 M p it tE=%
s 2 R L v W
}J‘,-J.t._ﬂjrj +_jj+ﬂ._n‘
¥ s t u Sy
Iy ¥ =Ngihi o Ea =0
b i v
W —0, — -+ — -} — Zis
Ad:w 0,77 55 T a3 ==

gehoren als die Generatrices des zweilen
Systems in den Seitenflichen des Coordi-
natentetraéders:

t—0} 3i.u4+24.Vv-4+32.W=0,
u=—0;34.t 4+ 14.v+13.W=0,
v—o0,24.tF14.0 + 12.w=0,
w=0,23.1413.u412.v 0

I

§. 4.

Wenn die ersten drei Geraden zu dem einen und die vierte Gerade zu dem
zweiten System yon Generatrices eines Hyperboloids gehoren, so hat man nur die Be-
dingungen aufzustellen, dass die letztere jede der ersteren durchschneidet, d. b, dass:




1) Die Gerade
t nah Sy
AT 87 B
mil jeder der drei Geraden:

L} Ly v_ w
TR e Y
b L el s
21 28 52
t o -_1v
BT T 34°

in einer Ebene liegt; dies ist der Fall,
wenn die Bedingungen:
42 12 43 23
Y e O T O] T it
erfiillt werden, d. h., nachdem man etwa
23 = 482 31 = 13. 12 — 21

gesetzt hat, wenn die Proportion

2) die Gerade

w=o0, - < y =0
e T 42 43 e
jede der drei Geraden:
i} v W
b=l T il T g
— 0 t ¥ b —
R Do +2—3+‘E—0|
t n w
¥ =0 ﬁ - ﬁ =} 31 — 0,

in einem Punktie durchschneidet; dies ist
der Fall, wenn die Bedingungen:

2 _ 1243 23 41 _ 31

F B M T D T b ST
erfiillt werden, d. h., nachdem man etwa

L T I €5 [ et |
zesetzt hat, wenn die Proportion

Sy SRy v it . Ui
AP RSt i 42000 75 53 Mg 12
staltfindet. stattfindet,
§l 50

Es ist nunmehr leicht, die Sitze 1. und IV, (8. 2.) zu beweisen:

1) Es scien die vier Punkte gegeben:

i 1) g g e et et
i T et T i 1, B 7
L L e, R
Y i T G YL T
ili,l
A S S PR S 6
S14- 82 =83 uddd
5 i e o ST Y
41 L MtV T i 7 T 1
und man bezeichne die Delerminante
11, 12,
9y ) 21 22,

3 a1, 32,
41, 42,

2) Es seien die vier Ebenen gegeben:

t u v i, /
11 == iz -+ 13 =1~ n=9
t u v W

fye 2lic o3 Seas AL

Vs t u v w
Blit=ns 7 B es e
k 1 ¥ w
TSR s il

13, 14

43, 34
43, 44

und ferner die Differentialquotienten dieser Determinante nach ihren verschiedenen
Elementen durch die CIJ[SPI‘CCI]L‘I](]CH Indices in runde Klammern cingeschlosscn.

nimlich allgemein:

) di
so sind die Gleichungen der Ebenen durch
je drei dieser Punkte, d. h. der Seiten-
flichen des Tetraéders, welches die vier
Punkte zu Eckpunkten hat:

dR

= (ik),

so sind die Gleichungen der Punkte, in
denen je drei dieser Ebenen zusammentref-
fen, d.h. derEckpunkte des Tetragders, wel-
ches die vier Ebenen zu Seitenflichen hat:
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L =) t+(12) 0 (13} v+ (14) w=0
p) W=(21) t-+(22)u+(23) V4-(2d) w=0
Yoy =(31) t+(32) u =4~ (33) v 4 (34) w=0

Wi==(41) L4-(42) U = (43) V4 (44) w=0
denn man hat nach der bekannten Diffe-
rentialgleichung ™), welcher die Determi-
nante geniigt, allgemein:
il.(k)-+i2. k2)4i3. k3 +id. (kd)=o,
so dass jede der letzteren Gleichungen
durch Werthe aus drei der zuerst gege-
benen erfiillt wird, d. h. die durch sie
dargestellien Ebenen je drei der gegebe-
nen Punkte enthalten,

Die Gleichungen (1) stellen fiir ver-
schiedene Werthe von 11, 22, 33, 44,
ganz allgemein vier Punkte dar, welche

aul den geraden Linien
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liegen; wenn nunmehr

(6) ik = ki
ist, d. h. die Geraden (5) hyperboloidisch
liegen (§. 3.), so sind auch die Partialde-
terminanten

e

) = (ki)

(7) .
d. h. die vier Geraden:

=
u—=u,

N ==zt

IR

W=,
sind ebenfalls hyperboloidisch. — Daraus
folgt die Richtigkeit von Satz III (§. 2.):
Wenn zwei Tetr. gegeben sind:
=1 =N AR =0 [}
und He—0, = VI — Wi,

N |

(n) t=112)u={13) v=14) w,
AL [}.11:; b= (22) u = (23) v.=/{24) W,
Yolu@ED i = (2)n = (38) v = (34). W,
(A1)t = (d2)u =1(43) v = (44) W,

die bekannten Gleichungen, welche sich
aus der Aullosung der gegebenen lineiiren
Gleichungen ergeben.

Die Gleichungen (1)* stellen fiir ver-
schiedene Werthe von 11, 22, 33, 44,
ganz allgemein Ebenen dar, welche durch
die geraden Linien:

b= 0yt ptptua=e
t v W
U=0,1 = 5 + 5z +5=0
JJ‘ P 2 24
\ t n W
V-l \I::i—l—!—ﬁ +§1:“
; ’ t 1 W
“-=(l..‘-‘.,"'—"_-’—1-|-—ﬁ-—]—l-ﬂ =)

gehen; wenn nunmehr

6F k=KL
ist, d. h. die Geraden (5) hyperboloidisch
liegen (§. 3.), so sind auch die Partialde-
ferminanten

(1 ) = ()

d. h. die vier Geraden:
() + (12) u = (18) v=(14) W
- A e e e N

LA et ) s i
7a) 1 (31)1=(32) u — (34) W
(o : (41)t="{42) u = (43) v

sind ebenfalls hyperboloidisch. — Daraus

folgt die Richtigkeit von Satz IV (§ 2):
Wenn sich zwei Tetraéder:

==V =W 0

und L=, —=v,—=w,= 0

*y Jacobi, de formalione etproprietatibns Delerminantiom, £ 5, Gl 9. Crelle's Journ, XXII,
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deren Eckpunkte resp, aufvier hy-
perboloidischen Geraden liegen
(6), so sind die Durchschnittslinien
der entsprechenden Tetraéder-
flichen (8) hyperboloidische Ge-
raden,

§.

in der Weise entsprechen, dass
die resp. Durchsehnittslinien ihrer
Seitenflichen hyperbolotdisch
sind (6)*, so sind die Verbindungs-
linien der correspondirenden Eck-
punkte (8)* ebenfalls hyperboloi-
disch.

6.

Wenn zwischen den Cofficienten in den Gleichungen (1) und (1)* (§. 5) eine

Relation stattfindet von der Form

ik mk ik, il

o e oder {mk, m]} T
wo i, k 1, m irgend welche vier verschiedene von den Indices 1, 2, 3, 4 bedeuten,
d. h. (§ &), wenn von den Geraden (5) oder (5)* zwei in einer Ebene liegen; — so
findet zwischen den Partialdeterminanten (ik), (il), (mk), (ml) eine dhnliche Beziehungs-
gleichung statt, d, h., liegen auch von den Geraden (8) oder (8)* zwei bestimmte in
einer Ebene. Es ist ndmlich:

dR____ @R  dR ___dR R ¥

dori, dane - degg | odagm dagn - dayg
d. h. fiir unsere Bezeichnung:
R.(k.m — mk.il)= (). {(m) — (km) . (l);

wenn also
ik . ml — mk . il = 0,
s0 ist auch:
&) . {(lm) — (Um) . (i) = 0,
oder was dasselbe ist, wenn:

11 G (e . ki), 0y __
{mk, ml} =— 0, so auch G e —

=4

Im Ganzen ergeben sich folgende Beziehungen:

1) wenn {ﬁ:;j == 0, so ist auch {E':H’ E“:B} i
» -+ {Gap=o - {ehas=o
gy sleldbish o T, (OB O 2
by B o {09,
» o« {sur=0o  ©  {aa)=>
o - fnt=o - {@=-

*y Jacobi, de formatione et proprietalibus Determinantium, §. 10., GlL. 5.
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Die geomelrische Bedeutung dieser Sitze ist, je nachdem man die linke oder

rechle Seite vom §. 5. beriicksichtigt:
wenn sich:

1) (g,) und (g,) (5), durchschneiden, so auch
(um) und (v,vy) (8),

2) (g,) und (g,) F (v.v;) und (L,1;)

3) {") und (g,) * (4t,) und (o,u,)

&)"(g,) und (g,) . :t,1,: und (w,w;)

8) (gs) und( i * (u,u,)und (w,w,)

6) (g,) und (g,) s (v,v;) und (w,w,)

wenn sich

1) (tt)und (w,w,), (5)* durchschn., so auch
(yo)und(y3), (8)

2) (u,u,)und (w,w,) (72) und ()

3) (v,vi) und (w,w,) ¢ (y) und(s),

&y (uu)und (vv)) (1) und (),

5) (vyvpund (41) ¢ (ypund(yy,

6) (tt) und (u,u,) ¢ () und(yy).

-

W

Es finden also im Allgemeinen folgende zwei Sitze statt:

V. Wenn vonden Ve rh:udunns—
linien der Eckpunkte zweier Te-
traégder zweiineiner Ebeneliegen,
so liegen auch die Durchschnitts-
{.;crudt,n(l rjenigen zwei Flichen-
paare der Tetradder, welche die
durch jene Eckpunkte gehende
Kante gemein haben, in einer

Ebene.

§.

VIi. Wenn von den Durchschnitts-
geraden der Flichenpaare zweier
Tetraéder zweiineiner Ebene lie-
gen, so liegen auch die Verbin-
dungslinien derjenigen zwei Te-
tradderecken , welche auf den
durch jene Flichen gebildeten
Kanten liegen, in einer Ebene.

7.

Es ist leicht, auns diesen beiden Sitzen eine Reihe von anderen Sitzen her-
zuleiten, unter denen sich auch die beiden Steinerschen Sitze 1. und 1L (§ 1.)

belinden:

Wenn zuniichst (g,), (g,) und (g;) je
mit (g,) in einer Ebene liegen, so liegen
auch (t,t,), (u,u;) und (v,v,) in einer Ebene,
d. h.

VI. Wenn sich zwei Tetragder
in der Weise entsprechen, dass
die Verbindungslinien ihrer Eck-
punkte auf einem Hyperboloidlie-
gen, so jedoch, dass nur drei von
ihnen zu demselben System von
Generatrices dieser Fliche ge-
héren: so liegen von den Durch-
schnittsgeraden der correspon-
direnden Tetradderflachen dreiin
in einer Ebene; —

Wenn zuniichst von den Geraden (L)),
(u,u,) und (v,v;) jede mit (w,w,) in einer
Ebene liegt, so gehen die drei Geraden
(71); () und (3;) durch denselben Punkt,
d. h.

VII. Wenn sich zwei Tetraéder
inder Weise entsprechen, dass die
Durchschnittsgeraden ihrer Sei-
tenflichen aufeinem Hyperboloid
liegen, so jedoch, dass nur drei
von ihnen zu demselben System
von Generatrices dieser Fliche
gehoren: so gehen von den Ver-
bindungslinien der correspondi-
renden Tetraéderecken drei durch
einen Punkt; —
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und zwar durchsehneiden sich in Geraden
derselben Ebene die Flichenpaare, welche
den Tetraéderecken angehtren, deren Ver-
bindungslinie als Generatrix des zweiten
Systems die drei anderen Verbindungsli-
nien durchschneidet.

Wenn ferner der Reibe nach (g,) und
(22), (22) und (), () und (g, (g und
(z,) in einer Ebene liegen, so liegen auch
die Durchschnittsgeraden (v,v)) und (w,w,);
(w,w,) und (1), (tt) und (ou), (ouy)
und (v,v;) in einer Ebene, d. h.

IX., Wenn die Verbindungs-
linien der entsprechenden Eck-
punkte zweier Tetraéder die Sei-
ten sind eines windschiefen Vier-
ecks, so sind die Durchschnitts-
linien der correspondirenden Te-
traéderflichen ebenfalls die Sei-
ten eines solchen windschiefen
Vierecks. —

Wenn drittens (g,) und (g,), (g.) und
gy, (g2) und (g in einer Ebene liegen,
S0 I1egt:n auch die Durchschnitisgeraden
(Lt), (u,u,). (v,vy) je mit (w,w,) in einer
Ebene, d. h.

XL Wennvon den Verbindungs-
linienje zweier Eckpunkte zweier
Tetraéder drei durch einen und
denselben Punkt gehen, so durch-
schneidet von den Durchschnitts-
geraden der entsprechenden Te-
tragderflichen eine die drei an-
deren; — der Umkehrungssatz von VIIL

Nimmt man endlich an, dass die
Verbindungslinien der Eckpunkle zweier
Tetraéder alle durch einen und denselben
Punkt gehen, so liegen die Durchschnitts-
geraden der entsprechenden Tetraéder-
flichen simmtlich in derselben Ebene,
— der erste Steinersche Satz.

und zwar gehen durch denselben Punkt
die Verbindungslinien der Eckenpaare,
welche den Tetraéderflichen zugehiren,
deren Durchschnittslinie als Generatrix des
zweilen Systems die drei anderen Durch-
schnitisgeraden durchschneidet.

Wenn ferner der Reihe nach (tt,) und
(u,u,), (u,uy) und (v,vy), (v,v,) und (w,w,)
(w,w,) und (tt;) in einer Ebene liegen, so
liegen auch die Verbindungsgeraden (g,
und (Sa)x (31) und (gc‘L (54) und (&), (%;
und (g.) in einer Ebene, d. h.

X. Wenn die Durchschnittsli-
nien der entsprechenden Seiten-
flichen zweier Tetraéder die Sei-
ten sind eines windschielen Vier-
ecks,sosinddieVerbindungslinien
der correspondirenden Tetraé-
derecken ebenfalls die Seiten
gines solchen windschiefen Vier-
ecks. —

Wenn drittens (tt,) und (u,u,), (u,u,)
und (v,v;), (¥,vy) und (tt,) in einer Ebene
liegen, so liegen auch die Verbindungs-
geraden (g,), (&) und (g,), je mit (g,) in
einer Ebene, d. h.

XII. Wenn von denDurchschnitts-
linien je zweier Seitenflichen
zweler Tetraéder drei in einer
und derselben Ebene liegen, so
durchschneidet von den Verhin-
dungsgeradenderentsprechenden
Tetraiderecken eine die drei an-
deren; — der Umkehrangssatz von VIL

Nimmt man endlich an, dass die Durch-
schnittslinien der Seitenlliichen zweier
Tetratdder alle m einer und derselben
Ebene liegen, so gehen die Verbindungs-
geraden der entsprechenden Tetraéder-
ecken simmtlich durch denselben Punkt,
— der zweite Steinersche Satz.

5
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Die Reihe dieser Sitze lisst sich leicht erweitern, indem jeder besonderen
Lage der Verbindungslinien der Ecken zweier Tetraéder eine besondere Lage der
Durchschnittsgeraden der correspondirenden Tetraéderflichen entspricht, und um-

aekebrt.

§‘. St

Zur Vervollstindigung der in (§ 3.) behandelten Aufgabe mag sich hier die

Doppelaufgabe anschliessen:
1) durch zwei gegebene Punkte
eines Hvperboloids diejenigen
beiden Geraden zu, construiren,
welche zu zwei anderen auf dem
Hyperboloid gezogenen Geraden
als Generatrices desselben Sys-
tems gehiren,
oder kiirzer:
durch zwei gegebene Punkte zu
zwei windschiefen Geraden hy-
perboloidische Geraden zu
ziehen.

Die beiden gegebenen Geraden seien:

1] Y W

By e g s
t v W

Bb VB T 28 A

und die beiden Punkte die Eckpunkte C
und D des Coordinatentetraéders ABCD:
so sind die Ebenen

(Aa,C) : 1u_z — :: oder 14 . U=12 . W,
t W
(Bb,C) ‘= 51 oder o4 . L = 12, W;

beide Ebenen enthalten die Generatrix
des zweiten Systems durch den Punkt C,
dieselbe ist also:
€94 .t =14 .1 — 12 . W,
ebenso ergiebt sich:
Bty =131 s =12
die Geraden Aa, Bb, Cc¢’, Dd" bilden ein
windschiefes Vierseif, d. h.:

Alle Hyperboloide, welche
durch zwei windschiefe Geraden
und ausserdem zwei Punkte gehen,

?) in zwei gegebenen Tangential-
ehenen cines Hyperboloids die-
jenigen beiden Geraden zu con-
struiren, welche zu zwei anderen
auf dem Hyperboloid gezogenen
Geraden als Generatrices dessel-
ben Systems gebhdren,
oder kiirzer:
in zwei gegebenen Ebenen zu
zwei windschiefen Geraden hy-
perboloidische Geraden zu
ziehen,

Die beiden gegebenen Geraden seien:
m

-

W

-
A 2= 0, e e e )
Ae G o es e —u0
. 15 k v BTy
'Bl’\" =N 7 -+ 73 == By Q,

und die beiden Ebenen die Seitenflichen
I'nnd A des Coordinatentetraéders 4B I4:
so sind die Ebenen:

(A1) :t=%=—014.0+12.W =0,

(BRI u=v=0,2{. t4 12 /'W=0;

durch beide Punkte geht die Generatrix
des zweiten Systems in der Ebene I, die-
selbe ist also:

IY:v=0,24 . t+14.u+12. W=0,

ebenso ergiebt sich:

A iw=0,23,.t4+31.U412.V—0:

die Geraden e, BB, Iy, 49 bilden ein
windschiefes Vierseit, d. h.

Alle Hyperboloide, welche
durch zwei windschiefe Geraden
gehen, und ausserdem von zwel

9




haben zugleich ein windschiefes
Vierseit gemeins chaftlich.

Mehr noch:

die Ebene durch Dd’ und C enthilt die
Generatrix des ersten Systems Ce, und
ebenso die Ebene (Cc',D) die Generalrix
Dd: diese Ebenen sind:

b b s AT
(DAC : 23 .t =31y, oder &7 =
und

H t u
(CcD) : 24 .t = 14 . v, oder a2yt

ebenso liegen die Generatrices des zwei-
ten Systems Aa" und Bb" in den Ebenen:

L W -t
(Bb,A) : 55 = op oder 24 . v =23 . w,
und
(Aa,B) : = = I oder 14 . Vv = 13\ W:
(AaB) : = m oder 14 . v = 13, w;

Diese vier Ebenen bilden ein Tetradder,
welches dem Coordinatentetraéder um-
schrieben ist, und zwar in der Weise, dass
die Seitenfliichen desselben durch die bei-
den Gegenkanten (t,u) und (v,w) des Kern-
tetraéders gehen: — ein Hyperboloid aber
heisst einem Tetraéder eingeschrieben,
wenn vier Generatrices desselben in den
Seitenfliichen des Tetraéders enthalten
sind: man hat also {olgenden Satz:

Alle Hyperboloide, welche
einem Tetraéder umschrieben
sind und durch ein und dasselhe
windschiefe Vierseit gehen, sind
zugleich einem zweiten, dem er-
sten Tetraéder umschriebenen Te-
traéder eingeschrieben.

Die Punkte a, b, ¢, d, in denen die
Generatrices des erslen Systems Aa, Bb,
Ce, Dd, resp. die Gegenflichen des Kern-
tetraéders durchschneiden, liegen auf den
Geraden:

12

Ebenen beriihrt werden, haben
zugleich ein windschiefes Vier-
seit gemeinschaftlich.

Mehr noch:

der Durchsehnittspunkt von 4" und I'
ist ein Punkt der Generatrix des ersten
Systems, I, und ebenso der Punkt
(Iy,4) ein Punkt der Generatrix A4:
diese Punkte sind:

: t
(ALY = W =0, i 7“— = 0,
und '

o 11 : t t :
(. }’,/J)! U=V =0, 1i -+ ‘f:j =03

ebenso gehen die Generatrices des zwei-
ten Systems Ae’ und B durch die Punkte

(BBA) : t=u=0, 24.V+423. W=0,
und

(Ao, B) : t=1t=0, 14. V4 13.W =0,

Diese vier Punkie bestimmen ein Tetraé-
der, welches dem Coordinatentetraéder
eingeschrieben ist, und zwar in der Weise,
dass die Eckpunkte desselben in den bei-
den Gegenkanten (t,u} und (v,w) des Kern-
tetraéders liegen. Man hat also folgenden
Satz:

Alle Hyperboloide, welche
einem Tetraéder eingeschrieben
sind und durch ein und dasselbe
windschiefe Vierseit gehen, sind
zugleich einem zweiten, dem er-
sten Tetraéder eingeschriebenen
Tetraéder umschrieben.

Die Ebenen &, £, y, d, welche durch
die Generatrices des ersten Systems g,
Bg, Iy, A9 und resp. die Gegenecken
des Kerntetraéders gelegt sind, enthalten
die vier Geraden:
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v W W W
Ea (i f— ﬂ, :.;-i- — _1 =l0, I}L! =0, ﬁ — ‘-—4.
L v W
Abu = 0, — 73 - o = 0, _/f'-'? s L= 0, §FRRLIC): = i
t u 3 u |
Dowy = .0, AT mse =0, "/f-’"".s'l'_"' 75 W =0,
=t u B Tl o B
Cd.w;o,—i—}-ﬁ = 0, M‘H_ oV =0

vier Geraden, deren Coélficienten der Re-
lation

ik = ki
geniigen: diese Geraden liegen also (§. 3.)
hyperboloidisch, d. h.

Wenn man einem Tetraéder

ABCD ein zweites abed einzeichnet,
so dass die Verbindungsgeraden
der correspondirenden Eckpunkte
Aa, Bb, Ce, Dd hyperboloidisch lie-
gen, so sind die zwolf Verbin-
dungsgeraden der Eckpunkte des
eingeschriebenen Tetraéders mit
denjenigen des Kerntetraéders,
mit welchen sie in derselben
Ehene liegen, zu vier die Genera-
trices dreier neuen dem Kernte-
traéder eingeschriebenen Hyper-
boloide. --

Bei der Construction des umschrie-
benen Hyperboloids hatte sich ergeben,
dass die Generatrices Cc und Dd liegen
resp, in den Ebenen:

I RN g s
13~ 23 P ETT
nimmt man nunmehr irgend eine Gerade
in der ersten Ebene als die Generatrix

Cc an, elwa:

% u W
Cc:z =5 =am

so ergeben sich zunichst die Generatrices
des zweiten Systems Aa’ und Bb" resp.
dnrch die Durchschneidung der Ebenen:
(Ce,A):34.u =23.w, und (Bb,A):24.v—=23.w

vier Geraden, deren Coélficienten der Re-
lation

ik = ki
geniigen: diese Geraden liegen also (§. 3.)
hyperboloidisch, d. h.

Wenn man einem Tetraéder
ABT'A ein zweites ¢fyd umzeichnet,
so dass die Durchschniltsgera-
den der correspondirenden Sei-
tenflichen da, BB, Iy, 48 hyper-
boloidisch liegen, so sind die
zwolf Durchschnittsgeraden der
Seitenflichen des umschriebenen
Tetraéders mit denjenigen des
Kerntetraéders, mit welchen sie
durch denselben Eckpunkt gehen,
zu vier die Generatrices dreier
neuen dem Kerntfetragder um-
schriebencn Hyperboloide. —

Bei der Construction des eingeschrie-
benen Hyperboloids hatte sich ergeben,
dass die Generatrices I'y und 44 gehen
resp. durch die Punkte:

t u t i
‘:“‘:U.'l':i—'—.—fj 1]—1+ﬁ
nimmt man nunmehr irgend eine Gerade
durch den ersten Pankt als die Generatrix

I’y an, etwa:

=0 1. W=V=0 =}

t n w
Btsta
so ergeben sich zuniichst die Generatrices
des zweiten Syslcms A und _le"}f resp.
durch die Verbindung der Punkte:
(ry,xf); t=v=0,34.0423. W=0, und
(BB.A):t=u=0,24 . V-4-23.W=0

= 0,

Iy :v = o,
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und und
(Ce,B):84.1=13.W, und (Aa,b):14.v=13. W | (I, B): u= v=0,34: 14-13. W=0, und
(A, B) :u=1=0,14.V-F13.W=0

d. h. diese Generatrices sind: d. h. diese Generatrices sind:
Aa' 34.0=924.V=123.W, Aot t=0, 34 .u-24.v-128. W=0,
Bb' : 1.t =14.V=13.W; B :u=0,34.1 ~+14.V+13. W=0;

und endlich ergiebt sich die letzte Gene- und endlich ergiebt sich die letzte Gene-
ratrix Dd dorch die Durchschneidung der | vatrix 44 durch die Verbindung der drei

drei Ebenen: Punkte:
At : u e v . u v
(Aa’D) : 57 = 1B (Ae,A): W=t =0, spiths g s
Bb,D) : & 22X i . t v
(BbLD) : o3 = Lﬂp,d’):\\=u=n,ﬁ &= e =0,
any e . t u
(CG;]—ﬁ—ﬁ \ (Fy1z:‘]:\\-'=1r'=0,ﬁ+ﬁ =
welche drei Ebenen sich in der That| welche drei Punkte in der That liegen in
durchschneiden in der Geraden: der Geraden:
Bt el ot 1% pLES? t u v
DL]. " 14 24 31 Al"? W = 0, H S EE + ﬁ = 0
§0 9-

Die Geraden Aa, Bb, Ce, Dd und Je, BB, Iy, 40 u. s. w, welche bisher
ganz unabhiingig von ci:mu:lqa' aufgetreten sind,; stehen in einem innigen Zusammen-
hange, sobald man die Coéfficienten ik der rechten Seite dasselbe bedeuten lisst,
als die entsprechenden Coilficienten der linken Seite®), und dieser Zusammenhang
wird vermittelt durch einen Satz aus der Geometrie des Raumes, welcher folgen-
dem Satze aus der Geometrie der Ebene entspricht:

Wenn man die Eckpunkte eines Dreiecks ABC mit einem Punkte P in der
Ebene desselben verbindet, und zu diesen Verbindungsgeraden und den zugeharigen
Dreiecksseiten die conjugirten harmonischen Strahlen zieht, so schneiden diese die
Gegenseiten des Dreiecks in drei Punkten, welche auf derselben Geraden liegen.

Man nennt diese Gerade die Polare des Punktes P in Beziehung auf das
Dreieck ABC.

Gegeben sei wieder das Tetraéder ABCD als Coordinatentetraéder und durch
die Eckpunkte desselben die vier hyperboloidischen Geraden:

{i T gt SRS

Tt - SRR I T
b v W

{..1 : t e i W

“Haliqgs e 4Dy =3
t n v

Dd : Th ol 8 :

") Vergl. §. 3, Aom.

3
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welche resp. die Tetraéderflichen .4, B, I, 4 durchschneiden in den Punkten a, b,
¢, d: construirt man zu jedem dieser Punkte die Polare in Beziehung auf das zuge-
hérige Tetraéderdreieck, so sind die vier Polaren ebenfalls hyperboloidisch. Man kann
diese Geraden fiiglich die Polaren nennen der Generatrices Aa, Bb, Ce, Dd, in Be-
ziechung auf das Tetraéder ABCD, und dann ldsst sich der zu beweisende Satz, wie
folgt, aussprechen:

Zu den Generatrices desselben Systems eines einem Tetrad-
der umschriebenen Hyperboloids, welche durch die Eckpunkte die-
ses Tetradders gehen, gehéren alsPolaren inBeziehung auf das Te-
traéder die Generatrices desselben Systems eines neuen Hyperbo-
loids, das dem Kerntetraéder eingeschrieben ist

Zum Beweise des Salzes nehme man etwa die Generatrix

Aa : 1112-. = T‘:S = ;:
so sind die Ebenen durch sie und die in A zusammenstossende Tetraéderkanten:
(Aa, AB): = =T
(Aa, AC) : -Fé — ‘]ld,
(Aa, AD): & = = :

und deren Durchschnitte mit der Gegenfliche .4 des Tetragéders, d. h. die Verbin-
dungsgeraden der Eckpunkte B, C, D mit a:

Y w
Ba:ii—0 R T S
Taa g2 e Y
Gas t —:0) T =%
ot g I od
Da :t=o, S —)

und zu diesen und den Dreiecksseiten BC, BD; CD, CB; DB, DC gehiren als die
conjugirten harmonischen Geraden:

Be:t=o0, 13""'ﬁ_°‘
s t=0, — 5 ¥ —

La.l_o,“ i=

u ¥
DR.L_—.O.E'I"IE — 0
und deren Durchschnittspunkte mit den Gegenseiten CD, DB und BC sind:
t=u=o AR
=ra . 38 ag' i
n L4

L= v =0, a1 o= T 0,
M SOUAIIRROC | 0% e

t =W =0, =+ — o,

welche drei Punkte liegen aul der Geraden:
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u » W
At =", E+]_J+ﬁ=0 |
nach der obigen Erklirung, der Polaren der Generatrix Aa in Beziehung auf das
Kerntetraéder; ebenso crgeben sich als die Polaren der drei iibrigen Generatrices
Bb, Ce, Dd: :

ey, b v b2
BR:u="0 T ‘f‘]-“l 55— 0
i n W
_;'r}’ \_()'E_l_i-:j +ﬂ_0'
gy t n ¥ Y
Adiw= o, TI+H+EI = 0y

und diese vier Geraden liegen nach den fritheren Beslimmungen aufl einem dem
Kerntetraéder eingeschriebenen Hyperbolovd. — .

Zu den Generairices des zweilen S‘_\-’:jll’,’.lll‘:i: -
Aa I E— 07 I T L T .
Bh' : s¢ilt — Nd e =31
Cellm =134, 1 — 12'. W,
Dd': 23 . %= 3lla = aagsv )
ergeben sich ebenso als Polaren in Beziehung auf das Kerntetraéder die vier Geraden:
Ae 1t = o; 31.U-24.V423.Ww=0,
Bai s —0 84l +14.V413.Ww=0,
IY :v=o0,24 . t4+14.0 +12.w=o,
A cw=0923 . t415:0 F12.V ==t

ebenfalls vier hyperboloidische Geraden und zwar gerade die Generatrices des
zweiten Systems zu Ae, BB, Iy, 4d: der eben bewiesene Satz lidsst sich also da-
hin vervollstindigen:

Zu den Generatrices beider Systeme eines einem Tetraéder
umschriebenen Hyperboloids, welche durch die Eckpunkte des Te-
traéders gehen, gehdren als Polaren in Beziehung auf dieses Tetraé-
der die Generalrices beider Systeme eines dem Kerntetraéder ein-
geschriebenen Hyperboloids, welche in den' Seitenflichen dieses
Tetraéders liegen.

§. 10.

Man kann die Anzahl dieser Siilze iiber Hyperboloide, welche einem Tetraé-
der eingeschrieben oder umschrieben sind, noch bedeutend vermehren, wenn man
ausser den Punkten a, b, ¢, d, in denen vier durch die Eckpunkte des Kerntetraéders
gelegle hyperboloidische Geraden die Gegenflichen des Tetraéders durchschneiden,
und ausser den Ebenen a, 8, y, d, welche durch die Eckpunkte des Kerntetraéders
und vier in den Seitenflichen desselben liegende hyperboloidische Geraden gehen,
resp. noch zwdll andere Punkte in den Seitenflichen und zwolf andere Ebenen
durch die Eckpunkie des Kerntetraéders in Betracht zieht: man erhilt diese neuen
Punkte und Ebenen durch folgende Construction:

"1.
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1) Man verbinde jeden der Punkte
a, b, ¢, d mit den Eckpunkten des Kern-
tetraéders, welche mit ihnen resp. in der-
selben Seitenfliche liegen und construire
zu diesen Verbindungsgeraden und den
mit ihnen in demselben Eckpunkte zusam-
menstossenden Kanten die conjugirten
harmonischen Strahlen, so durchschneiden
sich diese zn zwei in viermal drei neuen
Punkten.

Oder auch:

Dem Kerntetraéder ABCD sei ein an-
deres abed eingezeichnet, von der Be-
schaffenheit, dass die Verbindungsgeraden
der, correspondirenden Eckpunkte Aa, Bb,
Ce, Dd hyperboloidisch liegen: legt man
dann durch jede dieser Geraden und die
mit ihr in derselben Ecke zusammenstos-
senden Kanten des Kerntetraéders Ebenen
und die conjugirten harmonischen zu ihnen
und den in derselben Kante zusammen-
stossenden Tetraéderllichen, so ergeben
deren Durchschnittsgeraden auf den Ge-
genflichen von ABCD je drei neue Punkte
a, b ¢ d

Gegeben seien die vier Geraden:

a, : L Sy TR
A3, : 22— 5B W
4 v W
Bb, : T = 535 =
- f 1 w
Ce: 3 = 53 = 3p
t
Dl = s 5

4 LY Y |
die Ebenen durch Aa, und die Kanten
AB, AC, AD sind:

—

¥ il wo el Guy
Y3 iy LA i sie
Moy qril
T e 3

und die conjugirten harmonischen Ebenen
zu ibhnen und den zugehorigen Seiten-
flichen des Tetraéders:

2) Man zeichne die Durchschnittsge-
raden jeder der Ebenen e, 8, y, J mit
den Seitenflichen des  Kerntetraéders,
welche mit ihnen resp. in derselbeu Ecke
zusammenstossen und constuire zu diesen
Durchschnittsgeraden und den mit ihnen
in derselben Seitenfliche liegenden Kan-
ten die conjugirten harmonischen Strahlen,
so liegen diese zu zwei in viermal drei
neuen Ebenen.

Oder auch:

Dem Kerntetraéder ABIA sei ein
anderes .-:tl.'?y[i' umschrieben, von der Be-
schaffenheit, dass die Durchschnittsgera-
den der correspondirenden Seitenflichen
Aa, BB, I'y, 46 hyperboloidisch liegen:
construirt man dann zu den Durchsehnitls-
punkten jeder dieser Geraden mit den in
derselben Seitenlliche liegenden Kanten
des Kerntetraéders die conjugirten har-
monischen, so liegen diese Punkte zu drei
auf drei neuen Geraden und die Ebenen
durch sie und die Gegenecken von ABI'A
sind je drei neue Ebenen a, 8, 3, J.

Gegeben seien die vier Geraden:

u v w
e, » t = 0, stB+n=o
] L 1) W
BE Y0 =0, P _’_E_F =0
£ u W
fy, S p ==l 1 'I.S+EE ——|-;J_1.__{J.
Ad, i W=0, == 4 o ud ==
i W= 0o qeclial - 5 =0

die Durchschnittspunkte von e, mit den
Kanten 4B, AI A4 sind:

v w w u
=Uu=0, E—I—-l—l,._-:l}; l=v=10, l_-1+ﬁ = 0,
l=W=0 i—'_—|--i =0,
12713
und die conjugirten harmonischen Punkte
zu ihnen und den zugehorigen Eckpunkten

des Tetraéders:
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v w W 1] iy i L w W Ay i_- m e ;
T A TR R = e i S e (et T
u i 3 u ¥
E+ ﬁ= t:\\r:O,ﬁ—-ﬁ:-_O,
und deren Durchschnittsgeraden: und deren Verbindungsgeraden:
n v W un : W
Aau (R iz = 13 = 14! Ja:, L = — 13 -1 13 - i =0
n v W ¥ ¥ i E u, i l\'- 2k,
a% T T R AT Ae, : b= 0, SR S T Tk
. : e Bl gy SR e il Pl
Ad: B2 =S g 31" Aty : L= o, DIEES T i v U
aul @hnliche Weise ergeben sich die iibri- | aul dhnliche Weise erzeben sich die iibri-
8 3
gen Geraden: gen Geraden:
e o8 ik il 5 g W P t v W
Bl}L.-ﬁ = 53 i Bg, FU=0,—15 HEE A=,
t ¥ W : t v w
1 S ik 1] £t S e T oy e o EAR Y S
Bb. s 45 == =2 Bhvil %19 3t a=e
t WY Wi oo iz t v i |
Bh“ 1z — . 33=To3" Blu“.‘U—O, 1z -+ o e _:,.—‘_—.—.U.
’ t u W R t u W | e
{-(, —gu. —— g — =3 T}l iy = 13+ 93 -+ 31_0
\ t u W RN t u Wy s
Coi o y=—353 = 30 Pk #i0igpieigg e S
L i W e AL t u r )
Coo : 3 = 5 = =3 Iye:v=0 53+ — 5=
t u v ) L (e i u v
D[‘]l'_]_i e —— 4 g Ad, + w=0, 1i I 21 - 31 —
t ] v ; t ] v
D‘Iu'ﬁ=_-2_.1_ﬂ ; /}r}u.\'._n,ﬁ = B . —0,
t n v L many i E v
Dd, : E = §i=—ﬁ i .df{}, == 1 —— 23 —_ 31 0.

Die 16 Geraden Aa, Bb, Ce, Dd*) liegen zu vier auf 32 verschie-
denen Hyperboloiden: —

Damit niimlich vier dieser Geraden hyperboloidisch liegen, muss die Bedin-
gung ik = ki erfiillt werden, und weil sich also durch die gleichzeitige Veriinderung
der Vorzeichen der mit demselben Coélficienten 23, 31, 12, 14, 24, 3¢ behafteten Glie-
der neue Hyperboloide ergeben; so ist die Gesammtanzahl dieser Hyperboloide:

?: = 5
2
Dasselbe ergiebt sich auch daraus, dass jede von den Geraden Aa, Bb, Ce, Dd
acht verschiedenen Hyperboloiden als Generatrix dienen kann.

In der That, geht man z B. von der Generatrix Aa, aus, und vereinigt mit

ihr irgend eine der vier Generatrices durch den Punkt B, z B. Bb,, so liegen nach

*) Der Kiirze wegen sind nur diese allein in Betracht gezogen: es ist leicht, diesen und die fol-
genden Sitze auch auf die Geraden .f«, Bg, Iy, 40 auszndehnen.

1
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§. 8,1, die durch die Eckpunkte C und D des Kerntetraéders gehenden Generatrices
desselben Systems resp. in zwei bestimmten Ebenen, nimlich in
t B t u
— — und = =

31 23 P ST
jede dieser Ebenen aber enthilt zwei und nur zwei der fraglichen Geraden: nimmt
man eine derselben als Generatrix, z. B.

7.8k, e =N s O
Sei =03 |
so ist die Generatrix durch den Punkt D vollstindig bestimmt, ndmlich:
t u v
Dd" :-1_.i — :-'_.1' — 3_"

hiitte man als drilte Generatrix die andere Gerade durch den Punkt C genommen,
nimlich:

] u W
Ce, : 57 = 53 = —m
so wiire die Generatrix durch den Punkt D gewesen:
t u F
Dd "

A 7 Tl Y o T
Wenn man also Aa, mit Bb, vereinigt, so erhilt man die beiden Systeme hyperbo-
loidischer Geraden:

Aa, Bb, Ce, Dd,,

Aa,, Bb, Cc,, Dd,
und nur diese beiden: stait Bb, hitte man aber als zweite Generatrix auch Bb,,
Bb,, Bb, wiihlen konnen: also kann Aa, und so jede der f[raglichen Geraden, nur
acht verschiedenen Hyperboloiden als Generatrix angehoren.

Nun ist die Gesammtzahl aller Geraden Aa, Bb, Cc, Dd 16: also die Anzahl
aller méglichen Hyperboloide 8 . 16 — 128, welche Zahl noch durch & dividirt
werden muss, weil jedes Hyperboloid vier von den 16 Geraden enthilt; die Anzahl
aller Hyperboloide ist darum. 32.

§. 11.

Die 16 Punkte a, b, ¢, d (§ 10) liegen, ausser zu vier in den Seitenllichen

des Kerntetraéders, noch zu sechs in Ebenen, welche zugleich einen Eckpunkt dieses

Tetraéders enthalten: — in der That liegen z. B, die sechs Punkte
n ¥ w
g ==y _E:ﬁ'_ﬁ'
u L' jEet W
a,:t=2o, B — i
b, u:o,-% — 21 = %1 : 9
" i 1k in der Ebene 23 . t 4+ 13 . u -+ 12 . v= o,
LR 0, 13 =—35 = 3y’
, Lo agn 1,
Cy ‘:0,—3 = 33 =
t u it Eiwe
Cc h——g 8 8 ﬁ=_ﬁ — ﬁu )
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d. h. wenn man, wie in § 9., die Annahme macht, dass die Coélficienten 1% in den

u
Gleichungen Aa, Ae u. s. w. iibereinstimmen, so liegen die 6 Punkte
a, a, b, b, e, ¢, in der Ebene ¢,
ebenso liegen:

hv' E:'un Gt B dul (]t # G":
Rl L l.l11 ‘-It & ,ﬁ"u

r
h., axb. b, d, d 5 Vv

die zwolf Punkte also a,, a, a,, b, b, b, ¢, ¢, ¢, d, d, d

den Seitenfllichen, und zu zwei auf den Kanten des Tetraéders:

» 4, liegen zu sechs auf

a, : 2.0 13.V -4 14. W=o0,
Bl 4+ 923 .Vv 4+ 24 . W = 0,
vy, :13 .t 4 923 . u 41 3. wW=—o0,
Fo 14 U 4 24 .10 4 34 .V =0

dieses Tetraéder ist dem Kerntetraéder umschriechen und ausserdem von der Be-
schaffenheit, dass die Durchschniftsgeraden seiner Seitenflichen mit denen des Kern-
tetraéders| hyperboloidisch liegen. Zieht man ferner in Betracht, dass die zwdlf
Punkte a, a,, .... d, gerade diejenigen sind, welche man durch die Construction des
§. 10. erhilt, wenn man von den Generatrices Aa,, Bb, Cec, Dd, als den gegebenen
ausgeht, und nennt man der Kiirze wegen diejenigen drei Punkte, welche sich er-
geben als die Durchschnittspunkte der zu den Verbindungslinien eines Punktes P
mit den Eckpunkten eines Dreiecks ABC (vergl. § 9.) und den Dreiecksseiten con-
jugirten harmonischen Strahlen, die Polarpunkte von P in Beziehung auf das
Dreieck ABC: so lisst sich die eben gelundene Eigenschaft folgendermassen aus-
sprechen:

Wenn man einem Tetraéder ein zweites einzeichnet, so dass
die Verbindungsgeraden der entsprechenden Eckpunkte hyperbo-
loidisch liegen, und zu den Eckpunkten des letzteren in Beziehung
aul die Tetraéderdreiecke, in denensieliegen, die Polarpunkte con-
struirt, so liegen diese zwdolf Polarpunkte zu zwei auf den Kanten
eines dem ersten Tetraéder umschriebenen Tetradders, dessen Sei-
tenflichen die des ersteren in hyperbolotidischen Geraden durch-
schneiden.

Im Ganzen bestimmen die sechszehn Punkte a, b, ¢, d (nach § 10.) zu zwéll
32 umschriebene Tetraéder, deren Seitenflichen die des gegebenen in hyperboloi-
dischen Geraden durchschneiden.

§. 12,

Man kann die zwolf Punkte a, b, ¢, d jedes der 32 Systeme ansehen als
hervorgegangen ans der Durchschneidung der Seitenflichen des gegebenen Te-
traéders mit denen eines bestimmten umschriebenen, uud daraus erhiilt man neue
Beziehungen in der Lage dieser Punkte: aus dem Chaslesschen Satze*) niimlich:

*) Chasles, Geschichte der Geomelrie, fibers, von Solincke, Halle 1839, pag. 436.

i
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»Wenn die sechs Kanten eines irgendwie im Raum goicﬂt‘ncn Tetraéders
weine Oberfliche des zweiten Grades in zwdlf Punkten treffen, so liegen diese zwoll
wPunkte zu je drei in vier Ebenen, von denen jede drei Punkte enthilt, die solchen

ndrei Kanten angehiren, welche von einerlei Ecke des Tetraéders ausgehen; diese
wvier Ebenen treffen resp. die diesen Ecken gegeniiberliegenden Seitenflichen in
wvier Geraden, welche die vier Generatrices einer und derselben Erzeugungsart
Leines Ilvperlmlo'l'ds mit Einem Fache sind,* —
ergiebt sich umgekehrt, dass, wenn sich die Seitenflichen zweier Tetraéder in hy-
perbolotdischen Geraden durchschneiden, die Seitenflichen des einen auf den Kan-
ten des anderen zwolf Durchschnittspunkte ergeben, welche aul einer Fliche zwei-
ten Grades liegen; dies ist hier der Fall, und zwar liegen z. B. die zwdll Durch-
schnittspunkte:

auras amsahisih b s s cameid g datd,
der Flichen des Tetraéders ABCD mit denen des umschriebenen Tetraéders o' 8,7,d',
auf der Fliche zweiten Grades:

73"1‘3“- F31.34. 14,0 412,14 ‘J.IV +“}31 1'?“7
T 14 481 '?£+i'? B4 +14. V24, Vi34 023 LW 31 U W12, VW=0,

denn diese Gleichung ldsst sich etwa blm"cn anf jede der vier Formen:
2.34( 55 ) (555431 -2 ('51 D))+ u( L (--I-+ﬁ)+t(.,.j;:u,
23.14( oz 53 ) (35 +30) +12-34(55 o) (G +as +51.—1‘1( +;;,:)( q—l—l‘j)+u{.. )= 0,
31.24(5; +35) (51 3.1)‘ 28.14(g5 ) (g5 )+ 12:34(5; +7) Gy +p)+-v

v { .__
& “5( +=| (1:4-3-1)“i i 31( i’ﬁ)( ll)_I o5 ( 11)(u |_24)+“ =0
d. h. die Flache zweiten Grades ist umschrieben jedem der vier Dreiecke a,a,a,,

b,bb,, cc.ec,, ddd, deren Seilen der Reihe nach sind:

a,a, : ar + 51 =0, b,b, : ftz + g =0,
asas s ti=0, % -+ l_l.! — ¢, und ‘b, b,: 1'’=— o, 1‘; - ,—};;- — 1 {1
dae s % -+ 3‘; ==l0, b.b, : L% - 'ILE =0
C.Co ‘;.5 - ;—‘; — d.d, : ,_:—ll - i = 0
(CEla i — % 23 ;‘jt{ — o, und W =0 ;vi -5 1—'; = 0
Ci.Cy: .s_tl -+ le =0 dd, : t]t.( -} % =N
die Fliche enthilt also alle zwoll Punkte: — Durch gleichzeitige Veriinderung der

Vorzeichen der Coélficienten ik erhilt man die anderen Systeme yon Punkten und
darum auch die zugehorigen Flichen: im Ganzen also liegen:

die sechszehn Punkte a, b, ¢, d zu zwolf auf 32 Flachen zweiten
Grades
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§‘. 13.

Im innigsten Zusammenhange mit den bisherigen Untersuchungen stehen die
iiber Tetraéder, welche einander zugleich eingeschrieben und um-
schrieben sind, Untersuchungen, welche zuerst von Moebius®) angeregt und
spiiter von Steiner®) erweitert worden sind.

Es sei das Tetraéder gegeben:

t— o0, u=0 v=0"w=o,
und durch die Eckpunkte A, B, C, D, desselben die vier Geraden gelegt:

Aa*aEy . i-z = llJ = {14
Bb ._,t—l = %j- == %
: t

Ce 3 = % — %,
. t

Dd = % = 3_‘; ;

wo a, b, ¢, d die Durchschnitispunkte dieser Geraden mit den correspondirenden
Gegenflichen der Kerntetraéders ABCD sein mégen: damit nunmehr das eingeschrie-
bene Tetraéder abcd dem Kerntetraéder zugleich umschrieben sei, miissen die Sei-
tenfliichen des ersteren durch die Eckpunkte des letzteren gehen, d. h. muss es

zuniichst eine Ebene geben durch den Punkt A, welche zugleich die Punkte
b, ¢, d enthilt, d. h. in der Gleichung einer solchen Ebene

mu -+ oy -+ pw = 0

miissen sich die Coéfficienten m, n, p so bestimmen lassen, dass die Eckpunkte

: 321 t WEy. .
bru=o 5 =25 = 37
t 1] W
0= V. i Oha Sish = 31
t i v
d:w: —_—— = = =
091 24 = 3¢

in ihr liegen, die Ebene aber geht:

1) durch den Punkt b, wenn & = — %
2) durch den Punkt ¢, wenn -'Ii:- = = %
3) durch den Punkt d, wenn % gk > %'
es muss also sein
e AL S g L SR W :
T e B ag O 28 = = 3,

dieses die analylische Bedingung, damit die Ebene bed durch den Punkt A geht:
ebenso sind die Bedingungen, dass die Ebenen cad und abd resp. durch die Punkte
B und C gehen:

*) Mibius, Crelles Journ, Bd, 1II, pag. 273 — 276.
") Steiner, System. Entw. ete. Art. 68, pag. 247 — 250.
***) Yergl. §. 10., Anm.

?
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31 — — 13 und 2 = — 91,
und es ist leicht zo sehen, dass alsdann auch die Ebene abe durch den Punkt D
geht: — iiberhaupt also sind die Bedingungen, dass die vier Geraden Aa, Bb, Ce,

Dd die Flichen des Tetraéders ABCD in Punkten durchschneiden, welche als Eck-
punkte einem Tetraéder angehtren, das dem Kerntetraéder zugleich in- und um-
schrieben ist, enthalten in der Bedingung

ik= — ki,

Es sind also z. B. vier der Aufgabe entsprechende Geraden:

Aa. L= gl 11 T
i 2 13 14
Bh,:—li?‘ =ﬁ=%,
G s o) =
Dd, : 1—';4 = %:i :

und die Gleichungen der Seitenflichen des durch sie bestimmten, dem Kerntetraéder
zugleich in- und umschriebenen Tetraéders sind:

A, 34 .1 24 . ¥ + 23 . W = 0,

BE.: =12t 4+ 14 ;0 - 31 W =0,

I 24 . L — 14 . 1 + 12 . W — 0,

49, : 23 . L 381 .04 12 . ¥ =0
§. 14,

Construction eines Tetradders, welches einem gegebenen Tetraéder zugleich
in--und umschrieben ist:
Es seien gegeben das Kerntelraéder ABCD und als Eckpunkte des gesuchten

Tetraéders :
u Y W
li:t—-ﬂ, 1_..;:—11;:11"
bt g = o e=re D
o 12 T G

zu finden seien die Eckpunkte ¢ und d, so dass das Tetraéder abcd dem Kernte-
traéder zugleich in- und umschrieben ist: weil
1) das Tetraéder abcd dem Kerntetraéder eingeschrieben sein soll, muss

Punkt ¢ liegen in dem Durchschnitt der Ebene abD mit v = o, d. h. in
eD:v="090,923.t ¥+ '13. u =0,
und der Punkt d in dem Durchschnitt der Ebene abC mit w = o, d. h. in

dC: w=o0,24.1—24.. 0 = 0.
Weil 2) das Tetraéder abed dem Kerntetraéder ABCD umschrieben ist, muss
die Ebene bed gehen durch

*) Es bedarf kaum einer besonderen Erwilnung, dass darch die Einfiihrang der beiden Minos-
zeichen die Punkte a und b in ilirer Lage nicht im Entferntesten beschriinkt sverden.




}" o k=, l = 1 e S K
A ° R Ly e
und die Ebene acd gehen durch
v W
BB ==l — — = 0:
: 13 o 14
im Ganzen also muss die Gerade cd durchschneiden die vier Geraden:
v W
aR e e e = 0
< i3 13 2
bA : =0, LUEB\CT, =
bA = u 53 54 0,
t n
o ) s va— e —
cD : v 0 15 -- 5 0,
dC i w g, e T 0
- T kA 24 !
welche vier Geraden, da in ihren Gleichungen ik = ki, nach § 3. als Generatrices
desselben Systems auf einem Hyperboloid liegen; — diese vier Geraden werden

auch durchschnitten von den Geraden AB, CD, ab und e¢d d. h. die vier Geraden
ab, cd, AB, CD
liegen hyperboloidisch, der Steinersche Satz.™)
In dem ersten Theile dieser Entwickelung ergeben sich als geometrische
Orte sowohl fiir den Eckpunkt ¢, als fiir den Eckpunkt d bestimmte Geraden: nimmt
man nunmehr auf einer dieser Geraden einen beliebigen Punkt als dritten Eckpunkt
des gesuchten Tetraéders an, z B.

S ." wii J u P
P T 23 Thadl
so ergiebt sich der vierte Eckpunkt d etwa als der Durchschnittspunkt dec Ebene:
(acB) : — 34 .04 4.V 4 13.W=up
mit
t u
Wi —
dC % i 5 0,
d. h.
Syl U LT, |
dsw=o 5=g—gm

Anm. Wie ab, c¢d, AB, CD, so liegen auch die Gegenkantenpaare ac, bd,
AB, CD und ad, be, AD, BC je aul einem bestimmten Hyperboloid als Generatrices des-
selben Systems. Diese von Steiner gefundene Eigenschalt der Gegenkanten zweier
Tetraéder, von denen das eine dem anderen zugleich in- und umschrieben ist, lisst

sich noch unter einem anderen Gesichtspunkte auffassen, wenn man daran denkt,

dass jede Ebene durch eine Generatrix eines Hyperboloids dasselbe beriibrt, nim-
lich, wie folgt:

Die Seitenflichen zweier Tetraéder, von denen das eine dem
anderen zugleich in- und umschrieben ist, sind zugleich Tangential-
ebenen von drei verschiedenen Hyperboloiden.

*) Steiner, System. Entw. ete. pag. 250. Anm,

e |
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Oder duch: Jede zwei Tetraéder, von denen das eine dem ande-
ren zugleich in- und umschrieben ist, sind zugleich drei verschie-
denen Hyperboloiden zugleich in- und umschrieben. —

§' 15.

Zum Schluss noch die Sitze, welche fiir zugleich in- und umschriebene Te-
traéder den in §§. 9. und 10. entwickelten entsprechen, und deren Herleitung nach
dem Vorhergegangenen keine Schwierigkeit macht:

Wenn man zu einem gegebenen Tetraéder ein zweites con-
struirt, welches dem ersteren zugleich in- undumschrieben ist, und
die correspondirenden Eckpunkte mit einander verbindet, so sind
die Polaren dieser Verbindungsgeraden in Bezug aufl das erstere Te-
traéder solche, dass Ebenen durch sie und die Gegenecken dessel-
ben gelegt,. ein drittes Tetraéder ergeben, welches ebenfalls dem
Kerntetraéder zugleich in- und umschrieben ist

Die sechszehn Punkte a, b, ¢, d (§ 10.) bestimmen zu vier als
Eckpunkte 32 verschiedene Tetraéder, welche dem Kerntetraéder
zugleich in- und umschrieben sind.

Die Gesammtanzahl der Steinerschen Hyperboloide (§. 15.),
wennman allesechszehn Punkte a, b, ¢, d in Betracht zieht, ist 24: —
ebenso ist:

die Gesammtanzahl der Hyperboloide, welche durch die Ver-
bindungsgeraden der Punkte a, b, ¢, d mit den in derselben Ebene
liegenden Eckpunkten des Kerntetraéders (§ 8) bestimmt wer-
den, 2k —

Oswald Hermes.

Schulﬁachrichten.

I. Lehrplan des Real-Gymasiums.

Die Vertheilung des Unterrickts und die Abgrinzung der einzelnen Pensa in den wis-
senschafltlichen und sprachlichen Lehrobjecten war im abgelaufenen Schuljahre folgende:

1. Sexta.

Ordinarius: ord. Lehrer Dr. Kuhlmey.
Religion (wochentlich 2 St.). Biblische Geschichte des A.T. bis zu Moses Tod nach dem
Auszuge von Kurtz. Die zehn Gebote und sechs Kirchenlieder. (Prediger Eys-
senhardt.)
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