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Die Theorie der Variationsrechnun
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Die Begrinzung der Variationsrechnung gegen andere mathematische Dis-
ciplinen und ihr Zusammenhang mit denselben ist bestimmt durch ihren Ge-
genstand und ihre Methode. Diese Rechnungsart behandelt Probleme iiber
grifste und kleinste Werthe aus der Geometrie und aus der Mechanik, aber
nur wenn dieselben schon auf einen analytischen Ausdruck reducirt sind.
Lost die Differenzialrechnung dhnliche Probleme, so vermag sie das ihr
eigenthiimliche expedite Verfahren doch nur in den Fillen anzuwenden, wo
es sich um das Maximum oder Minimum unmittelbar gegebener Functionen
handelt; soll aber das Integral einer nicht vollig bekannten Function einen
grofsten oder kleinsten Werth erhalten, so giebt die Variationsrechnung am
leichtesten das Resultat. Da beide Rechnungsarten den Begriff des Unend-
lichkleinen gemeinsam haben, so ist zu erwarten, dafs es der Differenzial-
rechnung nicht unmoglich sei, solche Aufgaben zu behandeln. TIn der That
ist dieselbe das einzige Hulfsmittel gewesen, womit Probleme der Art in
den Arbeiten der Bernoulli's, in der Methodus inveniendi ete. von Euler
und zuletzt in der Abhandlung des Prof. Schellbach (Crelle XLI) gelst
worden sind; wie aber die Grundsitze der Differenzialrechnung anzu-
wenden sind, hieriiber bedarf man fiir jedes einzelne Problem einer beson-
dern Regel. Daher scheint ein solches Verfahren nicht diejenige Einfach-
heit und Allgemeinheit zu besitzen, welche der Variationsrechnung eigen-
thiimlich ist.

Die besondere Art mathematischer Aufgaben, welche der Variations-
m:.‘lmm]g anheimfallen, machen sie, wie Jacobi sagt, zu ,einem der schin-
sten Theile der Mathematik”; der Methode aber ist oft der Vorwurf ge-
macht, es fehle ihr die Evidenz, die Durchsichtigkeit andrer Zweige der
Analysis.  Dazu kommt, dafs sie von ihrem Begriinder, Lagrange, gegen
diesen Vorwurl nicht hinreichend vertheidigt wurde; vielmehr hat seine Be-
reitwilligkeit, dem Vorurtheil seiner Zeit gegen das Unendlichkleine nach-
zugeben, den Schein des Unsichern und Schwankenden auf sie geworfen. —
Sie gegen jenen Vorwurf sicher zu stellen, durch Abschitzung der verschie-
denen Begriindungsarten ein sicheres und evidentes Verfahren zu gewinnen,
ist die Aufgabe der folgenden Abhandlung.



1. Gcgcnsiand der Variationsrechnung.

Lagrange hat in allen den Werken('), welche die Variationsrech-
nung mehr oder weniger als Hauptsache behandeln, ihren Gegenstand in
einem und demselben Sinne bestimmt. Er war sich bewufst, wo sie als
Hiilfsmittel angewandt war und werden konnte, und betrachtete sie als sol-
ches nur fir gewisse Aufgaben iiber Maxima und Minima. :

Fine Function von einer oder von zwei Variabeln lifst sich als Ordi-
nate einer Linie oder einer Fliche darstellen; erhilt sie einen grifsten oder
kleinsten Werth, so ist die Tangente der Linie oder die Tangentialebene
der Fliche parallel den durch die unabhingigen Variabeln dargestellten Co-
ordinaten, Daraus ergiebt sich, dafs die Differenzialquotienten der Func-
tion nach den einzelnen Variabeln verschwinden miissen; die hierdurch ge-
wonnenen Werthe der unabhiingigen Variabeln bestimmen den grofsten oder
kleinsten Werth der gegebenen Function. Das Erkennungszeichen dafiir,
ob ein Maximum oder ein Minimum gefunden ist, besteht in dem Vorzeichen
der Werthe, welche die zweiten Differenzialquotienten der Function fiir die
gefundenen Werthe der Variabeln erhalten. — Soll dagegen die Linie oder
Fliche eine Eigenschaft besitzen, welche durch ein Integral ausgedriickt ist,
und dieses fiir eine Function einen kleineren oder einen grifseren Werth
haben als fiir alle iibrigen Functionen; so kann man zur Auffindung jener
einen Function die Principien der Differenzialrechnung nicht mit der Leich-
tigkeit anwenden, mit welcher man bei der eben erwihnten Aufgabe verfuhr,
Wihrend dort die Variabeln, welche die Function bestimmen, als yon ein-
ander unabhiingig angesehen werden, hingt in den Aufgaben letzterer Art
das Integral von den Relationen zwischen diesen Variabeln selbst ab, so dafs
man hier einer neuen Rechnungsart bedarf. Da nun die zu integrirende
Function aufser den Variabeln auch ihre Differenzialquotienten enthilt, so
wiirde das Integral nur einer einzelnen Curve angehéren, wenn die Function
von vorn herein den Bedingungen der Integrabilitit geniigte; die Aufgabe,
welche unzihlig viele Curven betrifft, wiirde also ungeldst bleiben. Viel-
mehr darf die Function nicht integrabel sein, ohne dafs eine Relation zwi-
schen den Variabeln gewonnen wird, und zwar der Art, dals das resulti-
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rende Integral cinen grifsten oder kleinsten Werth erhalte.  Allgemein nun
diese Relation fiir irgend eine Function aufzustellen, ist die Aufgabe der
Variationsrechnung.

Um unter unendlich vielen Curven die gesuchte aufzufinden, bedurfte
man eines neuén Begriffs, der den ﬁhergang von einer Curve zur nichsten
vermittelte. Hs ergab sich daraus die Einfiihrung unendlich kleiner Gréfsen,
welche nicht dem Gesetz einer gegebenen Funetion unterworfen sind, son-
dern zu idhnlichen, von der vorigen unendlich wenig verschiedenen, Func-
tionen iberfithren. Diese Grifsen; Variationen, wurden aber nicht mehr
als Hiilfsmittel zu diesem Zwecke allein betrachtet, sondern zum Ausgangs-
punkte einer umfangreichen Doctrin gemacht; und doch hat man dadurch
keine Resultate gewonnen, welche von denen iiber Maxima und Minima ver-
schieden gewesen wiren. Euler selbst, welcher im dritten Bande seiner
Integralrechnung eine solche Lehre gegeben, kann diesen iiber den eigent-
lichen Zweck der Rechnung hinausgehenden Speculationen den Schein der
Unfruchtbarkeit nicht absprechen: und wohl nur deshalb hat seine Abhand-
lung zur Aufklirung iiber manche schwierige Punkte dieser Rechnungsart
weniger beigetragen, als von ibrer klaren und systematischen Anordnung zu
erwarten ist. Auch Dirksen fafst in seiner analytisehen Darstellung die
Aufgabe der Variationsrechnung in noch weiterem Sinne alsEuler auf: seine
Untersuchungen kénnen einerseits wegen ihrer Allgemeinheit und Unbe-
stimmtheit die Hanptsache nicht erleichtern, und gelangen andrerseits nicht
zu einer wirklichen Erweiterung der Rechnung selbst oder ihrer Resultate.
Wer die Entwickelung der Variationsrechnung historisch kennt, wird die ein-
gefiihrten Begyiffe nicht weiter zu verfolgen streben, als sie zur Losung der
oben angefiithrten Probleme dienen; so dafs die Theorie der Variationen sich
auf dén Umfang beschrinkt, der ihr durchL agrange’sWerke bestimmt ist.

II. Methode der Varialim]srechuung.

Die Abhandlung Liagrange’s in den Turiner Memoiren, welche so-
wohl wegen der darin zuerst aufgestellten Methode als auch wegen des Reich-
thums an neuen Resultaten die allgemeinste Bewunderung hat erregen miis«
seny gewilirt keinen Einblick in den Gedankengang, der den grofsen Ana-
Iytiker zu der Methode der Variationsrechnung gefilirt hat. Auch fehlt der

darin gegebenen kurzen Begriindung derselben jene Klarheit und Schirfe,
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welche sonst den Werken Lagrange’s das Geprige der héchsten Vollen-
dung aufdriicken. Wenn zuerst iiber die Principien der Differenzialrech-
nung bemerkt wird, dals sie noch nicht klar erkannt sind, so wiirde einem
,einfachen Gebrauch eben dieser Principien” derselbe Vorwurf zu machen
sein; wahrscheinlich aber hat Lagrange damals jene Bemerkung einfliefsen
lassen, um den Encyclopidikern ein Zugestindnils zu machen, obwohl er
dadurch selbst seine neue Methode ihrem Tadel Preis gegeben hitte.  Ab-
gesehen von diesen Zweifeln tiber das Unendlichkleine, welche nur bewei-
sen, dafs in mathematischen Begriffen oft anderes gesucht wird als in ihnen
enthalten sein kann, wenden wir uns zur Bestimmung der neu eingefiihrten
Begriffe selbst.

Es wird angenommen, dafs variable Grofsen sich auf zwei verschie-
dene Arten verindern, indem @ einmal vermehrt wird um da, das andre
Mal um eine Differenz, welche ,,nicht dieselbe wie jene” ist, und demnach
mit 8 zu bezeichnen ist: dieses dx soll jedoch nach denselben Regeln wie
dx gebildet sein, so dafs aus der Gleichung dy = mdax sich unmittelbar
auch 8y = mda ergiebt.  Wenn hier zuerst zwei Arten der Variabilitit vor-
ausgeselzt werden, so sind dieselben allerdings analytisch méglich; wodurch
diese Annahme nothwendig wird, bleibt unerértert; die analytischen Be-
griffe an Zahlen oder geometrischen Anschauungen nachzuweisen, und da-
durch ihnen den Schein unbestimmter Allgemeinheit zu nehmen, hat La-
grange meist verschmiht. Nichts aber wire hier eher an der Stelle gewesen
als ein solcher Nachweis, da man bis dahin die Differenziale als die Inecre-
mente einer Variabeln betrachtete und sich jetzt zuerst eine neue Art von
Incrementen vorstellen sollte. — Was nun die Bildung dieser Incremente
betrifft, so verleitet der Ausdruck, dessen sich Lagrange bedient, leicht zu
Mifsverstindnissen. Werden niéimlich in der Gleichung 9 = ma: die Varia-
beln durch Differenziale vermehrt, so ergiebt sich dy = m(x + dx) —mx;
und sollen die neuen Incremente ,,nach denselben Regeln” gebildet werden,
so wiirde das Increment der Function von zwei auf einander folgenden Wer-
then der Variabeln abhingig zu sein scheinen, = Hier aber darf diese Abhin-
gigkeit im Allgemeinen nicht von der Function einer Variabeln angenommen
werden, fiir welche sie bei der Differenziation gilt. — Es wird die Analogie
von da und dx dann so weit ausgedehnt, dafs ohne weitere Ertrterung
8fs = fdu gesetzt wird; ebenso wird als leicht verstindlich angenom-
men, dafs dda = dda, und dals dfv verschwinden mufs, wenn das Integral
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durch die Relationen zwischen den Variabeln ein Maximum oder Minimum
werden soll.  Sieht man aber von allen diesen wenig begriindeten Voraus-
setzungen sowie davon ab, dafs v als Function betrachtet wird von &, ¥, dux,
d*x, d*y, ...., ohne dafs eine unabhingige Variable fiir diese Differenziale
angegeben ist, — wodurch die ganze Behandlung einen Widerspruch gegen
die Grundbegriffe der Differenzialrechnung zu enthalten scheint — so ist
im Ehrigen die Aufgabe der Variationsrechnung in den Problemen der ange-
fithrten Abhandlung erschipfend geldst.

In der Anwendung dieser Losung, z. B. in der Aufgabe von der Bra-
chistochrone, zeigen sich nicht blos die Vortheile der eingefiibrten Methode,
welche die allgemeinste Behandlung dieses Problems gestattet; sondern noch
deutlicher tritt dexFortschritt hervor, den man durch sie fiir die Betrachtung
der #ufsersten Punkte der Curve gewonnen hat, eine Betrachtung, welche
weder von den Bernoulli's, noch von Euler angestellt werden konnte, Wird
nimlich v, wie schon angegeben, als Function von mehreren Variabeln
x, ¥, 5 .. und ihren Differenzialen dw, d*x, dy, d’y, .... betvachtet, so ist,
den angefiihrten Regeln gemils,

du = -g-' dx w’ ddx + o IJ dd'x + ...
do du du g
B--- d.:} -}~ Hd S{E‘T —1= W‘)' é\d % =} .

+
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Bezeichnet man nun der Kirze halber die partiellen Differenzialquotienten
von v nach ' und dessen Differenzialen der Reihe nach mit n,p, ¢, .., die
nach y resp. z genommen mit ¥, P, Q, .., resp. v, 7, %, .., so wird, um das
Integral /U zu einem Maximum oder Minimum zu machen, die Variation des-
selben verschwinden, also die Gleichung stattfinden miissen :
0 =fn3.x: +fp3dar + fq ddfaigl oo

+fN3J’ +ff’3{fj‘ +ch3‘d’y + ..

+ fidz + frodz + fydd s +
Durch Umsetzung von d, d*, .. und ¢, und durch partielle Integration aller
derjenigen Ausdriicke, welche noch dé oder d* & enthalten, resultirt

-ﬁ{_n—dp+d£q —..)0x 4 (V — dP+..) 8y 4 (v — dm +.. )8z 4..]

+4 (F—dqq—-..]é‘m-{-(q—-dr+..)d-§'x+..+(P-—dQ+..) oy
+(r—dy4..)0z4... =0,
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wo der vom Integealzeichen freie Ausdruck den gegebenen Grinzen des In-
tegrals entspricht. Nachdem die Variationen, welche der Natur des gestell-
tén Probleéms gemiafs von andern Variationen abhingen, eliminirt sind, ist
zuerst der gesammte unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck gleich 0
#li setzen: und da die {ibrig gebliebenen Variationen nicht durch einander
bestimmt werden difen, so zeifallt die Gleichung in mehrere, deren An-
zahl gléich der der unabhingigen Variationen 1st :

n—dp4dqg—...=0
Ne—dP4d'Q—...=0
Ve dt e dlo = .. =00

Es érgiebt sich daraus ein System von Differentialgleichungen, welche, mit
einander combinirt, die Function bestimmen, fiir welche fu éinen grofsten
oder kleinsten Werth erlangt. Sodann sind die Variationen der Granzglei-
chung auf die geringste Zahl #u veducireny bezeichnet man die Werthe der
Grolsen fir die Gréinzen des Integrals mit den Indices 0 und 1, so bestimmt
folgende Gleichung die Lage der Endpunkte der gesuchten Curve:
(‘.-J1—dp,+..)3x,+(q,—fﬂ"r,+..)fl:?a.‘,+..+(P"—dQ,+..)3‘}"+...}_G
_.(pu—dpn+..)é‘a‘n—(qﬂ-——dr.,+..)dc‘i‘.ro—..h_(PH—JQ¢+..)3;)*‘,-—... TR

Diese Rechnung giebt gleichsam eine Skizze, durch deren vollstindige
Ausfithrung die Methode alle mégliche Evidenz und Bestimmtheit erhalten
kann. Lagrange aber hat die innere Vollendung seiner Schipfung Euler
{iberlassen ; nachdem dieser die Mingel derselben beseitigt zu haben schien,
wandte er sich selbst in seinen spiiteren Werken davon ab und suchte die
Resultate auf einem andern, dem Vorurtheile seiner Zeitgenossen angemes-
senern Wege zu erreichen. Das Unendlichkleine, aus dem sich die ganze
Methode entwickelte, mufste aufgegeben; und der Begriff der derivirten
Function vom Ausgangspunkte genommen werden,

In dieser neuen Begriindungsart, welche sich in den Lecons sur le cal-
cul des fonctions, Legon XXII, findet, kann nicht genug die Gewandtheit
und Schirfe des Denkens bewundert werden, mit denen der Grundbegriff
in die Form gekleidet wutde, die fiir ihn selbst die angemessenste und fiir
dié zu Grunde liegende Absicht die zweckmilsigste war. Betrachtet man
die Begriindung der Theorie von diesem Standpunkt, so lifst sie sich bis zu
ihrer Entstehung verfolgen ; ihre einzelnen Theile werden nicht nur klar,
sondern nothwendig, und wihrend sie zuerst verwickelt erschien, macht sie
dann den Eindrack des vollendetsten analytischen Kunstwerkes. — Es war
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schon oben festgestellt, dals eine Grofse nicht blofs durch Differenziale,
sondern auch auf eine zweite Art, durch Variationen, anwachsen koune:
um in der Sprache der Derivirten-Theorie zu reden, mufs also eine Function
zwei nach verschiedenen unabhingigen Variabeln genommene Derivirte ha-
ben. Istz. B. y eine Function von x, so geniigt die Derivirte von y nach
a nicht, um Ersatz fiir die Variation zu geben; y ist aufserdem auch ab-
héngig zu denken von i, einer von x unabhiingigen Variabeln. Wird daher
¥ = ¢ (x,4) gesetzt, so substituirt man die Derivirte von y nach x, ¢ (0, i),
fiir das Differenzial von y, und die Derivirte von y nach i, die durch ¢ (a, i)
bezeichnet wird, firr die Variation von y. Die eingefithrte Bezeichnungs-
weise zieht unmittelbar mehrere Folgerungen nach sich: da die Ordnung,
in welcher nacheinander eine Function derivirt ist, umgekehrt werden kann,
so ist offenbar ¢'(x, §) = ¢" (x, {) d. h., in der Sprache der Variationsrech-
nung, das Differenzial der Variation ist gleich der Variation des Differen-
zials oder ddy = ddy. Wird ferner vorausgesetzt, dals v eine Function
von x und ¥, also von x und i, und dals " = U’ ist, so wird die Derivirte
von U nach i, U, gleich der primitiven Function von F nach x sein; mit
andern Worten, die Variation des Integrals ist gleich dem Integral der Va-
riation oder 8/u = fdv, Soll endlich U in Bezug auf alle beliebigen y, also
auf i einen grofsten oder kleinsten Werth erhalten, so mufs die Derivirte
von U nach i verschwinden, d. h. d/u = 0. Dieser Satz wird von Lagrange
aus dem Taylorschen Theorem abgeleitet, indem U, eine Function von 4,
nach den Potenzen dieser Variabeln in eine Reihe entwickelt wird; wenn
aber hierbei vorausgesetzt wird, dals der Werth des zweiten Gliedes dieser
Reihe, welches die erste Potenz von i enthilt, die mit hthern Potenzen von
i behafteten Glieder zusammengenommen iibertrifft, so ist dies nicht anders
moglich, als dafs eben i als eine Variable aufgefafst wird, die immer kleinere
Werthe erhalten, d. h. nach 0 convergiren soll: hiermit ist die Theorie der
Derivirten gezwungen, den Begriff des Unendlichkleinen zu jhrerErginzung
anzunehmen. Aus der Reibenentwicklung selbst ergiebt sich ferner, dafs
dureh das Vorzeichen der zweiten Derivirten von U nach i, oder der zwei-
ten Variation des Integrals, bestimmt wird, ob der gefundene Werth von U
ein Maximum oder ein Minimum sei. — Wenn hiermit gezeigt worden ist,
wie sich aus diesen Principien mehrere Grundsitze ableiten lassen, so ist
noch die Durchfithrung derselben fiir die Liosung des eigentlichen Problems
zu betrachten,
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Ist 7 die zu integrirende Function von @, y, ', ¥"..., und wird fir
y die ¢ (x, §) eingesetzt, so ist /”als Funktion von i in eine Reihe zu ent-
wickeln, die nach steigenden Potenzen von i fortschreitet, wibrend a hier-
bei als constant anzusehen ist, so dafs

F=F,+ : I‘-“ﬂ+ II_: .I.t’:{, =+ i
wo der Index 0 bezeichnet, dafs in den von ihm behafteten Grifsen / gleich
0 zu setzen ist. Durch Vergleichung dieser Rechenentwickelung mit der
analogen fiir U ergiebt sich leicht, dals U7, die nach x genommene primitive
Function von /), ist; da aber nach dem oben angefithrten Satz die Deriyirte
von U/ nach i verschwinden mufs, wenn U ein Maximum oder Minimum ist,
so ist das nach & genommene Integral von ¥ gleich 0 zu setzen., Um V' =
FlEaaniatad) nach i zu deriviren, hat man die Regeln iiber Functionen
von Functionen zu beachten, so dafs, wenn /' (¥), f'(»)... die Derivirten
von ¥ nach y, v ... bezeichnen,
V=310 +5 F )+ 53 [(y") =
Nachdem aus dieser Gleichung vV, gebildet, also tberall i = 0 gesetzt ist,
und endlich die Derivirten von f der Reihe nach mit z, p, g ... bezeichnet
sind, wird die Bedingung, dafs U/, verschwinde, durch die Gleichung aus-
gedriickt
Sy, pye +qx, + ) =0
Diese zerfillt durch partielle Integration nach x in zwei, deren eine
n—p'4+g'F..=0
die Form der Function ¢ fiir y = ¢(x) bestimmt, wihrend die andre die
Werthe dieser Function fiir die Griinzwerthe des Integrals ausdriickt.

Es wird sodann in mehr directer Weise als in den fritheren Abhand-
Inngen tiber diesen Gegenstand der Nachweis geliefert, dals jene erstere
Gleichung geniigt, auch wenn a variirt oder als Function von ¢ betrachtet
wird; in diesem Falle wird nur die Griinzgleichung um ein Glied vermebrt.
Zur Verallgemeinerung der Resultate wird ferner /77 als eine Function von
beiie])ig vielen Variabeln und deren Derivirten ﬂngesehen, und endlich der
Fall discutirt, wo ein doppeltes Integral einen grifsten oder kleinsten Werth
erhalten soll.  Von besonderer Wichtigkeit ist aber die hier zuerst gegebene
eigenthiimliche Behandlung derjenigen Bedingungsgleichungen, welche die
in der zu iulegl‘h‘endﬂn Function vorkommenden Variabeln enthalten. Sind
nimlich diese Bedingungsgleichungen simmtlich auf dieForm L= gebracht,
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wo L eine Function von w, ¥, 2, %, 5, %", 2, ... ist; so mufs auch die nach
.:'ganmmeneDt:rivirle;}. verschwinden.  Aus diesen G]eiuhungen witrden
einige der y, z ... darch andere ausgedriickt werden kénnen, so dafs in der
Gleichung U = o nach Einsetzung der gefundenen Werthe nur die Coeffi-
cienten der iibrig gebliebenen Derivirten nach ¢ gleich o gemacht wiirden.
Da jedoch die Elimination dieser Grifsen oft langwierig und schwer auszu-
fithren ist, hat Lagrange (cf. Meean. analyt.) von folgendem Satze Gebrauch
gemacht. Hat man eine Gleichung ersten Grades mit p unabhiingigen Gri-
fsen, und aufserdem n Gleichungen, in welchen alle oder einige jener Gro-
{sen linear vorkommen, so kann man jede dieser n Gleichungen, mit einem
unbestimmten Factor multiplicirt, zu der ersten Gleichung addiren und die
hieraus enistandenen Coefficienten der p Gréfsen gleich o setzen; es ergiebt
sich dann nach Elimination der n unbestimmten Factoren ein System von
Gleichungen, das mit dem durch directe Elimination der Gréfsen erbaltenen
System identisch ist. = Nachdem also die Producte der Derivirten L mit un-
bestimmten Factoren & zu der linken Seite der urspriinglichen Gleichung
U/'= o hinzugefiigt worden, vereinigt man die Glieder mit gleichen Derivir-
len j", Z, ..., selzt die Coefficienten = 0, und gewinnt durch Elimination
der 2 die Endgleichungen. Fiir die specielle Anwendung dieses Verfahrens
auf die Probleme iiber relative Maxima und Minima, z. B. auf die isoperi-
metrischen Aufgaben, beweist Lagrange, dafs jener unbestimmte Factor eine
Constante ist; die Gleichung fiir die Grinzwerthe bleibt demnach unveriin-
dert, und man hat nur dem Ausdruck' 7 noch ein Glied hinzuzufigen. Die
ganze Ausfithrung der zu Grunde gelegten Theorie so wie die Behaudlung
einzelner Probleme zeugen von dem Scharfsion des grofsen Meisters der
Analysis; und nur die Principien selbst haben micht die zu wiinschende Ein-
fachbeit, weil sie in kiinstlichen Umforinungen der urspriinglichen Gedan-
ken bestehen.

Da aber die urspriinglichen Vorstellungen in ein schwer zu durch-
dringendes Dunkel gehiillt zu sein schienen, hat Euler nicht verschmiiht,

die Grundbegriffe der Variationsrechnung in systematischer Ordnung zu er-

=]

ortern (Instit. cale. integr. Vol. 11I).  Jedoch konnen unter den allgemeinen
Definitionen Dinge begriffen werden, die von den definirten zu unterschei-
den sind : eg lilst sich dies aus dem Bestreben erkliren, in die Dehinitionen
keine durch Negationen ausgedriickte Beschriinkungen aufzunchmen. So

wird nach der ersten und wichtigsten Definition: ,, Relatio inter binas varia-
9
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biles variari dicitur, si valor, quo altera inde per alteram determinatur, in-
cremento infinite parvo augeri concipiatur....” schwer zu erkennen sein, ob
nicht auch Differenziale zu den definirten Grofsen gehoren. Nachdem da-
gegen in den darauf folgenden Zusitzen der wahre Unterschied beider Arten
von Incrementen klar ausgesprochen worden, weist Euler ihn an geometrischen
Anschauungen nach, welche sehr geeignet sind, die schwierigeren analytischen
Vorstellungen zu sondern,und ihnen grofsere Bestimm theitzuverleihen. Wenn
in der Folge derErklirungen die Variationen von drei Variabeln, zwischen denen
zwei Relationen bestehen, als Functionen einer einzigen Variabeln angesehen
werden, wofern diese Functionen nur selbst unendlich klein oder mit un-
endlich kleinen Factoren multiplicirt sind ; so bleibt danach die Behauptung
unverstindlich, dafs fiir die Variationen von n Variabeln, welche durch n —1
Relationen verbunden sind, micht ein dhnlicher Satz gilt, und fiirr n =2 ein
so bedeutender Unterschied stattfindet. Es wird im Gegentheil (§ 25) in
villiger Allgemeinheit ausgesprochen, wenn n Relationen zwischen m Varia-
beln existiren, so seien die Variationen als Functionen von m — n Variabeln
anszudriicken, diese Functionen selbst aber in keiner Weise von einander
abhingig zu denken. — Euler geht in dem zweiten Kapitel seiner Abhand-
lung zur Variation von Differenzialformeln iber und macht den Anfang mit
dem Satze, dafs die Variation des Differenzials gleich dem Differenzial der
Variation sei. Bei dem zuerst gegebenen Beweise wird aber von ihm ange-
nommen, dafls (¥ 4 d¥F ) schon 8F 4 ddF sei, denn anderes kann in der
Behauptung nicht liegen: ;8(F + dF) ist der nichste Werth, 'in welchen
die Variation, um ihr Differenzial vermehrt, iibergeht.” Die Herleitung
des Satzes so wie diejenige, welche Euler aus der Betrachtung der Curven
gewinnt, beruht aber keineswegs auf solcher Behauptung, die entweder eine
Tautologie des bewiesenen Satzes ist, oder sogar als eine Folgerung aus dem-
selben betrachtet werden kann; sondern auf den Begriffen der Variation und
des Differenzials selbst, und ist daher in einfacherer Weise darzustellen.
Auch die Variation des Differenzialquotienten —:"-’:— wird durch die Mittel der

Variationsrechnung selbst zu gewinnen, die Far:;: der Variation irgend eines
Ausdrucks, der aus den Variabeln und ihren Differenzialen zusammengesetzt
ist; klarer zu begriinden sein, wenn die scharf zu begrinzende Analogie der
Variationsrechnung mit der Differenzialrechnung gleich zu Anfang in be-
stimmten Sitzen durchgefiihrt ist. — Fiir die Variation von Integralformeln,

welche im dritten Kapitel behandelt wird, wire der einfachste Beweis des
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Satzes 8/F = [V derjenige gewesen, welchen man aus der Variation des
Differenzials gewinnt: je abstracter die einer Theorie zu Grunde gelegten
Begriffe sind, um so mehr bat man sich auf die schon erhaltenen Resultate
zu stiitzen , um nicht hiufiger als nithig ist denselben schwierigen Weg zu-
riicklegen zu miissen. — Es beintrichtigt Euler’s Rubm nicht, dals die in
den ferneren Abhandlungen behandelten Probleme von Lagrange in den Le-
cons mit grofserer Gewandtheit und Kiirze behandelt sind ; offenbar genug
ist ja der Fortschritt, den die Variationsrechnung in der Aufklirung ihrer
Prinzipien durch Euler gemacht bat. Bewundernswerth ist es, wie bereitwillig
er die Ausbildung einer Theorie iibernimmt, welche einen grofsen Theil sei-
ner friiheren iiberall anerkannten Leistungen entbehrlich macht: die Wahr-
heit. der Wissenschaft selbst leitet den gefeierten Meister zn dem Wege, den
das junge Genie eben erdffuet hat, — Man hat auch Lagrange’s und Euler’s
Werke als die einzigen Quellen fiir die Theorie der Variationsrechnung zu
betrachten ; ihre Arbeiten sind hiufig von den Verfassern der Lehrbiicher
benutzt, aber es scheint, dals das Verstindnils der Principien noch gefor-
dert, mehrere Operationen iibersichtlicher ausgefiibrt werden kénnen. Die
Theorie selbst ist seitdem erst durch Jacobi in einem wichtigen Punkte
weiter entwickelt worden; ibre Anwendung auf neue Probleme ist meist
durch die Schwierigkeit beschrinkt, welche die aus der Rechnung resulti-
renden Differenzialgleichungen darbieten.

ITI. Theorie der V:ll‘ialinnsrt‘ch:mng_

Wenn y eine Function der Variabeln x ist, so werden aus einer Glei-
chung zwischen beiden Grifsen alle Werthe von » durch die Werthe yon x
bestimmt. = Einer unendlichkleinen Vermehrung oder Verminderung von x
entspricht, gemils jener Gleichung, eine Vermehrung oder Verminderung
von y, die bei einem stetigen y ebenfalls unendlichklein ist. | Ein solches
Increment der Function heifst ihe Differenzial; fiigt man daber zu beiden
Grafsen y und @ ibre Differenziale hinzu, so geniigen y + dy und x 4 dx
derselben Gleichung wie » und 2. — Man kann sich aber denken, dals man
y und x unendhchkleine Zuwiichse ertheilt, so dafs — wenn man die ver-
mehrten Werthe in die erste Gleichung einsetzt — diese nicht mehr erfallt

D
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wird.  Ein solches Increment der einen Grofse kann also nicht durch zwei
aufeinanderfolgende Werthe der andern Grifse gegeben sein, d. h. diese
Zuwiichse haben nicht den durch die Form der Funection bestimmten Ziisam-
menhang unter einander. Dieser unendlichkleine Zuwachs der Function,
welcher von dem Zuwachs der Variabeln nicht abhiingt, ist demnach vom
Differenzial verschieden: er heilst Variation und wird mit 8y oder du
bezeichnet. :

Insofern jede Function von einer Variabelu sich als Coordinate einer
Curve darstellen lifst, deren Abscissen durch die Werthe der unabhéngigen
Variabeln bestimmt werden; entsprechen auch zwei unendlichwenig von
einander verschiedenen Abscissen zwei :mI'einanderl'o]gende Ovrdinaten die-
ser Curve, deren Unterschied die Darstellung des Differenzials der Function
ist. — Vermehrt man die Abscisse um eine unendlichkleine Grifse, aber
die Ordinate nicht um den entsprechenden Zuwachs, sondern um eine vol-
lig beliebige unendlichkleine Grifse, so wird der Endpunkt der Ordinate
nicht mehr auf der gegebenen Curve, sondern auf einer neuen liegen, die
jener unendlich nahe ist.  Giebt man also der Variabeln und ihrer Funetion
die Variation da und dy, so wird die entstandene Gleichung durch eine
neue Curve dargestellt, deren Punkte von denen der vorigen unendlichwe-
gar, um simmtliche unendlichnahen Curven zu

8
erhalten, annehmen, dals die Variationen nicht nur nicht den durch die Na-

nig entfernt sind. Man kann so

tur der gegebenen Curve bestimmten Zusammenhang haben, sondern iiber-
haupt nicht von einander abhingen. Daher lifst sich dy als unendlichkleine
Variable betrachten, z.B. als Function von y, die mit einem unendlichklei-
nen Factor multiplicirt ist; sind also die Coordinaten um die Variationen
vermehrt, so ist dadurch der ganze Lauf der neuen Curve bestimmt. An
dieser geometrischen Anschauung wird nun besonders deutlich, dafs, nach-
dem durch die Variationen die neue Curve gegeben ist, auch die Richtungen
der Tangenten und die Kriimmungsradien dieser Curve nicht mehr willkiir-
lich sind.  Diese aber miissen durch die Variationen der ersten und zweiten
Differenzialquotienten derFunction ausgedriickt werden; woraus zu ersehen
ist, dals — allgemein gefafst — die Variationen der Differenzialquotienten
einer Function abhiingen von den Variationen der Function und ihrer Va-
riabeln.

In dhnlicher Weise lassen sich drei Variabeln, die durch eine oder
zwei Relationen mit einander verbunden sind, durch Variationen vermehren,
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welche untereinander keinen Zusammenhang haben. Ist nur eine Relation
gegeben, so lifst sich das System aller durch Variationen verinderten Glei-
chungen durch aufeinander folgende Flichen darstellen. — Zwei Relationen
aber kann man sich so umgeformt denken, dafs jede derselben nur zwei Va-
riable enthiilt, und daher als Cylinderfliche zu construiren ist; beide Rela-
tionen zusammen bestimmen also den Schnitt dieser Flichen, der im Allge-
meinen eine Curve doppelter Kriimmung giebt. Werden nun die Variabeln
durch Variationen vermehrt, so entstehen beliebige, doch der ersten Curve
unendlichnahe Curven: ihrve Projectionen auf die Coordinatenebenen sind
g]eichf‘alls vondenProjectionen der ursPFi'mgli{:hcn Curve unendlichwenig ent-
fernt. Hieraus ist leicht evsichtlich, dafs die Variationen der Differenzial-
quotiemen zweier Variabeln nach einer dritten al_lhéiugeu von den Variatio-
nen der einen entsprechenden und der dritten Variabeln.

Das bisher Gesagte lifst sich leicht auf n Variable ausdehnen, welche
durch m Relationen verbunden sind : vorausgesetzt, dals m Zn — 1. Die
geometrische Anschauung kann zwar im Allgemeinen nicht mehr angewandt
werden; doch bediirfen die durch dieselbe erlduterten Begriffe hier mnicht
mehr einer besondern Erdrterung.

Wird von Variabeln, die unabhingig sind oder durch Relationen als
Funectionen der unabhiingigen bestimmt werden, ein Ausdruck gebildet, der
eine von ihnen abhingige Grolse darstellt; so ist zu bedenken, dafs diese
Grofse selbst alle beliebigen Verinderungen erfihrt, wenn man simmtliche
Variabeln durch alle méglichen Variationen vermehrt. Einem solchen Aus-
druck, der also von den verinderlichen Gréfsen und ihren Relationen ab-
hingt, braucht man daher nicht mehr unabhiingige Variationen zu ertheilen ;
man betrachtet vielmehr seine Variation als abhingig von denen der Varia-
beln. Um dies an einem Beispiel anschaulich zu machen, denke man sich
eine Curve, welche zwei, nicht in derselben Horizontalen liegende Punkte
verbindet. Ein beweglicher Punkt, welcher vom ersten gegebenen Punkt
lings der Curve bis zur zweiten herabfillt, erlangt am letatern eine Ge-
schwindigkeit, welche von der Natur der gedachten Curve abhéngig ist.
Diese Geschwindigkeit ist also ein Ausdruck, der von den Coordinaten der
Curve gebildet wird.  Durch die Variationen der Variabeln, welche die Co-
ordinaten darstellen, geht man zu allen der gedachten Curve unendlich-
nahen Curven iiber, und durch' neue Variationen gelangt man zu allen die
beiden gegebenen Punkte verbindenden Linien. Die Geschwindigkeiten,
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welche der bewegliche Punkt auf allen diesen Gurven nacheinander erhilt,
werden durch Grofsen von aufeinanderfolgenden Werthen ausgedriickt.
Man erhiilt alle diese Werthe, wenn man in den Ausdruck der urspriinglichen
Geschwindigkeit die variirten Coordinaten einsetat; daher ist die Varialion
der Geschwindigkeit als abhingig von den Variationen der Variabeln zu be-
trachten.  Alle unabhiingigen VYariabeln aber, so wie alle abbingigen Varia-
beln, durch deren Relationen mit jenen oder mit einander die Form eines
solchen Ausdruckes bestimmt wird, miissen — um die verlangte Allgemein-
heit zu erreichen — beliebige, von einander durchaus unabhingige Variatio-
nen erhalten. Der Ausdruck, dessen Variationen hiernach als von andern
abhiingig betrachtet werden, ist durch den Sinn jedes einzelnen Problems
bestimmt.

Ist A ein solcher Ausdruck, welcher von & und dessen Funetion y
gebildet ist, und dessen Form durch ¢ (a, ) bezeichnet werde, so erhilt
man die Variation von 4, &4, indem man @ und 3 uwm ihre von einander
unabhingigen Variationen vermehrt, und von dem so variirten A den
ursprimglichen Werth subtrahirt. = Daher

8A = ¢(x + dx, ¥ +.dy) — ¢p(a, )

Man addire und subtrahire ¢(x,y 4+ 8y), dividire und multiplicire mit dx
und dy, so erhilt man
_pleddw, y o Op) — P (ny H ) by 80) — ) o

8 5'_;.- L
Da nun in der Differenzialrechnung allgemein bewiesen wird, dals

D=+ ) — P(2)
ST

wo ¢ unendlich klein, eine Function von z, und zwar der Differenzialquo-
tient von ¢ (z) nach z ist; so folgt, der Annahme iiber die Grofse von du,
8y gemils, dafs mit Fortlassung des Unendlichkleinen hoherer Ordnung

dib Yot dip

B faw dr o
d. h.: die abhangige Variation eines Ausdrucks ist die Summe der partiellen
Differenzialquotienten des Ausdrucks nach den einzelnen Variabeln, multi-
plicirt mit den unabhiingigen Variationen der resp. Variabeln.

Hieraus folgt: Die abhingige Variation' einer Summe von Variabeln
ist die Summe der unabhingigen Variationen der Variabeln.

T4y 4+ 24.0) = 0@ 40 H102 4 1 ns
Die abhangige Variation eines Produktes von Variabeln ist die Summe

8A = du 4

od =
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der Produkte, welche aus allen Variabeln weniger einer und der unabhiingi-
gen Varialion dieser einen gebildet sind.
S(EYZ o0 ) =005 5 s dx4az...0r+xy ... 024 ...

Erhiilt 4 aufser den Variabeln auch die Differenzialquotienten
einiger Variabeln nach andern, so sind auch diese zu variiren; da sie selbst
noch nicht als Functionen der Variabeln allein gegeben sind, so bildet man
die partiellen Differenzialquotienten nach ihnen, betrachtet aber ihre Varia-
tionen als abhiingig von denen der urspriinglichen Variabeln; daher wird
34 nur bestimmt durch die letzteren. Stellen wir jedoch fiir jetzt die Yas
riationen der Differenzialquotienten ¥, ¥", .., , 2", .. durch 8y', 8", .. 8z,..
dar, so ist

I -l F‘ [V ) ' “'5‘ '1 - '.|
SA=8¢(xy,y' vy s 1222 )= L ('—qJS,r - fa—f.ﬂy“+ LN ol A N
dx dy dy dy ge o=

Wiewohl bisher nur die Variationen erster Ordnung in Rechnung ge-
zogen sind, so ist doch zu bedenken, dafs ¢(x + dx, ¥ + 2y, ..) in eine
Reihe entwickelt werden kann, welche nach den Potenzen der unabhingigen
Variationen d.x, 8y, :.. fortschreitet. Die abhingige VYariation von ¢ ist
nimlich eine Function von 82, 8y ...; fiir sie kann daher nach dem Taylor-
schen Satze folgende Reihe gebildet swerden :

;_](?] l-jcj'; i : ?”dtll - E’Ieefn B 32:!1

ot ¢ 7 — Oy i -,-*-*—a" e é.b 1,'. 2 Sdd
e duce oy st Mt o
Das zweite und dritte Glied der Reihe ist zusammenzufassen in d¢; da die
drei folgenden Glieder aus 8¢ gebildet sind wie 3¢ aus ¢ selbst, so wird man

sie als die zweile Variation von ¢ betrachten und mit ¢*¢ bezeichnen.

c[:{;r*—.l—é.r,;—-—{-éf;, ) =0(x,y,een)

Soll nun ¢ (x, ¥..) einen grofsten oder kleinsten Werth haben, so er-
giebt hier dieselbe Betrachtung wie in der Differenzialrechnung, dafs die
Gleichung d¢ = o erfiillt werden mufs; das negative oder positive Vorzei-
chen von 8%¢ bestimmt, ob der in Rede stehende Ausdruck ein Maximum
oder Minimum sei. Nur werden' sich ‘aus der Gleichung d¢ = 0 nicht ein-
zelne Werthe der Variabeln ergeben, sondern Relationen zwischen ihnen
und ihren Differenzialquotienten, durch welche man die Form der Functio-
nen und damit den Zusammenhang zwischen den einzelnen Variabeln zu fin-
den hat.
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Satz 1.

Die Variation eines Differenzials' dy ist gleich dem Differenzial der
Variation dy-.

Beweis. Werden durch y und y 4 dy zwei unendlichwenig ver-
schiedene Werthe einer Function bezeichnet, so erhilt man durch Variation
beider, y + oy und ¥ 4+ dy + (y + dy); zwei aufeinanderfolgende Werthe
einer neuen Function, - Zu dem auf y + dy folgenden Werthe letzterer
Function gelangt man aber auch durch Differenziation, so dafs derselbe
y 4 0y + d(y + dy) wird, Nachdem daher die Gleichung gebildet .

y A+ dy + 3y +dy) =g+ dy + d(y + dy),
ergiebt sich nach Fortlassung der gleichen Glieder auf beiden Seiten :
3(.{}‘ —— {fé\_jf.

_Anmerkung. Sind z7Z und z, Z, zwei unendlichnahe ]iegenfle

Ordinaten einer Curve, so gelangt man durch Hinzufiigung der Variation Z¢

zu einer neuen Curve, deren Ordinate daher zZ ist, Indem man z Z

. um
die Variation Z, ¢, verlingert, erhilt man die auf z¢ folgende Ordinate z, ¢,
derselben neuen Curve. Demnach findet auch die Gleichung statt: z¢ +
{ff:{} =&, {, d. h.
22 4+ 8(22) +d(30)=zZ 4+ d(zZ) + 8(z, Z,),

oder 0z, L, —zZ) =d(z¢ —22),
welche Gleichung zu demselben Resultate fiihrt.

ﬂ’ul‘igens bat dieser Satz nur dann einen Sinn, wenn man unter dy
eine unendlichkleine Variable versteht; ihre Beziehung zu y mufs aber der

Allgemeinheit wegen vollig unbestimmt bleiben.

Zusatz: Aus Satz I ergiebt sich dadurch, dafs man die Umsetzung
der Zeichen d und 8 wiederholt, dafs 8d"y = d'dy.

Satz II.

Die Variation des Dif'fcrenzmlquot:enten n' Drdmmg 7'?
X

— ist gleich
dy
d.x

(0

dem n'"* Differenzialquotienten von 8y — da, vermehrt um das Produkt

: : = 2 g !-14- : 1
von éx mit dem Dlf‘fcrenzna]:luullenten n-4 1" Ordnung ﬁr
B

L =
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Beweis. Setzt man -g{— = «a, so ist nach dem Satz iiber die Varia-
tion einesProduktes 8dy = addx + da-dx; nachdem hieraus de bestimmt,
Satz I angewandt, und endlich g:( s 'T?_;’;—) addirt und subtrahirt ist, ge-

langt man zu

dy
i bx)
dy e ('y d ? dﬁj 3
dx dx % dxt e

ﬁiﬂ‘lmt man ﬂunmeht dll , 'd.a{S aul:,'h
d
= (é_y-- S ém.)

a =iy d.r ay
=i da— 1 HoTgar i
a1 2 Wan
und setzt man ﬁ =, d.:: =v, 50 ist hiernach
L d
ar= ‘(d’j o 5'.1:)
o d.x
al-l - pda = :
dx*—"1
dp ; :
da ferner —— =1, 80 hat man nach Anwendung derselben Operationen wie
oben ddu = vddx 4 dv .+« dx, d. h.
d(fpy —vox dr
SO S T S TR
d.r da
Durch Gebrauch des eben gefundenen Ausdruckes fiir 6« — vda, erhilt man
8 [ )
A dy
a" (éi — o
d® y = dx x) dat '_y
dx" dax” ; dat Y

Da der erste Theil des Beweises zeigt, dals der Satz fiie n = 1 gilt,
so folgt aus seinem zweiten Theil, dals der Satz fiiv jedes beliebige ganze n
stattfindet.

Zusatz. Es ergiebt sich hieraus, dafls wenn ein aus a, ihrer Func-
tion » und deren Differenzialquotienten y', »" ... zusammengesetzter Aus-
druck A4 = ¢(a, v, ¥', ¥"...) gegeben ist, die Variation von 4 aus folgen-
der Gleichung bestimmt wird, in welcher man A fiir 8y — :r,{ da gesetzt hat:

L dx 4 3':]5 ay 4 —rljf—(—:;ﬂ? +Jf”3:r)+ BIF{- ( g0 +_r"’-5r)+...

dAd = e 3 3 -ET;:J et

Satz I,

Die Variation eines Integrals ist gleich der Variation der zu integri-
renden Function.
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Beweis. Ist das Integral /#da, und bezeichnet U dessen Werth,
so ist dU/ = ¥dx. Danun ddU = 8dU ist, so gilt auch, indem man die
willkiirliche Constante unter dem unbestimmten Integralzeichen mitbegreift :
fd8U = f3dU. Es ist aber [déU = 8U, daher erhilt man durchEinsetzung
der Werthe von U und dU

ofFdx = f3(Fdx)

Aufgabc I.

Die Variation eines Integralausdruckes so umzuformen, dals unter
dem Integralzeichen kein Differenzial einer Variation bleibt.

Aufldsung. Gegeben sei das Integral q‘:{l.::r,y,_y“J y",..)dx, dessen

Variation der Kiirze halber mit é/pdx bezeichnet werde; der hochste Dit-
ferenzialquotient von y, der in ¢ vorkommt, sei von der n'*" Ordnung.

Nach Satz Il ist 8fpda = f3(pdx) = [(O¢p+dx + ¢ddx) Da fir
Jpdda auch fo déx gesetzt wird, so ergiebt sich durch partielle Integration
hierfiir ¢ o — fd ¢p-dx, wo d ¢ das totale Ditferenzial von ¢ nach x bezeich-
net. Von der Gleichung

@ﬁ;:dd.‘ = ¢pda -]-j'(&p-c.f.r =5 fi'fp-a.r)

ist jetzt also nur noch das letzte Integral zu behandeln.  Aus dem Zusatz zu
Satz II hat man

: d . o . dp f dA X dp dt A
S =t B 1 By - —_— 8 —_— [ ———
s Al guba?. 0 e aw el ) )+ oy (it ) +
i d* A i
* (?E“_' il b'l)'

Setzt man ferner fir dy, dy’, dy", ... die gleichbedeutenden y'dx, y"dx,
y"dx, ..., so erhilt man

de d¢ L

L¥

aﬁb d.‘l;-i——a‘l?- "lf.‘l.'-f— J-’”d:r-j—- e " o P 1 gy
Fie a)_ i T a.yu.}' el Ei_r"” ¥ d

Nachdem man 8¢ mit dx, d¢ mit S multiplicirt und letzteres Product vom
erstern abgezogen, wird
E'I P nlh da

b.j:-d.l:—dainﬁh:: — Adow 4= — dux .
(_IJr' (1_)‘ da E‘J’

dilh=

Der rechts stehende Ausdruck soll so umgeformt werden, dals nur ein Pro-
dukt von A mit noch unbekannten, von A freien Factoren unter dem Inte-
gralzeichen bleibt; der andre Theil des Ausdrucks wird daher integrabel,
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d. h. ein Differenzialquotient nach ax werden. Setzt man demnach den gan-

zen Ausdruck gleich
d&

P A di - d.x

. 1

so wird £ alle Differenzialquotienten von A bis zu dem der n — 1*" Ordnung
enthalten miissen. Sei deshalb, wenn die Factoren ¢ noch unbekannte
Functionen bezeichnen,

da . diA dr—iA
T g3 o e el i S T el

Ezr’h}ir’-’:‘ dx*®

Durch Vergleichung der mita, —‘;‘-;-i“—, . +. behafteten Glieder beider Ausdriicke

erhilt man leicht

F}t}l dg "l(\fr d dap dag
s C il 2p
i =¢+_5_"? _'ﬁ_'_= n+i1 -_'{,_EE'I'Q"_:__'1
ay da dr dx dry dx
E.l iy da. ;_-I ifs
A=y T Pe—g +_—-J._‘ P EILT] Fa-te
dy d x dy

Hieraus ergiebt sich unmittelbar:

:'"h.fr
d by A s
Pr—g = 1‘;"“'"_-_44' y e @1 = 0
R
_ o¢ gl 2 drial
L a__l" d.x da? o
und daher
1 C](F' L ‘-]"1:' dn dii
;j';r -:.:;‘J’J J[.‘J'" E:'J Tal
= o = = — — ... ST e e
@ df e -+ dxt + o l: } da®

Die Variation des Integrals erhilt daher die Form :

q“ﬁ;:da: = dox £ o« Adx,
wo in ¢dw 4 £ fiir die Variabeln die den Grinzen des Integrals entsprechen-
den Werthe einzusetzen sind.

Anmerkung. Wenn der aus Variabeln, abhingigen und unabhin-
gigen, so wie aus deren Differenzialquotienten zusammengesetzte Ausdruck
als ein Integral erscheint, so hingt dessen Form von den noch unbekannten
oder nur theilweise gegebenen Relationen zwischen jenen Vaviabeln ab; eine
solche Relation kann als analytischer Ausdruck der Bedingung betrachtet
werden, welche die Aufgabe fiir den Integralausdruck festsetzt. Dies fiihrt
zu dem wichtigsten Problem der '\"ariatiansrechmmg.
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Aufgabe 1L

Wenn in dem Integral dx s O, 9,9 eees 5,2, 2. ..) ¥,z unbe-

kannte Functionen von @, und », »”, z' .. deren Differenzialquotienten be-
zeichnen, so ist die Bedingung analytisch auszudriicken, dafs jenes Integral
zwischen den gegebenen Grinzen einen grélsten oder kleinsten Werth
haben soll.

Auflosung. Nach denErorterungen pag 15 iiber solche Ausdriicke,
wie unser Integral ist, mufs die Variation des Integrals verschwinden, wenn
dasselbe ein Maximum oder Minimum wird. Die Variation des Integrals
kann nach dem Resultate der vorigen Aufgabe so umgeformt werden, dafs
sie in ein Integral und in einen vom Integralzeichen freien Ausdruck zerfillt.
Nur hat man noch unter das Integralzeichen einen Ausdruck zu setzen, der
ebenso aus ¢ fir z gebildet ist, wie das obige ® fir y; derselbe ist sodann

L1 -3
dx
der zweite Theil des obigen Resultates um einen analogen Ausdruck fiir z

und E zu vermehren. Da nun das totale Inlegral wegen der darin vorkom-
menden beliebigen Variationen A und E nicht integrabel ist, die Variation
aber 0 gesetzt werden mufs; so ist die Function unter dem Integralzeichen
fiir sich und ebenso der von demselben freie Ausdruck gleich Null zu setzen,
indem man in letzteren die den Integralgrinzen entsprechenden Werthe der
Variabeln und ihrer Differenzialquotienten einfithrt. DMan erhilt also zwei

mit dz — da zu multipliciren, das mit E bezeichnet werde. Ebenso ist

Gleichungen :

,ja_q" d® itp_ ,,f_aj.‘_ a2 _E."j.]_
d¢ dy' oy d¢ . ds dz"
(l) = W' & dx 7 da? o Ak _.a-_; 5 ﬂ'.‘l.‘ i n‘.f,.!'i“_ LAl ¢

499
; y. iy b 2 d_ _  ).4a
(2) O0=gpdx+ oy e vapd i 4"'(3),;; +) R

a 9%
A 3z” : a dE
)= T—Ti..l)ﬁ—l— 'a—‘:‘—‘_'-i...) e =
Die Gleichung (1) findet zum Unterschied von (2) fiir jeden Werth

der Variabeln statt: man erhilt daher durch sie wenigstens eine Differenzial-
gleichung zwischen x, y, 2. Existirt fiir die Aufgabe weiter keine Bedingung
zwischen diesen Variabeln, so sind die Variationen A und E vollig unabhin-

L
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gig von einander, und es kann (1) nur erfiillt werden, wenn die mehrglie-
drigen Coefficienten von A und E einzeln gleich 0 gesetzt werden.  Im All-
gemeinen wird man dann so viel Differenzialgleichungen erhalten, als Varia-
beln vorhanden sind, welche von x abhiingen: durch sie findet man die For-
men der einzelnen Functionen. — Aus (2) ergeben sich Grinzbedingungen,
welche iiber die Werthe der Functionen an den Grinzen des Integrals Auf-
schlufs geben. Sind diese Grinzen so fixirt, dafls x, y, z gegebene Werthe
haben, so verschwinden A und E, denn die Variationen von Constanten sind
Null: (2) wird daher alsdann von selbst erfiillt. Verbinden sich aber mit
(2) noch andre durch das Problem gegebene Relationen zwischen den Varia-
tionen, so reducirt man dieselben durch Elimination auf die kleinste Anzahl,
und setzt die Coefficienten der iibrig bleibenden Variationen gleich Null,
Aus diesen Gleichungen kann sodann die Bestimmung der willkiirlichen Con-
stanten gewonnen werden, die durch Integration der Gleichungen (1) in die
Relationen der Variabeln aufgenommen sind. — Wenn aber n Relationen
zwischen den Variabeln fiir die ganze Ausdehnung des Integrals oder fiir die
Grinzen desselben gegeben sind, so werden die dadurch entstehenden Ver-
inderungen der obigen Gleichungen durch eine der beiden folgenden Auf-
gaben gefunden. Man hat dabei vorauszusetzen, dals die Anzahl der Varia-
beln in ¢ beliebig, und zwar gréfser als n + 1 sei, wodurch die Gleichungen
(1) und (2) nur um analoge Glieder vermehrt werden.

Aufgahe I11.

Die Verinderungen zu finden, welche in den Gleichungen (1) und (2)
vorzunehmen sind, wenn die Variabeln fur die ganze Ausdehnung des Inte-
grals durch n Bedingungsgleichungen verbunden sind.

Auflésung. Ks muls zuerst an einen Hiilfssatz aus der Theorie der
Elimination erinnert werden. Nimmt man eine Gleichung ersten Grades
zwischen m Gréfsen an von der Form

ax, +a,x, 4+ .. +d x =0,
welche fiir alle beliebigen Werthe der x,, x,, ... x, erfiillt werden mufs;
sind diese aufserdem durch p Gleichungen verbunden :
b, % + b, @, o H6, x =0,
lE"I\ '.'xl +6ﬁ‘2:r':+ o ol +5-! ﬂ'xrn :u,

@ & B 8 B 8 & & 8 @ '8 @ @ B-8 @ 9w B w o A B aw s L

E'. xl+6!$ﬂar2+"'+€‘m3pxn=g’

1y p
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wo p < m — 1 ist; und einige der Coefficienten b verschwinden kénnen; so
wird man die @, @,, ... x, eliminiren und nach vollbrachter Reduction die
Coefficienten der iibrigen Grofsen a gleich Null setzen.  Statt dieses meist
langwicrigen Verfahrens kann man jede der p Bedingungsgleichungen mit
einem beliebigen Factor «, £, ... 7 multipliciren und zur urspriinglichen
Gleichung addiren, wodurch man das Resultat erhilt

n=(a,+ab,, ,+!3(),, ?+..+=5E,Pja‘l+(rz!+aﬁf” +.G.-52, 2+..+?rf}2_r)a-‘,_.+...
—+ (a_ ctf)m, s = '::f}n.P]rm.

Lifst man nun die Coefficienten der a einzeln verschwinden, und eliminirt
die «, B, ... 7, deren Anzahl p wenigstens um 2 kleiner als m ist; so erhalt
man dieselben Glcit_rhm:gen zwischen den Coefficienten @ und 4, wie vorhin
bei directer Elimination der Grélsen x. —

Um die \'Ol'gelegte .fhlf'g_‘;lbe zu losen unterscheidet man zwei Fiille,
indem der erste einfachere zur schnelleren Erledigung des zweiten firhrt.

Erster Fall: Die n Bedingungsgleichungen zwischen den Varia-
belu des Ausdrucks ¢ enthalten nur diese Variabeln selbst. Sie werden be-
zeichnet mit

il yii o )=, +Lo(a, Dore g mahe= il eac N/ LRE ¥, 220 YoeQ,
Diese Gleichungen miissen fiir alle Werthe der Variabeln, also auch fiir die
durch Variationen verinderten erfiillt werden. Bildet man von jeder das
totale Differenzial, indem man a als unabhingige Variable, y und z ...
als deren Functionen betrachtet; eben so von jeder die vollstindige Va-
riatlion, wobei die einzelnen Variationen als vollig unabhingig von einan-
der vorausgesetzt werden; so miissen beide entstandenen Ausdriicke ver-
schwinden. Man multiplicire das Differenzial mit da und subtrahire es von
der Variation, so erhilt man n Gleichungen

) da“r:‘ A J%’r’:'__ Bl ==, .. "I;f;“ Puigh & L};\i" E+4...=0.

Da jede die Variationen A, E, ... enthilt, welche sich auch in der verallge-
meinerten Gleichung (1) finden, so kann man auf dieses System von Glei-
chungen den Hiilfssatz anwenden. Bezeichnen 2, ... v die unbestimmten
Factoren der n Gleichungen (3), werden die Producte zur linken Seite der
(1) addirt, die Coefficienten der A, der E, ... vereinigt und alsdann gleich o
gesetzt; so resultiren so viel Gleichungen, als Variabeln y, z ... in ¢ ent-
halten sind, von der Form :
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€

dr ddr
; PR 2 Ly
i oy s I O,
5 U W2 s, 0. B4 SRR Rl il (el A RGP IGSE. - Fa- Al BEE Y )
i'r d.x d oy dy

Aus diesen Gleichungen sind die Factoren 2, ... v zu eliminiren; die da-
durch gewonnenen Dltlereuuatg]emhungen bestimmen die Formen der ein-
zelnen Functionen. Die Gleichung (2) wird durch die Einfithrung solcher
Bedingungsgleit:hungen nicht verindert.

Zweiter Fall: Die n Bedingungsgleichungen enthalten aufser den
Variabeln des Aunsdrucks ¢ auch deren Differenzialquotienten nach x: sie
seien bezeichnet durch

i i

(@B X Yoy een By B ) =0 Teonsy [ WXy s a5 000 B0 By 20 )= 08
Auch hier bilde man das totale Differenzial eines jeden \ nach a, und setze

in der vollstindigen Variation desselben statt y'"’

,, 02 die in Satz I gefun-
denen Werthe, indem man sich der Zeichen A, E, ... bedient. Nachdem
man die Producte der Differenziale mit dx von den Variationen subtrahirt,

erhilt man n Gleichungen von der Form:

adry alr, dn g, dta dedad ads, dE
l=— a4 — — e e g ey et e o i o e
dy oy i oy e ol 1 o= d

Multiplicirt man jede derselben mit daund einem Factor 2, ... », 50
wird auch das Integral eines jeden dieser Producte verschwinden; diese In-
tegralgleichungen finden fiir alle beliebigen Werthe von A, E, ... statt, so
dafls man dieselben zu [(d¢«dx — d¢-dx), wie dies in der Aulgabe I erscheint,
addiren kann. Es ergiebt sich daher eine Gleichung von folgender Gestalt:

thll'r rl\.l.fl rEH \_r., dd

0 _J( O s e q--——) Adx -4 ( » +) izl 5 A .
oy dy Loy diw
ol 3 dE

o ar-:-’--—;—?. N (d‘r’ ey +) iy il
dz d= o= %

Nimmtl man mit der rechten bmlc :lleser Gleichung dieselben Umformungen
wie in Aufgabe I vor, so resultirt erstlich die Integralgleichung :

dip el ol d o hl d* fids
n=f (L usid B FEEY ,*._".)_ A i Yapnidaf ) ] ;
(g e 5)-56 oty seBifoe e

oy dy
" ( 'P+}?I\'I'{' + .+ ;]Lr)‘) ‘1'P+ M‘—h )+ A r,m ]I g
= ooV —— —t 5 R S
l oz dz dz da y dz’ da? (Ir. it

Da in dieser Gleichung die Coefficienten von A, E, ... glﬂit‘.h 0'zu selzen

sind, so erhilt man die Differenzialgleichungen, welche nach Elimination
von A ... v die gesuchten Relationen zwischen den Variabeln geben.

Sodann veriindert sich die Gleichung (2) in Folge der vorgenomme-
nen partiellen Integrationen, so dafs sie nunmehr erscheint als
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»52 + [(5% +>\Hf’ +. ) 2 (& piys ]
[(E,»- +..) = (ay,,, o) o [t
""[ 92 B’L' +.) = —(a +. )% ]E
+[(}‘f1 PO L e

In diese h]emhung hat man fiir .?., ... v die gefundenen Werthe zu
substituiren, die den Integralgrinzen entsprechenden Werthe der Variabeln ein-

zusetzen, und, wenn alsdann keine andern Bedingungen fiir die Grinzwerthe
dA dE

d L] TJ":", Baw
existiren, die Coefflicienten dieser Grilsen einzeln verschwinden zu lassen.

der Variationen da, A, E ... und ibrer Differenzialquotienten

Die Benutzung dieser Gleichungen zur Bestimmung der willkiirlichen Con-
stanten, welche sich in den Ausdriicken fiir ¥, z ... finden, ist schon oben
erwihnt worden.

Anmerkung. Besteht das zu einem Maximum oder Minimum zu
machende Integral nur aus einer Variabeln ¢ = :‘j-;, und héngt y mit den
andern Variabeln und deren Differenzialquotienten durch eine Bedingungs-
gleichung zusammen; so ergiebt sich unmittelbar

o¢ d¢ _ d¢ oL T el
TR TaE eai) AR o Y B e g i
Daher wird die Gleichung (1) hier
L d b . o d
J—a;-—-—dld“ (}.—é?)iﬁ..]ﬁ-'—[.’.la-:‘ —_ o (}1 )+ ]E -+ .

Hier setzt man die Coefficienten von A, E, ... glemh 0, eliminirt den Factor
A, und findet durch Verbindung der resultirenden Gleichungen mit der
Bedingungsgleichung die Relationen zwischen den Variabeln. Wenn in
kein hoherer Differenzialquotient von y als der n* vorkommt, so wird A n
willkiirliche Constanten enthalten, da die obigen Differenzialgleichun-
gen in Bezug auf 2 lineir und von n* Ordnung sind. Diese Constanten
kann man zur Erfiillung von n Gleichungen fiir die eine Grinze des Integrals

benutzen. Die Gleichungen reduciren sich aber, aufser der ersten
L == & a\b d A ) d-_ 2 )
oy c}_r” e EI w) ="

simmtlich auf die Form:

I a—
g B g) o E g () =
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so dafs die letate ist
oh iy o
i f?'_y‘"r
Sie werden erfiillt, wenn man fiir die eine gegebene Grinze des]ntegrals setzt:
dn d'=4 b )
a=0, ] P A Ry S oY + 1=

da= et "i 1= ¥
Da hiernach fiir dﬂn Grinzwerth x, die letzte Gleichung stattfindet, so kann

d.x

— durch folgende Gleichung be-

a*T
man den allgememcn Werth von o

stimmen:

ar='s
dart ( m“‘"* ) i ot e 1 A fgioa

deren Differenzial dann die schon yon Lagrange gegebene Form hat

d";.; (_g_ijr;_)

!'l'.l.' (1)" ] 1

Dritter Fall. Sind als Bedinglmgen fiur die Variabeln n Inl&grale

gegeben, welche innerhalb der gegebenen Grinzen gewisse Werthe behal-

ten sollen, : ffiday ess [fida),

wie dies fiir n = 1 der Fall bei den isoperimetrischen Problemen ist, und

sind deren unbestimmte Werthe F,, ... F, wo F,, FF noch unbekannte
Functionen von x bezeichnen; so kdénnen als Bedingungsgleichungen ange-
sehen werden:

—ffdx=0,,..F — [fdx=0,
oder auch dF, — fdx =0, ... dF, — f.dx = 0.
Da diese Gleichungen fiir alle Werthe der Variabeln erfiillt sein sollen, so
miissen auch die Variationen verschwinden, d. h. 8(dF,) — é(f,dx) = o,...
Multiplicirt man diese Gleichungen mit 2, ... v, und addirt die Integrale
dieser Producte zu /d(¢da); beachtet man ferner dals

* e 3,

frBdF, = /hddF, =38F, dad F,;

so bleibt unter dem Integralzeichen nur je ein blmd, welches mit der Va-
riation eines # behaftet ist. Da diese Variationen, als solche von noch un-
bekanuten Functionen, unabhingig von denen der andern Variabeln sind,
so miissen die Glieder, welche sie enthalten, gleich o werden, d. h. die
Factoren dieser Variationen miissen verschwinden. Letztere sind aber die
totalen Differenzialquotienten der Factoren A nach a, daher sind 2, ... v
von x unabhingige Grofsen oder Constanten a; ... 4. Unter dem Integral-
zeichen bleiben daher nur die Variationen der zu integrirenden Ausdriicke
4
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fdx, multiplicirt mit constanten Factoren. — Die Glieder 28 F aber, welche

zur Gleichung (2) gehdren wiirden, verschwinden ebenfalls; denn da die F,

zwischen den Griinzen des Integrals genommen, constante Werthe haben,

so miissen die Variationen dieser Werthe, oder die Differenzen der Variatio-

nen von F an den beiden Grinzen verschwinden. Also rithren alle Verin-

derungen, welche (1) und (2) erleiden, nur von den Variationen der fdx
er; (1) geht daher tiber in die Gleichungen

d dof dfi _d ¥ d¢ i daf s
T.};--I-a a! T ot/ _‘r}_‘f_ d:}_;(-a?+ —'--—afj +..)_.t.”—ﬂ.' etc.
Die Gleichung (2) aber wird :
S i
E}-;h H!Jr Ef. a).u i:lf
(p4af, +.. +fdf.)ht+(a)’ -—Fi..++ua—]—_—-—a ¥ o o +h )ﬁ—l—-...:t].

Aufgabe 1Vv.

Die Verinderungen der Grinzgleichung (2) zu bestimmen, wenn zwi-
schen den Variabeln fiir dieGrinzwerthe des Integrals n Bedingungsgleichun-
gen stattfinden.

Auflésung. Bezeichnet man die Grinzwerthe von x mit ., und ¥,
und die denselben entsprechenden Werthe der {ibrigen VYariabeln und ihrer
Differenzialquotienten mit ¥, ¥is 7! Yor Xor = ++ 41 B13 By Tgy + 2+, SO seien
die Grinzgleichungen von der Form

A e 0 ::r:, e _'}"u,_}'; vouy Doy Z;, Ly e .) ="l
Da diese Gleichungen fiir alle Grinzwerthe der Variabeln erfiillt sein miis-
sen, so auch fiir die durch Variationen vermehrten: daher werden die Va-
riationen der v, verschwinden, so dafs

o & d9 d
S ‘*a b i L
=l Fo T L oo

Statt die emze]nen Variationen zwischen diesen Gleichungen und der Glei-
chung (2) zu eliminiren, multiplicirt man wiederum die zuletzt erhaltenen
mit unbestimmten Factoren e, @, ..., addirt die Producte zu (2) und setzt
die Coefficienten aller einzelnen Variationen gleich 0.  Nach der Elimination
von @, B, ... hat man die noch iibrig bleibendenGleichungen vermittelst der
willkiirlichen Constanten zu erfiillen, ‘welche durch die Integration der Dif-
ferenzialgleichungen (1) in die Ausdriicke far y, z, ... iibergegangen sind.
Hierbei aber ist zu bemerken, dals einige dieser Variationen sich als Fune-

0% g,

By 1= By e =—— d"x‘ e e 2,4
dre 0z,

-n+..-=
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tionen andrer ausdriicken lassen. Ist nidmlich eine der Variabeln in den
Differenzialgleichungen so enthalten, dafs ihr hiichster Differenzialquotient
von der m'* Ordnung ist, so enthilt die Variable selbst m willkiirliche Con-
stanten, oder die Variable selbst und ihre m — 1 ersten Differenzialquotien-
ten sind fiiv einen gegebenen Werth von x willkiirlich zu bestimmen. Fin-
det dies fiir x = w, statt, so dafs dadurch den Bedingungen der Aufgabe
geniigt wird, so konnen diese Grinzwerthe der Variabeln u. s. w. als gege-
bene Functionen der andern Variabeln u. s, w. betrachten, eben so auch
ihre Variationen als abhiingig yon den fibrigen Variationen. Die m arbitri-
ren Constanten sind hierdurch bestimmt, und man hat daher die dem Griinz-
werthe x, entsprechenden Variationen jener Variabeln u, s, w. als unabhin-
gige zu behandeln.

Aufgahe V.

Die Unterscheidungszeichen der Maxima und Minima zu finden.

Auflésung. Es ist schon pag. 15 bemerkt, ein Ausdruck sei ein
Maximum, wenn seine zweite Variation ein negatives Vorzeichen habe, Wird
also die durch Gleichung (1) gefundene Form von y in die zweite Variation
des gegebenen Integralausdrucks substituirt, so mufs diese hesth’ndig negativ
oder bestindig positiv sein, wenn das Integral ein Maximum oder ein Mini-
mum haben soll. Nimmt man der kiirzern Rechnung wegen an, dafs von
y nur der erste Differenzialquotient in ¢ vorkommt, so ist die erste Variation

von f¢ dx folgende
dip d¢p dA
L U TN 4 S o M 1AM P00
o/l dr s dyf dx ) e
diese variirt giebt die zweite Variation:
d2 d% ¢ d4A agq, dA* |"_.i|:||:l Ejlslh di A
d { £ 3 —— — e Lz N R LI —)
,_f"'( ar a° 1 ayay G o D/ TaRRT gy + 7T
Integrirt man das letzte Glied theilweise, so bleibt unter dem Integralzeichen
statt der beiden letzten Glieder

_ L
{}':f:' d'r bﬁ
R B T b

a_y o x
wovon der erste Factor in Folge der fiir y schon erfiillten Gleichung (1) ver-
schwindet; daher ist die Bedingung folgende:
w 'd“t f"l E\’? 'd] Iiﬁ al q, da.'i":
e el L BT SN e T D L
0] t‘( d* Lt a'_l’aj" A dx i E}J‘H du® )
4%




28
HARRARAHARGXARAS
mufs innerhalb der gegebenen Grinzen fiir ein stattfindendes Maximum stets
negativ, fiir ein Minimum stets positiv sein, so klein auch A sein mag. Es
findet daher ein Minimum auch dann statt, wenn der Werth des Trinoms
unter dem Integralzeichen von der untern Grinze x = x, bis zur obern
a = @, bestindig positiv ist; ein Maximum dagegen, wenn wihrend dieses
ganzen Intervalles das Trinom das negative Vorzeichen behilt. Beide Be-
dingungen vereinigen sich in der, dafs das Trinom nicht vom Positiven zum
Negativen iibergehe. Bezeichnet man —‘5? mit A', und den Theil des Tri-
noms, der stets ein und dasselbe Vorzeichen behilt, mit
(a) MAY 4 2 INAA" 4 Pa™,
Bringt man diesen auf die Form

Pﬂ."' é""! - 2 dr N f"f
( A X 2T )’
so ist zunichst das Vorzeichen von PA® d. h. von P zu bestimmen. Damit

fiir alle beliebigen Werthe von %— der in Klammern eingeschlossene Aus-

druck stets positiv bleibe, wie es fiir sehr grofse Werthe jenes Quotienten
derFall ist, ist zu verhiiten, dafs derselbe vom Positiven durch o zum Nega-
tiven iibergehe. Diese Bedingung wird ausgedriickt durch V* — MP <o;
dann ist (&) positiv und negativ zugleich mit . Aus der Untersuchung der
Grifsen M, IV, P in jedem einzelnen Falle ergiebt sich das Verhalten des
Ausdrucks, falls derselbe unendlich werden sollte.

Der vom Trinom tibrig bleibende Theil ist = -

S A% ) @ ) ( d%
At = ) Al — ) At (i) ;
() dr’ 5 dy dy % dy'* ) g
sein Integral sei » 4+ AA 4 pA®, woraus man findet
d*e ; dis atp dx
= = .n‘ —— — —_— =
G dy dr' Yo i ot sl da P

Letztere zwei Gleichungen ergeben, dafs AA aus dem Integral verschwindet,

T

und » eine Constante ist. Da das Glied, welches P — %“T entspricht, im

differenzirten Integrale fehlt, so erhilt man den Werth von P gleich %‘f—
Das Integral x 4+ pA® ist, in Bezug auf die beiden Grinzen x,, x, genom-
men, nur abhingig von pu, und 1, A% (4, — u,) ist aber
positiv, wenn firx =a, uZ20; firx =2, , 1S o;
NEERULY el e ol s o s g s o plifl i Ugtet o op o ceivin oy im0
Es kommt also bei der Ugterscbeidung zwischen Maxima und Minima
'$

einmal auf das Vorzeichen von B an, alsdann auf die Werthe von u. Diese
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Grifse ist durch die Bedingung bestimmt: V¢ — MP < 0, welche nach Ein-
setzung der oben gefundenen Werthe folgende Differenzialgleichung ergiebt:

et g o

Lilst man der Einfachheit wegen nur das Gleichheitszeichen gelten, so ist
doch die allgemeine Auffindung von y, eine Aufgabe der Theorie der Diffe-
renzialgleichungen, erst Jacobi gelungen (Crelle XVII), Dieser bestimmte
u durch die partiellen Differenziale von y selbst auf folgende Weise. Ent-
hillt y nach der Integration der Gleichung (1) zwei willkiirliche Constanten

dr d
a und b, und setzt man v = « —,}: -+ 83 ‘a’; , wo @ und B zwei neue Con-
: . 9% s T . .
stanten bezeichnen, so wird p = - + ——— ¢ r,'t— Dieser Satz ist
) dr dr W ida oy

C i g
schon im sechsten Bande des Liouville’schen Journals bewiesen worden:
jedoch kann die Hcrleitung und die Verallgemeinerung des Satzes aus so
fruchtbaren und umfassenden Betrachtungen von Differenzialgleichungen ge-

wonnen werden, dals wir diese schicklicher an einem andern Orte zu geben
gedenken.

Aufgabe VI
Wenn in dem Doppel- Integral

/'_7;"'- d-r . :lrJ ("b1-y! £y ?I: 1 az ¥ "at:: ] -32“1'_“ ‘_a.:—:')
. dx dr dx? dxzdr © dr*
z eine unbekannte Function von a und ¥, dil : —-g—f— ... die partiellen Dif-
ferenzialquotienten von z nach x und » bezeichnen, so ist die analytische
Relation zwischen diesen Gréfsen zu finden, welche ausdriickt, dals
jedes Integral zwischen gegebenen Griinzen einen grofsten oder kleinsten
Werth habe.

Auflésung, Die Variation des Integrals mufs auch hier verschwin-
den; durch zweimalige Anwendung des Satzes III wird aber die Variation auf
den zu integrirenden Ausdruck ¢pdady tubertragen. Da nun &(¢pdxdy)

= 8¢ + dady + déx « ¢pdy 4 ddy + pdx, und

d a
/;S't s pdy = LER hdy —L/i_"i}): dx d_fﬁi‘!lf s ihdxr = SJ' s ipdix .:/1 i 'SJ‘JJ. dx,
. d.x . dy

so ist die Gleichung fir die totale Variation :

ol d d
0= tlrJ-‘.'.t'-d_r'+ﬁ:-3y-fI;z' +/]'(Enp— ¢ S — —fJ—rﬁ_}-’)dtdy
') . du dy
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Was zuerst das vorhandene Doppel -Integral betrifft, so ist die abhingige
Variation é¢ in der Weise zu bilden, dafs aufser x und y auch z und fir's
Erste dessen partielle Dxfierenzmle unabhhngl e Variationen erhalten. Fiir
das totale Differenzial sind nicht nur z, E‘l: ga* ; '_*ia.r , sondern

dar
auch gz y -g}-_—— als 1mpllmteFuncuonen von x zu betrachten; dasselbe gilt

i - d - i 1
in entsp:'echender Weise fiir —~. Bezeichnet man ferner die partiellen

dy
Differenzialquotienten von ¢ nach ugi-a —gu__—iv ‘-3%‘_";;7—: v mit _g(a:ij' /

dep © oo
dlsyat) g G Ty S

, 50 erhilt man als Function unter dem doppelten In-

tegralzeichen
z d¢ ds %= 02 ¢
S e )+*§m i P = i o3y %)
C E a cl..
+d{i‘f;>(‘*%‘ m*‘*’r*’fﬁ Ty O de ) +

Der Factor von %— hat eine Form, welche ahnlmh wie in de.-n frii-
heren Aufgaben A, E gebildet ist; bezeichnen wir ihn mit Z, so sind die
Factoren der iibrigen Differenziale auf Z zuriickzufiihren.

Um zuerst die Variation von —g% zu bilden, betrachte man den Zu-

wachs, den z erhilt, wenn y als constant angesehen wird: er besteht in

—g—x ~ da; variirt man den um dieses partielle Differenzial vermehrten Werth,

so fithrt dies zu einer neuen Function z. Andrerseits ist zu z 4 4z das In-
crement zu addiren, welches den auf z 4 dz folgenden Werth eben dieser
neuen Function bestimmt: die Differenziation kann nur nach . geschehen,
50 dafs

=

dz aaz
S

0 _
dr‘+6(=+ﬁdr)_:+5:+—é:d.;+ a_-g_-
Im partiellen Differenzial wird dx als ein invariabler Factor betrachtet; da-

her giebt die eben erhaltene Gleichung
5 3: 2 00z
: e
ohs d El~ o a 9%z d [
Da nun o= 8x === i), 5 Bxdu' =55 %) 32 b= 25 82),
wo man der Allgememhen wegen dx, Sy nicht differenzirt, so sind die Fac-
toren der partiellen Differenziale von ¢ in obigem Ausdruck aufser dem

gz a7z !
ersten =, 5y ey und dieser Ausdruck selbst

du,
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dip do 02 dp . dZ dip ot Z difr d°Z
i TP N T 173 e P i TPy W P i TPy W ey
a¢ 0'Z

glaz) . o0
Bei der Transformation desselben darf unter dem doppelten Integralzeichen
nur ein Product von Z bleiben; der andre Theil wird daher aus einem oder
aus beiden Integralen heraustreten. Setzt man daher den totalen Aus-
druck gleich 5 ; Sz
: "
R A Deutoma o 07
so werden £, » noch mit einem der ersten partiellen Differenzialquotienten

behaftet sein. Sei

0% dZ
.:;—-'?07-"!‘0: ,;_'—t, mj._.:ra,n‘}-f-:riqtr, =733,

Durch Vergleichung der mit z oder dessen Differenzialen behafteten Glie-
der, erhilt man

_Fiﬁq;_ "‘]'E'D__ derg _'E}!T
A dx dr da dy !
do . _dgs or o¢ il g dr
T i e g ST e T A T . i
dep dop el d

Y P G R 7o TR T A S i
Hieraus ergiebt sich unmittelbar
atb adj ;}d} arh

- de Bt d d(z, =°) s ‘HTz,_(i Ayt dep o t!(_’i ¥ J a{z xp)
0T Az ) dx d7nbaaatin. aas e b % ik,
3 ﬁ_a:fr 3 Hj_f_t__ s L 3z _“—J'_ 3¢ d
& 31!! E](:, x) 74 a[:_zi}. = d{;' _;,-‘!} B l_:]j:,:3 :Jr} 1t E(Z,_}"':I
AT dir oy FES dx Oy dr® i

Hier ist ® der unter dem doppelten Integralzeichen stehende Aus-

a¢ 0%
Teoay), 2 demselben ginzlich heraus; ¢, Z + p, a y

aus den eben gefundenen Glemhungen fiir o, und g, zusammengesetzt, steht

druek ; dagegen tritt

Z . .
unter dem auf y, 7, Z + I:rl%-— unter dem auf x sich beziehenden Integral-

zeichen, Demnach wird der nur einer Integration unterworfene Theil der
gcsammlen Variation folgende Gestalt haben:

g ,__..a_‘f.’.__) ;

d¢ El(z., “'J'} d (= r") - di _Z

7 ( d&Ha) | o= 3y 1 T sD i
( dop L ) ]

d{:. x*) a(z =) d¢  0Z

f Iij&r+ §(= J:} dx HE a)' e a{z, J:i] dx

@) "
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Setzt man, um die Variation verschwinden zu lassen, zuerst @ gleich
0, so gewinnt wan eine partielle Differenzialgleichung, aus welcher z zu be-
stimmen ist. In (2) hat man den Factor von da fiiv die Grinzwerthe des
auf » beziiglichen Integrals, den von dy fiir die des auf x beziiglichen In-
legrals einzurichten. — Wendet man hierauf geometrische Vorstellungen an,
so hat man Probleme iiber Flichen hierher zu rechnen: ® = 0 muls dann
fiir die ganze Ausdehnung der Flichen erfiillt werden. Da die Begrinzung
derselben durch Curven geschieht, so mufs (2) = o fiir die Punkte dieser
Gréinzeurven stattfinden.  Fiir die Discussion von (2) = o gelten die Bemer-
kungen iiber Elimination von Variationen, wie sie schon fir Aufgaben mit
einfachen Integralen aufgestellt sind. Ist die Grinzcurve vollig bestimmt
und unverdnderlich, so verschwinden die Variationen der Grinzgleichung
von selbst.

Anmerkung 1. Man kann zu dieser Aufgabe Bedingungsgleichun-
gen hinzufiigen, welche die Resultate mehr oder weniger complicirt machen
(s. Aufg. IIT und IV). Hier soll nur noch die dem isoperimetrischen Pro.
blem analoge Aufgabe erdrtert werden. Ist nimlich die Bedingung fiir das
Maximum oder Minimum des Integrals gegeben, dals ein neues Doppel-

EI:
J‘T;"(:t', ¥e- &y —-.cl—-_-.,...) dx dy
0k

fiir die gegebenen Griinzen einen constanten Werth hahcn 501] so kann die-

Integral

selbe auch durch die Gleichung ausgedriickt werden ——— d — f=y,

F das unbestimmte doppelte Integral von fist. I‘rIultlp]]t‘.n‘t man die eben-
falls verschwindende Variation der linken Seite dieser Gleichung mit einem
unbestimmten Factor w, so ist das Doppel-Integral dieses Productes zur Va-
riation des urspriinglichen Integrals zu addiren. Hier aber findet sich nach
Auslibrung partieller Integrationen nur ein Glied unter dem doppelten In-
tegralzeichen, wethes dle unabhiingige Variation 8 F enthilt. Da demnach

der Factor von & F, , verschwinden mufs, so ist leicht zu sehen, dafs

die Variabeln a und? 13. w von einander getrennt sind, also u = ¥, (x) 4+

. (y). Bestebt f(a, ...) nur in s selbst, d. h. soll das Volumen einer
Fliche, deren Grinzen durch die des Integrales bestimmt sind, einen con-
stanten Werth haben, so tritt zu dem Ausdruck @ nur noch das Glied
— w hinzu,

Anmerkung 2. Die hier angewandte Methode zur Auffindung der
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unter dem doppelten, unter den einfachen Integralzeichen stehenden, und
der von denselben freien Ausdriicke, liefert bestimmte Resultate auch fiir
den Fall, dals in dem Integralausdruck simmtliche partielle Differenzial-
quotienten von z bis zu denen der n'** Ordnung vorkommen.
Nach geschehener Variation kann der Ausdruck unter dem Integral-
zeichen auf die Form gebracht werden:

Ehlrm acp aZ E]I.P dZ dih anz
A A, T s L el R RIS e 2 ¥
(A)idsnem; 3G, % 9% 6,9 % 3G ) A
3 3"z 3 32 3¢ . 9nz
o LT__,' - :_I - -+ ¢.+—~:PJ_' -:--—--[_.-'—;r—_-*l—- = '.L -r Ty
d(z =" ~'y) dx="""0r d(z xy™=") 0wy a5 r") Ay

Fiir diesen hat man wie vorhin zu setzen
TN
o 2 oy e EU'
Bezeichnen g,, ¢, .., Tgy @5 <45 Tos Tises Ty » -» noch unbekannte
Functionen, so werden die Grifsen £, %, { durch folgende Gleichungen

dargestellt :

‘l’dﬂ‘:-{—

a4z d* 7z A=ty
E =007+, A —+ o2 at U e T
EZ ;:_i*x ar=l g
1 =70Z 0, = Tamag ki ok Ta e
oy dr |
dZ d% 0° % P/
i Z P —— - Tan . B
g ofi = Ts0 da :ri’b, 2107H =, Tasy PET
e "% S d T2 LIl an—ty
*a—290 ;_-I J-_nul'.: *a—291 a-lﬂ'" —3 a} e Ta—8in—9 ;Jlrn—-."_ H

hier hat man zu beachten, dafs in den Indices von 7 der erste Theil, vor
dem Komma, die Ordnung des Differenzialquotienten von Z, der zweite,
nach dem Komma stehende Theil den Grad des im Nenner des Differenzial-
quotienten vorkommenden ¢y angiebt.

- n®—n ; &
Da in {¢ ——— Factoren vorkommen, so hat man, incl. ®, iiber-

-

S == 3n

haupt

-+ 1 unbekannte Functionen, also eben so viel, als in (.A)

']

Coefficienten von Z und dessen Differenzialen vorhanden sind. Um g 5T

de d ot g : :
zu finden, mufs man == —.j TT’LT entwickeln, und die Factoren
v 1 ¢

der Differenziale von Z gleich den entsprechenden in (4) setzen. Uber die

aus dieser Eutwic]—:lung resultirenden Factoren ist zu bemerken: dafs sie in

je vier Gliedern bestehen, mit Ausnahme derjenigen, welche in die n — 1"

Differenziale von Z multiplicirt werden und nur je drei Glieder enthalten,

so wie derjenigen, welche zu den n'** Differenzialen von Z gehéren und nur in
5
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je einem Glied bestehen. Der Factor von Z selbst ist
d 2
(_f:] ) a-""n iy a o

P 4 : :
dix aj (].ra_}'

v

’ . d -
die Form eines Factors von o st

08a (1 PR (o o0
gt e + s et et
dx dr dax dy
"z
die eines solchen von ist
a0
B‘TM a"u—um—r agfmn.
Cumt e +
: dr da da dy
. 1wk 5 it/
endlich d fac ; -,——-—"
ie eines Factors von e j
NG ol S 1
o dr dedy

Eine leichte Rechnung zeigt, dafs der gesammte Ausdruck, welcher die
n" Differenziale von Z enthilt, folgender ist:

oz d"Z J*Z Sy 4 a7z
—_— g Ty Ti_e Ty T Iy T e
dx" £ die" =t dr ot Ei.a:"_‘df* 8. dxgdy ! AR
4" Z
e e P e b
dr

Indem man dies mit den entsprechenden Formen des Ausdrucks A ver-
gleicht, erhilt man

B O e O L T M WY e
2 RO RN R N T e W e T ey )
Aus den Differenzialen dieser Werthe nach x und y in Verbindung mit den
resp. Gliedern von () erhilt man ohne jede Rechnung simmtliche g, =, 7
und endlich ®#. Der letztere Ausdruck ist bekannt; er giebt, gleich o ge-
setzt, die Differenzialgleichung fiir z. Die Ausdriicke unter den nach x
resp. » zu nehmenden einfachen Integralen, welche schon in Aufgabe VI
angegeben sind, werden vermehrt um

3
- L TR : :
at__r =) ) ( an:- G )eaz- 3¢ 0*2
L4 e H_T-l-( 3{-’,}“} +--) a,l's T ]
:j:

0f =
d(z, x?) Az ' y) )a.'&
(—.:l : +...)£+( S TR S

endlich der von allen lntegrationen freie Ausdruck ist

L dep
( 99 __d==ly) 3{1 U“J ) ( ‘“‘ ( 9P _ 1oz
EI{:,.TJ') dx r, € “r) rl( xy J } EJ.'.}" +
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Die Einfilhrung der Gréfsen £, », ¢ hat den Vortheil, dafs aus einer und
derselben Rechnung alle Theile der Variation des Integrals sich ergeben,
und sogleich jeder derselben einzeln fiir sich resultirt; man findet unmittel-
bar die unter dem doppelten, den einfachen Integralzeichen stehenden Aus-
driicke und denjenigen, der vom Integral frei ist. Allerdings scheint Ja-
cobi in dem Crelle’schen Journal (XVII, pag. 75) einen kiirzern Weg ein-
zuschlagen. Wenn man danach die Variation eines nfachen Integrals discu-
tiren will, so erscheinen die im Anfang eingefiihrten Ausdriicke hichst ein-
fach. Setzt man nimlich y als abhingige Variable, x,, x,,... x, als unab-
hiingige Variabeln, so ist die Gleichung zu bilden

06 98, R,
dr, ' dwp """ gu,
; . : 2! - ok:  oF, k. |
af df dw L df diw ?’.'_‘ =y .. =
T e L LUPE S [P L Fem i
:_1)' 5 U(J’,J‘J av‘] l_'.‘l(_l",x,,) a-r, i ¥y Ehl I
i 0 Rk
a‘xl b 32':"” ::-l'..

wo £, u, s. w. Functionen von w, rg'in, .. W. 8. W, bezeichnen. Die Auf-

findung der £ selbst aber, und damit des A, bietet so erhebliche Schwierig-
keiten wegen der resultirenden Differenzialgleichungen dar, ebenso die Tren-
nung der unter n — 1, n — 2, .. 1, ¢ Integralzeichen stehenden Ausdriicke,
sogar schon dann, wenn unter dem zweifachen Integral sich nur die zweiten
Differenzialquotienten von Jf befinden; dafs man in dem von uns beobach-
teten Verfahren einen mindestens eben so kurzen Weg zum Resultate finden
wird. Unsere Rechnung hilt die einzelnen Theile des Resultates mehr aus
einander, und hat mit der Jacobi’s den Vorzug der Einfachheit gemeinsam,
dafs man durch eine und dieselbe Operation zu simmtlichen Theilen des
Resultates gelangt.
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