Finfithrung in die Infinitesimalrechnung,

Uit: Aufpahme der analytischen Geometrie in den Unterrichtsplan aller hoheren Lehranstalten
hat zur Folge gehabt, dafs diesem Unterrichtszweige eine grolsere Beachtung als bisher zu Teil
geworden ist, indem nicht nur in den bestehenden mathematischen Lehrbiichern der analytischen
Geometrie ein besonderer Abschuitt eingeriumt wurde, sondern auch vielfach selbstindige Leit-
fiiden, die sich nur mit diesem Gegenstande beschiiftigen, entstanden sind. Gewohnlich wurde
bei der Behandlung des Stoffes von den Eigenschaften einzelner Curven ausgegangen und hieraus
die Gleichung derselben abgeleitet; nur vereinzelt findet man das umgekehrte Verfahren,
aus der Gleichung auf die Gestalt und die Eigenschaften der sie darstellenden Curven zu
schliefsen. Und doch ist gerade die letzte Betrachtungsweise die wichtigere, da sie es be-
sonders gestattet, gleich von Anfang an die praktische Anwendbarkeit des Koordinatenbe griffs zu
zeigen. Man sollte sich aber zuniichst hiermit begniigen. Denn wollte man bei der Behandlung
der Kegelschnitte die allgemeine Gleichung des 2. Grades zu Grunde legen, so wiirde das fir
den Anfiinger oft zu grofse Schwierigkeiten bieten; legt man sich aber vorher die Gleichung so
surecht. dafs sie der Reihe nach vom Kreis beginnend die einzelnen Kegelschnitte ergiebt, so ist
dabei die Willkiir zu vorherschend und wirkt deshalb hemmend auf die ganze Entwicklung ein.
Hier ist die erste Behandlungsweise vorzuziehen, da sie die einfachere und daber fiir den Anfinger
leichter fafsliche ist. auch hat sie noch das fiir sich, dafs sie mit dem Verfahren iibereinstimmt,
das Cartesius, der Begriinder der analytischen Geometrie, zuerst angewendet hat, nur muls sie
an gecigneten Stellen passend durch die erste Methode ergiinat werden.

Die praktische Anwendbarkeit des Koordinatenbegrifis ist eine so vielscitige und ver-
breitete, dafs niemand in Verlegenheit sein wird, geeignete Beispiele fiir die Schule zu finden, sei
es dals er dieselben aus der Statistik, Erdkunde, Physik oder aus anderen Gebieten entnimmt.
{Therall, wo eine derartige Abhiingigkeit zwischen zwei Grofsen besteht, dals die Anderung der
einen auch die Anderung der =L1Ll111t.'lt gur Folge hat (eine Funktion der anderen ist), wird eine
araphische Darstellung mit Hilfe des Koordinatensystems miglich sein. Die pinfachste und sich
am hiiufigsten darbietende Beziehung ist die, die veriinderliche Grilse als Funktion der Zeit zu
betrachten. doch werden sich namentlich auch in der Physik leicht andere Bezichungen finden
lassen. Ich fiihre nur ein Beispiel an: Die Druckhihe in communicierenden Rohren eine Funk-
tion der Entfernung vom Druckgefils, da dies zur allgemeinen Behandlung der geraden Linie iiber-
leiten kann,

Besondere Anwendung findet die graphische Darstellung auch in der Medicin und vor
allem in der Physiologie, wobei die Veri tuah-t*u11mrm die in verschiedenen Lebewesen vor sich gehen,
nicht nur als Funktionen der Zeit, sondern auch als solche von verschiedenen fiulseren Lindr iicken,
als Reizstirke. Druck, Temperatur etc., dargestellt werden konnen. Wenn auch noch so genaue
und wmfangreiche Tabellen angefertigt werden, welche die Beziehung verschiedener Grilsen zu
einander ausdriicken sollen, so werden sie doch nicht im Entferntesten erreichen, was hier die
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graphische Darstellung leistet. So giebt z. B. die Fiebercurve (Lebenswiirme als Funktion der
Zeit), die jeder Wirter ohne Schwierigkeiten aufzeichnen kann, dem Arzt sofort einen Uberblick
ither den Verlauf der Krankheit: und namentlich wenn durch hesondere Zeichen an der Curve
die Zeiten angemerkt werden, an denen die Mahlzeiten eingenommen oder irgendwelche irztliche
Anordnungen ausgefiihrt wurden, so konnen die Wirkungen sofort festgestellt werden, wenn man
den Verlauf der Curve mit der eines gesunden Menschen vergleicht. Bei vielen Vorgiingen ist
aber die Zeit, in der merkliche Veriinderungen stattfinden, eine so kleine, dafs direkte Auf-
zeichnungen unmoglich werden. Dies hat zur Konstruktion von Registrierapparaten gefiihrt, die
fortlaufend selbstthiitiz die Curven aufzeichnen, und die auch im ausgedehntesten Malse bei
metereologischen Beobachtungen Verwendung finden. Wer sich genauer iiber diesen Gegenstand
unterrichten will, den verweise ich auf ,Langendorfl, Physiologische Graphik®,

Nur selten zwar werden die so aufgezeichneten Curven ein bestimmtes Gesetz erkennen
lassen und eine weitere mathematische Behandlung gestatten, wenn aber ein solches Gesetz
bekannt ist, nach welchem die Abhiingigkeit zweier Griilsen von einander stattfindet, wenn also
zwischen zwei Grilsen # und y eine Gleichung sich aufstellen lifst y =f(x), so lilst sich aus
derselben auf die Gestalt und den Verlauf der Curve, ob sie zu- oder abnimmt, der = Achse
die concave oder convexe Seite zukehrt, wenn sie den hichsten Punkt erreicht etc., ein Schluls
ziehen, ohne dafs die Curve gezeichnet zu werden braucht. Hierzu ist aber die Einfithrung in
die Grundbegriffe der Infinitesimalrechnung erforderlich, ein Schritt, der zwar etwas Neues fiir
die Schule zu fordern scheint, in Wirklichkeit aber mehr oder weniger versteckt schon oft
gemacht worden ist. Ja, wenn man bedenkt, eine wie mannigfaltize Anwendung die Infinitesimal-
rechnung zulifst, uud mit wie einfachen Mitteln sie oft schnell zum Ziele fithrt, so muls man
sich wundern, dals dieser .'ffv.'eig der mathematischen Wissenschaft, dem sie selbst einen so un-
geahnten Erfolg zu verdanken hat, der jetzt auf allen Gebieten der Naturwissenschaft eine herr-
schende Rolle spielt und zu grolsartigen Entdeckungen gefiihrt hat, nicht schon lingst eine weitere
Beachtung gefunden hat. Der Grund hierzu mag wohl darin liegen, dals bis in dieses Jahr-
hundert hinein selbst zwischen den beriihmtesten Mathematikern keine Einigkeit in der Deutung
der Differentiale bestand, und dals die Rechnung mit unentlich kleinen Grofsen, die nachher
wieder vernachlissigt werden, in dem Anfinger den Schein erwecken kinnen, als handele es sich
hier nur um eine Beinahrechnung und nicht um ebenso absolute Gewilsheit, wie in den iibrigen
Zweigen der reinen Mathematik. Dieser Schein wird schwinden, wenn man den Stein des An-
stolses ganz beseitigt und die Differentialquotienten ohne Benutzung unendlich kleiner Griifsen
ableitet, was sich ohne grofse Schwierigkeit bewerkstelligen lifst. Bevor wir aber hierzu iiber-
gehen, wollen wir eine kurze Ubersicht iiber die Geschichte der Infinitesimalvechnung voraus-
schicken und damn die verschiedenartige Bedeutung und Anwendbarkeit der Differentialquotienten
auseinandersetzen.

Drei Probleme waren es, die hauptsiichlich zur Entdeckung der Infinitesimalrechnung
gefiihrt haben: 1. Die Quadratur, 2. das Tangentenproblem, 3. die Maxima- und Minimarechnung,
Das iilteste Problem, die Quadratur des Kreises, lifst sich bis in das 17. Jahrhundert v. Chr. ver-
folgen, wo wir bei den Agyptern in dem Papyros des Ahmes die Angabe finden, dals der Inhalt

des Kreises gleich dem eines Quadrates sei, dessen Seite der um g seiner Linge verminderte
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Durchmesser ist, also A={2 — 2= g ) 7% woraus filr & der schon ziemhich brauch-
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bare Werth 3,16 folgt. Etwas spiiter finden wir bei den Babyloniern ein Verfahren, aus dem
sich zwar fiir 7 der ungenauere Werth 3 ergiebt, das aber insofern von Wichtigkeit ist, als hier
zum ersten Male ein in den Kreis eingeschriebenes regelmilsiges Polygon, niimlich das Sechseck,
zur Berechnung des Kreises benutzt wird.

Antiphon, ein Zeitgenosse des Socrates, suchte auf zwei verschiedenen Wegen den Inhalt
des Kreises zu bestimmen, indem er erst von dem dem Kreise eingeschriebenem Quadrat, daumm
von dem eingeschriebenem Dreieck ausging, und durch Anlegung von gleichsehenkligen Dreiecken
an die Polygonseiten dem Kreise immer nither zu kommen suchte. Noch genauer war das Ver-
fahren von Bryson, der dem eingeschriebenen Polygon noch das umgeschriebene hinzufiigte, und
dadurch den Grund zu der heute iiblichen und fiir die Infinitesimalrechnung so wichtigen Grenz-
bestimmung legte. Die Alten sind aber nie so weit gegangen, die krumme Linie als ein Polygon
vonl unendlicher Seitenanzahl zu betrachten, selbst bei der von ihnen angewandten Exhaustions-
methode vergleichen sie nur Teile, die eine endliche vergleichbare Grisfe haben. Zwar hatte
schon Aristoteles eine klare Vorstellung von dem Begriff der Stetigkeit, auch wulste er besonders
den Trugschliissen eines Zeno gegeniiber geltend zu machen, dals ein Unterschied vorbanden ist,
unendlich vieles zu zihlen und durch unendlich viele continuierlich auf einander folgende Punkte
sich bewegen, doch hat er so wenig wie Archimedes, der durch seine Sandrechnung den Begriff
des Unendlichgrofsen in die Mathematik einfiihrte, eine allgemeine Methode fiir die Quadratur
aufzustellen vermocht, so mannigfaltic und bewunderungswiirdig auch die vielfiltigen Flichen
und Korperberechnungen namentlich bei Archimedes sind.

Frst Keppler betrachtete den Umfang des Kreises als aus unendlich vielen Punkten
zusammengesetzt, von denen ein jeder die Basis eines Dreiecks bildet, dessen Spitze der Mittel-
punkt des Kreises ist, und wandte dieselbe Betrachtungsweise auch auf die Kugel an. Durch
ihn wurde der Begriff des Unendlichkleinen in die Mathematik eingefiihrt und, was die Haupt-
sache ist, anf verschiedenartige Weise bei vielen Problemen mit grofsem Vorteil benutzt. Seine
Falsrechnung machte Keppler zum Vorliufer des Cavalieri, der in seinem Methodus indivisibilium
das nach ihm spiiter benannte Princip zur Berechnung von Kérpern anwendete, und damit ge-
wisser Malsen eine Integration oder Summation unendlich vieler unendlich kleiner Griofsen vor-
nahm. Zugleich trat jetst auch das Tangentenproblem, die Konstruktion von Tangenten an be-
liehige Curven, und mit ihm die Maxima- und Minimarechnung in den Vordergrund, besonders,
nachdem durch Cartesius eine bequeme und leichte Behandlung der Curven mit Hilfe des
Koordinatensystems miglich wurde. Denkt man sich an eine beliebige Curve in einem Punkte P,
dessen Koordinaten x, ¥ sind, eine Tangente gezogen, und nennt man den Winkel, den diese

l'angente mit der Abscissenachse einschlielst «, die Subtangente a, denn ist cr.;t--é--. mithin ist
e

die Subtangente und damit auch die Tangente bekannt, wenn es miglich wird, tge durch die
Koordinaten des Punktes P auszudriicken. Derartige Erwigungen fithrten Leibnitz zu der Ent-
deckung der Infinitesimalrechnung, und zwar auf rein mathematischem Wege, wiihrend Newton
unabhiingig davon zu denselben Ergebnissen gelangte, indem er einerseits von der Quadratur aus-
cing, andererseits die Mechanik zu Hilfe nahm, eine Betrachtungsweise, die vor ihm Roberval
und vor allem Barrow angewendet hatte, ohne sie jedoch zu einer allgemeinen Methode zu er-
heben. Barrow liefs die Curven entstehen durch Bewegung einer Graden (Directrix) parallel mit
sich selbst und eines Punktes aunf dieser Graden, und er zeigte, dals die trigonometrische Tan-
gente des Winkels, den die Tangentenlinie mit der Abscissenachse bildet, gleich ist dem




Quotienten aus der l;t'.:,rhu.'illdif__;L{L'ii des Punktes zu der der Graden, was im wesentlichen it
der Newtonschen Ableitung des Differentialquotienten iibereinstimmt. Leibnitz und Newton haben
beide das Verdienst, zuerst allgemeine Regeln zur Ableitung des Differentialquotienten angegeben
zu haben, withrend vorher nur einzelne Fille behandelt wurden, und Leibnitz das besondere Ver-
dienst, zuerst fiir das Differential und Integral bestimmte Zeichen eingefihrt zu haben, wodurch
die Rechunng bedeutend vereinfacht wurde. FEinen Beweis fiir die von ihm aufgestellten Liegeln
konnte Leibnitz aber nicht immer bringen, da ev iiber die Grundlage seiner Rechnung sich selbst
wicht klar war. Die Differentiale sollten kleiner sein als jede angebbare Gréfse und doch nicht
Null. Null konnten sie nach Leibnitz’ Ansicht nicht sein, da mit ihnen dividiert wurde, und eine
Division mit Null keinen Sinn hiitte, und doch vernachliissigte er diese Grilsen endlichen gegen-
iiber, ohne einen anderen Grund angeben zu konnen, als den, dals die Rechnung zu richtigen
Resultaten fiihrte®)

Genauer und bestimmter in seinen Angaben ist Newton. Nach ihm sind der Differential-
quotient und das Integral die Grenzwerte, denen sich der Quotient verschwindender Grilsen
oder die Summe dieser Grofsen nihern, je kleiner sie selbst werden. Auch kommt bei ihm
zuerst das Prinzip der Infinitesimalrechnung in Anwendung, eine Grifse wachsen zu lassen, um
sie dann nach erfolgter Umformung wieder zu annullieren. Es kann hier nicht der Ort sen,
das Verfahren dieser beiden grofsen Mathematiker im einzelnen zu verfolgen, ebenso wenig wie
die verschiedenen Versuche spiiterer Mathematiker, besonders eines Huler, Lagrange, Cauchy,
eine strengere Begriindung der Infinitesimalrechnung herbeizufilhren, es soll im folgenden nur
aezeigt werden, wie dem Schiiler der Begriff des Differential-Quotienten und der Rechnung mit
demselben klar und ohne grolse Schwierigkeit dargelegt werden kann, und dafls die mannig:

faltige Anwendung, die diese Rechnung gewiihrt, Zeit und Miihe reichlich belohnt, die daraut
angewendet wurden, da sie viele Beweise, namentlich anch aus der Physik, die sonst nur auf

umstiindliche und oft sehr schwer verstiindliche Weise gefiihrt werden konnten, viel schneller und
sicherer erledigt. Ausdriicklich mige noch einmal betont werden, dafs das Verfahren, das hier
benutat wird, nicht etwas absolut Neues in den Schulunterricht einfilhren soll, sondern dafs es
sich im wesentlichen an dasjenige anschliefst, das Schellbach in ihnlicher Weise vieltach an-
gewendet hat, nur soll dasselbe verallgemeinert werden, damit der Schiiller nicht bei jedem
Beispiel die Rechnung von neuem auszufithren hat.

¥) Liiroth, Rektoratsrede. Freiburg 1553,
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Es sei v = f(«) die Gleichung irgend einer Curve, #= 04 und y = PA die Koordinaten
eines Punktes P, ay, y die eines benachbarten Punktes B, fiir den also y =7 (). Zieht man
dann zur Abscissenachse die Parallele PB =, — @, dann ist P, B=y —y=7f(a) —f(«) und

YESge AL '{}T]; g1 ist aber tg P, PB = 1g oy, wo &, der Winkel ist, den die Sekante PP,

&y — @ @y — & &y — i
mit der Abscissenachse bildet. Denkt man sich nun diese Sekante um P gedreht, so dals die
P o e . ~Y Vi—W . : s s
Punkte P und P, immer niher riicken, so behilt die Gleichung tg e, =" < stets ihre Giiltig-
= Ty — @

keit, sie wird sie daher auch behalten, wenn P, mit P und mithin auch 2 mit 2 und y, mit y
gusammenfallen, d. h. wenn die Sekante zur Tangente wird. Bezeichnen wir den Winkel, den
die Tangente mit der w-Achse bildef, mit «, so ist also tg e =lim I:l . r: wo lim (limes) den
ay — @

Grenzwert bezeichnet, den dieser (uotient erreicht, wenn mxy mit @y, zusammenfillt. Diesen
Grenzwert bezeichnen wir mit »" und nennen ihn den Differentialquotienten oder die Ableitung
der urspriinglichen Funktion y =/(#), wihrend man das nmgekehrte Verfahren. das Aufsuchen
der Funktion aus ihrer Ableitung Integration nemnt. Es besteht mithin zwischen dem Differential-
quotienten und dem Integral eine fdhnliche Beziehuug, wie zwischen Potenz und Wurzel. Diese
Auffassung der Integration als die Umkehrung der Differentiation gestattet es, aus einer ab-
geleiteten Funktion die urspriingliche Funktion zu bilden, ohne von einer Summe unendlich vieler
unendlich kleiner Grifsen reden zu miissen.

Genauer lilst sich der Wert von tg @ noch auf folgende Weise bestimmen: Nimmt man
cinen zweiten Punkt P, auf der entgegengesetzten Seite von P an, und bezeichnet den Winkel,
den die Sekante PP, mit der Abscissenachse bildet mit ., so ist oy = ¢ > @, mithin

e ea >tz o > tg @y,

- : Wy — Y 3 Y — s
Nun ist aber tg o = JL = tg oy =*—— daher
o= A — i
o — s -
hect :.—t!_‘.‘e.f}'fh '”.
4r.| — r.ilI - l‘l_l’ — 7
..”

. . \ YV.— s M
tr e liegt also zwischen den Grenzen ° <=
T — T oy —a

niiher @9 und .7, dem Punkt @y kommt, und gehen endlich in einander iiber, wenn die

, iese niithern sich aber immer mehr, je

A . . 2 S " . : -
Punkte zusammenfallen, daher ist tg ¢ —=lim '5' Y fiir # =a,. Beide Betrachtungsweisen sind
i Ty — & ™

dem Schiiler nicht fremd. Die Entstehung der Tangente durch Drehung der Sekante wird beim
Beweise des Satzes: .Die Tangente ist mittlere Proportionale zu den Abschnitten der Sehne®
angewendet; ehenso findet sich fiiv die Grenzhestimmung Gelegenheit, auf frithere Siitze hinzu-
weisen, sei es auf die Beweise der Proportionalitit oder der Flichenberechnung fiir incommen-
surable Grofsen, oder auf die Ableitung der Zahl =, die Fallgesetze etc. Das einzig Neue ist

der Umstand, dals der Ausdruck fiir tg « unter der Form . auftritt, und da tg « fortwiihrend

n
mit « seinen Wert fdndert, so muls der Quotient 3 alle miiglichen Werte annehmen kinnen, fiir

ginen bestimmten Fall aber immer einen bestimmten Wert. Die Moglichkeit hiervon kann dem
Schiiler an einigen einfachen Beispielen klar gemacht werden,
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——————————

T LI ! i
s ist — T @b, Hieraus erhilt man fiir b = a
@ —
{0 .
= .
{0
al — : :
Za a' 4+ ab+4 b, woraus fiir b=«
a'—
()
= :‘,H"’
T

M —2 e E.-?-‘_ = 1 }_L‘c' + 2) _a -+ 2

O e R und fiir =1

0ae
Lin anderes Beispiel, das spiiter Anwendung finden wird, ist die Ermittelung des

0 .

: sin & .
Quotienten —— fiir = 0,
oI

Es ist tg @ > @ > sin @ Dividiert man nun sin @ dorch jede dieser drei Griifsen, so
ergieht sich:

sin @
o8 @ ——— a1,
&
sina .. ; . 2 : : 4 ]
- liegt also zwischen den Grenzen 1 und cos @, von denen die erste fest bleibt, withrend die
I

zweite sich ihr immer mehr nihert, je kleiner & wird, um endlich fiir &= 0 mit ihr zusammen-

: ; . Bina .. : :
zufallen. Daraus folgt, dals anch % fir 2 —0 den Wert 1 annimmt,

a
: : R S :
Der Quotient oder das geometrische Verhiltnis o st also an und fiir sich etwas Un-

bhestimmtes, es erhiilt aber einen bestimmten Wert, sobald man weils, wie die Nullen entstanden
sind. Um diese verschiedene Entstehungsweise zu kennzeichnen, schreibt man fiir den Differential-

: o g — o 3 ; : ; :
quotienten lim Y1 7Y auch r,‘q_., wobei dy die aus y, dar die aus « entstandene Null bedeutet;
I — & L - !
: ay — &
dy kann durch da nicht ersetzt werden, wohl aber da durch da, denn da = —= =1 fiir alle
Ty — &
da S

Werte von 2, so bleibt es auch 1, wenn a, und 2 zusammenfillt, d. h. = 1. ebenso ;
3 L "’: ¥ { |.J‘

s L
L3

dy . : : : -
aber PRLL unbestimmt, solange man nicht den Zusammenhang von dy und da kennt. Kennt
o - .

man aber die Entstehungsweise von dy und da, so kann man mit ihnen wie mit ganzen Zahlen

rechnen, wiihrend sonst eine Division mit Null nicht erlaubt ist. Man kann jedoch von dieser

Bezeichnungsweise ganz absehen, wenn man sich auf einfache Beispiele beschriinkt, fiir diesen Fall

geniigt die Bezeichnung y” fiir den Differentialquotient. Nur bei einzelnen Anwendungen soll der
Kiirze wegen die andere Bezeichnungsweise gewiihlt werden.

- 7 : 3 ; . . () — : .

Ist also w=f(a) die Gleichung einer Curve, so ist ¥’ = lim fl@n) — K = (2) die

iy = :

trigonometrische Tangente des Winkels, den die Tangentenlinie mit der z-Achse nach der

(@)
-




positivem Seite bildet. Hierdurch ist nicht allein das Mittel gegeben, die Tangente und Sub-
tangente einer Curve zu finden, sondern wir konnen uns auch aus dem Werte von y° eine Vor-
stellung von dem Verlauf der Curve machen. Solange 3 positiv, steigt die Curve, ist y' negativ,
so fillt sie, filr " =0 erreicht sie ihren hochsten oder tiefsten Punkt. Dieser letzte Umstand
wiederum kann zur Lisung der Aufgaben iiber Maxima und Minima verwendet werden. Auch
lifst sich sehr einfach die Gleichung der Tangente an eine beliebige Curve ableiten. Die
Gleichung einer Geraden, die durch den Punkt @y, geht, ist ¥y —wm=a(e —a), wo a die
trigonometrische Tangente des Winkels, den diese Gerade mit der a-Achse bildet. Soll die
Gerade Tangente an die Curve w = f(#) sein, so ist «=y,’, mithin die Gleichung der Tangente:
y ==y (& —m).

I1.

Ist w=7(x) das Gesetz, nach dem sich ein Punkt auf einer Geraden bewegt, wobei » an-

riebf, wie weit der Punkt P nach @ Sekunden von einem als Ausgangspunkt gewihlten Punkt O
entfernt ist, und ist nach @, Sekunden die Entfernung g,, dann hat der Punkt in 2, — & Sekunden
= v ; o g e Yy — Y pelid 1o :

den Weg y, — y zuriickgelegt, seine Geschwindigkeit wire also Y1 wenn die Geschwindigkeit

= S Oy

constant bliebe, dndert sich dagegen die Geschwindigkeit, so kann man nur von der Geschwindigkeit
in einem bestimmten Augenblick sprechen. Will man daher die Geschwindigkeit gerade nach
a Sekunden ermitteln, so lilst man x, immer niher an #, und damit auch y, immer niher an ¥
heranriicken, bis endlich die Punkte zusammenfallen, und man erhiilt dann fiir die Geschwindigkeit

Y —Y

im Punkte P wieder den Grenzwert von , Wenn @, =a.

any —

Genauner ist auch hier ganz dhnlich wie bei I. folgende Betrachtung:

Unter der Geschwindigkeit in einem Augenblicke versteht man den Weg, den der Korper
in der niichsten Sekunde zuriicklegen wiirde. wenn die Geschwindigkeit wihrend dieser Zeit
unverandert bliebe. Liegt nun P zwischen den Punkten P. und P, und ist die Geschwindigkeit
von P, nach P, hin wachsend, sind ferner OP, =y, und OPF, =y, die Entfernungen vom Null-
punkte nach @y resp. @, Sekunden und ist @, > @, so ist der Weg y —w;. den der Punkt in
a— ay Sekunden zuriicklegt, offenbar kleiner, und ebenso der Weg y, — 4, den er in @, — # Sekunden
durchliiuft, grofser, als derjenige, den er zuriicklegen wiirde, wenn er sich wihrend dieser Zeit-
abschnitte mit der Geschwindigkeit y° bewegen wiirde, die er im Punkte P hat,

d. h. w—v, <y (x—a:) und y, —y > v (2, — @),
Y= _,__:?fr{."ff_'*'.f.
&£ — Py S Rt

Die beiden Grenzen, zwischen denen y' liegt, nihern sich aber immer mehr, je niher
P, und P, dem Punkte P kommt, sie werden gleich., wenn die Punkte zusammenfallen,
folglich ist

mithin

. Y=Y
¥ =lim* L fur & = a.
g — &
Zu demselben Resultat kommt man natiirlich auch, wenn die Geschwindigkeit abnimmt.
Umgekehrt kann man dann auch aus der Ableitung auf die urspriingliche Funktion,

d. h. aus der Geschwindigkeit " auf den Weg y schlielsen.
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Die wichtigsten Anwendungen von dieser Bezichung zwischen dem Differentialquotienten
und der Geschwindigkeit eines Punktes wird naturgemiifs die Mechanik bieten, doch kann dieselbe
auch zur niherungsweisen Berechnung der Wurzeln einer Gleichung dienen.

Besteht irgend eine Gleichung zwischen einer Unbekannten, und hat man dieselbe auf
Null reduciert, so dals sie die Form annimmt flz) =0, so setze man zuniichst ¥ = f(x), und
nehme an, es bewege sich ein Punkt nach diesem Gesetze, wobei wieder & die Zeit und y die
Entfernung vom Nullpunkte sein mige, dann handelt es sich um die Frage, fiir welchen Wert
von @ ist y =0, d. h. nach welcher Zeit wird der Punkt durch den Nullpunkt gehen. Man
withlt nun fir @ einen Wert 2, fiir den der Punkt dem Nullpunkt mibglichst nahe kommt, die
Entfernung sei 74, so ist nur noch zu bestimmen, welche Zeit der Punkt braucht. um diese
Strecke y, zuriickzulegen. Zu diesem Zweck berechnet man die Geschwindigkeit des Punktes i,
dann ist annihernd die gewiinschte Zeit :; Dieser Wert ist zu @, hinzuzufiigen oder davon abzu-
ziehen, je nachdem sich der Punkt vor oder hinter dem Anfangspunkt befindet. Bei mehrfacher
Wiederholung dieses Verfahrens kann man jeden Grad von Genamigkeit erzielen.

[11.

o7 el
i | 4 |y ' Iis. 3

a) Die Fliche 4 0B werde begrenzt von der Curve 408 und der Graden A B, und
es sei A, B, die durch O parallel zu 4B gelegte Tangente. Denkt man sich nun A4, B, parallel
mit sich selbst verschoben, so moge das Stiick der Parallelen, welches von der Curve abgeschnitten
wird €10 = y eine Funktion der Entfernung von der Graden A, B, sein. Bezeichnet man diese
Entfernung mit 2, so sei y=7(x) und ebenso Gy =y =r(ay). Ist ferner die Iliche
00D =z, OCD,=z, und die Curve in der Niihe von € im Wachsen begriffen, so ist
% —¢ oftenbar grofser als das Rechteck iiber y mit der Hohe @, —a und kleiner als das
Rechteck iiber y, und derselben Hihe.

Mithin Wy — &)=< 2, — = =< Yiloy — @)
oder 1 < Al = "f'-
' Oy — '




Hieraus folgt Ll —

P 3

Umgekehrt wird man aus dem Werte von =y =/f(#) auf den Inhalt der Fliche =
schliefsen konuen.

b) Ist s (Fig. 3) der Sektor 04 B, s 0AB; und OB(r) > OBy(n), L AOB=q,

) rig o p
AOB,=q,, dann ist s, —& > _'J sin (g, — o) und & — 5 < 5

sin (¢, — ), folglich

misin (g —¢) _s—s . rEsin(¢s—g)

5 = =
2y (f1 — 2 apy—
Da nun fiir ¢, =, » =r und St L9 _f”-_- 1 wird, so ist
i!. w— -f;
hin o= = “;.
f1— 2
V.

Das gleiche Verfahren wie in IIla lifst sich auch auf einen Korper anwenden, der sich
zwischen 2 parallele Ebenen legen lilst, wenn der parallel zu diesen Ebenen gelegte CQuerschnitt
sich als eine Funktion der Entfernung von einer dieser Ebenen ausdriicken lifst. Auch dann
ist 2’ =y =/f(a), nur bedeutet hier y den Querschnitt und z den Korper von der Anfangsebene
bis zu diesem (uerschnitt.

Wir wollen uns vorliiufig auf die hier angefiihrten Fille beschriinken, und um zu den
Anwendungen schreiten zu konnen, die Differentialquotienten der einfachsten Funktionen ableiten.
Wir haben gesehen, dals der Differentialquotient einer Funktion y = f{x)
o= ) — ()
lim 22— — iyt lﬁll' &
&y —.@ & —

[

= ist. Wir bezeichnen denselben mit %" und umgekehrt

o

lim ;1 ; mit &', so dals also o’ = ;-:.._ was sich vorteilhaft bei einzelnen Ableitungen benutzen lilst.
Hy-—:1 !

i e o
ity — ,':.‘.

Dieser Quotient ist stets gleich 1, auch wenn 2, immer niher an @ heranriickt, er wird
gs daher auch bleiben fiir den Grenzfall 2, = 2. Es ist also = 1. Ebenso ergiebt sich aus
y=—w+a, y=—1. Mithin auch umgekehrt:

Wemn o' === 1, ist y==Fa+ a

Man ersieht hieraus, dals bei der Ableitung ein constanter Summand verschwindet, daher
kann auch umgekehrt bei der Bestimmung der Funktion aus der Ableitung stets eine constante
Grrofse hinzugefiigt werden. Diese Constante ist der Werth von y, den man erhilt, wenn man
a = o setzt, sie wird also selbst gleich Null sein, wenn fiir # =0 auch y =0 ist, was bei ein-
fachen Anwendungen durch passende Wahl des Anfangspunktes meist leicht bewirkt werden kann.
In den folgenden Beispielen soll diese constante Grofse bei der Umkehrung fortgelassen werden.

2. Aus y=naa crgiebt sich auf dieselbe Weise y'=a und umgekehrt.

]. Y= + @, M= I fl',l ."f’ - _".l' — it a =1,



(1) i, it i [,i; — )
; y s o — Y = =t
t " S r &y
i —4% i if
=y e
By — & o n?
- [V £ A
Also umgekehrt: ist ' =——, so ist y=
ol i

Ebenso wie aus den beiden letzten Beispielen, folgt auch allgemein fiir y = «f(x),
¥ =af'(z), d. h. ein constanter Faktor kommt bei der Ableitung unveriindert wieder vor.

8 =8 p=at, g —y = —at, :
] i iy — By —

=ttt e at et . et !

= ) |
y=ne
- ; 7 1 1 1
5. Aus 4 lI_Jigl a=\ "y und 2 = L = - :
i ; Yy i /
n '1/3;” L
v ; : i ’ i 1
Vertauscht man nun 2 mit y, so ergiebt sich ebenso aus y= Ve, v'= oder

ul/’.r"’ —~:1

I 1
e
ans y=a", 4y =—at
n
F i [ lfci - n’-'”
2 = =
e T ¢ i
P i —" , TRk n
=— — , WOTaus of = — ——— =
Ty — (@ — J-‘J-‘{-‘." e 4 i P/ it

1

oder aus y=a " folgt ' = —na"
angegebene Regel gilt daher allzemein, auch wenn » negativ oder gebrochen

Die unter 4.
Ustets y=a", d. h. man erhilt aus der

ist. Es folgt daher auch umgekehrt aus y' =na*

abgeleiteten Funktion die urspriingliche, wenn man den Exponenten von # um 1 erhoht und den

Coefficienten von » durch den so erhaltenen Exponenten dividiert. Wendet man diese Regel
1

auf y'=a" an, so erhiilt man y= il
: -1
oY e L T
S11 5
P : . U o i [ W
i. Yy =sla&, Yy =8In ay, : — = CcOs
o ry — i 2
=
Ly —
sin ——
Da nun lim —— =1, 8¢ ist ¥ = cosa.
@y — ¥
2
Aus ¥’ = cos @ erhilt man daher y = sin a.
1 1

8. Aus 7. ergiebt sich ferner &= arcsin y und 2 = = — , und
& D ¢ 4 und . ) e T ~
cosz  V1—sinta V1— i

und umgekehrt.

wenn @ und y vertauscht werden, folgt aus ¥ = are sin @, iy - \/
| it




=
sin — :
( : M1 =Y = e e ; :
i Y = CO8 &, —_— s111 Yy = — Bl @,
Py = @y — @ 2 r
2
Umgekehrt ergiebt sich aus y'=sina, y= — cos .
: : 1 1 1
10. Aus 9. folgt m=arceosy, oy=——"=— , und wenn
sin @ V1 — cos*w \/1— oy

= are cos a, ist y' = und umgekehrt.

1

'l/I — m?

Bevor wir zu den folgenden Ableitungen iibergehen, sollen erst die allgemeinen Regeln

fiir die Behandlung von Summen, Produkten und Quotienten mehrerer Funktionen aufgestellf
werden.

11. Ist y =7(2)+ ¢ (v)+ w(z) ete. und bezeichnet man der Kiirze wegen die einzelnen

Funktionen mit w, v, w ete., und die dem Werte #, entsprechenden Werte dieser Funktionen

mit g, ¥, Wy . .., wihrend y in , iibergeht, demn ist w, —y=uw, —ud v, —v+wi—w...,

" ke .‘l-lll - ‘l{ |'I‘| — Ry XLy — 2 ‘”II — ir
mithin ** S Rpad. -+ :
H—r B —x UV —Y H—
_u". ' -+ o
12. Y=UY, ™ — =1V —uwr =1t —v) v, —u)
Yy — W g et} By —
g = : + ¥ - Y .-r,.r' =uy +wv W'
iy A fy —a Oy =—
: ) e ¥ — e vy —u)—uwly, —v)
13. i s == = :
- w A s o 2y By
iy u My —
v — r ;
II'.I'-I = .I'_ﬂ :E,': et .'ﬂ‘. a— :I," ’ v — UMY
= [j e =
By — woe 2 v=
14. g =rflu), wo u=q(z)
h—y ) —Fu)  flu) —flu) w —u
&y — & T R &y — &
.F"' =_,'"I‘ )i’
Wenden wir die letzte Regel z. B. auf y=\)/a* — &* an, worin w=a*—a? u' = — 2,
g0 ist = ; ufi= =
T Ve —
H PN T TR [t T
] sin @ ; 1l cos® a4 sin?a
15. y=tga= , unter Anwendung der Regel 13. erhilt man y' = :
cos @ - : cost o
=L mithin fiir wrete w, @' = cos® a ; und wenn y = arctg @
— - A =i X b Ty o B T — = — = 3 =1 Fr,
cos? & T 1+tera 14 y°
= : - und umgekehrt.
A e
cos gin® @ 4+ cos* @) | : 7
16, y=-@tote =" o = [ o = . Fiir @ = arccot y erhiilt man
/ 5 ; 5 T Y
. sin g " s1n- @ sIn® @
e in? : : ist aber w weeot @, dann ist o/ i und
= = —— ; aber arccob a, s 8ty = — .
1 + cot? & 1+ 4 14 &t

umgekehrt.
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o i —y  afh—at (e —*—1])
17. W=ty = — i
ity il 'y i &y —
Da a* sich nicht dindert, wenn », mit » zusammenfillt, so handelt es sich nur um den ®
2 ai £ — l k
Grrenzwert von :

.J"j — A

Setzt man hierin a® statt @, so erhilt man:

anle —x 1 anlz —=) 1]
= \ ;
By —r nlay — ar)

Nun ist aber der Grenzwert des Ausdruckes in der eckigen Klammer derselbe, wie
N 2 Bl AIEe . . o
lim ; daraus geht hervor, dals dieser Grenzwert nmal so grols wird, wenn man a statt
i a—"0 i
, Lo g T — ] T - -
a" setzt, Es kann daher lim — alle moglichen Werte annehmen, je nach der Wahl y
T :
von e, mithin muls es auch einen Wert von a geben, fir den dieser Grenzwert = 1 wird, Wi
: g r : b L : i -
bezeichnen diesen Wert von o mit e so dals lim = 1. Diese Grilse ¢, die nachher
Ty —. &

bestimmt werden soll, ist die Basis des natiirlichen Logarithmensystems. Ist also z. B, ¢ = ¢*

Eon LB E ] ehley—a) ]
s0 18t b=/!¢ und hm —— =5 — ==
iy = bla; — @)
. . - ! —dy
Mithin lim /' - =y =l
By—
3 -l - i , 1 1
15, Aus 17 folgt ferner o =logty, o'=-—> = .
ar la il
1

Ist daber y =log" @, so ist y =

.'r'frf- ”

Fiir y =e* ergiebt sich auch »'=e”, und fiir y={» y'= = und umgekehrt.
: =

e* lilst sich sehr leicht mnach der Methode der unbestimmten Coefficienten in eine
Reihe entwickeln.
s sel y=e*=a+wa+aar+ae*+. ..
dann ist ¥ =e*=a;, + 2 e+ 3+ . . .
mithin, da fir =0 aus der ersten Gleichung e =1 folgt,
I+t taet+. .=+ 2mae+3aatt4da,a* 4. ..
= ify l ity |

Folglich ist a, =1, a: = 51 =5

3 = a1 ete.

&

! na
und e*=1 -;—I!—I—'” —}-:_;I i

l 1 1 sty ; :
;!l:.,'” {>_—_-l+ ||+z!+‘.}|F_"r]h2th‘28"'

Auf dieselbe Weise lassen sich auch die Reihen fiir sin @, cos @ ete. ableiten. Auch der
binomische Satz ergiebt sich mit Hilfe dieses Verfahrens auf sehr einfache Weise:
Ist y=(14+2)"=a + s+ s +aza® 4. ..
so folgt zuniichst fir # =0 «, = 1. Ferner ist:

.-'J'I = H{]. Fal T '=a, + 2aa A+ Jag et + 4oyt =




Multipliziert man mit so erhilt man:

7
w) » I r i
thy Z s 1 ; .g.r_.(:l i L g 7
(1 + )" - =F - nr -+
Vi i i i
oy 2y art Aty et
- 2 .
i i T
e et ]
Mithin ist dy=1: a0, =m
I
2t y a;(n—1) nr—1)
-1 —f R ¢ — B g
Te T 1;, ._J.
Ady . 2d, daln—2) n(n—1){n—2)
o= — ] Uy — o = :
1 it o 3l
. &y n—a-1) nin—1){n—2).. . (n—841
Allgemein @, = : > : T ! ;
& g!

Man erhilt also:
nn—1) , nn—1)(n—2)
Y et

I 2t

(1+a)"=14+nxr+

21 3
+:HH —1)(mn—2)...(n—s+1)2" ;
a! EETED
Da nun aus y=a*, y'=na" ' folgte, auch wenn # negativ oder gebrochen war, so

hat diese Herleitung auch fiir negative und gebrochene Exponenten Giltigkeit. Ist n eine ganze
Zahl, dann schreitet die Reihe bis 2" fort, da fiir alle foleenden Potenzen von o der Coefficient
gleich Null wird. Ist n negativ oder gebrochen, so wird die Reihe unendlich. fiir welchen Fall
noch die”Convergenzbedingung zu untersuchen wiire.

Setzt man @ und multipliciert bheide Seiten der Gleichung mit a*, so ergiebf sich:

if

1n—1) we
(a+b)"=a"+ na"—'b+ : ’_” a’”— 25 4

nln — ]]l;-’ — 2 — 8+ 1)
- AL - i

2!

Da die Ableitungen im allgemeinen selbst wieder eine Funktion von a sind, so liifst sich
aus ihnen auf dieselbe Weise wieder eine Ableitung bilden. Ist niimlich ¥ =f"(@) und sind

¢ » ot 3 o

i : [/ — ), : Flay ) —F [ o .
_{."1! und -'F':’ E‘HT?\']II'f'E.'}tE.'.Tllh' Werte. s0 i1st Iim A Y — lim- (@1 (@) wofiir wir der Kiirze

I —2 ay —
wegen schreiben
',n'“ =i |I'W|I.F']-

- e § - . 'II'II'_ ’-"r .
Wird z. B. durch y=7(x) die Bewegung eines Punktes dargestellt; dann ist L die

A : E P

Zunahme an Geschwindigkeit in einer Sekunde oder die Beschleunigung, wenn diese Zunahme
r r
- o M=y . . ; : & :
constant ist, und lim =——= =" die Beschleunigung nach » Sekunden bhei veriinderlicher
Wy — &I ¥ =

Beschleunigung,
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Um eine Anwendung der 2. Ableitung und zugleich der in 11. und 12. angefiilirten
Regeln zu geben, gehen wir von einem Ausdruck aus, der spiter Verwendung finden soll.
e — Y

Iis sei @y’ —ya'=e¢, worin 2 und » Funktionen von £ sein mogen nnd 7' = ]im" e
T

e Wi AR
a' =Tlim 2! : fiir 2, =1¢.

1
Damn ist 2"y + 2y’ — y'a’ -y’ =0 oder oy —yga’ =10
Mithin auch umgekehrt, wenn ay” — ya” =0, so ist ay’' —ya'=ec
Die bisher angefiihrten Regeln bieten ein hinreichendes Material zmr praktischen Be-
handlung der in L.—IV. angefiithrten Fiille, es soll nun im folgenden fiir jeden derselben das
Verfahren an einigen Hl'init‘[['n gezeigt werden, wobei wir die entsprechenden Abschnitte mit
denselben Ziffern I.—IV. bezeichnen wollen.

Die Benutzung der Differentialquotienten zur Bestimmung des Verlaufs einer Curve ist
oben angedeutet und braucht wohl nicht weiter erdrtert zu werden: wie weit hierbei die
2. Differentialquotienten hinzuzuziehen sind zur Bestimmung der Lage der Curven, von Wende-
punkten ete. wird von Zeit und Umstinden abhiingen. Es sollen nur zwei Aufgaben aus der
Maxima- und Minimarechnung angefiihrt werden, die fiir die Physik von besonderer Wichtigkeit sind.

J.U
p ’ . - .j;’\'\ fié. 5
N L « ‘ i
P\ e @ i<
ol ‘\ /:;:] - =T e R
Py
Bl e S =y :
— 4 0 4, ™
i
P,

Gegeben eine Gerade und anfserhalb derselben 2 Punkte P und P, (Fig. 4), gesucht ein
Punkt O auf der Geraden, so dals die Summe der Entfernungen dieses Punktes von den beiden
geoebenen ein Minimum wird,

ks seien die Entfernungen der Punkte P und P, von der Geraden PA—qa, P A, = a,,
Ady =0 und A0 =g, mithin 04, = —"» dann ist O P= l/f-’" +a*, OP, =V a*+(b— )

e Summe der Entfernung ist = an.i—l—.-r" + ';/rr,"‘—!—{r'!—."]'-‘ oder = 1/.-.' +'L/u,
wo w=a*+a* v=a,*+ (b —w)% Denkt man sich nun, es stelle die Gleichung v = Viu+V v
eine Curve dar, so handelt es sich nm die Frage, fiir welchen Wert von # wird die Ordinate
ein Minimum? Ist  ein Minimum, so ist die in dem Endpunkt von y an die Curve gezogene
Tangente der @ Achse parallel, und daher der Winkel, den sie mit der Abscissenachse hildet und
seine trigonometrische Tangente gleich Null; d, h. »" = 0.




i

1 ‘ 1 . &
= — e U —
2V u QV'H : 'l/u“ + a?

oder. wenn man den Winkel A PO=POC mit ¢ und 4, P, 0= 0C

Fs ist aber 3 und ' =22, ¥'=—2(b—a) also ¥

i’l'_<f'
1,’;:{.,*.1 (b - .r}“
mit ¢, bezeichnet, wo O C das in O errichtete Lot ist, so wird fiir das Minimum
o’ =sin ¢ — sin ¢, = 0 oder sin ¢ =sin ¢, ¢ = .

Bewegt sich ein Punkt von P nach der Graden und von dort nach P mit der constanten
Geschwindigkeit ¢, so wird der kiirzeste Weg POP, auch in der kiirzesten Zeit zuriickgelegt,
was fiir den Stols elastischer Korper, sowie fiir das Reflexionsgesetz von grofser Bedeutung ist.

Befinden sich die beiden Punkte aunf verschiedenen Seiten der Graden (Fig. 5), und
bewegt sich der Punkt auf der einen Seite der Graden mit der Geschwindigkeit ¢, auf der
anderen mit der Geschwindigkeit ¢;, dann wird der Weg, den der Punkt in der kiirzesten Zeit
zuriicklegt, um von P nach P, zu gelangen, nicht die Grade PP, sein, sondern etwa die
gebrochene Linie POP,. Die Bezeichnungen seien dieselben, wie vorher, und es werde PO in
in der Zeit ¢, P, O in der Zeit {, zuriickgelegt, dann ist FO = ct=Va' + a2, P O=et
=V a + (b — ),

mithin y =&+t = l Vu*—|— a4 (]‘ \/az.ﬂ + (b — x)*
¢ o

: & b—a sin ¢ sin (.
¢ V(r-'* +ar e Va4 (b- @3 ¢ €
r s Sty - SI1 1 e ¢
Woraus man fir das Minimum das Brechungsgesetz erhilt — I = 2 oder wenn— = n
s sing, @ (i

gesetzt wird:
=i g =1 sin tfq-

I1.

Unter den zahlreichen Anwendungen, welche die Mechanik bietet, mache ich nur darauf
aufmerksam, dafs sich die Fallgesetze unmittelbar mit Hilfe der aufgestellten Regeln ableiten
lassen. Aus y” =g, folgt die Geschwindigkeit »'= gt und der Weg y=:’) gt

Ausfiihrlicher sollen nur die Kepplerschen Gesetze und das Pendelgesetz behandelt
werden, da namentlich diese beiden vielfach in Physikbiichern und Zeitschriften zum Gegenstand
sogenannter elementarer Behandlung gemacht worden sind, aber teils nur zu Scheinbeweisen
gefiihrt haben, tfeils an die Vorstellungskraft der Schiiler nach meiner Ansicht viel grifsere
Anforderungen stellen, als dies bei Benutzung der Differentialrechnung der Fall ist. Bei der
Ableitung der Kepplerschen Gesetze benutze ich im wesentlichen das von Jacobi angegebene
Verfahren.

P
' Fig 7
R I SeE T Vel
[ | /-a/
|~ Ve
S & 70 T s Yeo
2
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Es stelle P (Fig. 6) den Ort eines Planeten und S den der Sonne dar, die Keordinaten
des Punktes P, bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt S, seien
# und y, PS =+ bilde mit der Abscissenachse den Winkel ¢, dann ist

1, &= Cos ¢, y = r sin .

Ist nun y die Anziehungskraft oder die Beschleunigung, die der Punkt P in jedem
Augenblick nach S zu erfihrt, so ist nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz

f k

2' :l"_ W21
und die Componenten dieser Kraft oder die Beschleunigungen in der Richtung der a- und y-Achse
ycos g und ysineg, oder wenn man die Richtung von S nach P als positiv bezeichnet, — y cos ¢
und — ysin¢. Setzt man fiir y, cosg und sing die Werte aus 1. und 2. ein, so erhiilt man
ko e ki ¥ ; s
fiir diese Componenten — "- und — f Es sind nun sowohl » und ¢ als auch @ und y mit

AT » 4
der Zeit veriinderlich, d. h. Funktionen der Zeit. FEs soll daher, um Verwechslungen zu ver-
meiden, die oben angegebene Schreibweise fiir die Differentialquotienten benutzt werden. Die

] S N : Wit . il
Geschwindigkeit in der Richtung der w-Achse ist 2’= =", in der Richfung der y-Achse y' = 2y
di : s it
: . : : : S g iy ;
und die Beschleunigungen in der Richtung dieser Achsen &” = 'trf;‘ = {i‘:'r. Man erhilt daher
£

die beiden Gleichungen:

o ke dy Rt o dy’ da'’ dy’ da’

3 =——, = —< mithin @ ==y — oder a =< - — =)

di gt - dat A : di J ol
Hierans folgt, wie frither gezeigt wurde:
d iy dw
4, I == —Tp
: dt J i :

Aus 1. ergiebt sich aber unter Anwendung der Regel fiir die Differentiation eines Pro-
duktes zweier IFunktionen:

t::,; — —rsing t:;_'i -+ cos ¢ :{;
tj,:f = 1 CO5 (f t::‘;r -+ sin q :i';
d o i : e
Wy -:l'.f = — r=8mn- {! ‘“: -|— #8511 :'f COs f (”
dy el e _ dr
b S COS8" (f dt -+ 4" 810 (f COS ¢ T
v gy y 90 = p? ay =¢ oder
i e dt
5 dy ¢
i dt ¥
Hieraus erhalt man dureh Division mit 3.:
da' ka ke dy’ ke L
iiq s ar A -.r-'- 208; rf{lr g cr = ¢ o
Folglich ' - j:' — — ‘f sing 4 e, ¥'= ii?; — 'f COS if + ¢

T
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Setzt man diese Werte in 4. ein und 2= cos ¢, ¥ = »sin ¢, so erhilt man:

k ] I,
1" COS r,f-‘ - Cos ¢ + r:.,;) — 2 81N ¢ (-— L Sing + ¢ ) =
ke

¢ 7 COS ¢ — ¢y v SIN (p = .
i

: 4
'r. r=

& -+ ¢35 COS (p — ¢y 8in g
e [+7) = f i j‘

Dies ist die Gleichung eines Kegelschnitts in Polarkoordinaten, wenn der Brennpunkt
Koordinatenanfangspunkt, und" da die Planeten die Sonne nmkreisen, muls es eine Ellipse sein.

Damit ist das erste Kepplersche Gesetz bewiesen.

Wir wollen nun noch die Constanten bestimmen und die Gleichung auf die gebriiuchliche
.]‘]‘

1 — £ cos g
Rechnet man ¢ von der grolsen Hauptachse, dann ist fiir ¢g=0 2'=0, und da

Form r= bringen.

k.
&' =— —sing+ ¢ auch ¢ =0.
¢
Fiir ¢ =20 ist #=a e, fiir ¢ =o ist »r=a — ¢, setzt man dies in die Gleichung 6. ein.
so erhiillt man:
i (i = -
(R L d— = mithin:
{ i 2 f E
t=Cs — O3
I | ¢ I ¢ 2k 2ae
Iy, = : — g = 3 - ;
it g a-te e 3 ih—e " e — pt
k ac ., b
¢ prl AT
k ¢ ae  eclate) o e
0y =—— - %z und eoy =—-—.
I ia—a fr® h? b @
bk bt
) 0 i) 1
Nun ist aber » = = -
i d k4 ee) cos ke e
ke — COs ]l —— cos ¢
i (i
und da —=p, — =¢
il il
j}
"= "
1 — zcosy
. Ly 1 dg ds ] 1 [k
Es war »2=% — ¢ mithin mit Benutzunge von IIh, = »2 2% — e i I‘ . fole-
qr 5 I T e T A dles =

IIJ ij*-

lich ¢ = 5V .

f "{'- [ T
: ! b\/k / ke
Da fiir t=0 auch s=0, ist =0, also s= ; V t. ebenso & = ;L’ £, , daher
2 fi “ ]
gt fi—=tt,d. h:
Die Radienvectoren beschreiben in gleichen Zeiten gleiche Flichenriiume. (2. Kepplersches
Gesetz.)
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)/ £p, m= :“Jﬂ,‘rf'.‘!/”.

4 mia® ; : 4a*a,® = ! : d
T = A ebenso wird 7'*= ? und 72 2=a?: a,?, ‘

Die Quadrate der Umlanfszeiten verhalten sich wie die Kuben der grolsen Halbachsen.

[st T die ganze Umlaufszeit, dann wird s=abm, abmw-

(3. Kepplersches Gesetz.)

Ableitung des Pendelgesetzes.

Ist nun der Winkel & und mithin auch ¢ sehr klein, und nur fiir diesen Fall soll das
Pendelgesetz abgeleitet werden, so kann man fiir den sinus den Bogen setzen, und man erhiilt:

F A
Ly i
‘;.: .ll'l- |E |
_Jl,{ AP 'I-' /_\ |
=l ey 2
E X SRS sl (|
D B |
Das Pendel, dessen Linge B (=1, sei um den Winkel ACB =« aus der Gleichgewichts- l
lage abgelenkt; nach ¢ Sekunden mige es die Lage €D annehmen. Es sei L DB = ¢; ferner
ziche man A X und P F! B¢ wnd A6 | GF, danm ist nach einer Folgerung auns dem Gesetz
fiir die schiefe Ebene die Geschwindigkeit in 12 gerade so grols, als wenn der Korper von A
nach G senkrecht herabfiillt, diese Geschwindigkeit ist aber v =V/2¢ EF, da EF=AG. Nun
. fie - . i 6 s u f
ist aber EF= CF— (' F=I{cosq — cos «)- '.if’(:cm- & — st ) A

e ! 7 i ; - - e ]
B = 5 (e*—q?), v= V;H'f-tc- —?) = u‘-‘ gf(ll ‘1] )

{ v, =
und wenn man I:g; setzt v=eal gl(1 —y?).
£

Bezeichnet man A P mit @, dann ist e =AB —AD=le—lp=1le—ley, und da
a und ¢ sich mit der Zeit indern, so ist die Geschwindigkeit in 2 auch ::,; = — :.u'(rf'f:, tolglich :
O Ve
dy g Vl =yt
Y

—uf.ﬁ{. a Vgl (1 —y2),
dt

/1
= 1 arc cosy + arc {'ox 1+ g,
g F &

; ; : st /1 i ]
Da fiir g=a arccos 1 =10 und ¢ = 0, so ist anch ¢ =0, mithin ¢ = arccos —. Um
7 €

die Zeit zu finden, in der das Pendel eine halbe Schwingung macht, ist ¢ =0 zn setzen, und da

I
T . wl/l al
arc cos 0 = _, wird t= 5 lf , also fiir eine einfache Schwingung 7'= l-’ :
& K q i
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Als Beispiel fiir die nitherungsweise Berechnung der Wurzeln einer Gleichung wollen wir

V35 berechnen. Setzt man /35 =, so handelt es sich um die Auflisung der Gleichung
@"—35=0. Es sei nun x*—35=y. und es bewege sich ein Punkt nach diesem Gesetz auf
einer Graden, so handelt es sich um die Frage, nach welcher Zeit wird der Punkt durch den
Nullpunkt gehen?

Die Geschwindigkeit ist ¥’ =5Ha*. Fiir #=2 wird y= — 3y = 80, und da der Punkt,
wie aus der Gleichung leicht ersichtlich, von links kommt, so ist der Wert 2 zu klein, es ist
also zu bestimmen, wieviel Zeit der Punkt noch braucht, um die Strecke von 3 Malseinheiten
:r‘.lll"l'ii.‘.lcmlll.‘._!__!;l.‘]l. Diese Zeit ist aber 8:80=0.0375. mithin #=2,0375. Die ."\llfg:ihe ware
hiermit gelist, wenn die Geschwindigkeit constant bliebe, da sie sich aber fortwilhrend dndert,
s0 ist anch dieser Wert nur anniherungsweise richtig, durch Wiederholung dieses Verfahrens
kann man aber die Niherung immer weiter treiben. Um unnitige Rechnung zu ersparen,
nehmen wir fiir # nur die beiden ersten von Null verschiedenen Stellen nach dem Komma und
setzen » = 2,037, dann ergiebt sich y = 0,017567, y' = B6,08632.

Der Punkt befindet sich jetst also bereits rechts vom Nullpunkf, mithin ist der Wert
von o zu grofs, und es ist die Zeit, die er braucht, um die Strecke 0,017567 zuriickzulegen, von
2,037 abzuziehen., Diese Zeit ist jetzt 0,017567 : 86,08632 = 0,0008313. Folglich » = 2,0361687,
¢in Wert, der schon bis zur 6. Stelle genau ist. Eine nochmalige Wiederholung giebt a auf
10 Stellen genan. Die Hinzuziehung der Beschleunigung bei der Berechnung der Zeit erschwert
das Verfahren unnotig und fithrt auch nicht schneller zum Ziel.

L.

Die unter III angegebene Methode der Fliichenberechnung soll auf das Dreieck, Parabel,
Kreis und Ellipse angewendet werden.

1. Flichenherechnung des Dreiecks.

Zieht man durch die Spitze O des Dreiecks eine Parallele zu der Grundlinie 48 =g und
verschiebt dieselbe parallel mit sich selbst bis A, B, =y. nennt die Entfernung der Graden y

- : b : . . : i ; o l g
von O @, wihrend die Hohe des Dreiecks & sein moge, so ist y = ;- = 2, folglich = 5ot
& % A |

Die Constante verschwindet, da fiir # =0 auch z=10.
[st o= h. so erhiilt man den Inhalt des ganzen Dreiecks.

— ; a .

2. Fliichenberechnung der Parabel.

Jezeichnet man mit » die parallel zur Ordinatenachse gezogene Sehne, so ist
; L e )
y=73 1/“_’_'”,:_-: ol 1/ ']!;.:.'“ . r\, ,_fl,l.l w, == My
) 'y o

)
d.: h. _; des um die Parabelfliche heschriebenen Rechtecks.
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4. Flichenberechnung des Kreises und der Ellipse.

A—
l T .Iili>
A
e N o Tii.g
:Hr %
i S
/ N
:’- A
AR PR T
et o , e B L
Ist @ der Rading des Kreises, so ist nach IIh — ol mithin s =
i Z -
: . tas it i
stante verschwindet, wenn ¢ von 4 © aus gerechnet wird.,  Fiir == erhiilt man
11 K aim -
des Kreisquadranten E= folglich K= a*m.
Die Fliche zwischen 40 und BC ist, wie leicht ersichtlich (Fig. 9)
bt 4 ’
c=satgt =5 wemm Ol=a BO=y.
. e = A " ] oy =
Da nun ¢ = are sin und y =V a* — x:, s0 ist := = a® aresin L P
it i 2 i i
Ils ist aber y=:=Va— a2
. i : ; 1 = otk X oy s - -
daher mufs }/a* —x* die Ableitung von — a*are sin - + -Vt — 2t sein,
& (F z

was sich auch direkt nachweisen liilst.

1 :
> a* g, die Con-

=h-||

[nhalt

G e : I el : :
Fiir die Ellipse ist y=:'= —V a* — 2% Dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem

L

SN : b . o 4
des Kreises nur durch den constanten Faktor —, daher kann sich auch die Funktion
a

oder

die Fliche der Ellipse zwischen OA, und B, nur durch diesen Faktor von der entsprechenden

I'liiche des Kreises unterscheiden. Man erhiilt daher fiir die Ellipse :

[} P,
i ; (u.: arcsin — + @ 'V/H'—' Fi )
Za i
; ; E abtm .
Hievaus folgt fir # = a: | L ; . I =abim,
Iv.

Die Volumina der Koérper, die in den Lehrbiichern der Elementarmathematik behandelt
zn werden pflegen, ergeben sich nach der angegebenen Methode ohne Schwierigkeit.

7. B. fiir die Kugel jeder Querschmitt mg*=2mre — ma? =2, mithin = ara

&

"y " ol T
tur # = A der Inhalt des Kugelsegments S=-—— (3» —h).
(7

7 ar?

3

So ist

wWorans

-
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Auch der Beweis, dafs der Satz vom Korperstumpf fiir alle Kérper gilt, die zwischen
zwel parallelen Ebenen liegen oder sich legen lassen, und deren parallel zu diesen Ebenen
gelegten Querschnitte sich durch eine Funktion 3. Grades des Abstandes @ ausdriicken lifst,

‘ {Mehler, Elementarmathematik) ist hiernach sehr einfach.

| 3 : i batr  eca®  dat
Aus y=a+br-toattdat=7z folgt s=apx+ -+ 5 + 5
i i § 2 (1] i
J - r|'I,||lJ 4
| Nun ist aber g=a, k=a+bh+ch*+dh* und dm=4a+20h 4+ ch*+ —

h ; bh*  eh? el ot
a g+ k+4m)=al -+ S

was mit dem vorhin gefundenen Wert von ¢z iibereinstimmt, wenn @ = b gesetat wird.

Dalier J=

¢ Iiir das durch Rotation um die kleine Achse entstehende Ellipsoid ist ¢=0, k=0,

LY 4
m = rea?, h= 25, mithin = — wa*h.

a
i ]

Fiir das Paraboloid, das durch Rotation um die x-Achse entsteht, ist jeder Querschnitt, der
parallel ist zu der im Scheitelpunkt an das Paraboloid gelegten Tangentialebene my® =2p e = 2.
wrayt

l Folglich := pma*= -, d. h. gleich der Hiilfte des umgeschriebenen Cylinders.

Nicht ganz so einfache Beziehungen, wie bei der Flichen- und Korperberechnung, lassen

sich bei der Bestimmung des Bogens einer Fliche oder der Oberfliche eines Korpers aufstellen.

| Doch ergeben sich auch hier die Resultate sehr leicht in der bisher angewandten Weise der
0 Grenzbetrachtung,

Es sei (Fig. 1) CP=3s, CP, =3, also PP, =s —s. Der Durchschnittspunkt der Tan-

genten in 2 mit der Ordinate in P, sei @, dann ist PQ > s, — s > PP, oder:

—

ay — @ & — & 1 L Ut 1
= } gy — & } - = 3 - .
COS o COS COS I — & COS &
., & —8 ds 1 - - ” -
¥ lim — = — Vi1dttgte=V1+y'2
oy — & da COS @ =

Bezeichnet man ferner die durch Rotation von C'P und CP, um die a-Achse entstehenden
Flichen mit = und 2,, so ist z, —:z grifser als der Mantel des abgestumpften Kegels, dessen
Grundrifs die Radien y und p, haben, und kleiner als der Mantel des Kegels mit den Radien
g und ., wo y. die bis @ verlingerte Ordinate sein moge: d. h.

"

hy — & B - 1 &8y —

Y ) e s ke
|
. ?riy—!—y.l{ hi—2% f:?l"[“y—{—_.'.;a_j'
It COs €ty any — @ CO8 e
|-i Nun fillt aber zugleich mit » und &, y, und y, mit y, ¢, mit ¢ zusammen, folglich ist:
" . By—2 dz 2y
i lim = e 2ay V1 + g

& —a da cosa
Als Beispiel sollen hier nur die Ellipse und das Rotationsellipsoid dienen, wegen der
Wichtigkeit ihrer Anwendung auf die Erde.
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Fiir die Ellipse ist » Via: — a2, i - = -, woraus sich nach einiger Um-
il fs'| as — gp?
i &8 Jat — gt - ) a3 2 L o )
formung = 1 - — crgiebt, wenn &= - Setzt man noch & =af, dann wird:
(LY &t =

ds da

do ads

a?
/11—
— =

2CE
s
=

=
=

und wenn man den Zihler nach dem binomischen Satz entwickelt, was erlaubt ist, da sowohl

¢ als ¥ < 1, so erhilt man:

s ]

L1

RS T e Vi A e

Ist & sehr klein, so kann man ohne merklichem Fehler die Glieder von & ab fortlassen,

und man erhiilt dann niherungsweise::

r!_\' [ I ]
PTG [‘, 1 —g 2

sautty ] = Chies = ]._ ! sy
s=alarcsing— 5 & |arcsinf— £ )/1 — &

v
=t (.‘l!':' S111 =
it

= 63774 km, b= 6350,1 ki erhiilt man den Meridian der Erde w= 2ax 0.99 827 -
Die Oberfliche des durch Rotation um die a-Achse entstandenen Ellipsoids findet man aus:

dz Ja? —s2p*  2mb
=27y ¥ - L

a

Hl’ arc sin c)]

»

1 e R =] Y bl
[ efarcsin- -+ P{u} l l - ‘:: ) )

i o : T (B
so erhillt man den Bogen der Viertelellipse s — (I 4 t)

40000 km.

2ahe 'l ‘ot

'| o — Rt = i

da @*— = i i} £

Wolius
(i ]

4 mhe (\;- 'Ir

&t

’ > o E
&* -+ — arc sin i
&=* L J

Setzt man x= ¢ und multipliziert mit 2, so ergiebt sich fiir die Gesamtoberfliche

Fiir

; i :
O=2uh (h -+ — arc siu J
£

Soll das durch Rotation um die y-Achse entstandene Ellipsoid berechnet werden, so ist

in der Ableitung @ mit y zu vertauschen, und man erhilt:

dz c : T e | gt
— = Qap | Ir_.’;.': o — o
dy : V g ! b2 a? bt a?
de @ 2y 2ma a2yt
— v 1 pd T HE TR DI A 2
:'fln')' e ‘ i i g b2 VJ * J - 1 0t
y e L : ; —hE ]
setzt man T und wendet den binomischen Satz an, so ist
i
iz (ey)  ley)
'—2.'”!(]—{- . : )
rl"l-’.l Y bl + !

e
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" 3 g gy ghys
Also niherungsweise :=2ma (.‘f e 10 )

2 &* u*.t‘)
= 4 7ri j s -
O=4xa (.;—I— 1) 103

Fiir die oben angefiihrten Werte von a und b ergiebt sich schon aus den beiden ersten
Gliedern fast genau die Oberfliiche der Erde O = 509950000 qkm.

Zum Schlufs moge noch kurz die Bestimmung des Kriimmungsradius und die Anwendung
auf die Ellipse erdrtert werden, die von besonderer Wichtigkeit ist, da ohne dieselbe der Schiiler
keine genaue Vorstellung dariiber erhalten kann, wie die Grade auf dem Meridian vom Aguator
nach den Polen zunehmen.

Sind g, und g, die in zwei benachbarten Punkten errichteten Normalen bis zu ihrem Schnitt-
punkt, so ist der Winkel, den sie einschliefsen gleich dem, den die in denselben Punkten an die
Curven gezogenen Tangenten mit einander einschliefsen, gleich ¢ —¢,. Ist gy > g,, so ist der
mit dem Radius ¢, beschriebene Bogen, der zwischen den Schenkeln des Winkels ¢ — ¢, liegt,
kleiner als der Bogen PP, =35, — », dagegen der entsprechende mit g, beschriebene Bogen grifser

B =t K B
als & —s, d. h.:
aly—p)<si—s<oalyg—1)
0y < <
i — iy

Je mehr die Punkte P und P, aneinanderriicken, desto mehr nihern sich auch die

Werte von ¢, und ¢, &, und s, o, und g; und damit auch die beiden Kreishogen der Curve.
f f ¢ 2 ;

5
va

bis sie schliefslich alle zusammenfallen. Bezeichnet man diesen Grenzwert von mit o, s0
{

1

ist dies der Radius des Kreises, der sich im Punkt P der Curve am engsten anschliefst, oder
der Kriimmungsradius.

& — & ds

p—y  dy

Kehrt die Curve der x-Achse die convexe Seite zu, dann ist der Winkel. den die beiden

Es ist also ¢ =—lim

. = : £ ds g : .
Normalen mit einander einschliefsen ¢, — ¢ und ¢ =+ P Handelt es sich um die Bestimmung
i

der Linge des Kriimmungsradius, so ist ¢ natiirlich stets positiv zu nehmen. Wir wollen daher
ils

das Minuszeichen bei der weiteren Rechnung fortlassen und setzen g — ot
. d
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ey de —; o
Nun ist aber o V14 4 und 4 = tg ¢, mithin
1 dg dyg y"
== : =2} pDBRY =t
i cos*oq dao’ da Al 1|2
e AL T 14+y'9)°
folglich b V“ _h_,y ) )
dy i
e s . b : . b*a 7 b | ; ; &
Fiir die Ellipse 1st y = Vet — y'=——, y'=———, Wworaus fiir die Liinge
b i} - aRqs at y? -
des Kriimmungsradius:
3
l('frl,",l’3 = IEJ".'-‘.':}:'J
= .
2 at b
. fr S : h#
Ist =0, y=1, so ist p= ;o 5t #=a, y=10, dann ist o= e
f

Fiir die Erde ergiebt sich danach ein Meridiangrad am Pol

¥

& 111,680 km = 15,05 Meilen, am Aquator
b 180

PP 110,564 km = 14,9 Meil

=75 ,564 km = 14,9 Meilen.

Die angefiilhrten Beispiele mogen geniigen, um die mannigfaltigen Anwendungen der
wenigen Formeln zu zeigen, zu deren Ableitung an den Schiiler sicher keine zu grolsen geistigen
Anforderungen gestellt werden. Zugleich bietet die Einfithrung in die Infinitesimalrechnung auch
eine passende Gelegenheit zu einer Wiederholung auf fast allen Gebieten der Algebra unter einem
einheitlichen Gesichtspunkte, weshalb sie am zweckmiilsigsten in die fiir die Unter-Prima ange-
setzten Ubungsstunden verlegt werden kann. Dies ist auch aus dem Grunde wiinschenswert,
weil in der Unter-Prima die Mechanik behandelt werden soll, und gerade auf diesem Gebiete
die Anwendung der Infinitesimalrechnung, sowie des Koordinatensystems am vorteilhaftesten
geschehen kann, Die Benutzung des Koordinatensystemes schlieflst sich wieder am besten an die
Konstruktion algebraischer Ausdriicke an, die in den planimetrischen Stunden der Ober-Sekunda
geiibt werden kinnte. Da sich ferner der binomische Satz sehr einfach nach dem oben ange-
gebenen Verfahren ableiten lifst, ohne, wie meist iiblich, die Kombinationsrechnung dabei anzu-
wenden, so kann dieser Unterrichtszweig ganz fortfallen, da er gewils eher entbehrt werden
diirfte, als die Infinitesimalrechnung.
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