
^ Analytisch-geometrische Untersuchungeiner algebraischen Fläche vierten Grades.
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Aufgabe. Den Ort eines Punktes zu bestimmen, dessen Abständevon zwei sich schneidenden
geraden Linien eine constaute Summe haben.

D.)as Koordinatensystem,auf welches die Gleichung des gesuchten Ortes bezogen werden soll,
sei ein rechtwinkliges, der Ursprung desselben der Durchschnittspunkt der beiden Geraden und die
x?» Ebene diejenige, welche durch die Geraden bestimmt wird. Nimmt man noch ferner an,
daß der Winkel 2^,, welchen diese Linien miteinander bilden, durch die Axe der x halbirt wird,
so erhält man für diese Geraden die Gleichungen

^ — WUF y>x-----(1)
? — — wllßPX-----(2)

Sind nun x, ?, 2 die Coordinaten eines Punktes ^ des gesuchten Ortes, x,, ?, die Coordinaten
des EndpunktesL des auf die Linie (1) gefällten Lothes, so hat man für die Entfernungen dieser
Punkte vom Anfangspnnkte0 und für ihren gegenseitigen Abstand die Ausdrücke

0^2 x'-l-^-»-^

0»2 - x.2^-7.-

4«2 ^ ^-X.)2^.(7-5.)

.2 (1 ^wnß» --^—.
^ «082^,

2« — (x

Da nun das Dreieck O^lj ein rechtwinkliges sein soll, so hat man
042 — 0«2 ^_ 4«2

also, wenn man die voranstehenden Werthe einseht,
x,2 „ . » x,

x2^-72_^22 —
«08 2 ^>

^-X^?-^-^^. 2x, (x^-y wuß^).0N8'P
Hieraus und aus (1) ergeben sich zwischen x, ? und x,, ?, die Beziehungen

x^ ^- sx «N8P-j-^8lUP) 008P,
3^1 ^- (X <3N8^>->-^8lU^>) 8M^P

nnd vermittelst derselben
H,82 ^- sx8in2^> ---?8IIIP 008^)2 -l-f---X8lUP«08«^-^«082^>)2 .f.^2

--: (X8MP--- ^0N8^>)2 -^-^2
2x^ 8INP 008P-5-?2 «08«^,^» 2».

1'
-^ x2 8iu2^>



Aendert man hierin das Zeichen von ^, so erhält man ohne weitere Rechnung für die
Entfernung ^0 des Punktes ^ von der Linie (2) den Ausdruck

Bezeichnet man noch die constante Summe der beiden Abstände irgend eines Punktes
des gesuchten Ortes von den beiden gegebenen Geraden mit 2o, so hat man zur Bestimmung
der verlangten Fläche die Gleichung

^/x^LM-P—2x^8n!PL<)8P»I-?2«o82^>»<-2^ ^ ^/x28in2P^.2x^8iNP«08P-l-^2<N^-I.22 —2c.

Schafft man die Wurzeln weg, so erhält man die Gleichung
X^ ?2 8IU' P «08^ P----«^ X^ ^;^2 ^,----«^ ^' «08^ P -<- 0^ 1^: «2 2>,

welche sich nnch auf die Form
(X^ 8,1,2^, ---- «2^ ^2 ^^^2^,---- 0^) -I- «2^2 .... ^

bringen läßt.
Der gesuchte Ort ist demnach eine algebraische Fläche vierten Grades, Dieselbe hat einen

Mittelpunkt, der mit dem Anfangspunkte der Coordinaten zusammenfällt,und sie wird durch die
Coordinatenebenen in acht symmetrische Theile zerlegt.

Eine gerade Linie, die durch den Mittelpunkt geht und mit den CoordinatcnarM die
Winkel «, /3, 7 bildet, schneidet die Fläche in Punkten, deren 2 Coordinate durch die Gleichung

A 00«' « «<>!>'/? «i»2 ^, on«2 ^

bestimmt wird. Da die Größe unter dem Wurzelzeichen stets positiv uud kleiner als das Quadrat
der vor der Wurzel stehenden positivenGröße ist, so hat 22 stets zwei positive Werthe. Es
ergeben sich also für 2, und ebenso für x und ?, vier, paarweise gleiche, aber dem Zeichen nach
entgegengesetzteWerthe, und daraus folgt denn, daß jede durch deu Mittelpunkt gehende gerade
Linie die Mäche in vier reellen Punkten trifft.

Setzt man in der Gleichnng (3) nach einander ? nnd x — 0, so erhält man be>
ziehungsweise

x2 8m2^,-z-^2 _^_ ^,2

^2 6NF2^,»^22 — «2

Die Schnitte der X2 uud der ^2.Ebene mit der Fläche (3) sind folglich Ellipsen, deren
kleinere in die 2-Axe fallenden Halbaxen den gleichen Werth 0 haben.

Wird nun ferner in der Gleichung (3) 2 — 0 angenommen,so zerfällt dieselbe in die
beiden folgenden

x2 8in2^> ---- «2 — 0,

?2 «082 ^, ^ <>2 — 0,

deren jede zwei gerade Linien darstellt, die beziehungsweise mit der ?> und der x-Axe parallel
laufen. Die Fläche (3) durchseht also die x?. Ebene in 4 Geraden, Man wird hierdurch auf



- ^

t^

die Frage geführt, ob die Fläche noch andere gerade Linien enthalte, oder nicht? Um dieselbe
zu erledigen, untersuche man, ob es solche Werthe von », d, »,,'b, giebt, daß die Gleichungen
der Linie

? — ll,2^-ll, "" "
der Gleichung(3) identisch Genüge leisten. Eliminirt man zu dem Zwecke zwischen (4) und (3)
die Coordinaten x und ?, so ergiebt sich

^- !(»-!),--»-4a», Iid, -l- ll,2 l)2) 8in2^> LUL'^, — «2 (»2 8iu'^-l-il,- eo8^P-l- 1)j 2'
><-2 j8in2^>l:u82^I»l), (lld, -i- », d) — Lill'^ud e'^ —«032 ^> u,d, o'-j 2

Soll nun diese Gleichungfür jeden beliebigen Werth von 2 Geltung haben, so müssen
die Koefficienten der verschiedenenPotenzen von 2 und das von 2 freie Glied einzeln — 0 sein.
Daraus ergeben sich für die Bestimmung von »,»,,, b, b, die Relationen

», H, — 0,
(»2 K^2 ^_ 5^2 H2) 8iu2P«08-^ — «2 ^2 8^2^^. ^2 ^U8'^>->- 1) -^ 0,
8IN-P e08'^)illl, (ilb, -^- »,, d) — 8lll2^> »I)«' — 008'P », v, «2 — 0,

(d2 8in2^^e2^l,2^z2^ _<.2^ __. 0

Zufolge der ersten dieser Beziehungen muß nun entweder » oder », — 0, werden.
Wird der erstere Fall angenommen, so gehen die aufgestellten Bedingungen in die nachstehen-
den über

u — 0

«08'^! (t»2 8ill2^> ---- «2^2 — ^.2
2.K, (d^8in^ —o2) ^ 0

(K2 8in2<f>^o2)(l),2oo82<f> —«2) — 0.
Die letzte Gleichungverlangt, daß entweder b- 8iu'^>—«2 oder d,' «o8^^> — «^ ^- 0

sei. Die zweite Relation zeigt, daß so lange », einen endlichen Werth haben soll, man nicht
!)2 sin^ — «2—0 Muhmen dürfe. Setzt man nun für einen Augenblickd ,2 «08^ — «2 __. 0
so würde noch den Bedingungen

0082P (l)2 8iu2<^> ---- «")«l>2 ^^ «2,

zn genügen sein. Die erste lehrt, daß u, nicht — 0 werden darf; dann müßte aber nach der
zweiten d, verschwinden. Dies würde aber, da cmgeuommeuer maßen d>2 «o^^, ^: o' sein
soll, zn der ferneren unzulässigen Annahme 0 — 0 hinführen. Es bleibt also nur übrig anzu-
nehmen, daß

d^in^ —«2 — 0
und das ist nnr gestattet, wenn », einen unendlichgroßen Werth hat. Nun ist aber, wie aus
der zweiten der Gleichungen(4) hervorgeht,», die Tangente des Winkels, welcher die Projection
der in Rede stehenden Linie auf die 52-Ebene mit der Axe der 2 bildet. Dieser Winkel muß



also ein rechter und die projccirende Ebene eine zur 2-Axe senkrechtesein. Es würden hiernach
die Gleichungen (4) in

x ^ d,

übergehen und die Gleichung der Fläche (3) würde durch Substitution dieser Werthe befriedigt
werden müssen, d. h. es wüßte

sll^8ill^t/> ---- «') s)s2 008-s/> ---- <;2) — «2^2
sein. Da aber die linke Seite dieser Gleichung der obigen Bedingung gemäß — 0 ist, so muß
es auch die rechte, also d, — 0, d, h. 2 — 0 sein. Man kommt somit auf das eine Paar
der obigen Parallelen zurück. Durch die Annahme a, — 0 wird man auf das andere Paar
der erwähnten Parallelen geführt. Es existiren also überhaupt nur diese Geraden auf der
Fläche. Diese liier Linien begrenzen ein Rechteck. Nuu geht aber aus der Gleichung (3)
hervor, daß 2 nur so lange reelle Werthe besitzt, als absolut genommenentweder

x <<
8>U^>

oder

x >

und zugleich ? <

uud zugleich ?

008 P

8IUP " 0N8P

ist. Die Fußpunkte der 2.Ordinate treffen also die x^. Ebene nur in solchen Punkten, die
entweder innerhalb des gedachten Rechtecks oder in den Scheitelwinkelräumendes Rechtecks oder
endlich auf den Schenkelndieser Winkel liegen. Nun erhellt aber sehr leicht, daß für alle die-
jenigen Punkte der Oberfläche, bei denen die Fnßpnnkte der 2-Ordinate in die Scheitclwinkelräume
oder in deren Schenkel fallen, nicht die Summe der Abstände von den gegebenen geraden
Linien, sondern deren Differenz die constante Länge 2« hat, so daß also nur derjenige Theil
der Oberfläche übrig bleibt, welcher oberhalb oder unterhalb des gedachten Rechtecks liegt. Die
Ecken dieses Rechtecks liegen auf je einer der gegebenen Geraden, so z. N. die Ecke mit den
Koordinaten

8lNP 008^»
ans der Geraden

^ — t»UL^ X.

Setzt man für den Augenblick 5 — a <<
0U8P

, so erhält man für den in der Eilt-

fcrnung » vom Anfangspunktemit der X2>Ebene parallel gelegten Schnitt der Fläche die Gleichung
X^ 8IN'P

^2 o^ ----»2 «.yg!^,
— 1.

Dieser Schnitt ist also eine Ellipse, deren Halbazen die Länge
8>llhp

und ^/c ll,^0N8^y)

besitzen. Der Werth der ersteren ist von a unabhängig, die zweite wird am größten für u — 0



und ist dann gleich «, während !':^ ihren kleinsten Werth 0 für a ous^ --: o erhalt. Alle mit
der x«.Ebene parallelen Schnitte der Fläche sind also Ellipsen, deren große Halbaze einen be-
ständigenWerth hat, wahrend die lleinc Halbare von « bis 0 abnimmt. Die Ellipseuschnitte
werden demnach, je weiter sie sich n.,n der xx-Ebene entfernen, immer flacher und flacher und
gehen endlich in eine gerade Linie über. Eine gleiche Bcwandtniß hat es mit den der 52.Ebene
parallel gelegten Schnitten.

Für den Rauminhalt X desjenigenTheiles der Fläche, welcher zu beiden Seiten des
mehrfach erwähnten Rechtecks liegt, ergiebt sich ein einfacher Ausdruck. Da ncmlich der Flächen-
inhalt eines in der Entfernung 7 gelegtenEllipscnschnittes

ist, so erhält man für den Rauminhalt li des Körpers den Ausdruck
0

2
en8<s

ll^ ^/o'' ---- ^' «U8^ ^)

oder, wcun man

setzt,
^ eo8^> ^n 0 sin?//

2

2
o^Tr

8!N^> 0U8^>
eo8'<//<I i/> ^^

?r-

28in2^>'

also

X —
8Ill2^>

Von Interesse ist es noch die Gestalt eines Schnittes zn untersuche», welchcu eine durch
die Aze der 2 und durch eine der beiden gegebenen Geraden, etwa die Linie (1), gelegte Ebene
auf der Fläche bestimmt. Dreht mau zu dem Zwecke das Coordinatensystcm um den Winkel y>,
so daß die Are der neuen x in die Gerade (1) fällt, fo hat man

X — X, 008P----^, 8iu^>,
^ — X, 8iüP-<-?, 008^,

zu setzen wenn x, und 5, die neuen Coordinaten bezeichnen. Der gesuchte Schnitt fällt also
in die xx,-Ebene und man erhält seine Gleichung,wenn man in die Gleichung(3) die Werthe

X -^ X, «08 P und )s — ?, 8IUP

substituirt. Dadurch ergiebt sich
(x ,2 8in2 P «08^ P ---- «2^ ^ 2 ^1,2 ^, ^^,^2 ^,---- (.2) —. <>2 ^2

also
x,2 8in^^> «08^^,----«2 — 7^: Y2

oder

x,2 8!N^P en8-^> ^- e (0^2).
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Dies sind die Gleichungenoon zwei congruenten, einander zugewendeten Parabeln, deren
Hauptarm in der 2-Azc liegen nnd die sich in den Endpunkten der einen Diagonale des ge-
dachten Rechtecks schneiden. Es giebt also im Ganzen vier solcher Parabeln, welche auf der
Fläche liegen. —

Wir gehen nun znr Untersuchungder Krümmungslinien und der Hauptkrüm-
mungshalb messcr der Fläche über.

Seht man wie üblich
ä2 6x 6^2

äx " I'. ^ — y, ^
ä-2

« . -^-^ — t

so erhält man

l» —

l» —
^ «08 ' P fx' 8lll2 ^>---0')

8M'P f^2 «03's/----«^)
2 <X^ 8lll'</>----«2)

X^ 8iU'^ 008'^ y)

008''P sx' 8in^P----«^)

(1_^)«-I>^

x ^^«v8^y>—c^)

X^8lII-s/,«c»8-^z8in-</>«08-<ssx2)'«08-^>-l-e'X '-^>«^)'^)-«^(1>^«<'3'^)j
«^ « ^2 «N8^ P----0')

. ^ __ x^8in^«u8^^;^ 2^<,<,g'^^^28;i ,2^>^o'x--^e-)'-)-«^(1-i-8iii^)j
(^p )8-i»c,r------------------------------------------«.«(x-sin^-o')

X- )'2 »iu's/, <!0««^, sx' »iii'ss — V- «08'-^) ^- o' sx^ — v') z!»'^ en«^^ — o' X' 8in'<s CN8'^ (1 -l- eo«'?!)

Werden nun diese Werthe in die bekannteDifferentialgleichung der Krümmungslinien

eingesetzt, so erhält man
67'

?<,8"^X2?2^28„I2^, ---- ^^^^^.^^«N^P^ (x"--- ^) ^
2c/> 0082^! fl^-«082^,) <?4 x2^-8ln2y)<)082^^1^-8!N2^)«4 7 2 >----

-i»(o082y) ---- 8>N2^)<.<! )

-8>N2^<:082^^I^^2^.^2^^2^^2^x2728;n2^_^«-x2^.l?2^2)^1_^Z;u2^)o^^0.

-<- «
8in^^>008'
— 81N'

.
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Diese Gleichung vereinfacht sich bedeutend, wenn man, wie im Folgenden geschehen soll,
sich auf deu Fall beschränkt,daß die beiden gegebenen geraden Linien sich unter einem rechten
Winkel schneiden. Setzt man nemlich dieser speciellen Annahme gemäß

LlllP — C0FP — ^/^,

so geht die vorstehende Gleichungin

x? (x- — 2o2) !x- 5-- ^_ 2«2 ^2 ^_ ^2) __ I2e4z^_

2<?2 jx2 52 ^2 __ ^2) _^. 2o2 (x« — 7^) — 12o^ l>2 — ^2^

— X^ (?2 — 2<)2) jx2 ^2 ^_ 2<>2 ^2 ^. 72^ __ 12«4^ __ ^

<lx

oder in

zx2^2_^2o(x2^.72)^_i2<:4,zx5(x2 —2o2)^.^_2e2sx2—72^^^(^2^2<?2)z—0

über. Nach Beseitigung des ersteu Factors erhält mau also
ü?2 2«2sx2^).2^ ^ ?2^2«2
üx X^(x2—2o2) üx x2 —2«2

»^ — «2 ^2 __ ).2) ^_ ^4 ^2 — ^2)2 ^_ x2 ^2 ^2 — 2o ') s).2 __ 2«2)
üx "' X5(x2—2<?2)

6^ - «2 ^2 ^ ^2) ^ ^2 ^2 ^. ).2) _ x2 72z
ÜX X5^x2—2<?2)

Der Projection der ersteu Krümmuugsliuie entspricht demnach die Differentialgleichung
ü? x

'ü^ ^ ^ ^'
aus der sich durch Integration

x^ — »,2------(5)

ergiebt. Die erste Krümmnngsliuiehat also zu ihrer Projection auf die x?.Ebene eine Hyperbel,
deren Asymptotenmit den Aren der x und 7 zusammenfallm.

üv
Der andere Werth von -^- giebt

oder

üv x(^2—2o2)
üx^ ^ 5<x2—2o2)

^^ xüx
2«2)'2— 2c2 x

nnd hieraus folgt dnrch Integration

3.2—202 — d(x2— 2<?2) .... (6)

Die Projection der zweiten Krümmungslinieauf der x?. Ebene ist also ebenfalls eine
Linie zweiten Grades und zwar eine Ellipse oder eine Hyperbel je nachdem die Integrations-

2
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constante d einen negativen oder positiven Werth hat. Welcher der beiden Fälle stattfindet, wird
sich späterhin entscheiden. Dieser Kegelschnitt geht übrigens, was auch d sein möge, durch die
vier Eckpunkte desjenigen Quadrates, in welches sich fü« unseren speciellen Fall das mehrfach
erwähnte Rechteck verwandelt.

Untersuchen wir nuu noch die Gleichungen für die Projection der Krümmungslinien
auf eine andere der Coordinatenebenen, etwa die X2> Ebene und setzen diesem Zwecke gemäß

<lx« «Ixä2 ' äx^ '

so erhalten wir

x (72 — Ho-) x(?' —L« -)-
^ ^ ).^-— 2«2) ^

4«2^
4o2^^2

<l ^
7(x- —2o-)'

2 ^2__2<. 2^x2^2^.<:2x2_z.<.2^2 ^
7«(x2— 2«2)2

4«2X2(^2^.2<:2)

t —

(1-»-cl2^^.^^

7'(x2—2«2)2 '

7»(x2—2«2)'

16o^X2 !(x2^.2«2)22>^.(x2— 2o2)2j
7'(x2— 2«2)«

(1^2)r^(i_^2)t ^
I6e«j(x2^.2«2)22^.(x2-2e2)2> z8(«2^.x2)2^2(x2^-4<:2)fx2-2o2)22__sx2-2o2)-'!

7° (x2 —2<-2)«

^. 8«^ j(x2^.2o2)22^(x2— 2«2)2j z4(o2^_x2)«l2—(x2—2«2)2z
^ 7^(x2—'2e2)°

,, . .. 16o-X2j(x2^.2«2)22^.(x2 —2«2)2z z4«2^2^sx2—2o2)2j
(1^_z,.),_^ ^ ------------^------------ ^(x2-2o2)« ------------'------------^-

Substituircn wir diese Werthe in die allgemeineDifferentialgleichungder Krümmungs-
linie, unterdrücken den Factor

(x- -». 2(-2) 22 ^. (x2 — 2«2)2

sowie die gemeinschaftlichenZahlenfactoren, so ergiebt sich

Ü22 4(02^>X2)22— (x2— 2«2)2 ^2 4«2 22 — ^ — 2o')2 ^
Üx2 2x2(x2—2<?2) äx ^ (x2—2<-2)2 '' '

also
Ü2 4 («2 ^. x2) 22 — (x2 — 2«2)2 ^ j4 (x2 — «2) 2 2 ^ (x2 — 2«2)2j
sx ^ 4X2 (x2 — 2«2)
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Wählt man hierin das obere Vorzeichen,so erhält man für die Projection der einen
Krümmungslinieauf die X2> Ebene die Differentialgleichung

Ü2 2x2
äx 2«' '

durch deren Integration sich

loß 2 -I- loß. eoust. --- lvß^x' — 2o')
oder

6,2 -- x« —2c' .... (7)

ergiebt. Die Projection dieser Krümmungslinie ist demnach eine Parabel, deren Axe in dicx-Axc
fällt. Nimmt man 2 — 0 au, so wird, welchen Werth man auch der Integratiousconstanten
^ beilegen möge, x — it- «^/2. Alle diese Parabeln haben also die Eigenschaft, die Aze
der x in zwei festen Punkten zu schneiden.

Wählt man dagegen in dem obigen Ausdrucke das untere Borzeichen, so erhält man zur
Bestimmung der Projection der zweiten Krümmungslinie die Differentialgleichung

62 4«'2-—l>2—2«l)2
äx '' 2x2<>2 —2«2)

Führt man neue Veränderliche x, und 2^ durch die Beziehungen
x, — x' und 2, -- 2-

ein, so geht diese Gleichung in
Ü2, 4o-2, — (x, — 2o-)2
äx, " 2x,(x,— 2«l)

oder in
2« 2 2, Hx,

^' x.(x. -2e-)
x, — 2«' ,

2x. ^
über, wofür wir noch

62, -4- 2, Xäx, -^ X ' äx,
schreiben wollen.

Das Integral dieser linearen Differentialgleichungist bekanntlich

Nnn ist aber

2u"

,/X6x.
x, —2«^

; e
-/x^x. ^^;.^^X,„, -^..,.

also wenn man diese Ausdrücke einsetzt

oder

(x,-2e-)(w-x.1
2x,
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2x'2" — (x2 —2o2)(«2^x2) .... (8)
wenn lt- die Intcgiationsconstante ist.

Die Projcction der zweiten Krümmungslinie auf die x?. Ebene ist hiernach eine Linie
des vierten Grades, welche, was auch 8 sein möge, die Axe der x in den beiden festen Punkten
x — -i- «l/2 schneidet.

Um nun zu entscheiden,welche zwei der vier gefundenenGleichungenderselben Krüm-
mungslinie angehörennnd zu erfahren, welche Beziehungen zwischen den Iutcgratiunsconstantcn
stattfinden, hat man einfach zu untersuchen, durch welche Zusammenstellungdie Gleichungder
Fläche befriedigtwerden kann. Man erkennt nun leicht, daß dies nur möglich ist, wenn man
einerseits (6) mit (7) und andrerseits (5) mit (8) combinirt. Eliminirt man aus der Gleichung

(x- — 2«2) (?2 __ 2«2) — 4<>2 2- ^

und den Gleichungen(6) nnd (7) die Größen v und 2, so crgicbt sich

d(x- — 2«-)- --
., 4o- (x- — Z«^)'

^2

also
K — 4« ^

H,2 '

und man erkennt daraus, daß für reelle Werthe der Constcmtcn ^ die durch die Gleichung(6)
dargestellte Linie zweiten Grades eine Hyperbel ist.

Eliminirt man ferner dieselbenGrößen aus der Gleichung (9) und den Gleichungen
(5) und (8)i so hat man,

^(x- —2e2)(«2—x°)
(x2—2«2)i'^. — 2o^ ^ X'

und daraus
»4 — 2o2«-.

Faßt man diese Ergebnisse zusammen, so hat man also für die eine der Krümmungs-
linie die Gleichungen

X,? — a- ; 4«2x22' — (x2 — 2«2)^__ 2^.2^ .. ^iy)
und für die andere:

^2 ^2 ^ 2«2) — 4<?2 ^2 — 2c-2) ; ^^ -- x- — 2«2 .... (11)
Man hätte freilich die Gleichungcufür die zweiten Projcctioncu der Krümmungslinicn

sofort aus den Gleichungender ersten Projcction und der Gleichungder Fläche erhalten, können.
Es kam uns aber darauf an, zu zeigen, wie sich dieselben auch durch Integration der bezüglichen
Differentialgleichungenohne Schwierigkeitherleiten lassen.

Die Hauptkrümmnngshalbmcsscr li der Fläche (9) nehmen einen ziemlich ein-
fachen Ausdruck an. Man findet dieselben durch die Gleichung

wenn der Kürze wegen
4o^ — x2^2

.16«^ 2'
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x4 ^4 __ «2 x2 )s2 ^2 ^- ^2) ^_ 2c;4 ^4 ^- 5^) 12«« (X- ^- ).2) ^_ Z^
32o° 2^

1^_„2.„2. (X2^.^^4«2)^2^2^4^)

gesetzt wird. Die obige Gleichungliefert die Werthe

K"^^. (li^^K--^^)

oder, da

, '^^ K" — lx^<^.o2^2^2^2^.^2)__2«^x^^.8x2^2^_^4)^_12^°^2^_^2^2
^ "" 322. 0> 2.^6

.^,/7^-------z-^ X272fx2^.^2)_2o2(x<^.4x2v2^_^^_^12^^2_^^2)__1^«
ü^-l/n —48»i' — 16. «4, 2'

!x2 ?2 __ 2«2 ^2 ^_ ^2) ^. 4^.4z sx2 ^.52^ 4<>2) ^ 4«2 ^,2 ^2 ^_ ).2 __ 4<>2^
16«^ X^ ' Ißc^s

X2^>52^^2
^ 4l)2 «

',-^^174^2 ^_ x<^ - 8o< x2 ,2_^o« ^^ ^'^^16e° 2" 16«''2'

ist;
- ^« ^ ^2 2 _

„^ . (x'^-^'-4o)'

-4«2

?-—4«2

3

N" ^ — ^ ! '
(X2?2^4<.4)5

«, (X2^.^2__4<,2)2 (x2 72^^4)2
2«2(X2— 2«2) ^2^2«2)

Die Art der Krümmung einer Fläche in irgend einem ihrer Punkte hängt bekanntlich
davon ab, ob der Ausdruck

^ — rt — 32
einen positiven oder negativen Werth hat. Nun fanden wir aber oben für die Fläche (9)

._ - 4«4 —x-?2
^ ^ 16«^2

und es ist -folglich z positiv oder negativ je nachdem 4e^ größer oder kleiner als x2 ?2 z^
d. h. je nachdem die Summe oder die Differenz der Abstände eines Punktes der Fläche von
den gegebenen Geraden gleich 2« ist. In dem ersten Falle ist mithin die Fläche von gleich¬
artiger, in dem anderen von ungleichartigerKrümnmng. — In denjenigen Punkten endlich, für
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welche S — U, oder x- ^^ -- 4«^ ist, verschwindetdie Krümmung. Diese Punkte liegen
aber ans denjenigen vier Geraden, welche sich auf der Fläche finden.

Schließlichmag hier noch die Gleichung derjenigen deueloppabelen Fläche Plah finden,
welche von denjenigen Normalen der Fläche gebildet wird, die längs der Krümmungsliuie(10)
liegen. Man gelangt zu derselben, wenn man ans den Gleichungen

X — x'-<-z»(2 — 2>) -- 0; 5 — ?' -l-q l«— 2>) — 0
x^ — »"

und der Gleichungder Fläche die Größe» x, 5 uud x elimiuirt. —

Führt man diese Rechnnng ans, so erhält man die Gleichung
!1< »l< — 2»- 0' ^ N' ^. 4o^ NN2 ^. 144 ^ «° 0»l — 16a- 2' n — 0,

wo der Kürze wegen nud mit Weglassnngder Accente

»I — 16o" X? — 4n,2 «2 ^2 _^. z^2 ^4 ^_ ^4^

H. ^ (»2 x ^- 2«2 ^)2 ^. ^«2 ^ ^. ^-^ ^

u — (u2^^_2^2^2 ^«-x^-ll'5)' — 202« (»^X^.2«^) (2«2 x-<-»2 5) "^ 3»'2,

0 — l(^x^.2«^)-^.(2«-x^.a2 7)2z z^2x^.2e^)(2o'x^.»''^)^.2»«!,

l) — 16(»2x^.2«2^)3f2c2x^.»2^3^,2?2«(»^_^2y2^4^_27»«(2«'x^-»l7)"

-l- 6»° (2- x ^- 2«'^)u (2«-x ^- 2- 5)-^.48»' - (2-x-^-2«^7) (2o-x^-»'5) — 16»"

gesetzt worden ist. Die entwickelbare Fläche ist also eine algebraische Fläche des achten Grades.

A. U. Luchterhandt.
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