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Von der Bewegung der Körper.

8. 1.
Begriff der einfachen Drehung und der Winkel-Geschwindigkeit.

1) Die einzige drehende Bewegung, von der wir eine klare Vorstellung haben, ist die
eines Körpers,, welcher sich um eine unbewegliche Are dreht, deren Richtung also sowohl
im Körper als im Raume ungeändert bleibt; denn man kann fast mit dem Auge alle die
verschiedenen Kreise verfolgen, welche die Punkte des Körpers in Ebenen beschreiben, auf
denen diese Are senkrecht,steht. Auch ist einleuchtend, daß alle diese gleichzeitigen Bewegun¬
gen möglich sind, nämlich alle zugleich ausgeführt werden können ohne Störung ihrer gegen¬
seitigen Lage, also ohne Aenderung der Gestalt des Körpers.

2) Auch die Größe oder das Maaß dieser Drehung läßt sich mit völliger Klarheit auf¬
fassen; denn da alle Punkte Kreisbogen beschreiben,die ihren Halbmessernproportional sind,
so ist das Verhältniß der Geschwindigkeiteines Punktes zum Halbmesserdes Kreises den er
beschreibt für alle Punkte des Körpers dasselbe, und eben dieses unveränderliche Verhältniß
oder die Winkel-Geschwindigkeit ist das Maaß der Drehung. Diese Winkel-Geschwin¬
digkeit ist nichts anderes als die absolute Geschwindigkeiteines Punktes des Körpers in der
Entfernung Eins von der Drehungsare. Nennt man also G diese Geschwindigkeit, so ist Gr
die absolute Geschwindigkeiteines Punktes in der Entfernung i- von dieser Are.

8. 2.
Zusammensetzungder Drehungen.

3) Die Theorie der Kräfte paare, die an einer homogenen Kugel wirken, lehrt, daß
mehrere Drehungen, welche ein Körper um verschiedene durch einen Punkt gehende Aren in



Folge irgend welcher Ursachen zu machen strebt, sich ebenso wie einfache an diesem Punkte
wirkende Kräfte zusammensetzen lassen.

4) Wir beschäftigen uns indessen hier nur mit der Bewegung an sich selbst, d. h. abgesehen
von den Kräften welche sie erzeugen und von der Natur der Körper auf die sie wirken, daher
muß hier Alles durch bloße geometrische Betrachtungen bewiesenwerden.

Im Folgenden stelle eine Linie <?/»—/> stets die Are und
Flg. 1' / > die Größe einer Drehung /> vor und zu gleicher Zeit auch den

<?— !-------- ?> Sinn derselben,indem ein Auge in /> die Drehung der Ebene des
Fußpunkts O von der Linken zur Nechten erfolgen sieht.

8. 3.
Parallelogramm der Drehungen.

5) Wenn ein Körper zu gleicher Zeit zwei Drehungen
Ag- 2- „ /^ /» und 7 zu machen strebt, welche die Seiten H» und <??

eines Parallelogramms <?/>O? darstellen, so nimmt er eine
Drehung O an, die durch die Diagonale <?O dieses Paralle¬
logramms versinnlichtwird.

Sind nämlick H-, z,, ^ die Entfernungen eines Punktes
»« in der Ebene des Parallelogramms von den Seiten und
der Diagonale desselben, so lehrt eine einfache geometrische Be¬
trachtung, daß stets

/>-5 »l» ^/ — O^
ist. Nun erhält aber in Folge der Drehung /, der Punkt », die Geschwindigkeit /,.«- und in
Folge der Drehung ? die Geschwindigkeit^/ die Richtungen dieser Geschwindigkeiten sind
aber beide senkrecht auf der Ebene des Parallelogramms, daher nimmt er durch beide An¬
regungen zur Drehung die Geschwindigkeit/^ -i- ^ an, die er also auch erhalten würde,
wenn er sich um die Diagonale mit der Winkelgeschwindigkeit <9 drehte.

Fig. 3.
Liegt der Punkt >» wie in Fig. 3., fo wird ., negativ,

also

In der That erhebt sich auch jetzt der Punkt /« mit der
Geschwindigkeit ,/^ über die Ebene der Figur und senkt sich
mit der Geschwindigkeit /,H-, daher steigt er nur noch mit der
Geschwindigkeit̂ —/,H- empor, welche ebenfalls der Ge¬
schwindigkeit eines Punktes ?« gleich ist, der sich mit der Win¬
kelgeschwindigkeit O um die Diagonale des Parallelogramms
dreht. Dieser Betrachtung läßt sich jeder Punkt der Ebene

unterwerfen und die Bewegung der Ebene zieht die des ganzen Körpers nach sich.

.



.
6) Liegt der Punkt »i des rotirenden Körpers nicht mehr

Fig. 4. /N'H^" '" ^ ^^"^ ^" ^"^ ""^ ^ ^' ^' ^ ^ ^" Entfer>
nungen desselben von den Seiten und der Diagonale des Pa¬
rallelogramms 0/,O,/, so sind /«-, ^, <M die drei Geschwin¬
digkeiten,welche die drei Drehungen /?, ,/, O dem Punkte m
ertheilen. Aber diese Geschwindigkeitenliegen nicht mehr in
ein und derselben Ebene, sondern stehen senkrechtauf den Ebe¬
nen der Dreiecke /i/«^ ^»?,O, O»l<? und sind diesen Drei¬
ecken proportional; zugleich muß aber O/< die Resultante von
/>H' und </^ sein. Errichtet man also in », auf den Ebenen
der erwähnten Dreiecke die Lotbe /«, ,/z,, 6>>i, so bilden diese
zwei Seiten und die Diagonale eines Parallelogramms, so daß

man also, wenn die Größe der beiden Dreiecke />,«O und ^O gegeben ist, den Inhalt deS
Dreiecks O,«<? auf dieselbe Weise finden kann, wie man die Resultante zweier Kräfte aus
ihrer Größe und Richtung erhält.

7) Es ist hierin ein hübscher geometrischer Satz ausgesprochen,den man auch leicht rein
geometrisch beweisen kann; denn denkt man sich die drei Dreiecke /,»li?, ?»5<?, O,«O von
einer Ebene durchschnitten, welche auf der Kante »?G senkrecht steht nnd projicirt das Pa¬
rallelogramm <?/>?O auf diese Ebene, so ist die Projection wieder ein Parallelogramm, dessen
Seiten und Diagonale die Höhen der erwähnten Dreiecke darstellen, von denen nt? die ge¬
meinsame Basis ist. Diese Höhen verhalten sich daher wie die Flächeninhalte der Dreiecke
und sind zugleich unter Winkeln gegen einander geneigt, welche die Neigungswinkel der Ebe¬
nen der Dreiecke darstellen.

8) Durch Zusammensetzungje zweier Drehungen vermittelst des Parallelogramms der
Drehungen können beliebig viele, deren Aren durch einen festen Punkt gehen, in eine einzige
zusammengesetzt werden.

Fig. 5.
</

§. 4.
Zusammensetzungzweier Drehungen,die um zwei parallele Axen stattfinden.

9) Um die Parallelen ^l/» und ^</ mögen die beiden Dre¬
hungen /? und ,/ in demselben Sinne stattfinden. Steht ein
Punkt,« des Körpers, in der Ebene der Aren, von ihnen um
die Strecken ,«^l — .n und 2»H —H, ab, dann erhebt er sich
mit der Geschwindigkeit /'.«' -<- ^. Diese Geschwindigkeit kann
man sich auch dadurch hervorgebracht denken, daß der Punkt »,
mit der Winkelgeschwindigkeit /> -4- ^ um eine Are CG rotirt,

die in der Entfernung ««<? —/i parallel mit ^/» und H? liegt. Es muß dann sein
^H7 ^- ,/z, --- O -4- ?)/t

wonach also /»(/t — .«>) — ?<> — ^) oder /, - ^lt? — ^ - ^t? ist.
1"
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Durch diese Gleichung wird die Lage der neuen Are, ganz dem Gesetze des Hebels
gemäß, bestimmt.

10) Finden die Drehungen /> und </ im entgcgen-
Fig. 6. gesetzten Sinne statt, so erhebt sich der Punkt », mit der

Geschwindigkeit />.r — ^ über die Ebene der Aren. Ist
nun wieder G — /> — ? und »lt? — H, so kann man sehen

/,.«- — ^z, -- (/, — Hs)^ oder /»(H — 6?) -: ^(^ — ^).
Aber, für ^H-a und ^t'—s, wird /,6--?(«-»-6)

oder
?^

s^ »^
^ — 7

Man kann so die Entfernung der Are tG von ^/> angeben, um welche die Drehung
des Körpers mit der Winkelgeschwindigkeit /»— ? erfolgt, wenn er zu zwei entgegengesetzten
Drehungen um zwei parallele Aren angeregt worden ist.

7
11) Wenn /, —? ist, so fällt die resultirende Drehungsare des

Körpers, um welchen er sich mit der Geschwindigkeit Null dreht, ins
Unendlicheund die hier gelehrte Construction verliert ihre Bedeutung.

Fig. 7.

?'
8. 5.

Bon den Drehungs-Paaren.

12) Zwei gleiche und entgegengesetzte Drehungen /> und —)»
Fig. 6. um parallele Aren, bilden ein Drehungspaar. Ein solches Dre¬

hungspaar kann nicht auf eine einfache Drehung um eine einzige
Are zurückgeführt werden. Die Bewegung, welche aus einer
solchen Drehung hervorgeht, ist eine bloße fortschrei¬
tende aller Punkte des Körpers nach Linien, die auf

der Ebene des Paars senkrecht stehen, mit einer gemeinsamen Geschwindig¬
keit, welche durch das Moment des Paars, nämlich durch das Product />«,
einer der Drehungen ? mit der Entfernung « der beiden Aren, gemessen
wird.

Denn, in der That, irgend ein Punkt ,« des Körpers in der Ebene des Paars in der
Entfernung .^ von der ersten Are />, also in der Entfernung ^ —« von der zweiten —/>,
erhebt sich durch die Drehung /? mit der Geschwindigkeit />^ über diese Ebene und senkt sich
durch die Drehung —/» mit der Geschwindigkeit?l>—«) unter dieselbe, so daß er sich also
mit der Geschwindigkeit ^—),(>—«)—^» erhebt. Diese Größe ist von .5 unabhängig,
also haben alle Punkte der Ebene oder des Körpers dieselbe Geschwindigkeit M, welche senk¬
recht gegen die Ebene des Paars gerichtet ist.

4.

„ ^



13) Jedes Drehungspaar kann also in seiner Ebene gedreht und verschoben oder auch
in eine andere parallele Ebene verlegt werden, ohne daß sich dadurch die Bewegung des Kör¬
pers ändert. Ebenso kann auch das Paar durch ein anderes // und — />' mit dem Arme«
erfetzt werden, wenn nur das Moment //« dem ersten M gleich ist.

14) Aus dieser Eigenschaft und dem Parallelogramm der Drehungen schließt man leicht,
daß sich Drehungspaare in verschiedenen Ebenen durch ein einziges ersetzen und überhaupt
ebenso wie die gewöhnlichenKräftepaare behandeln lassen.

15) Die Wirkung eines Drehungspaars kann offenbar durch eine einfache Kraft ersetzt
werden, die im Schwerpunkt des Körpers senkrecht gegen die Ebene des Paars wirkt, wenn
sie nur dem Producte der ganzen Masse des Körpers in das Moment des Paars gleich ist.
Indessen soll in dieser ganzen Theorie der Drehungen die Mechanik nicht benutzt, sondern
Alles aus der Geometrie geschöpft werden.

., ^

8. 6.
Allgemeine Zusammensetzung der Drehungen, die um beliebigeim Raume vertheilteAxen

stattfinden.

16) Es finde zunächst eine einfacheDrehung ^ um die Are ^h» statt, welche durch den
Punkt ^ des Körpers geht. Wenn man an irgend einem anderen Orte O zwei entgegen¬
gesetzte Drehungen ^ und —/>' anbringt, welche der ersten /> parallel und gleich sind, so
wird dadurch die Bewegung des Körpers nicht geändert. Man hat dann aber erstens statt
der einfachen Drehung /, eine ihr gleiche und gleichgerichtete Drehung // deren Are durch O
geht und zweitens ein Drehungspaar O, —/>'). Man kann daher eine Drehung, parallel
mit sich selbst, in irgend einen Punkt des Raumes verlegen, wenn man nur noch das Dre-
hungspaar berücksichtigt,welches durch diese Verlegung entsteht und dessen Maaß oder Mo¬
ment erhalten wird, wenn man die gegebene Drehung mit dem Wege multiplicirt, welchen
ihre Are durchlaufen hat.

17) Hat man nun beliebig viele Drehungen /,, ,/, 7-, ... um willkürlich liegende Aren
^/>, ^, t>,... und man verlegt alle parallel mit sich selbst in irgend einen Punkt O
des Raumes, so lassen sie sich dort in eine einzige O zusammensetzen, welche man die resul-
irrende Drehung nennen kann; und alle Drehungspaare, welche bei dieser Verlegung ent¬
standen sind, setzen sich zu einem einzigen zusammen(s> ^-9) welches das resultirendeDre-
hungspaar heißt.

Ebenso wie beliebig viele Kräfte stets auf ein einziges Kräftepaar, und auf eine einzige
Kraft, die durch einen gegebenen Punkt geht zurückgeführt werden können, so lassen sich auch
beliebig viele Drehungen um verschiedene willkürlich im Raume liegende Aren stets auf ein
einziges Drehungspaar und auf eine einzige Drehung, deren Are durch einen beliebig ge¬
wählten Punkt geht, zurückführen.

Die resultirende Drehung G wird stets ungeändert bleiben, wo man auch den Punkt O
annehmen mag, und sie verschiebt sich nur parallel mit sich selbst, wenn der Punkt <? einen
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anderen Ort einnimmt, aber das Dlehungspaar (e>—^) ändert bei dieser Verschiebungseine
Ebene und seine Größe.

18) Man kann den Punkt O stets so wählen, daß die Are der resultirendm Drehung
auf der Ebene des Drehungspaars senkrecht steht. Das resultirende Dlehungspaar (9, —y)
läßt sich nämlich stets in zwei andere (^> — ^) und (9", —ß") zerlegen, von denen das erste
in eine Ebene fällt, die senkrecht auf der Are tt<9 der resultirendm Drehung steht und das
andere in eine Ebene, welche durch diese Are selbst geht. Wählt man nun einen Punkt O
in dieser Ebene sv, daß wenn man in ihm die Drehungen O und —<3 anbringt, das ent¬
stehende Dlehungspaar (O, —O) das Paar (9", —e") vernichtet, so bleibt, außer dem Paare
(^, -^^), nur noch die Drehung O um die Are t^O übrig, welche auf der Ebene dieses
Paares senkrecht steht. Diese Are kann die Central-Are der Drehungspaare genannt
werden.

Also kann jedes System von Drehungen stets auf eine einzige Drehung
um eine bestimmte Are und auf ein Dlehungspaar zurückgeführt werden,
dessen Ebene auf dieser Are senkrecht steht. Dieses Paar ist unter allen die'erhalten
werden können das kleinste, denn brächte man die Drehungen G und—O an einem anderen
Punkte ^" an, so erhielte man in 6" eine Drehung O und ein Drehungspaar (O, —O),
welches aus dem Paare (^ —0^) senkrecht stände, also mit diesem in ein einziges aber
größeres zusammengesetzt werden könnte.

19—21) Da ein Drehungspaar eine bloße Verschiebung senkrecht gegen seine Ebene
hervorbringt, so kann jede Bewegung eines Körpers in Folge von beliebig vielen Drehungen
nur einer Drehung um eine gewisse Are und einer Verschiebung im Sinne dieser Are
gleichgelten.

8. 7.
Borstellung einer Drehung um einen Punkt.

22) Diese Vorstellung läßt sich auf die einer Drehung um eine bloße Are zurückführen.
Denn betrachtet man zwei Punkte ^ und /? des Körpers, welche mü dem Mittelpunkte O
der Drehung das Dreieck O^lH bilden, so wird nach Verlaus eines Zeitelements der Punkt
^ nach ^ und /i nach H gekommen sein, also das Dreieck O^lH die unendlich wenig von
der ersten verschiedene Lage O H H einnehmen. In diese Lage kann es aber durch zwei auf¬
einander folgende Drehungen gelangen; nämlich durch eine Drehung /? um den gemeinschaft¬
lichen Durchschnitt OH der beiden Dreiecksebenen, wodurch das Dreieck O^lH bloß in die
Ebene des Dreiecks O/ÄH geführt wird, und durch eine Drehung ? um die Normale oder
Are O^ dieser Ebene, wodurch der Punkt ^ nach ^ also H nach H gelangt. Aber zwei
Drehungen /> und ? um zwei durch t? gehende Aren lassen sich durch eine einzige O um
eine Are t?^ ersetzen. Also, wie sich auch ein Körper um einen festen Punkt dre¬
hen mag, seine Bewegung in irgend einem Zeitelemente wird stets nur eine
einfache Drehung um eine, während dieses Ieitelements, im Körper und im

.



Raume feste Are sein, die durch den festen Punkt geht. Man kann sich nun vor¬
stellen, daß in den folgenden Zeitelementendie Drehungen nm andere Aren geschehen, ähn¬
lich wie sich die Bewegung eines Punktes in einer krummen Linie als ein Durchlaufen der
unendlich kleinen Seiten eines Polypons auffassen läßt, dessen Grenze die krumme Linie ist.
Man kann daher folgenden Satz aussprechen:

23) Die Bewegung eines Körpers, welcher sich um einen festen Punkt
dreht, ist die Bewegung dieses Körpers um eine durch diesen Punkt gehende
Are, deren Richtung sich jeden Augenblick ändert und die daher die augen¬
blickliche Drehungsaxe genannt wird.

Diese augenblickliche Drehungsare verhält sich ähnlich wie die Tangente einer Curve welche
ein Punkt durchläuft.

24) Diese augenblickliche Drehungsare ändert ihre Lage stets im Körper uud im
Raume zugleich. Der Winkel, den sie während eines Zeitelements im Raume beschreibt
und der ihre absolute Bewegung ausmacht, ist derselbe den sie im Innern des Körpers
beschreibtund der ihre relative Bewegung ist.

Dreht sich also ein Körper um eine in ihm selbst feste Are, deren Lage sich aber im
Raume ändert, so ist diese nicht die augenblickliche Drehungsare, um welche die Bewegung
wirklich vor sich geht, denn die augenblickliche Drehungsare kann nicht unbeweglich im Körper
bleiben, ohne zugleich unbeweglichim Raume zu verharren.

8. 8.
AnschaulichesBild dieser Drehung.

25) Die augenblickliche Drehungsare kann
Flg- 9- -^ ^v offenbar im Raume nur eine gewisse Kegelstäche

beschreiben, deren Spitze der feste Mittelpunkt
der Drehung ist und ebenso wird sie im Kör¬
per eine andere Kegelstäcbe mit derselben Spitze
durchlaufen.

Es sei tt der Mittelpunkt der Drehung
und O^ die augenblickliche Drehungsare im gegenwärtigenZeitelcmente. Mit dem beliebigen
Halbmesser <?»/ beschreibeman eine Kugel, welche die beiden Kegelflächenin zwei Curven
schneidet, von denen die eine c? fest im Raume und die andere ^ fest im Körper ist, also
beweglich mit ihm im Raume.

Man theile die Zeit 5 in gleiche unendlich kleine Theile H oder Zeitelemente, welche
auch Augenblickeheißen mögen; und auf der festen Curve <5 bezeichne man die Punkte
«, A ?,... zu denen der Pol ./ der augenblicklichen Drehungsare in den auf einander fol¬
genden Augenblicken gelangt. Verbindet man diese Punkte durch Bogen größter Kreise, so
entsteht ein sphärisches Polygon ^«A'... von unendlich vielen unendlich kleinen Seiten.
Construirt man nun auf der Curve s, welche die Basis des beweglichen Kegels bildet, die
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Bogen größter Kreise ^«, «6, <ie,... welche den ersteren entsprechend gleich sind, so ist klar,
daß der Körper, welcher sich im ersten Augenblicke um t?^ dreht, den Punkt a des Körpers
auf den Punkt « des Raumes führt, im zweiten, wo die Drehung des Körpers um t?«
geschieht, gelangt der Punkt 6 des Körpers zum Punkte /3 des Raumes u. s. w., so daß die
Elemente der Curve « sich allmälig an die gleichen Elemente der Curve <? anlegen, also der
bewegliche Kegel, ohne zu gleiten, auf dem festen hinrollt.

26) Denkt man sich also den beweglichen Kegel im Körper befestigt, so daß er ihn,
wenn er auf dem festen Kegel rollt, mit sich führt, so ist die Berührungslinie beider Kegel
die augenblickliche Drehungsare und also zugleich beweglich im Körper nnd im Raume, indem
sie im Raume den Mantel des festen Kegels beschreibt und im Körper den Mantel des
beweglichen. Man wird nun deutlich die Wahrheit des Satzes einsehen, daß wie sich auch
ein Körper um einen festen Punkt drehen mag, diese Bewegung immer nur
die eines Kegels ist, dessen Spitze in dem festen Punkte liegt und der ohne zu
gleiten, auf einem anderen festen Kegel, mit derselben Spitze, hinrollt.

27) Wäre die Drehung eines Körpers um einen Punkt O discontinuirlich, d. h. änderte
die augenblickliche Drehungsare ihre Lage plötzlich um einen endlichenWinkel, statt daß sie,
wie gewöhnlich, nur unendlich kleine Aenderungen erfährt, so ließe sich die ganze Bewegung
des Körpers statt durch zwei Kegel mit Hülfe zweier Pyramiden, deren Spitzen in O liegen,
vollständig nachahmen, indem nämlich die beweglicheihre Seitenflächen auf die entsprechend
gleichenSeitenflächen der festen auflegt und sich dabei stets um eine beiden gemeinschaftliche
Kante herumdreht.

28—29) Da sich die augenblickliche Drehungsare selbst nicht bewegt, sondern immer nur
im nächsten Augenblicke eine andere Linie Drehungsare wird, so ist es nur ein bildlicher Aus¬
druck, wenn man vorher von der durch die Drehungsare beschriebenen Kegelstäche sprach, statt
sie die Fläche zu nennen, welche durch die stetige Folge aller der Linien gebildet wird, um
deren jede einmal die Drehung stattfindet.

Mit gleichem Rechte kann man auch den Winkel </?> zwischen zwei auf einander folgenden
Crzeugungslinien dieser Fläche, als in dem Augenblicke e/5 durch die augenblickliche Drehungs¬

are beschrieben ansehen, und also den Bruch ^ die Winkelgeschwindigkeit nennen, mit

der diese Are zu gleicher Zeit die beiden erwähnten Kegelflächenbeschreibt. Eben so ist ^,

oder das ihm gleiche -^, die Geschwindigkeit, mit der sich der augenblickliche Pol ^ in

den beiden Curven bewegt.



8. 9.
Bon den verschiedenenGrößen, welche man naturgemäß beim Studium der Bewegung eines Körpers

um einen Punkt zu beobachten hat und von der wechselseitigen Abhängigkeit dieser Größen
von einander.

30) Wenn die beiden Curven « und 5 mit der Winkelgeschwindigkeit O der Drehung
um die augenblickliche Drehungsare t?./ gegeben sind, so ist die Bewegung des Körpers
völlig bestimmt.

Wenn außer der WinkelgeschwindigkeitG eine einzige dieser beiden Curven und die
Geschwindigkeitdes beschreibenden Pols gegeben ist, fo ist schon die andere Curve nothwen¬

diger Weise mit bestimmt. Denn es sei z. B. die Curve <? mit der Geschwindigkeit -^ des

sie beschreibenden Pols ^ und die Winkelgeschwindigkeit O gegeben, so ist im Körper bereits
der Punkt bestimmt, der nach Verlauf des Zeitelements H während dessen sich der Körper
um t?^ dreht, auf die feste Curve 6 fallen muß, um seiner Seits der neue Pol der Drehung
zu werden. Ebenso sind dann auch schon die Punkte im Körper bestimmt,die in den folgen¬
den Ieitelementen Drehungspole werden; daher bleibt über die Gestalt und Lage der Curve«
keine Unsicherheit mehr.

</«
Ebenso bestimmen die bewegliche Curve s, -^ und G die im Naume feste Curve «-.

31) Außer der Winkelgeschwindigkeit G des Körpers
^V^ um die augenblickliche Drehungsare i?^ unterscheidenwir

noch die Winkelgeschwindigkeit «, mit welcher diese Are die
beiden Kegelstächen 6 und ^ gleichzeitig im Innern des
Körpers und im Raume beschreibt; die Krümmungshalb¬
messer ^ und s dieser beiden Flächen; die Winkelgeschwin¬
digkeiten /> und ?r des Pols um die Are <?/> des die be¬
wegliche Fläche H osculirenden Kegels und um die Are <?/?

des Kegels, der die feste Fläche osculirt; u. s. w.
/ X Wenn von diesen verschiedenen Größen irgend drei

gegeben sind, so ist die Bewegung des Körpers
bestimmt.

Man nehme auf der augenblicklichen Drehungs¬
are stets <?»/ — 1 und betrachte die beiden Curven
« und 5, welche der Pol ^ beschreibt, als sphärische
Polygone von unendlich kleinen Seiten. Während

des Augenblicks H, wo der Pol ^ unbeweglichbleibt, beschreibt die Seite </« des beweglichen
Polygons H, um sich an die ihr gleiche Seite «K? des festen Polygons <? anlegen zu können,
einen Winkel, der die Summe der Außenwinkel^e und </« des beweglichen und festen Poly¬
gons ist, wenn die Polygone « und <l wie in Fig. 10. nach entgegengesetzten Seiten gekrümmt

2
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sind, dagegen die Differenz dieser Winkel, wenn, wie in Fig. 11., ihre Krümmungen nach ein
und derselben Seite hin liegen. Dieser Satz wird durch die Formel ausgedrückt

</s ^üü </«
G —

</l

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Curven « und <? im Be¬
rührungspunkte ^ nach entgegengesetzten oder gleichen Seiten gekrümmt sind.

Aber der Winkel ck des Polygons « ist der Winkel, den die Verlängerung einer Seite
der Pyramide, deren Spitze tt und Basis das Polygon s ist, mit der folgenden Seite bildet,
und dieser Winkel, welcher dem gleich ist, den die beiden Lothe auf den erwähnten Seiten mit

</«
einander machen, hat den Quotienten — zum Maaß, so daß also

und ganz ebenso

folglich

ist

</e^

<l/k —

Aber -^ oder -^ bezeichnet die Winkelgeschwindigkeit mit der die augenblickliche Drehungs-

are 0/ die beiden Kegelftächenbeschreibt;setzt man also

«

-(^ö)

Fig. 12.

so nnrd 6>

was ein sehr einfacher Ausdruck für die Geschwindigkeitder Drehung G durch die Winkel¬
geschwindigkeit « der augenblicklichenDrehungsare und die Krümmungshalbmesser, und e
der von ihr beschriebenenkonischen Flächen ist.

32) Gonstruirt man die beiden Krümmungshalbmesser
^ — ^ und <//?—?, so sind 9/^ und <?/? die Aren
der beiden geraden Kreiskegel, welche die KegelflächenH
und ^ osculire«, und die Lothe « und « von ^ auf diese
beiden Aren sind die Halbmesser der Kreise, welche den
beiden geraden Kegeln als Grundsiäcke dienen. Nach der
Figur ist aber

«- , ,, «^
5- — f--------2 und e^ — ^---------

Durch diese Werthe für ^ und 9 verwandelt sich der obige Ausdruck für O in

O^z/i^^^-^
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Aber « ist die Winkelgeschwindigkeit der augenblicklichen Drehungsare auf der Fläche H

oder auch auf der osculirenden Kegelstächc, also — die Winkelgeschwindigkeit der Projektion

der Are 0^ auf dessen Basis oder die Winkelgeschwindigkeit dieses Pols ^/ um die Are tt/'

dieses Kegels. Ebenso ist — die Winkelgeschwindigkeitdieses Pols um die Are <?// des

andern Kegels. Diese Winkelgeschwindigkeiten wurden aber oben durch /? und n bezeichnet,
so daß also

— — « und —a ^ « ?i

und daher G -- />^1 — »2 -i- ?i^/i — ««
Nennt man ^ den Winkel ^O/' und 3 den Winkel ^<?/?, so ist

« — 8iuH' und « — 8171^

und in dem Falle, den unsere Figur darstellt, ist
_ « 8in(>-»-3)O ^---—^— . ^

8IN^ 8HlI

O 8inH7 81N^

»in (^r' s)
?r

also <» ^^ ".^^" ,°^ — /> 8in.^ ^- ?r 8inD

oder auch
8111 3 8INH' 8111^-s-I)

so daß also /> und n die beiden Seiten eines Parallelogramms sind, von dem O die Diago¬
nale ist. Die Winkelgeschwindigkeiten des Pols ^/ um die Aren der beiden osculirendenKegel
sind also die DrehungsgeschwindigkeitO nach diesen beiden Aren zerlegt.

33) Kennt man drei der erwähnten Größen als
Flg. 12». ^ >^^ ^^ / Funktionen der Zeit, so kann man die übrigen finden.

Sind diese drei gegebenen Größen konstant,
so sind es die übrigen auch und die Bewegung des
Körpers ist die eines geraden Kreiskegels, welcher
aus einem anderen solchen Kegel mit gleichförmiger
Geschwindigkeit rollt.

Es stelle z. B. in Fig. 12a. die Linie <?/? die
Are der Ekliptik dar und <?^ die augenblicklicheDre-
hungsaie der Erde, welche mit der Are der Ekliptik
einen Winkel von ohngesähr 23° 27'30" macht. Die¬
ser Winkel ist nicht derselbe, den die Erdare 61/» mit
der Are der Ekliptik bildet, wie gewöhnlich irriger

Weise geglaubt wird, sondern etwas größer als der letztere. Er würde von diesem Winkel
nur dann nicht zu unterscheidensein, wenn die Erdare ihre Lage gegen die Ekliptik nicht
änderte, aber sie beschreibt in der That in einem Zeitraume von 26000 Jahren eine Kegel-
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fläche, deren Are die Are der Ekliptik ist. Die Winkelgeschwindigkeit ?r dieser Drehung ist
also 26000 - 365,24 oder fast 9^ Million mal kleiner als die Winkelgeschwindigkeit G mit
der die Drehung um die augenblickliche Drehungsare 9^ innerhalb eines Tages ausgeführt
wird, oder es ist

O — 9500000/r.

Da die Drehung der Erdare um die Are der Ekliptik der täglichen Bewegung entgegen¬
gesetzt ist, so erfolgt die Bewegung der Erde so, als ob der Kegel H mit seiner Spitze t? in
ihrem Mittelpunkte befestigt wäre, während seine Are <?/* mit der Grdare zusammenfälltund
dieser Kegel auf der inneren Fläche des festen Kegels ^ hinrollt.

Aus dem Parallelogramm der Drehungen t?/,O?r ergiebt sich nun, wenn <?/>—/», O75—?r
und OO — O genommen wird,

Tr sinI ^ sin 23« 27'30"
^"^O^nco^^ 9500000

da cos 5 gegen 9500000 vernachlässigtwerden kann. Hieraus findet man sogleich den Durch¬
messer der Basis des Kegels H an der Erdoberfläche1,7 Fuß groß. Man kann also auch
sagen: die augenblickliche Drehungsare beschreibttäglich um den Erdpol einen Kreis von
diesem Durchmesser. Bei dieser Rechnung ist eine gleichförmigetägliche Präcession und Ro¬
tation vorausgesetztworden.

8. 10.
Vorstellung der allgemeinsten Bewegung, welche ein Körper im absoluten Raume habe» kann.

Fig. 13.

Fig. 14.

34) Jede Bewegung eines Körpers kann angesehen werden
als hervorgebracht 1) durch eine einfache Verschiebung, welche alle
Theile mit derselben Geschwindigkeit « nach parallelen Richtungen
fortführt; 2) durch eine einfacheDrehung G um eine gewisse Are
O^, welche durch den Punkt <? geht, dessen Bewegung man
beobachtet.

Wenn die Richtung Ol/ der Verschiebung « auf der
Are <?^ der Drehung G senkrecht steht, so kann man die
ganze Bewegung auf eine einfacheDrehung O um eine der
O^ parallele Are OH zurückführen. Denn legt man durch
O^ senkrecht gegen 6)t7 eine Ebene und setzt voraus, daß
in dieser Ebene und von der Seite der Are, wo die Ge¬

schwindigkeit der Drehung der Punkte des Körpers ihrer Verschiebungentgegengesetzt ist, ein

Punkt ^ in der Entfernung ^ —^ von dieser Are tt^ genommen wird; so ist klar, daß

dieser Punkt t?'im Raume eine Geschwindigkeit .«-O — u---0 hat und daß alle Punkte auf
O'H dieselbe Geschwindigkeithaben. Also in dem besonderenFalle, wo 6t7 senkrecht auf
der augenblicklichen Drehungsare <?^ steht, reducirt sich die doppelte Bewegung auf eine

^
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"

einfache Drehung um eine gewisse bestimmte Are <?'H, welche man die freiwillige Dre¬
hung sare nennt.

Wenn O l/nicht senkrecht auf <?^ steht, so zerlege man
Fig. 15. / die Geschwindigkeitn der Verschiebung in eine v, senkrecht

auf O^/, und eine t/ parallel derselben Are. Die erste v
giebt, in Verbindung mit der Drehung O, eine freiwillige
Drehung um eine gewisse mit 6^ parallele Are, und die
zweite v' verschiebt alle Punkte des Körpers parallel dieser

freiwilligen Drehungsare.
Also, jede Bewegung eines Körpers läßt sich auf eine Drehung um eine gewisse Are

und eine Verschiebungentlang dieser Are zurückfuhren;so daß also die ganze Bewegung des
Körpers die einer Schraube ist. Alle seine Punkte beschreiben also auf concentrischen Cylin¬
dern kleine Bogen von Schraubenlinien, deren Gänge alle gleiche Höhe haben. Im
nächsten Augenblickewird eine andere Schraube mit einer anderen Are und einer anderen
Höhe des Ganges beschriebenund so fort, woraus man deutlich sieht, wie sich die gleich¬
zeitigen Curven bilden, welche alle Punkte des Körpers durchlaufen.

35) Bisweilen ist die Weite dieser Schraubenwindungen Null und die ganze Bewegung
reducirt sich auf eine einfacheDrehung um eine gewisse Are, welche die freiwillige Dre¬
hung sare ist. Wenn es aber auch nicht immer im Körper eine Linie giebt, deren Punkte
sämmtlich für einen Augenblickin Ruhe sind, so läßt sich in ihm doch stets eine Linie auf¬
finden, deren Punkte während eines Augenblicks nur eine Verschiebungin ihr selbst erfahren,
und diese Linie könnte man etwa die gleitende freiwillige Drehungsare nennen.

36) Wenn also ein Körper sich auf irgend eine Weise um einen festen Punkt dreht, so
ist es stets nur die Bewegung eines Kegels der auf einem anderen festen rollt, der mit ihm
gleiche Spitze hat. Unter diesen verschiedenen Kegelflächenmuß man die Ebene, den Cylin¬
der und die gerade Linie mit einbegriffendenken. Wenn aber ein Körper sich auf irgend eine
Weise im Raume bewegt, so ist seine Bewegung in jedem Augenblicke nur eine Schrauben-
bewegung. Da sich auf diese Bewegung beliebige Drehungen zurückführen lassen (No. 19.),
so kann man also durch bloße Drehungen um verschiedene Aren einem Körper die allgemeinste
Bewegung ertheilen deren er fähig ist.

Zweites Kapitel.

Kräfte die fähig sind eine gegebene Bewegung hervorzubringen.

37) Eine Kraft ist jede Ursache, welche eine gleichförmige und gradlinige Bewegung
einem materiellen Punkte zu ertheilen vermag. Die Richtung und der Sinn der Bewe¬
gung dieses Punktes machen die Richtung und den Sinn der Kraft aus. Die Größe
dieser Kraft hat das Product der Masse in die mitgetheilteGeschwindigkeitzum Maaß.
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38) Welche Bewegung auch ein Körper annehmen mag, immer giebt es Kräfte welche,
an dem ruhenden Körper angebracht, fähig sind, die beobachteteBewegung hervorzubringen.
Denn jedes Atom «im des Körpers hat eine gewisse Geschwindigkeitn und brauchte daher
nur in der Ruhe von der Kraft «</»i ergriffen zu werden, um die Geschwindigkeit « anzu¬
nehmen. Denkt man sich an allen Atomen die ähnlichen Kräfte «e/»l angebracht, so wird der
Körper die beobachtete Bewegung erlangen. Führt man, nach den Gesetzen der Statik, die
Elementarkräste «H» auf andere /*, O, ^?,... zurück, so hat man ein anderes System von
Kräften, welches dem Körper ebenfalls seine Bewegung ertheilen kann.

39) Die Kräfte «H» würden die Bewegung des Körpers hervorbringen, auch wenn
die Atome, auf die sie wirken, nicht mit einander verbunden wären; würden also im ersten
Augenblicke weder Spannungen noch Drucke in dem Systeme hervorrufen. Treten diese
Spannungen aber im nächsten Augenblicke ein, so sind sie Folgen der Schwungkräfte, welche
aus den krummlinigen Bewegungen der Atome in ihren Verbindungen entstehen.

Führt man aber statt der Elementarkräste «H» ihre Resultanten /", O, ^ ... ein, so
muß man gleich anfangs die Atome des Körpers mit einander verbunden denken, damit sich
diese Resultanten wieder in die Kräfte «H» zerlegen lassen.

40) Diese Unterscheidungzwischen den Kräften «<ü» und /", O, ^ ... ist nur nöthig
zu machen, wenn man plötzliche Drucke, Stöße oder Spannungen untersucht, die der Körper
durch seine Festigkeitzu überwinden hat, aber nicht mehr dann, wenn man bloß seine Bewe¬
gung im Auge hat, wo diese Kräfte z. B. sehr wohl durch eine einzige Kraft und ein Kräste-
paar ersetzt werden können.

8. 1.
Kräfte die fähig sind eine bloß fortschreitende Bewegung hervorzubringen.

41) Wenn ein Körper nur eine fortschreitende Bewegung hat, sich also alle Atome in
demselbenSinne und mit derselbenGeschwindigkeit « nach parallelen Linien bewegen, so sind
die ElementarkrästenaK», die auf die Atome wirken, ebenfalls parallel, gleichsinnig und den
Massen </>» dieser Atome bezüglich proportional. Aber aus der Statik weiß man, daß sich
solche Kräfte stets auf eine einzige /t---/«</», zurückführen lassen, die ebenfalls in gleichem
Sinne und in gleicher Richtung den Schwerpunkt des Körpers angreift.

Also, umgekehrt,wenn irgend eine Kraft /i den Schwerpunkt eines Körpers angreift, so
ist die Wirkung dieser Kraft, da sie sich in die angegebenenElementarkrästezerlegen läßt, die,
alle Theile des Körpers nach ihrer eigenen Richtung und mit der gemeinsamen Geschwindig¬
keit « -- ^ : »l (wenn »» die Masse des Körpers ist) fortzubewegen.

42) Wenn die Kraft ^, stets den Schwerpunkt des Körpers angreifend, ihre Richtung
und Größe auch jeden Augenblickänderte, so würde doch die Bewegung des Körpers nur
eine fortschreitende sein, denn eine mit ihm fest verbundene Ebene würde sich stets parallel
bleiben, auch wenn die einzelnen Punkte des Körpers Curven beschrieben.
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8. 2.
Kräfte die eine Drehung um eine gegebene Are bewirken können.

43) Ein Körper drehe sich, im gegellwär-
Flg- 16. F- jigeli Augenblicke,um eine gegebene Are <?^

mit der Winkelgeschwindigkeit G; ein Atom <i»n
in der Entfernung ^ von dieser Are hat die
Geschwindigkeit O^ nach der Tangente des
Kreises gerichtet, den es zu beschreibenstrebt,
und die darauf wirkende Kraft ist 6>/-</»l.
Aehnliche Kräfte wirken auf alle Atome des
Körpers in Richtungen, die zugleich senkrecht
ans der Entfernung ^ und der Are OH5
stehen.

Reduction dieser Kräfte.

44) Die rechtwinkligenCoordinaten des Atoms <ün mögen ^, z,, « sein. Man zerlege
die Kraft <3/></»l nach den drei Coordinatenaren in die Kräfte

Bringt man diese Kräfte, parallel mit sich selbst, in gleichem und entgegengesetztem Sinne
wirkend, im Punkte t? an, so erhält man in t? zwei Kräfte

H^--- 6tz,Hw und ^ —— O^H«
und drei Kräftepaare /,, ^ü/, /V deren Aren die Coordinatenaren sind. Die Momente dieser
Paare sind (1^ — 6», (^.-r — H-), (H> — I>) oder, wenn man für V, I', ^ ihre
Werthe setzt

^ — — O.^H«, ^/ -n- — O^,/»l, ^V --- O(.t - ^- H,2)H^ — O,.2H^

Nimmt man diese Zerlegung an allen Atomen vor, so erhält man

1) Nach den Aren O^ und <?l zwei Kräfte

die mau -in eine einzige /^, senkrecht gegen t?S wirkend, zusammensetzen Üuiu, so daß
/^ — O^/(/></»,) - -^- l»^)'

oder, wenn man die Entfernung des Schwerpunkts von der Drehungsare /> ilennt,

2) Zwei Kräftepaare um die Aren OX und O I'
/ ^- — O/.^«</«,, M — — O/^</„,

die man in ein einziges /ll zusammensetzen kann, dessen Ebene durch <?^ geht und dessen
Moment ist
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3) Endlich hat man noch das Paar ^V dessen Moment

ist und dessen Are die Richtung t?^ hat.
Berechnet man also für die ganze Masse des Körpers die fünf Integrale

/><//«, /^/e/»l, /^xe/»l, ^/5</,«, ^(-^' ^ H<-)e/?«
so hat man vollständig die Kraft /> und die Paare /l und ^v, deren vereinte Wirkung die
Drehung um die Are tt^ hervorbringen,

Zusatz 1.

45) Geht die Are <?S durch den Schwerpunkt des Körpers, so werden
/H-</,« ^ 0, /H/</»l — 0, also /^ — 0

und es bleiben nur die Paare /l und ^V und ihre Resultanten

Die Kräfte also, welche fähig sind einen Körper um eine Are zu drehen
die durch seinen Schwerpunkt geht, lassen sich stets auf ein Kräftepaar
zurückführen.

Man beachte noch, daß dieses Paar 6^ mit der Are <?^ einen Winkel macht, dessen

Cosinus
/5

!//5 >^v- ist, also O^ nie seine Are werden kann, wenn nicht X--« ist.

Zusatz 2.

46) Ist O^5 eine der Hauptaren des Körpers, also

so bleibt von allen Kräften nur das Paar /V — O/>2^ ^ssm Are <?S parallel ist.

Also lassen sich Kräfte, welche einen Körper um eine seiner Hauptaren
drehen können, stets auf ein Paar zurückführen, dessen Are dieser Hauptare
parallel ist.

Umgekehrtläßt sich also auch ein Paar ^, dessen Are die Richtung einer Hauptare hat,
stets in Elementarkräfte O^</»l zerlegen, welche den Körper mit einer Winkelgeschwindigkeit
O---^V:/>2^„, um diese Are drehen können; denn solche Kräfte O,</»? lassen sich auf ein
einziges Paar O/^^^ y^ gleicher Größe und Richtung mit dem Paare ^ zurückführen.

Wenn also ein Kräftepaar an einem freien Körper wirkt, dessen Are die
Richtung einer Hauptare des Körpers hat, so dreht es denselben um diese
Hauptare mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich dem Momente dieses Paars
dividirt durch das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf diese
Hauptare.
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54
Zusatz 3,

47) Die Wirkung eines Paars 6> welches in irgend einer Ebene einen Körper angreift,
kann nun leicht gefunden werden, denn zerlegt man das Paar 6? in drei andere /, ^/, ^V,
deren Aren die Richtung der drei Hauptarm haben und nennt ^/, H, t? die drei Trägheits¬
momente in Bezug auf diese Hauptaren, so sind

/, vl/ ^

die drei Drehungen />, ^, ^, welche diese Paare um die Hauptaren hervorzubringen streben.
Setzt man also diese drei Drehungen in eine einzige O zusammen, so hat man die Are und
Größe der Drehung, zu der das Paar 6? im ersten Augenblicke Veranlassung giebt.

Allgemeiner Zusatz.
Kräfte die erforderlich sind eine bestimmte Bewegung hervorzubringen und Bewegung eines Körpers

in Folge der Ginwirkung gegebener Kräfte.

48) Jede Bewegung kann in eine bloß fortschreitende zerlegt werden, welche der Bewe¬
gung des Schwerpunkts gleich und parallel ist, und in eine einfache Drehung um eine durch
den Schwerpunkt gehende Are. Man hat also nur die Kraft /t für die erste Art der Bewe¬
gung zu bestimmen und das Paar i? für die zweite.

49) Ebenso, wenn beliebige- Kräfte einen Körper angreifen, verlege man sie parallel mit
sich selbst in den Schwerpunkt des Körpers. Alle Kräfte setzen sich dort zu einer einzigen ^
zusammenund alle Kräftepaare zu einem einzigen 6^.

Aber die Resultante ^ im Schwerpunkt des Körpers strebt allen Atomen eine gemein-

same Geschwindigkeit n — — in der Richtung dieser Kraft zu ertheilen.

Das Paar 6? strebt dem Körper eine Drehung O um eine gewisse durch den Schwer¬
punkt gehende Are <?^ mitzutheilen,die auf die oben angegebene Weise gefunden wird.

Fig. 17-

Bemerkung.

50) Jedes Atom </»? wird also von zwei Kräften
getrieben, von «</»« parallel mit /t und von O^«5»
senkrecht gerichtet gegen die Are t?^ und gegen seine
Entfernung ^ von derselben. Also beschreibt dieses Atom
in jedem Augenblicke H die Diagonale des Parallelo¬
gramms, dessen Seiten ne/5 und O^H sind.
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§. 3.
Von den Schwungkräften, die aus der Drehung entstehen.

51) Wenn sich ein Körper mit der Winkelgeschwindigkeit G um eine Are O^ dreht, so
wird jedes Atom von der Kraft O^</>w ergriffen, aber aus seiner Drehung entsteht eine un¬
endlich kleine Kraft, welche es vom Mittelpunkt der Drehung zu entfernen strebt und die man
Centrifugalkraft oder Schwungkraft nennt.

52) Ist n die Geschwindigkeit in der Tangente der Curve welche ein Atom beschreibt und
,' der Krümmungshalbmesserderselben, so ist bekanntlich

/--
?^

das Maaß für die Schwungkraft. Es ist aber « — G>- also

der Ausdruck der Schwungkraft eines Punktes, welcher mit der Winkelgeschwindigkeit G einen
Kreis vom Radius ?- durchläuft.

53) Fügte man zu jeder Tangentialkraft O? </»«, welche jedes Atom des Körpers beherrscht,
die entsprechende Schwungkraft — </>»O^/, (mit dem negativen Zeichen versehen, weil sie die
Entfernung ^ von der Are O^ zu vermindern strebt) so würde die Vereinigung dieser Atome,
also der ganze Körper, sich um die Are t?^ mit der Winkelgeschwindigkeit O drehen, und
zwar völlig frei, d. h. in dieser Weise, wenn auch die Atome nicht untereinander verbunden
wären, und ohne daß dadurch der innere Zustand des Körpers gestört würde.

In dem Falle, der uns beschäftigt,wird freilich jedes Atom eöw nur von der Tangential¬
kraft O,-e?»l getrieben und es ist keine Schwungkraft vorhanden; aber man kann stets statt der
Kraft O^H» die folgenden drei

einfühlen und die beiden ersten dazu benutzt denken, das Atom frei durch den Kreisbogen
G^H zu führen, während die dritte -i-«/»«O?-^ es in demselben Sinne forttreibt, in wel¬
chem es sich vom Mittelpunkte zu entfernen strebt; und dies ist die aus der Drehung ent¬
standene Schwungkraft. Diese Kraft ist es, welche die Spannungen unter den Verbindungen
der Atome hervorruft.

Zurückführung der Schwungkräfte auf eine einzige Kraft und ein Kräftepaar.

54) Die Schwungkräfte H/«O-?-eA,die aus der Drehung O entstehen, sind, bis auf den
Factor OH, den unmittelbar wirkenden Kräften O^aK» gleich, aber sind senkrecht gegen diese
Tangentialkräfte und die Are <?S gerichtet. Zerlegt man sie in ähnlicher Weise wie diese
(Nr. 44.), so erhält man für ihre Resultante n im Punkte <?

n -- 6>"V(./></»l)- -4- (/3"ü«)' — O^"
und für das resultirende Paar /, in dessen Ebene die Are i?S fällt,

X — Olp^/HK/m)- ^> (»</»,) 2 — OX
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Ein dem Paar ^V in Nr, 44. entsprechendes
Flg. 48. Paar giebt es nicht, da die Richtung aller Schwung¬

kräfte durch die Are 6>H5 geht.
55) So wie jede einzelne Schwungkraft der

Tangentialkraft proportional ist und auf ihr senkrecht
steht, so steht auch die Resultante 5? auf der Resul¬
tante /" senkrecht.

Ebenso bildet auch die Äre des Paars ^ mit
der Are des Paars /i^ einen rechten Winkel und da
sie auf t?^, der Are des Paars ^V, senkrecht steht,
so steht sie auch auf der Are des Paars 6^, der
Resultante von /V und ^, senkrecht. Also ist die

Are des aus den Schwungkräften entstehenden Paars x senkrecht auf der
Drehungsare und auf dem Paar <? der unmittelbar einwirkenden Kräfte.

Bedeuten 6? und /* zwei von <? ausgehende Linien, welche die Richtung und Größe
der Resultante /> und der Are des Paars ^ darstellen, deren Verein die Drehung G um
die freie Are t?^ bewirkt, und « ist der Winkel den 6? mit der Drehungsare bildet, so hat
man also für die Kraft ?r und das Paar ^, welche aus den Schwungkräften entstehen, die
einfachen Ausdrücke

wo n senkrecht auf /* und der Are O steht, ebenso wie x senkrecht auf 6? und der Are O ist.

Bemerkung.

56) Wenn die Richtung jeder Schwungkraft eine viertel Umdrehung im Sinne der Dre¬
hung machte, so würde sie im Sinne der angreifenden Kräfte wirken; also müßten dann die
Linien <?n und t?x auf <?/> und i?^ fallen. Hierdurch läßt sich die Lage von <??r und t?x
bestimmen. Aendert sich O in Zeichen, so ändern auch /* und ^ ihr Zeichen, aber ?5 und /
bleiben ungeändert; wie es auch sein muß, da die Schwungkräfte nicht von dem Sinne der
Drehung abhängen.

Zusatz.
57) Geht die Drehungsare durch den Schwerpunkt, so ist

/></»? ^-o, /z,<//» — « also ?r—«
und die Schwungkräfte geben nur das Paar x-

Ist serner <?H5 eine der Hauptaren, so ist
/^2</«l — <?, ^H</»l — o also A — o

und alle Schwungkräftehalten sich das Gleichgewicht.Ebenso können umgekehrt sich die Schwung¬
kräfte nur an einer Hauptare das Gleichgewicht halten, da n und ^ zugleich Null sein müssen,
was nur möglich ist, wenn /^eA», /^«^», />»</»«, ^^^ sämmtlich zugleichNull sind.

3'
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Bemerkung.

58 — 59) Wenn sich der Körper um einen festen Punkt 6» dreht, so brauchen /^</?«
und ^/</»« nicht zu verschwinden, denn die Kräfte Z' und ?r, die an diesem Punkte wirken,
werden durch ihn aufgehoben. Es braucht also in diesem Falle nur H^ oder x — 6>^ Null
zu sein oder nur die Integrale /^«?»l und /^<^« muffen verschwinden. Durch diese beiden
Bedingungen erhält man zwei Gleichungen, die auch zu drei auf einander senkrechten Aren
führen; so daß es also für jeden Punkt i? eines festen Körpers drei Hauptaren giebt,
welche die Eigenschaft haben: 1) Wenn sich der Körper um diese Are dreht und man reducirt
alle Kräfte O^Hw auf eine einzige /> die durch t? geht und auf ein Paar ^V, so ist dieses
Paar auf der Are senkrecht. 2) Reducirt man ebenso die Schwungkräfte G^e/»l, ^ H h^g
resultirende Paar x von selbst Null, aber die Resultante ?r so wie die Kraft/> müssen durch
den Widerstand des Punktes <? aufgehoben werden.

60) In allen Fällen genügt es die drei Hauptaren zu kennen, welche durch den Schwer¬
punkt gehen und natürliche Drehungsaren heißen. Denn hat man diese Aren und die
drei Trägheitsmomente ^l, H, 6?, welche sich auf sie beziehen, so kann man leicht das Träg¬
heitsmoment des Körpers für eine beliebige andere durch den Schwerpunkt gehende Are finden
und dann auch für jede mit dieser parallele Are.

8. 4.
Bewegung eines Körpers um eine feste Axe.

61) Alle Kräfte, welche den Körper angreifen, lassen sich auf eine einzige /i, in einem
Punkte t? der festen Are t?S wirkend, und auf ein Kräftepaar ^ zurückführen. Macht ^
mit <?Z5 den Winkel «, so erfährt sie einen senkrechten Stoß ^»in« und einen zweiten
^?oo8« in ihrer eigenen Richtung. Macht ferner die Are des Paars 6^ mit v^ den
Winkel ^, so kann ^ in zwei Paare /V— Aoosv und ^V- O sin? zerlegt werden, von
denen die Are des ersten mit O^ zusammenfällt und die des zweiten darauf senkrecht steht.
Dieses letztere muß die Festigkeit der Are t?^ aufheben. Will man also einen Körper um
eine Are drehen und diese dabei schonen, so ist es nöthig die angreifenden Kräfte so zu wäh¬
len, daß die Resultante Null wird und die Are des resultirenden Paars in die Drehungsare
fällt. Aber auch das letztere Paar bewirkt noch eine Erschütterung dieser Are.

Aufgabe.

62) Gin ruhender Körper, um die feste Are t?^ beweglich, werde von
einem Paare ^V, dessen Are in O^ fällt, ergriffen, man verlangt zu wissen:
1) welche Winkelgeschwindigkeit O der Körper annimmt; 2) den Stoß, den
die feste Are im ersten Augenblicke zu ertragen hat; 3) den steten Druck, den
sie in Folge der erstehenden Schwungkräfte erleidet.
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Fig. 19. ^>'

. .^

setzung drehen aber die Paare ^V,
Winkelgeschwindigkeit

Auf der Drehungsare 0^ stelle 0^V die Größe
der Are des angreisenden Paars ^V dar. In einer
auf <?6 senkrechten Ebene mögen <?/* und O^ die
Kraft /* und das Paar /^ bedeuten, welche, mit ^V
vereint, fähig sind den Körper um <?^ in eine freie
Drehung zu versetzen, durch welche die Are O^ nicht
erschüttert wird.

Man bringe nun in 6? die Kräfte /"und —/"
und die Paare /c und —H an, wodurch der Zu¬
stand des Körpers zwar nicht geändert, er aber jetzt
von drei Paaren ^V, /^, — /^ und zwei Kräften,
/> und — /> angegriffen wird. Nach der Voraus-

H^ und die Kraft /" den Körper um <?^5 mit der

O —
^V

/>2^z

ohne die Are zu erschüttern. Endlich nimmt der Körper wirklich diese Drehung O an, denn
—/> und —H5, welche beide durch diese Are gehen, werden von ihrer Festigkeit aufgehoben.
Also erfährt die Are wirklich eine Erschütterung durch die Kraft — /> und eine zweite durch
das Paar — ^ Man findet also

— /»-- — O^/(./-r</n)2 ^. (»</m)- — /»

— H, ^- — O^/(/^</»i) - ^- (»2</»l) 2 — H7

63) Werden nur zwei Punkte ^ und ^ der Are O^ festgehalten, so kann man leicht
/> und /^ so zerlegen, daß sich die Widerstände ergeben, welche diese Punkte dem angrei¬
fenden Paare ^V im ersten Augenblicke zu leisten haben.

64) Hat die Festigkeitder Are <?6 die Kraft /" und das Paar ^ beim ersten An¬
griff ausgehalten, dann wird der Körper nur von der Kraft /> und den Paaren ^, /^ an¬
gegriffen, und dieses System dreht ihn bekanntlichum <?^ ohne diese Are zu erschüttern.

65) Aber von der bloßen Winkelgeschwindigkeit G der Drehung entstehendie Schwung¬
kräfte O2,'H« und diese Kräfte lassen sich zurückführenauf eine einzige

n -: O/« - O'^(/>^")- -<- (./><ü«)2
und ein Paar

so daß also die Are, in jedem Augenblicke e/5, einen Druck ?rck in O und ein Paar x</t aus¬
zuhalten hat, die auch auf zwei Punkte ^ und H vertheilt werden können u. s. w.
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8. 5.
Erhaltung der Kräfte und Krüftepuarebei der Bewegung eines freien Körpers.

Wir haben gezeigt, daß jede Bewegung
Flg> 20. eines Körpers in irgend einem Augenblicke <it

angesehenwerden kann als zusammengesetzt aus
einer Drehung O um eine bestimmteAre O^
und einer Verschiebung « parallel dieser Are,
welche wir die gleitende freiwillige Dre¬
hungsare genannt haben.

Es mögen />, ^, ^ die Kraft und die
beiden Paare sein, welche die Drehung G um
die Are <?^V hervorzubringen vermögen, und O

die Kraft, welche, im Schwerpult Z- angebracht, die Verschiebung in der Richtung dieser
Kraft verursacht.

Nennt man «n die Masse des Körpers und macht Z-0 — u, so ist
Z' --: »l«O und O — »l«

Am Ende der Zeit </e wird der Körper der Are <?^ entlang um i?0 -- «</5 fort¬
gerückt sein und sich um <?^V um einen Winkel G</5 gedreht haben. Bei der ersten dieser Be¬
wegungen möge er die Linien <?/*, <?^, <?^V, ^ mit sich fortgenommenund in die Lagen
<?/", OH^, 6?'^, O^ gebracht haben und bei der zweiten sollen diese Linien, um den
Winkel OH gedreht, in die Lagen tt /» , <? /5", 0^", O^" gekommen sein. Die Punkte
/", ^, Z^ haben dann die Bogen

/> /> - /»OH, ^ /l - /^OH, Z-^" — «OH
beschrieben.

Aber am Ende dieses Augenblicks ist aus den Schwungkräften entstanden: 1) eine Kraft
nH —/><3e/i senkrecht gegen /", welche in Verbindung mit /" diese Kraft in ihre frühere
Lage <?/" zurückführt;2) ein Paar M —/t'OH senkrecht gegen/^, welche in Verbindung
mit ^ das Paar in seine Stelle 6/5 zurückführt. Also am Ende eines Augenblicks wer¬
den die Kräfte und Paare, welche den Körper angreifen, durch die Linien i? /", <? ^, e?^"
und Z-^ dargestellt.

Aber dieses System von Kräften und Kräftepaaren ist ganz dasselbe, welches gleich
anfangs wirkte; denn die beiden Paare i?/5, <?^/V wirken ganz ebenso wie die Paare
tt/5, <?^V) die ihnen gleich und parallel sind. Ferner kann man in <? die Kräfte /* und
— Z' parallel und gleich der /> anbringen. Dadurch erhält man in t? die Kraft /* und
das Paar (/*, — />) an dem Arme <?<? — «^ wirkend. Ebenso bringt man in ^ die
Kräfte O und — O parallel und gleich mit O an, so daß man in ^ die Kraft O und das
Paar (O, — O) erhält, welches an dem Arme Z^" —«OH wirkt. Diese beiden Paare,
welche einander parallel und entgegengesetzt gerichtet sind, haben gleiche Momente, denn da

-7
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/'---„««O und O -- »««, so ist das Moment /* - OO -- m»G - «</l dem Momente
O > s°^" ^-»«« > «O^ gleich. Also vernichten sich die beiden Paare und die beiden Kräfte
/", O Nnd auf die, Kräfte /», O zurückgeführt.

Also ist das System der Kräfte und Paare, welche den Körper nach Verlauf eines
Augenblicksangreifen, nicht verschieden von dem, welches anfangs auf ihn einwirkte: daher
findet diese Erhaltung der Kräfte und Paare für alle Zeiten statt.

Nach Verlauf eines Augenblicks hat der Körper seine Stellung im Raume geändert und
die Kräfte sind nach Richtung und Größe ungeändert geblieben, daher bietet sich ihnen der
Körper nicht mehr auf dieselbe Weise dar, muß also seine Bewegung jetzt ändern oder sich
um eine andere gleitende freiwilligeAre «« drehen. Da aber diese Bewegung aus demselben
System von Kräften s/', ^, ^V, O) entspringt, so läßt sich dieses nothwendiger Weise auf
ein ähnliches System (/>, 6, n, ,/) zurückführen, welches die Bewegung um die neue Are o»
hervorbringen kann. Aber auch dieses System wird sich während der nächsten Augenblicke
erhalten; daher erhält sich auch das System (^, /5, ^V, O) und stellt die Kräfte und Paare,
welche den Körper ergreifen, auch am Ende des zweiten Augenblicks, also für immer dar.

Drittes Kapitel.

Theorie der Trägheitsmomente.

8. 1.
Trägheitsmomente eines Körpers von beliebiger Gestnlt und verschiedenen Axen, die durch ein und

denselben Punkt gehen.

66) Man lege durch den Punkt drei rechtwinklige Aren H, I", ^, auf welche man die
Punkte des Körpers bezieht. Die Gerade /i durch den Anfangspunkt der Koordinaten, für
welche das Trägheitsmoment gesucht werden soll, bilde mit den Aren die Winkel «, L> ?.
Nennt man </»« ein Atom des Körpers und ^ seine Entfernung von der Linie ä, so hat man
als Trägheitsmoment das Integral />-</»?, welches sich über alle Atome des Körpers erstreckt.

Sind H-, ^, H die Coordinaten eines Atoms </»« und ? seine Entfernung vom Anfangs¬
punkt der Coordinaten, so ist

ß2 — .5-2 ^.^2 ^, 2-

und die Entfernung ^ dieses Atoms von der Are /,

wenn y, der Winkel zwischen 9 und /< ist. Läßt man nun von den Winkeln das Zeichen oo»
weg, was nie zu Verwechslungen Anlaß geben kann, so wird

?°' — 92 8^2^, — ^2^----^,2)
Aber bekanntlich ist

« -- —« -l- —/3 -l------7 und
? ? e

e'-^/3'-5-?'--1
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daher wird

also

— 2/3?/^3:e/m— 2^«/»H?<//» — 2«/3/^^</»l
oder wenn man die Integrale durch Buchstaben bezeichnet

^-- ^«2 ^> ^2 _z. <72 __ 2^/ __ 2/«m — 2«/3«
Diese Gleichung bestimmtdas Trägheitsmoment ^ in Bezug auf die Are /t durch die

Integrale /, «», « und die drei Trägheitsmomente ^, H, t^ in Bezug auf die Coordinaten-
aren und durch die Winkel, welche /i mit diesen Aren bildet.

System der Aren /i, für welches das Trägheitsmoment stets denselben
Werth ^ hat.

67) Man bestimme auf der Are >i einen Punkt, dessen Coordinaten H-, ^,, s sind, so daß
/i' — H 2 ^. ^,2 _^ ^2

dann ist offenbar
H? -- /<«, z/ — /i/3, H 1^: H)-

und wenn man diese Werthe für «, /3, ^ in die Gleichung für ^? einsetzt, so wird
(^— ^)^2 -^ (^— H)^2 ^. (^— t>2 ^_ 2/Z,H -^ 2»?^ ^- 2«^ — 0

68) Es giebt also in jedem Körper und für jeden Punkt desselben, oder des Raumes,
eine stetige Folge von Aren, für welche das Trägheitsmoment denselben Werth hat; und diese
stetige Folge von solchen Aren bildet eine Kegeloberfläche zweiten Grades.

Hauptaren.

69) Eine solche Fläche zweiten Grades läßt sich stets, durch Coordinatenverwandlung,
so umgestalten, daß in ihr die Producte zn, s^, ^ nicht mehr erscheinen. Man muß sie
dann bekanntlichaus ihre drei Aren beziehen. Hätte man also gleich diese drei Aren zu
Coordinatenaren gewählt, so wären die drei Integrale /, ««, « verschwunden.

70) Solche Aren, für welche die drei Integrale /^<//«, /^</»i, /ä^<A« verschwinden,
heißen Hauptaren; sie sind also die drei aufeinander rechtwinkligenDurchmesser derjenigen
Kegelflächezweiten Grades, deren Spitze im Anfang der Coordinaten liegt, und die der Ort
aller geraden Linien ist in Bezug auf welche die Trägheitsmomente gleichen Werth haben.

Bestimmung der Hauptaren.

7j) Man nimmt die allgemeine Gleichung der No. 67. angegebenen Kegelfläche auf
drei beliebige rechtwinkliche Aren bezogen und sucht die Werthe der sechs Integrale ^, H, t',
/, »l, « in Bezug auf diese Aren. Dann giebt man ^ einen beliebigen Werth, den es er¬
langen kann, macht z. B. ^<—^ oder —H oder — L. Durch Transformation der Coordinaten
sucht man nun drei neue Aren, für welche die Gleichung der Kegelflächedie Gestalt annimmt
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/^ _^. H^.2 ^. /ix- — 0
und diese drei rechtwinkligenAren sind die drei Hauptaren.

72) Die Bestimmungder drei Hauptarm erfordert die Auflösungeiner tubischen Gleichung.
73) Wenn man aber eine dieser Aren kennt, so kann man die beiden andern durch

Auflösung einer quadratischen Gleichung finden. Denn es sei x eine Are, für welche »2<//n,
/>x</l« oder /, »« Null sind, dann reducirt sich die Gleichung der Kegelflächeauf

(/? — ^/)H-- ^- (^ — H)^- -i- (^— e>2 ^. 2«H^ — 0
In der Ebene der H, ^, kann man aber zwei neue rechtwinklige Aren X" und )" finden,

für welche das Produtt .^ verschwindet. Macht ^ mit ^ den Winkel «, so hat man
H> -- ^«08« — ^8in« und z^ — ^8IN« -f-^008«

Setzt man diese Werthe für H-, ^ in die vorige Gleichung ein und will man, daß der
Coofficient von H>^ verschwinde, so erhält man

Also in Bezug auf die drei rechtwinkligen Aren H^, ?" und x erhält die Gleichung der
Kegelflächedie Form

daher sind diese drei Aren die drei Hauptaren des Körpers, für welche man findet

Die zwei ersten Gleichungen stimmen mit den beiden vorausgesetzten/^</m — 0 und
/5-H» ^- 0 überein, was sich auch aus den Transformationsformeln für H- utld z, in ^ und ^
ergiebt, und zwar findet diese Uebereinstimmungstatt unabhängig von dem Winkel «u.

Eigenschaften der drei Hauptaren.

74 — 76) Bezieht man alle Punkte des Körpers auf die drei Hauptarms so hat man
für das Trägheitsmoment ^ in Bezug auf eine durch den Anfangspunkt gezogene Gerade >l,
welcbe mit diesen Aren die Winkel «, A ? bildet

^ ^ ^/« ><- M' ^- 6>-
wo die Zeichen o«8 weggelassen sind und ^/, H, 6' die Trägheitsmomente des Körpers für
die drei Hauptaren bedeuten.

77) Es ist jetzt leicht das Trägheitsmoment /< eines Körpers um eine Are /i' aus dem
Trägheitsmoment ^ um eine ihr parallele Are /< zu finden, welche durch den Schwerpunkt
geht. Denn sind ^ und ^' die Entfernungen eines Atoms H/i des Körpers von den Aren
<i und /^ und ist /> die gegenseitigeEntfernung der beiden parallelen Aren, so giebt das
Dreieck, aus den Linien ?-, ^ /> gebildet, wenn </> der Winkel zwischen ,- und /) ist,
die Gleichung

Daher wird
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Aber ,'«08^ ist die Entfernung des Atoms H« von einer Ebene, die durch den Schwer¬
punkt senkrecht gegen die Linie /) gelegt ist; es ist daher />on8</», -0 und folgleich

oder man findet das Trägheitsmoment ^ eines Körpers in Bezug auf irgend
eine Are /i', wenn man zu dem Trägheitsmomente ^5, um eine durch den
Schwerpunkt gelegte der /<" parallelen Are ^, das Product der Masse »ldes
Körpers in das Quadrat de r Entfernung D,des Schwerpunkts von der Are 6
addirt,

78— 79) Es sind also die Trägheitsmomente eines Körpers für alle Aren, die an der
Oberfläche eines graden Kreiscylinders liegen, dessen Are durch den Schwerpunkt geht, ein¬
ander gleich

Läßt man die Are irgend eines solchen Evlinders von konstanter Vasis so drehen, daß
sie die Kegelfläche

^i«2 ^- H/3' ^- N' — /? — 0<)N8tÄN8
beschreibt, so sind auch alle Trägheitsmomente des Körpers in Bezug auf die Erzeugungs¬
linien der Cylinder einander gleich, aber man hat auf diese Weise noch nicht alle Aren im
Körper gesunden, die gleiche Trägheitsmomente haben, da in der Gleichung Ä" — ^-l- ?« /)
sich // und /) zugleich ändern können und doch ^ umgeändert bleibt.

80) Für alle Aren, die durch den Mittelpunkt einer Kugel oder der regelmäßigen Kör¬
per gehen, sind die Trägheitsmomente sämmtlickeinander gleich; man kann nun fragen, ob
es in einem Körper einen Punkt <? geben kann, für welchen auch alle Aren gleiche Träg¬
heitsmoment haben.

Es sei Z- der Schwerpunkt des Körpers und 9 ein Punkt der die verlangte Eigenschaft
hat; man ziehe A-t? — /> und lege durch O eine Ebene ^ senkrecht auf /). Alle Aren
durch O in O sind, nach der Voraussetzung, gleiche Aren, also sind auch alle Aren durch Z-
in einer mit ^ parallelen Ebene, gleiche Aren, da sie von der ersten um die gleiche Größe /)
entfernt sind.

Also kann <? nur eristiren, wenn durch g- zwei gleiche Aren gehen und 6> auf der
dritten durch Z° gehenden Are liegt. Nun sei ^l der gemeinschaftliche Werth der Trägheits¬
momente um die beiden ersten Aren und t? der Werth des Trägheitsmoments um die dritte
Are O^-. Man hat also für ^? folgende zwei Gleichungen:

^ --- v4 ^ m/>- und ^ — i"

folglich

Wenn also zwei der natürlichen Trägheitsaren einander gleich sind und die dritte 6'
größer ist als die beiden gleichen ^, so giebt es auf dieser, in der durch den Werth für /?
bestimmtenEntfernung vom Schwerpunkte, zwei Punkte <?, für welche alle Trägheitsaren
einander gleich sind.

<)
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