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Welche Gestalt muß ein Körper haben, wenn er aus einen Punkt
seiner Oberfläche die stärkste Anziehung ausüben soll?

-

^n dem rechtwinkligen Dreiecke ^Lv (Fig. 1.) stelle die Hypotenuse ^v die Kraft dar,
mit welcher der Punkt 0 den Punkt H, anzieht. Die beiden Katheten ^.L und Lv kön¬
nen dann, der Größe nach, als die Componenten dieser Kraft betrachtet werden. Ist nun
das Gesetz bekannt, nach welchem die Kraft der Anziehung wächst, wenn die Entfernung
des anziehenden Punktes abnimmt, so lassen sich sogleich alle Punkte 0, (7, (!", ... be¬
stimmen, deren Kräfte ^v, ^v, ^v", . .. sind, und deren horizontale Componente also
bei allen gleich ^L sein wird. Auf diese Weise kann eine Curve LO<ü ^ gebildet werben,
welche alle diejenigen Punkte der Ebene der Figur, deren nach L gerichtete Seitenkraft
größer als ^L ist, von denen sondert, bei welchen diese Componente einen kleinern Werth
hat. Die ersicrn Punkte liegen innerhalb LC(7^, die letztern außerhalb. Dreht sich nun
die Curve Ll)O^ um ^L, als Are, einmal herum, so beschreibt sie eine krumme Fläche
L<ü^6. Denkt man sich alle Punkte des Raumes mit anziehenden Kräften begabt, so
liegen innerhalb dieser abgeschlossenenOberfläche diejenigen Punkte, für welche die nach L
gerichtete Componente größer ist als für die außerhalb liegenden. Da sich innerhalb des
Körpers LO^<3 stets zwei diametral gegenüberstehendePunkte finden, deren senkrechtge¬
gen H,L gelichtete Componenten gleich und entgegengesetztsind, sich also einander aufheben,
so fällt die Richtung der Resultante mit ^L zusammen.

Eine gegebene Quantität nach irgend einem Gesetz anziehender Materie muß also
die Gestalt des Körpers L(^<3 annehmen, wenn sie den Punkt ^ ihrer Oberfläche mit
der größten Kraft nach li hin ziehen soll; denn brächte man einen Theil derselben außer¬
halb der Oberfläche L<ü^(3 an, so würde jetzt der Punkt ^ weniger stark nach L gezogen
als vorher.
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Dieselbe Betrachtungsweise lehrt, daß auch der Körper L6lIL,(3L, welcher durch
die Umdrehung der Kurve LON und der ganz beliebigen Linie UI^ um die Are LI^ er¬
zeugt wird, die stärkste Anziehung auf den außerhalb liegenden Punkt H ausübt, welche
eine jenseits NL,6 angebrachte Masse bewirken kann. Diese Wirkungsweise auf den Punkt
H hat aber auch der Theil UL.<3HlI der anziehenden Materie.

Es ist übrigens auffallend genug, daß sich eine auf den ersten Blick schwierige
Aufgabe durch so einfache geometrische Betrachtungen lösen läßt. Selbst wenn die anzie¬
hende Masse nicht homogen wäre, oder einige ihrer Theile nach andern Gesetzen anzögen
als die übrigen, so ließe sie sich offenbar nach den angegebenen Prinzipien noch immer so
vertheilen, daß ihre Wirkung auf den Punkt H ein Ma^imum wird.

Die nächste Veranlassung, über dieses Problem nachzudenken, gab folgende Note
von Gauß in seiner Abhandlung über die Erscheinungen der Kapillarität:

Oon5t2t, uillximc>m 2ttrZ<:tioneii>, hu^m M2«8a nomo^enea 6uta in smnotum älltuin
«eounäum illgiu lezein exercere not«8t, «886 26 i»ttr2ctian6m, yuam eaäem m.1882 in li^u-
12m 8^N2eric2Mreäaeta exercet in smiietuin in 8u^einei« s>o8ituw, ut 3 26 l/25.

Zu den hier angegebenen numerischen Resultaten gelangt man leicht auf folgende
Weise: In Fig. 2. stelle der Quadrant OL6V einen Querschnitt des Körpers vor, der
in der Entfernung HO — x senkrecht gegen die Axe HL geführt ist. Der Radius 0l?
desselben bilde mit dem horizontalen Radius den Winkel LV6 — s; ferner sei der Ra¬
dius LD — 7, L0 — x, HL - ^, HL — i-. Wächst y um ä^/, S um 6s und x um
äx, so entsieht das Körperelement ^Säxch. Wird die Kraft der Anziehung, welche die¬
ses Element auf den Punkt H ausübt, durch f(?) bezeichnet, so ist die nach L gerichtete

Componente derselben —f(?)^<!S<1x<^,und wenn man HL durch a bezeichnet, so ist die

Anziehung H, welche der Punkt H vom ganzen Körper erfährt

X^lß)

da

6^

?' ---e'

und bei der Integration nach 7 das X constant ist, so ist ^ -- ^cl^ zu setzen und daher

H --: 2?r l xclx > f(c)l1^

l-^Ml«'

^ j»H»

Ist die Anziehung umgekehrt proportional irgend einer Potenz der Entfernung, so ist
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^'5

W - ^
wo Ic die Kraft der Anziehung in der Einheit der Entfernung vorstellt. Durch diesen
Werth verwandelt sich ^ in

^

Bei dem hier angenommenen Gesetze der Anziehung ist, wenn in Fig. 1. ^,8 -- 2, ^0 — r
und der Winkel O^L -- y> gesetzt wird, offenbar

-—---— 008 ll>

oder ^
r — 2 008 ^p «

die Polargleichung der Curve Ll^6. Da die Abscisse ^N — x des Punktes 0 gleich
r eo3 ^> ist, so ist ^

X 008 y?«
, u—2

Setzt man 008 ^, -- 2, so findet man

Ferner ist

j xäx n-l- l '^" / -,
l ------7- -- --^-2 l /" <1l --

, ^ 3—1!

'3'

6x
3 —n

wenn n stets kleiner als 3 bleibt; denn da das Integral für n — 3 oder größer als 3
unendlich wird, so wird der Punkt ^ mit unendlicher Kraft nach L gezogen. Unsere Auf¬
gabe hat also nur einen Sinn, so lange n zwischen 0 und 3 liegt, und in diesem Falle
ergiebt sich die Anziehung

Es ist jetzt nur noch nöthig, den Inhalt des Körpers L0^<3 zu finden. Eine ganz ein¬
fache Rechnung giebt diesen Inhalt

2n?iÄ ,. . 3KLL - also ^ -3(3-^n) ^ (3 —n)a"
Für n ^^ 1 verwandelt sich die Polargleichung der Curve in die Gleichung des Kreises.
Wüchse also die Kraft der Anziehung umgekehrt proportional der Entfernung, so müßte
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die Masse in die Form einer Kugel gebracht werden, wenn sie einen Punkt ihrer Ober¬
fläche mit der größten Gewalt anziehen sollte. Die Größe der Anziehung und der In¬
halt des Körpers sind dann

3KL^ -- und L 7IA"
wie bekannt.2« 6

Für n -- 2 oder das Newtonsche Attractionsgesctz stellt in Fig. l. LO^, nach einer ge¬
nauen Zeichnung die Erzeugungs-Curve dar. Ihre Consiruction geschieht einfach so, daß
man aus ^, als Mittelpunkt, mit ^L, einen Kreisquadraitten beschreibt, für jeden Punkt
L desselben die Ordinate zieht, welche den Halbkreis Ll^.4, in I? schneidet, und dann .40
gleich ^1? macht. Die Größe der Anziehung und der Inhalt des Körpers sind

H, — —17- UNd U — —71^

Für eine Kugel vom Radius r und derselben Masse L ist die Anziehung

^ -- ^ nnd « -- ^r- 3
Denn bekanntlich zieht in diesem Falle eine Kugel einen Punkt so an, als ob ihre Masse
im Mittelpunkte vereinigt wäre.

Die Gleichstellung der Werthe von L giebt
KL l/23und ^

2-

also
oder

i/5
^ : ^' — 3 : l/25
^ ^ ^ . l,02598.

Bei dem bekannten Versuche von Cavendisb, um das specifischeGewicht der
Erde zu bestimmen, ließen sich diese Resultate vielleicht benutzen. Denn obgleich durch
diese Abweichung von der Kugelgestalt die Kraft nur um ^ ihres ganzen Werthes ver¬
mehrt wird, so würde doch dieser Werth bedeutend vergrößert werden, wenn man bedenkt,
daß die kleinen Kugeln nicht unmittelbar an der Oberfläche der großen schwingen können,
also hier sehr bequem ein durch eine Ebene begrenztes Segment des bestimmten Körpers
angewandt werden könnte, wie oben schon bemerkt wurde.
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Ueber die Bewegung eines Punktes.

3venn x — «r
so ist 6-x — «ä^r ^- 26«är ^- rö'«
und wenn man mit 2r'6« multiplicirt

Ll'ättä^x — r'ä-lä-«- ^. 6«cl-r^ ^_ r"ä.6«2

— r'ä^rä.«- ^- 6(r-6«)2 (1)
Des bequemern Druckes wegen werde ich in dem Folgenden die Nenner der Diffe-

6x ä^x
renzialquotienten weglassen, also gewohnlich 6x, ä-x statt -^-, -^- schreiben.

Multiplicirt man nun die Differenzialgleichung
«l-x ^- «li — 0 (2)

mit 2r'ü« und wendet (1) an, so erhalt man sogleich die Transformation
(<!' N) 6.«- ^- 6 l>2 6«)2 ^ 0 (3)

Diese Gleichung läßt sich nun unmittelbar für das Folgende benutzen.
Ist z. B. die Bewegung eines Punktes zu bestimmen, der in der Entfernung r

von einem festen Punkte mit der Kraft li angezogen wird, die eine beliebigeFunction der
Entfernung r sein kann, und man nimmt die Ebene, in welcher r und die Richtung der
Anfangsgeschwindigkeit liegen, als Ebene der rechtwinkligen Coordinatien x und ^ an, so
finden folgende zwei Gleichungen statt:

ä^x cl-v
-7-5 -l- N, cos y, - 0; -^ ^- li «in ^> — 0 (H)

wenn r mit der Are der x den Winkel ^ bildet. Da hier
x — r eo8 P und )s --- r «in P

so hat man aus (3) auf der Stelle, wenn ec>8 ^> und dann 8in ^ statt « gesetzt werden,
r' (6-r ^- K) 6-008 2y, ^. 6 (r'6^ »in lp)^ -- (^
r' (cl-r ^- N,) <l.8,n ^ ^- 6 (r^^ eo8 ^)- — 0!

(5)

Die Addition beider Gleichungen liefert sogleich
6 (r-ä?,)' — 0

also r-ä^ - 0 (6)
Setzt man die Constante e statt r-6y? in eine der beiden Gleichungen (5) ein und schreibt
1 — co8 2y, statt 8in -^>, so wird
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ober

Durch Multiplication mit 26r und Integration erhält man hieraus

6r' 2/Ndr i-
«-

also

Aus (6) ist aber

4-^ 2/N6r - -^
6^p «

Durch Elimination von ät aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich
, «6r

^° 2>N6^^.

Die übrigen Rechnungen können als bekannt vorausgesetzt werden.
Behandelt man dieselbe Aufgabe im Raume, so hat man für

x — r «08 «; ^ — r «08 /3; x -^ r «08 ^
die drei Gleichungen zu integriren

6'x ^ ^ 6-v
-^ -l-Ii«08«^:<);

6-«
-4-I^«08/3 —0; ^^-»-^«o^ —0 (?)

Stellen in Fig. 3. 8X, 8^, 8X die drei auf einander senkrechtenCoordinaten-
axen vor, ? den angezogenenPunkt und die übrigen krummen Linien Bogen größter Kreise,
welche auf einer mit dem Radius 8? construirten Kugel liegen, ferner?8^ die Ebene
der Bahn des Punktes ? und I" einen in dieser Ebene um 90° von? abstehenden Punkt,
so geben die sphärischen Dreiecke ^?X, ^?^, ^?L und die drei entsprechenden mit der
gemeinschaftlichenSeite ^1" die Gleichungen

«08 « — «08 ^ «08 s --- 8IN ^ 8IN O «08 i «08 «' --- 8IN V «08 O -<- «08 V 8IN s 008 i!
«08 /3 -- «08 V 8in 6 -l- 8IN V «08 O «08 j «08 /^ -- 8IN V 8IN s — cos ^ 008 s «08 i> (8)
«08 ^ —

so daß also
8lN V 8IN I «08 / ^ — «08 V 8IN I

«08 2«-l- C08 2«^^- 1 --- 8itl 's8M ^N

, «08 2/3-i-«08 2/3'— 1 — «08 2O8il,2N ^g)
«08 2), ^- W8 2/ — 8M 2j «

Ferner findet man sogleich aus (8) und (9)
6 «08 « — — «08 </äl>; 6 «08 /3 — — «08 /3'aV: ä «08 ^ -I- — «08 /6v
6 «08 2« — — <! C08 2«'; 6 «08 2/3 — — ^ l!08 2^. ^ ^g 2^ ^__. ä «08 2/5

(!0)

«
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cl (r^6^ »08 «^
ä(r^^oo8/3')2

Die Gleichungen (7) geben also vermöge der Transformation (3)
r' (ä'e ^- R) d-cu« ^« ^- cl (r^6 co8 «)° — 0
r« (ä-r ^- R) ä-oo8 2/3 ^- ä (r'-ä co8 /3)'- - 0
r2 (ä-r ^. li) ä-008 ^ ^. 6 (r'ä cc>8 ^)2 — 0

oder durch Anwendung von (10)
r' (ä2r^-It)ä.(:ci8 2«':
r' (ä-r >s- «) 6-oo8 2^ -
r' (6-r ^- li) 6.W8 2/ — ä (r^6^ cu8 /)-

Da «08'«"-f. eo8 2^ »^ LU8 2/^-i, so liefert die Addition der drei letzten Gleichungen
ganz wie oben cl (l 2 6^)2 — n, also r^ - o
und durch Einführung dieses Werthes in eine dieser Gleichungen

r-(cl-r-l-N,) — c-
Eine ähnliche Anwendung findet die Transformation (3) auch noch bei folgender

Aufgabe, welche Iakobi im 2Wen Bande des Crelle'schen Journals Seite 15 auf eine
besondere Weise behandelt: Ein Punkt ^ in Fig. H. sei gezwungen, sich auf einer Um-
drehungsfiäche zu bewegen, von welcher 2^L eine Meridiancuroe ist. Die Kraft, welche
ihn angreift, möge nur in der Meridianebene wirken; ihre Componente ^^, welche senk¬
recht gegen die Umdrehungsare 025 wirkt, sei X, die andere ^1?, parallel dieser Are, heiße ^.
Beide mögen Functionen der Entfernung ^k! oder 00 — x von der Are 02 sein.

Die Coordinaten des Punktes ^ sind, wie sie die Figur angiebt,
00-3; co —y; 0H--7

Die Richtung des Widerstandes ^, welchen die Fläche zu leisten hat, fällt ebenfalls ganz
in die Meridianebene und ist der Richtung der Kraft entgegengesetzt.

Stellt cl8 das Vogenelement der Meridiancurve vor, so ist die senkrechtgegen die

Axe gerichtete Componente des Widerstandes ^-^ und die mit ihr parallele —^^-. Es
6v

ist hier -^- mit negativen Zeichen genommen worden, da wir voraussetzen, daß der Bogen

wächst, wenn ^ abnimmt. Bildet nun die Meridianebene mit der festen Ebene 20X den
Winkel P, so sind die Gleichungen der Bewegung offenbar folgende

— v — ^lllx
68

(II)

(12)

(13)
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Es ist aber 5 — xoo8 y? und ^ — x 8w?,
daher giebt die Gleichung (3) statt (11) und (12) die beiden Gleichungen

x' sä'x — X — ^, ^ 6-008 2^> ^. ä (x'ä^> «in ^)' — 0

x' ^ä'-x — X — ^ ^ ä-8in ^ ^. ä (x-ä^> «08 ^)^ -- y

durch deren Addition man
ä(x'a»2-0 und daraus x-^^e

erhält. Durch Einführung dieser Consianten « in eine der letzten beiden Gleichungen
kommt dann

(ä"-^-'V^
Stellt man diese Gleichung mit (13) zusammen, so erhält man

M^^x^
(1H)

Diese Gleichungen spricht Iakobi am angeführten Orte in folgendem Satze aus:
?unctum, <^uoä in «law 8unLrtil:ie revolutione ßenita moveri äenet, vi 8aIIic:itetur

in piano Neriäillni clireota et 2 80I2 no8itione puncti in ip8o Meridian» penäsnte: revo»
cari note8t wotu8 nropo8itu8 l»ä wotuni puneti in onrve meiiäiana, aceeäente aä vim
8o1Iieit2Ntewalia c^uas axi nernenäiculari8 et oubo äiztantine nuneti 20 »xe inver8« pro»
portiona1i8 68t.

Das Auftreten des Gliedes — in der ersten der Gleichungen (14) erscheint hier

in etwas größerem Zusammenbange als dort.
Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit äx, die zweite mit 67 und addirt

beide Producte, so erhält man
äxä^x-1-6vä^v
--------̂ 1 ^ ^ — Xäx ^- ^67 -^

o^äx

68
Ist u die Geschwindigkeit des bewegten Punktes, also u — ^-, und man integrirt die

letzte Gleichung, nachdem sie mit 2 multiplicirt worden ist, so kommt
68-

-- «2 ^ 2>(Xäx ^- V67) —
ät2 ^ ^^^^^^^^^^^

wenn die zweite Consiante nach der Integration hinzugefügt wird. Wenn der Bogen mit
der Zeit wächst, so folgt hieraus

».chs"
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Da

so erhält man endlich

P — o

äs ,
-^ axclx

67I'Ä^Zl'
. eät

<l<x —^-

6^
äx 6x

>2/(^^Z X^

67
Aus der Gleichung ksx, ^) — (l der Meridiancurve werden die Werthe ^ und ^

bestimmt. Das Uebrige ist bei Iakobi a. a. O. nachzulesen.

m
Ueber die Drehung eines festen Körpers um einen festen Punkt

ohne Ginwirkung beschleunigender Kräfte.

Die folgenden Rechnungen haben nur den Zweck, schneller und mit größerer Klarheit zu
den bekannten Formeln zu führen, welche dieses Problem lösen.

Der feste Punkt 0, um welchen sich der Körper dreht, sei Anfangspunkt der drei
auf einander senkrechtenund im Raume festen Coordinatenaren 0X, OV, OX. Die Coor-
binaten eines Punktes des Körpers auf dieses Coordinatensysiem bezogen, mögen x, ^, 2
heißen. Sie werden während der Drehung des Körpers ihre Werthe ändern, oder Func-
tionen der Zeit t sein. Durch den festen Punkt 0 lege man ein zweites rechtwinkliges
Coordinatensysiem OH) O^, OS, welches im Körper fest und mit ihm im Raume beweg¬
lich ist. Die Coordinaten eines Punktes des Körpers in Bezug auf dieses Coordinaten¬
sysiem sollen 3, ^/, 5 genannt werden. Diese Größen sind von der Zeit unabhängig und
ändern sich nur, wenn man von einem Punkte des Körpers zu einem andern übergeht.
Die Winkel, welche die beweglichenCoordinatenaren mit den festen bilden, mögen auf fol¬
gende Weise benannt werden:
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Hvx —« N)X —L 50X —?
^0V--«, N>V--<s, 50V--?,

Diese Winkel sind Funktionen der Zeit. Vor allen diesen Winkeln wird im Folgenden
das Zeichen cos weggelassen, so daß z. B. unter « stets <w8 « zu verstehen ist. Ebenso
werden wir fast immer, wie in No. II., die Differenzialquotienten ohne Nenner schreiben,
was zu keinem Irrthum Veranlassung geben kann, da nur nach der Zeit t differenzirtwird.

Die neun Winkel « /3 ?; «> L, ^>; «2 /3, ^2 sind folgenden zwölf Gleichungen
unterworfen:

^-/3-^-?- —1

«,-^/5. -<-?,-1 (1)

«2-^2-^
^>i ^ -»- <3^ /»2 ^ i

---1
(2)

?«»l-)'l«! >^^2«2 ^^6

«/3^-«,/3, -»-«2/32 — 0

(3)
«!«2 -4><s,/32

«2« ->- ^2/3

« «, -l- /3 /3,

^1/2 —0'
(^)

die aber bekanntlich nur als sechs von einander verschiedene zu betrachten sind. Die Coor-
dinaten x )' 2 werden durch 3^5 und diese neun Winkel nach den gewöhnlichen Trans¬
formationsformeln so bestimmt:

x—« 5^-/3 y^-? 5
?--«13-5-/3,7-»-)^ (5)
X — «^ -»- /3^ -»> ?^

Die Componenten der Geschwindigkeit irgend eines Punktes nach den festen Axen sind
hiernach, da Z ^ 3 von t unabhängig sind,

6x--^ä« -l-^6/3 -l-Ä? ^
67--Ja«, ^-^6/3, ^-56?,! (6)
62 -- 36«2 -l- ^6/32 >»- Ä?2')

Man untersuche nun, ob jetzt, zur Zeit t, während der Bewegung des Körpers außer dem
Punkte 0, noch ein anderer Punkt im Körper ruht. Die Coordinaten dieses Punktes
mögen ^ 1/ ^ heißen. Man findet sie aus (6), wenn man die Componenten seiner Ge¬
schwindigkeitenNull setzt, also durch die Gleichungen

z'6« ^-^6/3 -l-^6? --0)
5'6«, ^-i/c!/3, ^-r^,---0 (7j
^6«2-i-^6/32^-^2—0!

' '^
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V .<

Man sieht schon, daß durch diese drei Gleichungen ^, ^, ^ nicht bestimmt wer¬
den können, oder daß es einen einzelnen solchen Punkt nicht giebt; aber es läßt sich doch
eine einfachere Beziehung zwischen den Coordinaten ^, ^, ^ nachweisen. Um die Resul¬
tate der Elimination symmetrisch zu machen, muß man die Differenziale der Gleichungen
(1), (2), (3) benutzen, die indessen so einfach sind, daß sie nicht brauchen besonders
niedergeschrieben zu werden. Man multiplicire nun die Gleichungen der Reihe nach mit
«, «i, «2 und abdire die Producte, so kommt, wenn man das Differenzial der ersten der
Gleichungen (2) benutzt,

^(«6/3 ^-«,6/3, -4-«26^2) ^-^(«65 ^.«,65, -l-«,«^) —0

Durch Hülfe des Differenzials der letzten der Gleichungen (3) verwandelt sich dieses Re¬
sultat in

— ^(/36«^>/3,6«. ^-/^«l«,)-4-3'(«65 ^.«,65, ^.«2^2) —0

Man erhält auf ganz ähnliche Weise durch Multiplication mit /3, /3,, /^ und Addition,
ferner durch Multiplication mit 5, /., 52 und Addition und gehörige Benutzung der Diffe¬
renziale der übrigen Gleichungen (2) und (3), noch zwei ähnliche Gleichungen. Die Zu¬
sammenstellung aller drei liefert folgende Gleichung

^ »/ ^

?6/3 (8)

Die Differenziale der Gleichungen (2) und (3) sind also nur benutzt worden,
um ein symmetrisches Resultat zu erhalten. Die Gleichung (8) stellt eine gerade Linie
dar, welche durch den Punkt 0 geht, wenn man sich unter ^, q/, 3^ die laufenden Coor¬
dinaten denkt. Es giebt also außer 0 nicht nur noch einen Punkt, welcher zur Zeit t
ruht, sondern eine ganze Linie ist für diesen Augenblickim Körper in Ruhe. Diese Linie
ist die augenblickliche Drehungsare genannt worden, denn sie ändert im Allgemeinen
ihre Lage sowohl im Körper als im Raume jeden Augenblick. Daß aber die Drehung
auch wirklich um diese Are geschieht, geht noch deutlicher aus den spätern Formeln hervor.

Wir wollen nun in dieser Drehungsare einen einzelnen Punkt so wählen, daß z"
seinem Divisor in (8) gleich wird; dann werden ^ und ^ ebenfalls ihren Divisoren gleich
und man erhält für die drei Coordinaten dieses Punktes folgende Ausdrücke

5' - ^6/3 ^- 5.6/3. ^. ^2 -- - /36? - 13.65. - /32«>2 ^
^/— «65-l-«.^. -l-«^?^ —— ^«— ?iä«,—?2<1«2 / (9)
^ — /36«-t-/3.6«. -l-j^äa^ — — «6/3 — «.z/3, — «26^21

bei denen die Differenziale der Gleichungen (3) benutzt worden sind.
Mit Hülfe dieser Gleichungen (9) lassen sich nun leicht folgende Formeln bilden:

2'
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/3? — ?< — /3'6« ^- /3/3,6«, ^- /3/3z6«2 -5- ^'6« -^ ^.6«, ^- ^6«, —
(<3' -4-)--) 6« ^- (/3/3, ^- ^,) 6«, -»- W, -^ ^,) ä«, --

(1 — «2) 6« — ««,6«, — ««2<!«2 — 6« — « («6« -<- «,6«, -l- «260-2) ^^ 6«

Hierbei ist die erste der Gleichungen (1) benutzt worden, ferner die zweite und dritte Glei¬
chung der No. (4) und das Differenzial der ersten der Gleichungen (2). Ganz durch die¬
selben Hülfsmittel findet man nun allgemein

6« —/3^ —)^ 6/3 ---,^ — «7 6? --«^ —/3^
6«.---/3,r-)^ 6/3. ^.^-«,,r 65. -«,^-/3.z' (10)
6«2 ^ ^ - ^ 6/32--)^ —«2? 6/2-«2^ — ^!

Aus der ersten dieser drei Gruppen von Gleichungen folgt durch Multiplication
mit 6«, 6«,, 6«2 und Addition, wenn man (9) berücksichtigtund dann ähnlich mit den
beiden anderen Gruppen verfährt

6«- ^. 6«^ ^- 6«' -- ^- ^_ ^2 ^

6/32 ^. 6/^ ^. 6/3- ^ c^ -»- r' (11)

6^^6^^.6^-z"_^^2^
Man multiplicire nun die letzte der drei Gruppen mit 6/3, 6/3,, 6L2, addire die Producte
und benutze wieder das Differenzial der zweiten der Gleichungen (2) und die letzte der
Gleichungen (9), verfahre dann ähnlich mit den zwei andern Gruppen, so erhält man

6/36? ^- ä/3.6^, ^- 6L2 6^ — ^ <^j
, 6^6«^.6^,6«,^-6^26«2^ —^3'! (12)

6«6/3^-6«.6/3, ^>6«26/32 —— 3V)
Nun ist es leicht, das Quadrat der Geschwindigkeit irgend eines Punktes x^2 des Kör¬
pers durch die entsprechendenCoordinaten A3 und 3^ auszudrücken. Man erhält näm¬
lich aus (6), mit Benutzung von (11) und (12), wenn 6« das Element des durchlaufe¬
nen Bogens darstellt:

6«2 — 6x2 _^ ^2 _z. ^2

^- ^2 ^2 _^ ^2) _^_ ^,- ^2 _^_ ^2) _^ 7- (^2 _^2) ^ 2^'r?c - 27^ - 25V3?) (13)
- (?r - 3^2 ^. (^ - z7)2 ^. (^ - ^2
^ (3' -l- ?'- -^ 3') (3" -^ <2 ^. ^2) __ (^ _^_ ^ ^_ ^)2

Die Coordinaten 5V^ des vorher in der augenblicklichenDrehungsare bestimmten
festen Punktes mögen in Bezug auf das im Raume feste Coordinatensystem x^// heißen;
es ist dann bekanntlich

! '
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Setzt man nun v2

^2 l/2

3^ ^-^ «X^ -l- «, )^ »4- «,2^!
(l4) </-/3x'^./3,/^./3,2'

/2 — ^2 ^_ ^2 _^. ^2 __, ^2
,'2

(!5)

(16)
X'^.^'^.2"- z'2_^. ^2.^.^2 ^^2 ^7)

und nennt den Winkel, welchen 9 und ^ mit einander bilden, <f, so ergiebt sich
XX .4. 7/ ^. 22' -^ zz' ^- ^' ^. A' --- e^ vo8 ck -- S (18)

Dieser Ausdruck ist der Kürze wegen durch s bezeichnetworden; seine Richtigkeit ergiebt
sich, wenn man mit ^ dividirt, wodurch sich die beiden ersten Ausdrücke als Cosinus des
Winkels 6 darstellen. Aus (14) und (6) findet man mit Hülfe der schon oft benutzten
Ausdrücke x'äx ^- /a> ^- 2^2 - 0 (19)
so daß also xaV ^- ?<!/ ^- 262' - äs (20)
Aus dem letzten Ausdrucke in (13) sieht man, daß das Quadrat der Geschwindigkeit

652 -^: ^2^2 ---- ^2^2 5.Y8 2F —- ^2^2 z^ 2F

Es ist aber ß 8IN 6 die Entfernung l des Punktes X72 von der augenblicklichen Drehungs-
axe, daher ist ^8 —r^ (2l)
also ist 9" die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit, denn es ist die Geschwindig¬
keit, mit welcher sich ein Punkt in der Entfernung 1 um die augenblicklicheDrehungsare
bewegt.

Man bilde nun die identischeGleichung

(ß-x' —Sx)x -5-(ö°/-" 67) 7 ^. (^ __ O2) 2 --0

Ihr Differenzial ist

(9°x' — Sx) 6x -1- (92/ — O7) 67 -^ (9-2' — S2) 62 — 0

wie sich sehr leicht ergiebt, da 9 von der Zeit t unabhängig ist. Aus diesen beiden Glei¬
chungen folgt

762 — 267 2äx — xä2 xä^ — 76X
^2^ __ O^ "

Da aber
9'/ - O7 ß2^ S2

(22)

(23)
beiden

(24)

und

(762 — 26)?) 2 -5. (26X — x62)2 »j. (xä7 — 7äx)2 ^-1:

(x- ^. ^2 ^. 22) (6x2 _^_ ^.2 ^_ 622) — (xäx -^ 767 ^. 262)2 — ^2^-

(^2x'— sx)2 ^. (^2^^ O^)2 _^ ^22'^ ß2)2 --

^4 (x'2^_ ),'2^_ 2'2) __ 2^2O^XX^ 7/^. 22") ^- O2 (x2^. 72^. 22) — ^4^2 __ ^2O2 — ^2^2

so sind die numerischen Werthe der Zähler und Nenner der drei Brüche in (24) einander
gleich. Man kann daher setzen
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^«(^^ - s^) ^. /3 (92^ - ^) ^_ ^ (^r - sc)
Der Kürze wegen schreibe man

^ __ S5 ^ 3' (^2 ^_ 52) __ ^ ^, ^_ ^ ^ ? ^
ß-y' - s^ ^ ^ (32 ^. 3') - ? (cr -l- m -^ <H (25)
ß27 - sc ^ r (zu -,- ?') - c (zr ^- ^ - ^!

dann wird also
762—267 —e-x' —Sx--« p^./3 cl-«-)' N,^
2äx — xä2 -- 92^/^. ^ — «I? ^- /3,cl -^ )",Ii (26)
X67 — ?6x — ^ — O2 — «.? ^- <?2^ -»- ^li/

Sind nun die im Körper festen Aren sogenannte Trägheitsaren, so daß

und man setzt
X^-l-^äm^^; /(c'-i-^)c!m--L; >(z2 _^^2) ^ ^ ^

^(762 — 267) 6m — 1^; /°(26x — x6x) 6m — IVI; ^(x6^ — ^6x) 6m --- X
wo ^>, 21, ^ bekanntlich constante Größen sind, da keine Kräfte auf den Körper wirken,
so erhält man aus (26), wenn man alle Gleichungen mit dem Massenelemente 6m mul-
tiplicirt und dann integrirt:

« ^z-l-<3 IV -l-? V^i.1
«,^-1-is>L<-l->^-M s27)

Hieraus folgt sehr leicht
^2^2 ^. ^2^2 ^_ f)2^2 — 1,2 _^ ^2 ^_ ^'2 __ ^2 ^)

wo L das aus den drei Paaren 1^,, N, ^ resultirende Kräftepaar ist.
Ferner folgt aus (2?)

^z" — «1^-».« M ^-«2^ j
L< ^/3I. ^-/3,N ^-^N (29)

^äz' ^- 6«1. ^. 6«M ^- ä«2^ — <7 (6 — on
L6< ^ 6^ ^- 6/3,N ^. 6/3^ - 7^ (0 - ^) (30)
067 — 6^ ^- 6^N ^ 6/2^ — 3V(^ --«) ^

wobei die rechten Seiten dieser Gleichungen die Bildungsweisenangeben. Die letzten
Theile der Gleichungen (3tt) sind mit Hülfe von (10) aus (29) gebildet worden. Mul-
tiplicirt man den ersten und dritten Theil der Gleichungen(30) der Reihe nach mit
^, ^, ^ und addirt die Probucte, so findet man
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Die Integration dieser Gleichung liefert
^2 ^_ L^, ^. 072 - V2 (31)

Aus den Gleichungen (28) und (31) kann man nun etwa z" und ^ durch 5"
ausdrücken. Man findet so

N^ 0(^—0)^
^/L (^ — «)

(32)_, __^ ^--L0-^.O(«-0)r2 ,__^ p^o-
^------ ^(^-«) '
also
^' (^ __ L) ^/M n- ^ ^0 ^ — L 2 __ 0 ^ __ 0) ^2 ^2 ^ LD 2 ^- 0 (U — 0) ^'

Setzt man nun diesen Werth in die dritte Gleichung (30) ein, so erhält man
0 ^/H» 676t--l- (33)

l/^02 — L2 — 0 (^ — 0) 72 ^2 — LI)2 ^. 0 (L — c) 72

Das Integral dieser Gleichung giebt 7 durch t; daher erhält man aus (32) auch
«/ und ^ durch t. Aus (29) ergiebt sich aber sogleich mit Bezug auf (5)

^55' -«- L^' ^- 037 -- 1.x ^. U? ^- N2 (34)
Multiplicirt man die Gleichungen (26) entsprechendmit 1^, N, ^, adbirt dann

die drei Producte und nimmt auf (29) Rücksicht, so gelangt man zu der Gleichung
(762 — 267) I. ^- (-6x — x6-) N ^- (x<h — 76X) ^ -- ?^ ^- (O^ ^- «07 (35)

Aus den Gleichungen(16), (34), (35) lassen sich nun x, 7, 2 berechnen,da
^, ^, 7 durch die Zeit t ausgedrückt worden sind.

Diese Rechnung hat keine Schwierigkeit,wenn 1^ und Al Null wären, denn dann
hätte man, wenn in (34) und (35)

^ ^_ L^' _j_ 057 -- p und r^z' -^ HL< -^ N07 — 1
gesetzt werden, aus (34)

2 — ^- und x2 -^ ^2 __ ^2 ^ ^_ (36)

und aus (35) xäy — ^6x -- ^ (3?)

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt

6.^
x6^ — ^6x x <Mät (38)

X2
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(39)

und hieraus durch Integration

In diesem Integrale sind ? und N Constante, dagegen p und c> Funktionenvon t. Es
ist also

und, vermöge (36),
X

eo8^ und 7 i/^2^2 ^ ^,2 «inl (40)^ ^. ^ «... , — ^
Es tonnen also in diesem Falle die Coordinaten x, 7, 2 irgend eines Punktes des Kör¬
pers, der durch die Coordinaten5, ??, 5 gegeben ist, zu jeder Zeit gefunden werden. Auf
diesen besondern Fall läßt sich aber der allgemeine zurückführen.Denn man lege durch
den Anfangspunkt 0 ein neues rechtwinkliges Coordinatensystem, bei welchem die neun
Winkel abo; 2,b,e,; 2^262

das bedeuten, was vorher durch «/3^; «,/3^,; «^^ bezeichnet wurde. Dieses Coordi¬
natensysiem sei aber im Raume fest. Die Coordinaten eines Punktes des Körpers in
Bezug auf dieses feste System mögen x,, 7,, 2, sein; es ist dann

x, — 2x -l- 2,7 -1- 82? '

7, — dx-i-K^-l-d^ (41)
ox e,^-l- 0,2

und auch
Man setze nun

2.2.2 ,
>, -^^, -l-^l ^^'

I. »I ^
0U8 6 -- -^-; 0U8 0, — -^-; CN8 l?2 ^-

(42)

(43)

was offenbar nach (28) erlaubt ist. Nach der letzten Gleichung (41) ist dann
I,x^-AI>^.N2 —L2, ^-p (44)

Aus (41) erhält man aber
6x, — a6x -1-2,67-1- 2262^
67, —b6x-l-b,67-1-1)262! (45)
62, ^ o6x -l- 0,67 ->- 0,62!

Da nun aus der analytischen Geometrie folgende Gleichungen bekannt sind:

(46)

,„ -<

< '

2 -- I),<)2 ---- 0,^2 d ^-«,22 — 2,02 0 ^ü 2,I>2 ---- ^>ll>2

2, ^-- I>2«: ---- «2^ I), -^ «2^ ---- ^2« 0, ^^: 2z!) ---- l>2^

2, --: I) o,— « d, I>2 ^^ 0 2, ---- 2 0, «2 2-: 2 l)z — I> 2l
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so wird man sich aus (Hl) und (Hä) leicht den Ausdruck bilden können
)^äxi — x,ä^, — — o (^äx — x<h) — o, (xäx — xäx) — <?2 (xä^ — ^äx)

f^6x — «6^) l^ ^- (/6x — xäx) I>I ^- sxä^ — ^äx) ^V

Man hat also jetzt die Gleichungen zu integriren

c^ät

statt daß man vorher integrirte

, c>6t 2 . 2

2 — ^-; x«lx —xä^^i-^-; x^ ^-^2 ^-xi2 — ^2

Setzt man also L statt ^' und —«l statt <i, so können die gefundenen Formeln benutzt
werben. Man erhält auf diese Weise

5/^2 —V/^L!'
«081°; ^i ^^ — 8in1'; 2l--^-

Die Coordinaten x^2 findet man aus x^ ^, 2^ durch die bekannten Formeln
X — a x^ -l-d ^, -l-o 2,
^^-a.x, ^-dl7>-l-o,2,^ (H8)

(47)

IV

Inhaltsbestimmung des durch die Gleichung zwischen rechtwink¬
ligen Coordinaten gegebenen Körpers

' (v)--w^(^.'

Vetrachtet man, wie hier geschehensoll, die Exponenten «, /3, ^ nur als gerade Zahlen
oder Bruche mit geraden Zählern, dann kann Fig. 5. einen Octanten dieses Körpers dar¬

stellen. Man theile 0X — a in ^ gleicher Theile; ein solcher Theil sei ^^ —-^-. Die

Linie 0^ umfasse 1 solcher Theile, so daß 0^ — -^-. Die Linien HI? und ^^ sind der
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Axe 0? parallel und V?X ist ein Schnitt des Körpers durch die Ebene xy; es ist dann

Diese Linie denke man sich in ^ gleiche Theile getheilt; einer dieser Theile sei LO, also

gleich — l l — ^l^ und ^L möge m, solcher Theile betragen, so daß

Für die Ordinate 5 findet man dann-

also

V0 -^°(.-I^-O '^

Der Inhalt der ganzen Säule von der Höhe Vv ist, wie die Figur lehrt,

^t'-A°l^(-O
Will man nun den Inhalt 3 des Octanten haben, so muß man in diesem Ausdruckeoffen¬
bar dem I nach und nach die Werthe 0, 1, 2, 3, ... ^ — 1 beilegen, während das m
die Werthe 0, l, 2, 3, .../«— 1 erhält. Nun ist aber bekanntlich

I kx äx — s^2^.t(n-l.6)^.k(2-i-26)-»....-^t(2-^. (u — 1) 6)^

wenn 6 0 — 2
und n unendlich groß genommen wird; daher ist auch

3 — ao« « äx ! ä7(1—x«)^^(1—7^ —ade! l äx(1—x«)/,^ ! ! 6^(1—^)/

Wer mit den Eigenschaften der Function ^ vertraut ist, kann diese Integrale leicht auf
einfachere zurückführen; es ist nämlich

und daher

s«-""^-DW

!> '



— ,9 —

^1"

-«---^i!
äx(1—x«)S ^7

und

^ (1 — 1^) / —
^"')

also

Gauß bezeichnet I^O-l-l) durch /^(a), daher wäre nach seiner Bezeichnung

«s ^: ado

Es ist dies ein speciellerFall der so berühmt gewordenen Dirichlet'schen Formel.
Für den Inhalt L des ganzen Ellipsoids findet man z. B.

Um ferner das Trägheitsmoment dieses Körpers in Bezug auf irgend eine Are zu berech¬
nen, muß man die Integrale bestimmen

/x2<Im; /^2<Ziu; /x^m
wenn äm das Massenelement ist. Theilt man die Ordinate OD in ? gleiche Theile, so
wird, wenn die Dichte der Einheit gleich gesetzt wird,
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^2^2
und daher das erste Integral, da -^- statt x? zu setzen ist und «, A ? gerade sind.

läx 67 62 x« (1—x«)^"«"^(l—7)^- — 82'do ! x

82->d«

Für das Ellipsoid erhält man

Ebenso findet man natürlich

/>2äm — ^ L und /^6m — ^ L

Ueberhaupt sieht man aus dieser Darstellung, daß sich alle Integrale von der Form
/x?^^äm

mit derselben Leichtigkeitberechnen lassen, wie diese einfacheren, wenn an die Stelle von
x, 7, 2 die Ausdrücke treten

l'' f. V ^«/ ' ^ V ^/ V ^
und, im Falle sich das Integral über den ganzen Octanten ausdehnen soll, die I, lll, n
entsprechend alle ganze Werthe von 0 bis ^—1, 0 bis /u — I und y bis v —1 erhal¬
ten. Das Massen- oder Volumenelement behält den oben angegebenen Werth.

Sollte die Oberfläche des Octanten berechnet werben, so bildet man sich zunächst
das Oberflächenelement, indem man 6x6^ oder hier

burch den Cosinus des Winkels dividirt, den die Normale des Punktes X72 mit der Are
der 2 bildet. Dieser Cosinus ist bekanntlich

G"
H/«2/x^2n-2 /32^V2^-2 ),2^z,V2/-2l^lv) -^^1 ^^^1

^'
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z -

und in unserem Falle treten

^^Al'-D^-^
an die Stelle von

X ^ 2

Der Inhalt kt des Octanten wird auf diese Weise

H — — l l 6x 6^-----------------
(1 — x«)^^^(1 — 7^)'^^

Für x" -- «Ü! '^> und ^s ^- 8in 2^, ergiebt sich

'2 ^2 ' <-^.

2 2
.1-^.,

8IN ^ « l!08 ^ s / 8M^ F 008^ /

Für das Ellipsoid erhält man die bekannte Formel

2 ^2
^ , l , l , ^/8in 2«, 81N 2«// <N8 ^w 008 2^l/ 008 2«,
cl-2d° äy, äl//o°8^^^^^--------?^—-^—^—^

Drückt man nach dieser Zerlegungsweise die Anziehung aus, welche eine Kugel
nach dem Newtonschen Gesetze auf einen Punkt ausübt, so gelangt man durch Verglei-
chung mit dem bekannten Resultate zu dem Doppelintegrale

' 2
e«8^on8-<x

! I ^/l »l» n- — 2n 008 P 008 ^/n ./o

welches, für n > 1, gleich ^ > ^ und für n < 1, gleich -^»n ist. Der letzte Werth

ergiebt sich sogleich aus dem ersten, wenn man — statt n setzt.
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V.

Die einfachsten periodischen Functionen.

tz. i.

gezeichnet man das Probuct von Functionen
t(x—n) t(x—u-»-1) k(x-n^-2.. .k(x—1) l(x) k(x^-l)... k(x^-n-2) t(x^-n—1) f(x^-n)

durch das leicht verständlicheZeichen

t(x-».H
II

. ^der .,

bsi unendlich groß

so ist offenbar, wenn ju, eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet,

l>f(x^-l-H

und daher, wenn /u, nicht selbst unendlich groß ist.

k(x-t./u-^) (!)

oder kurz 5(x) ^^(x^/z)
Es ist also ?(x) eine Function, welche ihren Werth nicht ändert, wenn x um irgend eine
ganze Zahl zu- oder abnimmt. Unter dieser Zahl denken wir uns am bequemsten die Ein¬
heit. Man kennt also die Function k'(x) vollständig, sobald nur alle die Aenderungen be¬
kannt sind, die sie erfährt, während x von N bis 1 wächst. Eine Function von dieser
Beschaffenheit wird ganz passend eine periodische Function genannt. Zu jedem be¬
stimmten Werthe von x gehört nur ein bestimmter Werth der Function, aber ein gegebe¬
ner Werth der Function wird durch unendlich viele von einander verschiedene Werthe von
x hervorgebracht.

Durch ähnliche Betrachtungen überzeugt man sich, daß auch

'5^

I
t(x-»-8)

eine periodische Function ist und ebenfalls
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j

eine solche sein würde, wenn 2° -- 1 wäre, für irgend einen für x erreichbaren Werth
von n, ohne daß 2 deswegen der Einheit gleich sein müßte. Der Gedanke an die letzte
Function liegt weniger nah, aber sie selbst, so wie die vorhergehende, lassen sich auf die
erste zurückführen.

Die einfachste periodische Function würde man aus (l) für k(x) --- x erhalten,
aber ein solches Product

II"'

ist seiner Natur nach unendlich groß, sobald x keine ganze Zahl ist, und kann daher keiner
Untersuchung unterworfen werden. Die einfachste Form, welche einer solchen Untersuchung
fähig ist, ist

-?lx)

wo 2 eine Consiante ist, die offenbar keine ganze Zahl sein darf. Wir setzen hier voraus,
daß man bei einem solchen unendlichen Producte das mittelsie Glied zuerst nimmt und
dann zur weitern Berechnung eine gleiche Anzahl gleich weit von beiden Seiten abstehen¬
der Factoren anwendet.

Es ist nun

s?x^.^ sl x^l^ .^ 2—n—1 Ilx^-l
>2^-^ la^-l-,-^ 2-5-n >l 2^.

^
^

oder ?(x ^. 1) -- — ?(x)
Setzt man hier x -1-1 statt x, so erhält man

?(x -5.2) -- — ?(x ^-1) -- ?(x)
Ferner ist

?(x)--

für X statt X ergiebt sich also

x-^
2^ II

X2—^«
2- —^2
I

Endlich wird hiernach für x — ^ statt x aus der vorletzten Gleichung
?(i -».X) ---i-Xx-i) - k'lz-x)
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Es ist also I?(x) eine periodische Function von x, welche alle mögliche Werthen durchläuft,
während x von 0 bis 2 wächst, aber nach der letzten Formel braucht man diese Function
nur von x -- y bisx — H zu kennen, denn während x von ^ bis 1 wächst, nimmt sie
dieselben Werthe an, welche sie erhält, während x von ^ bis 0 abnimmt. Da aber
IXx-»-1)-—?sx), so wiederholen sich jetzt, während x von 1 bis 2 wächst, alle die
Werthe der Function, welche sie angenommen hatte, während x von 0 bis 1 wuchs.

Offenbar ist M) — 0
Der Werth von ^) kann willkürlich angenommen werden; am einfachsten setzt man ihn
der Einheit gleich, so daß

?(z) -- 3-l-^

wodurch sich die Constante 2 als ^ ergiebt.

Diese Function wollen wir nun durch ^lx) bezeichnen, so daß

^x-l-^, !^2x-»-2^?>(x) 1-^-2^

und ?(0) — 0; c/>G — 1; ?(—x) —
y>(2n ^ x) -: ^ y>(x); y>(2n -4-1 ^ x)
ganze Zahl bedeutet.

y?(x); <^(x ^ 1)---— ?>(x); und allgemeiner
-s-c/!<x), wenn n eine positive oder negative

z. 2
Von der Function ^(x) läßt sich ein consianter Factor absondern, da

?><» — z2x-«-2^,
1-»-2^

l 1
!2(x^) «z 2(x^. ^)^ ,« 2^-x) 2(^^-x)

Der auf diese Weise hervorgetretene Coefficient soll der Kürze wegen durch den Buchsta¬
ben ?r bezeichnet werden, so daß

75
°M

Die Zahl 7r ist also offenbar größer als 2. Man kann aber auch die Factoren anders
gruppiren und schreiben

..'
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^

?r
°MM°MM°4

4^^-4^
4^-^-4^!

woraus erhellt, daß ?r kleiner als 4 ist. Auf diese Weise hat man ?r zwischen die beiden
Grenzen 2 und 4 eingeschlossen. Schreibt man die beiden für ?r gefundenen Probucte
nieder, so erhält man

?r--2 4 16 36 64 100 144
3 15 35 63 99 143

Tr^H 8 24 48 80 120 168
9 '25'40'8l'l2l'l69'"

Werden beide Producte mit einander multiplicirt, indem man von beiden eine gleiche An¬
zahl Factoren anwendet, so giebt die Quadratwurzel aus diesem Producte für ?r den Werth

^ 2
2^

?r —2^(2n^-1)(2n-l-2) 2^-«-l! für n -- <»

Nimmt man hier n — 15, so findet man
?r — 3,1408

ein Werth, der nur um 0,0007 zu klein ist. Die Function ^p(x) läßt sich nun so dar¬
stellen :

P (x) ^- ?rxA O

man setze

Dann ist also

K. 3.
Das Complement der Function ^>(x) soll durch ,//(x) bezeichnet werden, d. h.

^li^-U^M^G

2x
2^-j- i)

oder
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Hiernach hat die Function ^/(x) folgende Eigenschaften:
^,(0)^1; ^)--0; ^(^x)^-^(x); ^(x) ^ ^(^x); y(2n-t-x)---y,(x);

^/(2n -»- 1 ^x)-n- — ^(x)
Vergleicht Man beide Functfönen

^(x)-Ml-H und ^(x)^ll^-^^).

so erhellt, daß Plx) einen Factor mehr hat als zl>(x).

§. 4.

NL^Hl)^! ^u^^^^^ZHso
^s>sx -^- ll)

Wenn nun in einem solchen Producte für ^ zwar alle ganze Zahlen gesetzt werden sollen,
welche die- Grenzen- des Productzeichens angeben,, nur die ganze Zahl 2 nicht, so wollen
wir dieß durch

bezeichnen,so daß also
^2

?>(x) ^ ^ x^
»!

Das hier angedeutete Product enthält also im Nenner einen Factor mehr als im Zähler,
kann daher in Partialbrüche aufgelöst werden, indem man setzt

«l x^.2^^ !0 ^ V ««
x-l-^ /x---8

und die verschiedenenZähler «« bestimmt! Zu dem Zwecke denken wir uns beide Seiten
der Gleichung mit irgend einem der Nenner der Partialbrüche multiplicirt, also etwa mit
x — «, und dann x — 8 gesetzt, so erhalten wir offenbar

1^8^-5-^ !0
>8^!- 8

KK n

2 M2- -2-

j2 ^.^!8 1 Il^l^^ 1 II-i^.^, II^-^

2-4-8» ^ «)



,

^ 3? -^

Durch diesen Werth von «« erhält man

Für 2 - z ist

/I^^/l-l-28^' /1-l-2« " ^ / 28—1^/28-^1 ^ ^ / 28-^1 ^

Y1X " ^>(x) ?r /x—8 " ?r /x-l-

28^-1 / 28^.1
0 ^,0

also

Eben so ist

daher wird

oder

^(x^-a) — ^(2)^/(x)^-^(x)zl/(2)

§. 3.

Setzt man in der zuletzt gefundenen Gleichung erst — 3, statt a, dann, in der so
gebildeten, ^ — x statt x und endlich in der letzten ebenfalls — 2 statt 3, so hat man im
Ganzen folgende vier Formeln gewonnen

y,(x-l-a) — ?>(x)^(2)^.y>(2)^sx)
?>(x — 3) -- y,(x) ^/(a) — ^p(a) ^l/(x)

^,(x^- 2) — ^(x)^(a) — ^(2) ^p(x)
zl/(x—2) — ^sx)^/(a)-l.9>l»y,(x)

§. 6-

Aus der letzten dieser Formeln erhalt man, für 2 — x,

sM)2^<>x)-^1

und durch ganz leichte Transformationen noch folgende vier Ausdrücke
4'



Da nach §. 2.

— 28 —

<p (x) ^ (7) -- 2^^) ^(^)

<x(x) - ^(7) -- 2?>^^) ^(^)

^(x) ^ ^(7) ^ 2^^^2) ^s^)

^(x) - ,/<(7) ^ 2?s^) y^^)

so ergiebt sich aus der zweiten dieser Gleichungen, wenn man x — ^ -!- 6^ setzt,

^(7>»-ä7)-^^) ^^V2l
^7 l>7 ^ b-N

oder

2

Nimmt man hier ^ gleich ^ -^ x an, so erhält man zugleich
6^/<x) ^

cix r^>(x)

Durch Hülfe dieser Differenzialquotienten lassen sich nun die Functionen ^>(x) und </,(x)
nach dem TaylorschenSatze in Reihen entwickeln, die nach steigenden Potenzen von x
fortschreiten. Diese Entwicklungsetzt aber bekanntlich die Kenntniß der Differenzialrech-
nung nicht nothwendigvoraus wie, der Vollständigkeit wegen, im folgenden § gezeigt
werden soll.

tz. 7.
Da nach tz. 2. ?>(x) nur ungerade Potenzen von x in seiner Entwicklung enthalten

kann, so setzen wir

also

daher

<p(x)

^1

i>«x 2«>^I

2« ^
2«-^1

2«-»-N

D^
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,

c-

oder

Für x -- ^ erhält man hieraus

folglich

und daher

— v«(28

X2«-^I___^2«-4-1

X — 7

5r^/(x)-- ^2,(28-l-1)x^
.»

_ 'l?),.^n_'s«^^)^^^'^n ^^-"'x2«—y2«
X— 7

I

Für X -- ^ ergiebt sich hieraus

?r'Plx) ^ — H3«2«(28 -4-1)x^' ^ - H^^i(

Die Vergleichung dieser Formel mit dem zuerst angenommenen liefert die Gleichung
2^1 (2« -I- 2) (28 ^- 3) — — Tr-Ä«

oder auch 28(28-l-1)»« —— n^»«^
Ferner ist hiernach (2» — 2) (28 — 1) a«_i — — ?r2a«_2

(28 — H) (28 — 3) 2«_2 — — ^2, ^z

2 ' 3 cl I ^^ — n^ 2, I^: — ?r2 ^
Bezeichnet man nun

1-2-3-4...N durch (!,-«-1)°
so giebt die Multiplication aller dieser Gleichungen

also
(1,-l-1)2«--'

^p(x)
^7 (1,^-1)2«" uno^x)— ^ ^ 1)'

Diese Reihen nehmen eine einfachere Gestalt an, wenn man x statt nx setzt, denn man
erhält dann



3« —

12 3 12 3 4 5

— 1)« X^ ^ X2
12 12 3 4

§. 8.

Die Functionen y,^—l und ^l —! sind bekanntlich durch 8wx und eo8x be¬

zeichnet worden, so daß also
y?(x) -- «in?ix und ?/<(x) >— co8 ?rx

gesetzt werden müssen. Benutzt man jetzt diese Zeichen, so erhalt man

8IN7IX °V
also

2(x -«- ^)

eo8 ?rxs1 — 2)
8in?rx

und co8?rx 2(z
1-^-2^

2x-<-2^

l>^

x^H ^ ll l —2x-»-2^
-l-25

X-j-8

Da nach §. 3 8in?rx einen Factor mehr enthält als oo8?rx so brauchte hier nicht, wie
in §. 4 geschah, im Zähler ein Factor abgesondert zu werden, um das Product in Par¬
tialbrüche zerlegen zu können. Ganz wie in tz. 4 ergiebt sich auch hier

»

1 — 28 -l- 228 -». 2^
28^-2^.! —8 O

- 238 -5. 2^
2^!0 I>

l-t-228^-2^ 2^-»-1
2^-1-1 2^!0

Nun
'^ ^"^>W-lN2^^1^"»2^^1«W^1^^«2^^1

daher wird

Es ist also oo8?rx(1 — 2)
8M?rx

^. 1 1^ 1-^228^-2^ 1:^: — 008 ?l28

1 H, C088?r2 ^ 1
?r /x— 8 '" ?i

eo83?r2^(:o82?r2 co8?r2 1 , oc>8?i2 co82?r2 co83?r2
X— 3 X— 2 X— 1 ' X ' x^-1 l x^-2'^x-»-3^'''

—! —
?r < x

2co8?r2 2oo82?r2 2<w83?r2
x--1 X-—4 x^ —9
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Diese Reihe läßt sich besser so schreiben:
co8?rx(1 — 2) ^ 1 2

8in?rx ^ ?rx ?r
, ec>8?r3 oo82?r» eo83?r2
l 1^-^ H—x- ^ 9—x- ^

und gilt offenbar nur fuü positive 2 und nur so lange als X kleiner als 1 ist. Uebrigens
ergeben sich diese Reihen durch keine der bekannten Entwicklungsweisen mit derselben Leich¬
tigkeit. Auch die Formeln des §. 4, welche zur Entwicklung des Hauptsatzes in der
Theorie dieser Functionen benutzt wurden, bilden an und für sich schon sehr nutzliche und
bekannte Reihen.

5- 9.
Nachdem in §. 5. die Formeln gefunden worden sind

</lx -4- ») — ?>(x) ^(2) ^- 9,(2) zl/(x)
^l/sx -<- 2) — ^(x) ^(2) — ^(2) ^(x)

muß sogleich beachtet werden, daß sich beide in eine einzige zusammenziehen lassen, nämlich,
wenn man ^/—1 durch i bezeichnet,in

^sx -j- 2) -!- i^>(x -^ 2) — (^(x) ^- i^>(x)) (^(2) ^-1^(2))
oder wenn wir lieber die bekannten Zeichen benutzt

oo8(« »l- /3) -l- i «ins« -^- /3) ^^ seo8 « -j- i 8in «) s«o8 /3 -l- i 8in j3)
woraus dann sogleich für positive ganze n folgt

(«08 « ->- i 8in «)° ^-: e«8 n« -i- i 8in n« (1)
Da 008^« -1- 8M2« :^ 1
. .„ . . . ^„ co8^n«-i-8in^n« 1so »si (eo8 « -l-1 «in «>" --- ----------!-^^------—------------- ^-:-----

LU8N« --- 18MN« l!08ll« --- I 8IN n«

also (co8 « -l- i 8IN «)^u ^^1 008 n« — i 8M n«
so daß also (1) auch für negative ganze n gilt. Endlich erhält man noch aus (1)

(co8 « -<- i 8in «)lu nn scu8 n« -l- i 8in n«)ü ^^ eo8 m« -l- i 8in w«

Für « :^ ^- ist hiernach
m.

>! 8M —6(co8 /3 -»- i 8in /3)u ^- eo8 —/3 -

so daß also (1) für positive und negative, ganze und gebrochenen gilt.
Setzt man nun n« — 2n, so folgt aus (1)

l «08 ^- -^- i 8w — l -^ cc>8 2?r >^- i 8in 2?r -- 1vn- n/

Man ist also zu einer Function gelangt, welche die merkwürdige Eigenschaft hat, daß ihre
nte Potenz die Einheit giebt.

2?r
Setzt man jetzt lieber — — x, so wird
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,27l
(co8 X -f- i 8in x)^ -- 1

oder wenn man ^- statt x einführt, und für cos -^ und «in — die entsprechenden Reihen setzt,

/ X X^3^! / X^ X^ X^ ^2?li

Die Klammer ist eine bestimmte Function von x, welche durch x(x) bezeichnet
werden mag, so daß

und
für x --- 1 findet man

12 12 3 12 3 4

(X(x))^^1

^-..-X(x)

x(D-l^l^-,^-i -!-... — 2,71828... — e d. K. w.

Es ist also

daher

12 12 3
2?n , . x2?« 2/lie — 1 oder e^^ ^^ 1 -- (x(x))^

X(x) — l^-x^- -l-12 12 3
für ein positives oder negativesganzes n ist folglich

-»-...-- e'

»2nM — 1

x-!-2n?li I<i2n7li ------ „xe^e

ß2l>lx-!-i!) —— ß2?Nx k(x)

Wir sind auf diese Weise zu einer neuen periodischen Function gelangt, deren
Existenz in tz. 1. schon angedeutet wurde; aber diese Function hat eine imaginäre Periode,
denn es ist e

Setzt man aber lieber
so ist t(x-!-n)

Da offenbar
X-l x« / x^>°

e--1^.x^ —^^3^....-^-) fürm-«
/ x^>"

so kann auch lsx) ^- > 1 ^l— l

als periodischeFunction betrachtet werden, denn es ist

Den hier benutzten Methoden der Entwicklunghätte leicht eine strengere Form
gegeben werden können, wenn man nicht gleich eine unendliche Anzahl von Factoren in
die Rechnung eingeführthätte, sondern von einer endlichen Zahl auf eine beliebig große
übergegangen wäre.

Prof. Schellbach.
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