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Welche Geftalt mufi ein Korper baben, wenn er auf einen Punkt
feiner Oberfldche die ftarfite nzichung auditben foll?

311 bem rechtwinfligen Dreiede ABD (Fig. 1.) fielle die Hypotenufe AD bie Kraft bar,
mit weldjer der Punft C den Punft A angicht. Die beiben Katheten AB und BD fon-
nen bann, ber ®rofie nady, ald die Gomponenten biefer Kraft betrachtet werben. Jff nun
bas (efes beFannt, nady weldyem bdie Kraft ber Anjichung wichft, wenn bie Entfernung
bed angichenben Dunfred abnimme, fo laffen fidy fogleich afle Puntte C, €, €7, ... bes
ftimmen, deren RKrdfte AD, AD’, AD”, ... {ind, und beren hovizontale Componente alfo
bei affen gleich AB fein roird. Auf biefe TWeife fann eine Guroe BCC'A gebildet werben,
welche alle biefenigen Vunfte bder Ghene ber Figur, beren nach B geridhtete Seitentraft
gtbfier al8 AB ifi, bon benen fonbert, bei roelchen biefe Gomyponente einen Eleinern ABertl
hat. Die erfiern Punfte liegen innerhald BCC'A, bie leitern aufierhalb. Dreht fich nun
bie Guroe BCC'A um AB, al@ re, einmal ferum, fo befchreibt fie eine Frumme Flache
BCAG. Denft man fich alle Punfte ded Raumed mit anzichenben Krdften begabt, fo
liegen innerhalb diefer abgefchloffenen Dberfidche diejenigen Punfte, fiiv weldye die nad) B
gerichtete Gomponente grofier iff al8 fiie bdie aufierhall liegenben. Da fich innerhalb bes
Korpers BOAG fiets woei diametral gegeniiberfiebenbe Punfte finben, deven fenfrecht ges
gen AB gerichtete Gomponenten gleich und entgegengefeit find, fich alfo einanber aufbheben,
fo fdlt die Nichtung ber Refultante mit AB jufammen.

Gine gegebene Quantitdt nach irgend einem Gefess amjichender Materie muf alfo
bie Geftalt bes Kbrpers BCAG annehmen, wenn fie ben Punft A ibrer Oberfliche mit
ber grofiten Kraft nach B bin jiehen fol(; denn brachte man einen Theil derfelben aufiers
Balb ber Oberfiiche BCAG an, fo wiirde jest der Dunft A weniger fiart nach B gejogen
alg vorber.
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Diefelbe Betrachtungdmeife lehre, baf audh ber Korper BCHLGEB, weldyer burdy
bie Umbrehung der Rurve BCH unbd ber ganj beliebigen Linie HL um bie Yre BL ers
jeugt mirb, bie fidrffte Anziehung auf den auferhalb liegendben Punft A ausiibt, reldye
eine jenfeitd HLG angebrachte DMaffe bervirfen fann. Diefe Wirfungswoeife auf ben Punfe
A Dat aber aud) ber Theil HLGAH ber angiehenden Materie,

@¢ ift iibrigens auffallend genug, baf fich eine auf ben erften Blid {hrvierige
Aufgabe durch fo einfache geometrifdhe Betradhtungen [Ofen [3ft. Selbft wenn die angie-
hende Maffe nicht homogen wdre, ober einige ibrer Theile nach andern Gefeien anzogen
al8 bie iibrigen, fo liefe fie fidy) offenbar nach ben angegebenen Pringipien nody immer fo
ertheilen, baff ihre TWirfung auf den Punft A ein Marimum mwird.

Die ndchfte BVeranlaffumg, fiber bdiefed Problem nachjubenfen, gab folgenbe Note
von Gauf in feiner Ubhanblung fiber bdie Erfcheinungen ber RKapillaritdt:

Constat, maximam attractionem, quam massa homogenea data in punctum datum
secundum illam legem exercere potest, esse ad attractionem, quam eadem massa in fign-
ram sphaericam redacta exercet in punctum in superficie positum, ut 3 ad 1:/25.

Bu ben bier angegebenen numerifchen Refultaten gelangt man leicht auf folgende
Weife: In Fig. 2. fielle ber Quabrant CFGD einen Querfdnitt ded Korperd vor, ber
in ber Gntfernung AD = x f{enfrecht gegen die Are AB gefiibrt iff. Der RNabdiug DF
beffelben bilbe mit dem Borizontalen RNadiug den Winkel FDG = 6; ferner fei dber RNa=
biug FD = 4, ED = y, AE = ¢, AF = r. ikt 4 um dg, 0 um d6 und x um
dx, fo entfiebt dag Korperelement ydbdxdy. $Rird die Kraft ber Angiehung, welche bie-
fed Glement auf ben Punft A audibt, bdurch f(g) begeichnet, fo iff bie nach B gerichtete

Componente berfelben —:-f(g]qdﬂdxdq, und wenn man AB burdh a bejeichnet, fo ift bie
Anjichung A, welche der Punft A vom gangen Korper erfdhre

"I ['a ¥
A=jdﬂjdxfﬂg@dq
1] 0 0

x?+_,}2=g'.'l

ba

und bei ber JIntegration nady 5 bad x confiant ift, fo iff ydy = pdp ju f{eBen und bdaher

A ﬂch xdx ff(p}dg
et ) o X

Jft bie Unziebung umgefehret proportional irgend einer Poteny ber Entfernung, fo iff
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f(o) = o

wo k bie Rraft ber Ansiebung in ber Ginbeit der Gntfernung vorfiellt, Durdy biefen
MWerth vermwanbelt fich A in

2k 1 1

a
— xdx f— — ——
[}::—l

n—1 x -l
0

Bei dbem bier angenommenen Geferse der Angiehung iff, wenn in Fig. 1. AB=3a, AC=7
und ber MWinfel CAB = ¢ gefesst wird, offenbar

E = — C0S {p
a" i
cher i
I = a CoS§ (," K
bie Polargleichung ber Gurve BCAG. Da bie Abfeiffe AM = x be Punkted C gleich
rcos ¢ ift, fo ift a2
X . _cosgn
pe—1 = ju=3

Sefit man cos ¢ = z, {o finbet man

o 1
xdx _ n--] % R ) e
fru_i — & —a fz dz = ﬁaﬂ
0 w0
dx ! ad—n
o
(]

tenn n fietd Eleiner al8 3 bleibt; benn da bas Integral fiir n = 3 ober grofier alg 3
unendlidy wird, fo wird dev Punft A mit unenbdlicher Kraft nach B gejogen. Unfere Anf:
gabe hat alfo nur cinen &inn, fo lange n zwifchen O und 3 fiegt, und in biefern Falle
ergiebt fich die ngiehung

Ferner ifi

Dnoka¥—n
@8 ift jest nur nody nothig, den Inbalt beg Korpers BCAG ju finden. Gine ganj ein-
fache Rechnung giebt bdiefen Snbalt

A=

ek Inma 31{3_
~ 3B8-4n) (3 — n)an
Flr n = 1 verrwanbdelt fidy bdie Volargleichung der Gurve in bie Gleichung bes Sreifes.
Wiichfe alfo die Kraft der Anziehung umgelebrt proportional ber Entfernung, fo miifite
lD

alfo A =
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bie Maffe in bie Form einer Kugel gebracht werden, wenn fie einen Punkt ihrer Dber=
fliche mit. ber grofiten Gewalt angichen folite. Die Grofe der Angiebung und ber JIns
balt bed Korperd find bann
e EL—R unb B = Tﬁ wie befannt.

2a 6
Flir n = 2 ober bdad Newtonfche Uttractiondgefess frellt in Fig. 1. BCA nach einer ge-
nauen Seichnung die Erjeugungsd-Curve dar. Shre Confiruction gefchieht einfach fo, bal
man aug A, ald8 Mittelpunft, mit AB, einen Kreisquabranten befchreibt, fiir jeben Puntt
E beffelben die Orbinate ieht, welche ben Halbfreid BFA in F {dymeidet, und dbann AC
gleiy AF madht. Die Grdfie ber Anjichung und der Inbalt de8 Korpers find

A= iﬂ undb B = 4’_{?:

a* 15
Fiir eine Kugel vom Rabiud r unb berfelben Maffe B it die Anjiebung
G
TN
Denn befanntlich jieht in diefem Falle cine Kugel einen Vunft fo an, ald ob ibre Maffe
im Mittelpunfte vereinigt mdre.
Die Gleichftelung ber TWerthe von B giebt

e L—I§ unb B =
=

3

r= — und A’ = i_\_lﬂ_/ﬁ
L5 :
alfo A:A=3:1L2
pber A = A" 1,02508.

Bei bem befannten Berfuche von Cavendifh, um bag fpecififche Gewicht ber
Erbe ju beftimmen, liefien fich bdiefe Mefultate vielleicht benugen. Denn obgleid) burch
biefe Ubweichung von ber Kugelgeftalt bie Rraft nur um % ibres gangen TWerthed vers
mefrt wicd, fo twoiicbe doch diefer Werth bebeutend vergrofert werben, mwenn man bebenft,
baf bie Eleinen Rugeln nidht unmittelbar an ber Dberfldche bder grofien {chroingen Eonnen,
alfo Bier febt bequem ein burch eine’ Ehene begremites Segment bed beftimmten Korpers
angetandt werden Eonnte, wie oben fdhyon bemerfe vourbe.
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Heber Die BVewegqung eined Punftes,

%enn X = ar
fo ift d?x = ad?r 4 2dedr 4 rd?c
unb wenn man mit 2e3de multiplicict
ortded?x = rdd?rdie¢®* 4 dedor? 4 rid-de?
= r*d*rd-e®* 4 d(r*de)? (1)
Ded bequemern Druced wegen werbe ich in dbem Folgenben bie Menner ber Diffes
renzialquotienten woeglaffen, affo gersdbnlich dx, d*x fatt :]l—’:, % fehreiben.

Multiplicirt man nun bdie Differenzialgleichung

d’x + o«R = 0 (2)
mit 2c3dee und roenbet (1) an, fo erbalt man fogleich bdie Trandformation
£ (d2r 4 R) dee?® 4 d (r2de)? = 0 (3)

Dicfe Gleichung [Gft fich nun unmittelbar fiir bad Folgende benugen.
St 3 B. bie Bewegung eined Punfred Fu beffimmen, ber in der Gntfernung r
pon einem feften Punfte mit der Kraft B angegogen mwird, die eine Beliebige Function ber
Gntfernung t fein Fann, und man nimmt bie Gbene, in weldjer r und bie Richtung ber
AnfangSgefchmindigfeit liegen, ald Ebene ber vedhtroinfligen Goorbinatien x und y an, fo

finben folgenbe 3mwei Gileichungen fiatt:
2 L
%[%f + Rcoos g = 03 Eld_t}“

wenn © mit der Are der x ben TWinfel ¢ bilbet, Da Bier
Xx=rcosgund y =rsing

{o bat man aus (3) auf ber Stelle, twenn cos ¢ unb bann sin ¢ ftatt e gefeist werben,
r? (d2r 4 R) d-cos 2g 4 d (r*dg sin ¢)* = 0

+ Rsing =0 (4)

r3 (d2r 4 R) d-sin 29 4 d (r?dg cos ¢)* = 0) (5)
Die Abdbition beiber Gleichungen liefert {ogleich
d (r2dg)® =
alfo ridg = ¢ (6)

Genst man bie Gonftante ¢ flatt rdg in eine der beiben Gleicdhungen (5) ein und fchreibe
1 — cos 2¢ ftatt sin ¢, fo wird




r? (d*r 4+ R) = ¢?

.UQ
ober dir + R = 5
Duech Multiplication mit 2dr und Jntegration erbalt man Hierausd
dr? 4+ 2/Rdr = — :T + <
dl' ihkr F o k| "‘f,'.v_—-"'j
alfo T_“Vc —2}"Rdr—~l;-1- ¢
|
=4 dep c
Aud (6) iff aber A
Durdh Elimination von dt aué biefen beiben Gleichungen ergiebt fich :
cdr '
dp = — |

e Ve — o Rrar— fT
Die tibrigen Rechnungen fonnen al8 beFannt voraudgefeit werben.

Bebandelt man biefelbe Aufgabe im Raume, fo hat man fiir

X=TrcoS0e; y—reosf; z —'TCcosy
bie brei ®leichungen ju integriren
%+Ru0$f¢:(};%§:+ﬂcusﬁ:0;%-}-Rwsr:{l (7)

Stellen in Fig. 3. SX, SY, SZ bie drei auf einander fenfrechten Goordinatens
aren vor, P ben angejogenen Punft und bdie {ibrigen Frummen Linien Bogen grofiter Kreife,
weldye auf einer mit bem Rabiug SP conftenivten Kugel liegen, ferner PSA bie Ghene
ber Babn bed Puntted P und P einen in diefer Ehene um 90° von P abftehenden Punft,
fo geben bie fpharifchen Dreiede APX, APY, APB und bie brei entfprechenden mit ber
gemeinfchaftlichen Seite AP bie Gleichungen

C0S ¢¢ — €08 ¥ ¢05 # — sin ¥ sin 6 cos i cos & = sin ¥ cos 6 < cos v sin 0 cos i
cos 8 = cos ¥ sin 6 - sin ¥ cos @ cos i cos §° = sin » sin & — cos ¥ cos @ cos i! (8)
(T sin » sin i oSl — cos ¥ sin i Sy e
fo bag alfo
c0s Y- cos *e’ = 1 — sin 2B sin i
, €08 *f - cos 3,?'=l—cns”fﬁsin2i£ fE}j
cos ?y 4 cos 2y = sin i)
Ferner finbet man fogleich aug (8) und (9)
deos = — cose/dr; deos = — cosfdv; deos y = — cosydv | (10)

dcos *e = — dcos *’; deos 2 = — dcos 25 deos 2y = — deos 2y
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Die Gleichungen (7) geben alfo ermoge ber Transformation (3)
r# (d*r 4 R) d-cos 2= d (r2d cos )2 = @)
r? (d*r 4 R) d-cos 8 4 d (r2d cos §)* =
r? (d*r 4= R) d-cos 2y 4 d (r?d cos ) = ¢
ober burch Anwoendbung von (10)
r? (d*r 4 R) d-cos 2e’ = d (r*dp cos «’)?
r? (d°r 4 R) d-cos g’ = d (r2dv cos §)?
r? (d*r 4 R) d-cos *y" = d (r?dv cos ;')?
Da cos *a’ 4 cos *f 4 cos 2y = |, fo liefert die Abbition ber brei lesten Gleichumgen
gang wie oben d(r*dv)* =0, alfo r2*dy = ¢
und burd) Einfiibrung biefed Terthed in cine biefer Gleichungen
1 (d%r 4 R) = ¢?

Gine dbnliche Anwendung findet die Transformation (3) audy noch bei folgenber
Aufgabe, weldye Jafobi im 24fien Bande besd Crelle’{dhen Journald Seite 15 auf cine
befonbere TWeife bebanbelt: Gin Punft A in &ig. 4. fei gegroungen, fich auf einer Ums
brefungéfidche ju bervegen, von weldyer ZAB eine Meridiancurve iff. Die Sraft, welche
thn angreift, moge nue in der Meribianebene wirfen: ibre Componente AE, roelche fente
redt gegen bie Umbrebungsare OZ wirft, fei X, bie anbere AF, paraffel biefer Are, heife Y.
Beibe mogen Functionen der Entfernung AE ober CO = x von ber Are OZ fein.

Die Goorbinaten deé Punftes A find, wie fie bie Figur angiebe,

OD=¢§; CD=y; CA=y
Die Nidhtung bdes Aiberftandes 4, weldyen die Fldche ju leiffen bat, fallt ebenfalld gan;
in bie Meridianebene und if der Ridytung der Kraft entgegengefest.

Stellt ds bag Bogenelement ber Meridiancurve vor, {o ift bie fenfrecht gegen bie
dx

Ure gevichtete Componente bded Wiberffanbdes l% und bie mit ibr parallele —ia-; (641

DI : _ .
ift Bier % mit negativen Seichen genommen worben, ba tvir borausfesen, bafi ber Bogen

wad)ff, menn y abnimmt. Bilbet nun bie Meridianebene mit der fefien Ghene ZOX ben
Aintel ¢, fo find bie Gleichungen ber Bewegung offenbar folgende

d2g . dy

= = (X—y-;r,ai;)cu:aqff (11)
d? £ . dy) .

T’l = (R+A%) sin ¢ (12)
d3y dx :
e e (13)
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@3 ift aber E=xcos¢ und g =xsing
baher giebt bie Gleichung (3) ftatt (11) und (12) bie beiben Gleichungen

X (d'lx — X —1i j—i-) d-cos *¢p == d (x*dg sin ¢)* =0

x? (dﬁx —X—1i g:) dsin 2q == d (x*dgp cos ¢)* =0

burdy deren Abbition man : o
d (x2dg)? = 0 und bdaraus x*dgp =c i
erhalt. Durdy Ginfiihrung biefer Conftanten ¢ in eine ber feften beiben ®leichungen
fommt bann
x? (d’.\'—X—.ﬁ.f—ll L
ds
Gtellt man biefe Gleichung mit (13) sufommen, fo erhdlt man
d2x - c? L dy!
g o g e 3—(
e i Ly s e
dt 2 “ds ,
Diefe Gleichungen fpricht Jafobi am angefiibrten Orte in folgenbem Safse aus:
Puncium, quod in data superficie revolutione genita moveri debet, vi sollicitetur
in plano Meridiani directa et a sola positione puncti in ipso Meridiano pendente: revo-
cari potest motus propositus ad motum puneti in curva meridiana, accedente ad vim
sollicitantem alia quae axi perpendicularis et cubo distantiae puncti ab axe inverse pro-
portionalis, est. 1
Dad Auftreten bed Giliebes E-— in ber erfien ber Gileichungen (14) erfcheint bier
in ettond groferem Bufommenbange alé bort.
Maultiplicict man bdie exfte bdiefer Gleichungen mit dx, bie jroeite mit dy unb abbirt
Deidbe Droducte, fo erhalt man
—————d";d-xl:; ik = Xdx + Ydy cinjx P =

Sft u bie Gejchwindigbeit be8 bewegten Punkted, alfo “:'g"?" unb man integriet bie

leite @leichung, nachdem fie mit 2 multiplicirt worben ift, fo fommt
ds?
di*
wenn bie gweite Gonflante nach ber Jntegration hingugefiigt wird. IWenn bder Bogen mit
ber Beit wadhft, fo folgt bieraus

5

= u? = 2/(Xdx 4 Ydy) — .E_




st a

mn dl'_.ﬂ‘ e KT
fo erhalt man enblidh

i ¢ dx 4
e - & "d}. - {'"2
< lof (x+YF)ix— 5

Aus bder Gleichung f(x, y) = 0 der Meribiancurve werben bie Terthe :—i unb {;—‘i
befimmt. Dag Uebrige ift bei Jafobi a. a. D. nadhjulefen.
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Ueber Die Drebung cines feften Norperd um cinen feften Punft
obite Ginwirfung befchleunigender Krdfte.

@ie folgenben Redynungen Baben nur ben Swed, fyneller und mit geoferer Klarbeit n
ben DeFannten Formeln ju fiihren, welche bdiefed Problem Iofen.

Der fefte Punft O, um weldyen fich der Korper drebt, fei Anfangdpunkt bder bre
auf einanber fenfrechten und im Raume fefien Coorbinatenaren OX, OY, OZ, Die Goor-
dinaten eined Punfres bed Korperd auf biefed Goovdinatenfhfiem bejogen, mogen x, y, z
beifien. Sie werben rodbrend der Drehung bed Korpers ihre Werthe dndbern, ober Fumnc-
tionen ber Jeit t fein. Durdy ben fefien Punkt O lege man ein jweited vechtwinfliges
Goorbinatenfhftem 0X, OF, OZ, welded im Korper feft und mit ibm im Raune berveg=
lich ift. Die Goorbinaten eines Punkted bed Korperd in Bojug auf biefed Coorbinatens
fofiem follen &, 5, £ genannt werben. Diefe Grofen find von ber Jeit unabhdngig und
dnbern fich nur, twenn man von einem Punfte ded Korperd ju ecinem anbern {ibergeht.
Die MWinkel, welche bdie bemweglichen Eoorbinatenaren mit ben fefien bilben, mogen auf fol=
genbe TWeife benannt werben:

(83
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.YOX et }_OX. —_ ﬂ ZOX =y
XOY —uo. YOY = 8, Z0Y = y,
X0ZL = e, YOZ = 8, ZO0L =y,

Diefe TWinfel find Functionen ber Feit. BVor allen biefen MWinfeln wird im Folgenben
bag Beichen cos meggelaffen, fo bafi 3 B. unter e fietd cos e ju verfiehen ift. Ebhenfo
twerben wir faff immer, wie in No. 1L, bie Differenjialquotienten obne Nenner {chreiben,
wag ju feinem Jrethum Beranlaffung geben Fann, da nur nad) ber Seit t bifferengirt tvird.

Die neun Winkel e B y3 &, B, 715 @ Ba y, find folgenben jwolf Gleichungen
untermorfen:

“2+ﬁg+yz=li a2+a:+ﬂ;&l
a +B +7=1) (1) B8+ =1 (2)

o 4B, 47, =1) r“+r,’+yj:1§
Br =+ Brr1 + fara = 0] a4 8,8, + 172 =0
retyiey + paea =0 (3) e . Ay =0) (4)
ﬂﬁ+£t|,3|+ﬂgﬂ=:'-ﬂ‘ ee, +pB 4y =0

bie aber beFanntlich nur alg fech$ von einanber verfchiedene ju Betrachten find. Die Goor-
binaten x y z werben buech) ¥ 5 £ und biefe neun MWinfel nach den gemwohnlichen Trand-
formationsformeln fo befiimmt:
x=cE+fy4ri
Y=+ gin+7r8 (5)
Z == tty§ == fan F ¥al
Die Componenten ber Gefchwinbigfeit irgend eined PunFted nach den fefren Aren find
Biernach, ba & ¢ £ von t unabbingig find,
dx =5de -+ 78 4 Ldy
dy = §dey = qdf, - Ly,
dz = Eda, - 58, 4 Ldy; )
Man unteefuche nun, ob jest, jur Jeit t, wibrend ber Beroegung bed Korperd aufier dem
Punkte O, nody ein anderer. Punft im Korper rubt. Die Coorbinaten biefed Dunftes
mbgen & ¢ ' beifen. Man findet fie aué (6), wenn man bdie Gomponenten feiner Ges
fhmindigfeiten Null fest, alfo burch bdie Gleichungen
Edff +J_fl]ﬂ +E(I?’ =)
§de, 4 5/dg, 4 Ldy, =
Edey 4 ofdf, + Uy, =0

(6)

(7)

v il
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Man fieht fehon, bafi: dburcy bdiefe brei Gleichungen &, ¢, T nicht beftimme wer-
ben Eonnen, ober daff ¢8 einen- einjelnen foldyen Punkt nicht giebt; aber e [Gft fich doch
eine einfacdyere Begiehung jwoifthen ben Goorbinaten &, 4', L' nadyweifen.  Um bie Reful=
tate Der Glimination fymmetrifch ju mashen, muf man die Differensiale der Gleichungen
(1), (2), (3) benugen, bie indeffen fo cinfach {ind, baf fie nidyt braudyen befonbers
niedergefchrieben ju werben. Man multiplicive nun die Gleichungen bder Reibe nach mit
@, @, a, unb abbive die Producte, {o fommt, wenn man bagd Diffevensial ber exfien ber
@leichungen (2) benust, )

73,{5”]-8 + @, 48, + @,d8.) 4+ O (edy 4 o dy, + a,ydy,) =10

Durch Hitlfe bed Differengiald bder lekten ber Gleichungen (3) verwanbdelt fich biefed Re-
fultat in

— 7 (fda + B, de, 4 fode,) 4 U (cdy 4 ey dyy 4 aady,) =0
Man erhdlt auf gan; dhnliche TWeife durd) Multiplication mit 8, £,, f, und Abbition,
ferner burch Multiplication mit y, y,, y, und Addition und gehdrige Benusung ber Diffe-
rengiale ber iibrigen Gleichungen (2) und (3), nody jwei dbnliche Gleichungen. Die Bu-
fammenfieltung allex brei [iefert folgenbe Gleichung

SR 1ol 8 kb 42 ¢ (

M| 4+ yadfy T edy 4 e dy A eady, T pda 4 8 de; 4= 8, da, ®)

Die Differenziale der Gleichungen (2) und (3) find alfo nur benust tworden,
um ein {pmmetrifched Refultat ju erbalten. Die Gleichung (8) fellt eine gerabe Linge
bar, weldye durch ben Punfe O gebt, tvenn man fich unter &, ¢, &' bie laufenben Goor-
binaten benft. &8 giebt alfo aufier O nicht nue noch cinen Punft, welcher jur Ieit t
vubt, fondern eine gange finie iff fiir diefen Augenblid im Kovper in Rube. . Diefe Linie
ift bie augenblidlidye Drehungdare genannt wordben, denn fie dandert im Algemeinen
ifre Loge fowohl im Korper ald im Raume jeben Yugenblid. Daf aber bie Drebung
audy wirklich um diefe Are aefchicht, geht noch deutlicher aug den {pitern Formeln hervor,

ABir wollen nun in diefer DrehungSare einen eingelnen Punft fo wibhlen, bdaf &
feinem Divifor in (8) gleich wird; dann werden 4 und {* ebenfalld ibren Diviforen gleich
und man exhalt fiir die drei Goorbinaten bdiefed Punfed folgende Ausbriice

§’=}'dﬁ+hdﬂ, + 7208, = — fdy — £,dy, — B.dys
1 = edy +ady, 4 aydy, = — ydae — y da, — yade, (9)
' =pfda+ g da, 4+ f,da, = — adf — a,g8, — e,d8, |

Dbei benen die Differensiale ber Gleichungen (3) benuit wordben find.
Mit Hiilfe diefer Gleichungen (9) laffen fidh nun leicht folaenbe Formeln bilben:

De
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= 3 =

U — pif = B 4 B8, da, + ff.de, 4 y?de 4+ yr ey = yyade, =
(8% 4 y2) de =4 (88, 4 yr:1) da, 4 (88, 4 772) doryi=
(1 — a?) de — aeyde, — wayde, =de —«a (ade 4 @ da; 4 ¢, da,) = da
$ierbei ift bie erfie der Gleichungen (1) benusit worben, ferner bie jweite unb britte Glei
dyung ber No. (4) und bad Differengial ber erften ber Gleichungen (2). Gan; durd bies
felben Hiilfdmittel findet man nun alfgemein
de =80 —yq df =y & —al dy —aqg—f8F¢
dﬂj=.&1§'—3’.“?! dﬁ1:71§"—¢-1? d?’|=“1’i"_13|l§’ (10)
daz=.32?_?':"}r dlﬁazfﬁg_aﬂg é72=“2’f"__ﬁ2§’
usd bder erften biefer drei @ruppen von Gleichungen folgt durch Multiplication
mit de, de,, dee, unbd Abbition, wenn man (9) berfidfichtigt und bann dbnlich mit den
Beiben anberen Gruppen verfabrt

dee? 4 dr:? ot daz =7+ ;"-"
g2 4 g7 + dg =2 4+ 52 (1)
By +dy) 4+ dy, =82 4+ 4%

SMan multiplicive nun bie legte ber drei Gruppen mit dg, dg,, dg,, abbire die Producte

und benuge wieber bdad Differenjial ber jweiten ber Gleichungen (2) unbd bdie lefste ber
Gleichungen (9), verfabre dann dbnlidy mit ben jwei andern Gruppen, fo erhalt man

dgdy 4 B, dy, 4 df,dys = — o¥
. dyde 4 dp do;, 4 dypde, = — CEd 1 (12)
dadf 4 de, 48, 4 de,df, = — &/ |

Run ift o8 leicht, bas Quabrat ber Gefchruindigheit irgend eine8 Punfted xyz bed Kore
perd burch die entfprechenden Goordinaten i und 9T aussubriiden. Man erhdlt nam-
lich aus (6), mit Benukung von (11) und (12), wenn ds dad Element bed durchlaufes
nen Bogeng barftellt:
ds? = dx? 4 dy* 4 dz®

=202+ 02) 4 (2 +5%) + C(E?-1?) — 2yt — 2LLE — 2t

= &2 (124 0) 4+ 72 (P 4-57) 4 U2 (82 40%) — 2/ Uyl — 2UETE — 288y} (13)

= — &) + (& — &2 4 (& —15)*

=E 4+ +C)E 20— & g + )

Die Goorbinaten £'7/Y ded vorber in ber augenblidlichen Drehungdare Deftimmten

foften Punfte8 mogen in Begug auf bag im Raume fefte Coordinatenfyfiem x'y'z" heifen;
ed ift bann befanntlich




= 0y =

X =ad4+p0¥+rt F=ox' 4oy + a,7
}"‘=“|E,+|e|"?'+71? (14) 7= 4By + .7 (15)
7 =¥+ fut + 1.0 U=pr 47y + 1.7
Sefst man nun x? - y? 22 = E? =9 F {? = (16)
x!z_i_y!z_i_zrn: §’2+q'2+§f:='?-‘= (17)
unb nennt ben SRinfel, weldyen o und o’ mit einanbder bilden, d, fo ergiebt fich
X 4 yy 422 = 5 4y 4= L' =o' cosd =0 (18)

Diefer Ausdrud ift der Kilrje twegen durch 6 bejeichnet worben; feine Richtigkeit ergiebt
fich, wenn man mit go’ divibirt, woburd) fich bie beiden erfien Ausbriide ald Cofinus bed
Rinfelé & barfiellen. Aug (14) und (6) findet man mit Hiilfe ber fchon oft benusiten
usbriice x'dx 4 y'dy 4 z'dz =0 (19)
fo bag alfo xdx’ = ydy’ 4 zdz’ = dé (20)
fug dem lesten Ausbdrude in (13) fieht man, dafi das Quabrat ber @efchminbigLeit
ds? = p?g"* — p%¢? cos 2d = ¢2¢/? sin *d
@8 ift aber psind bie Gntfernung r bed Punfted xyz von ber angenblidlichen Drehungss
are, baber ift ds =r1'p (21)
alfo ift ¢ bie augenblidliche Wintelgefdymwinbigheit, benn o8 ift bie Gefchwinbige
feit, mit welcher fich ein Punft in der Entfernung 1 um bie augenblidliche Drehungsare
bervegt.
SMan bilbe nun bie ibentifche Gleichung

(@2 — 8x)x + (*y — Oy)y + (*2'—6z)z =0  (22)
Shr Differengial ift

(0%’ — 0x) dx + (o%y' — Oy) dy + (¢*2' — B2) z =0 (23)
wie fich febr leicht ergiebt, ba o von ber Beit t unabhingig iff. Aus bdiefen beiben Gleis

chungen folgt
ydz — zdy _ zdx —xdz __ xdy — ydx

X —6x ~ Yy —bOy o —

(24)

Da aber
(ydz — zdy)? 4 (zdx — xdz)? 4 (xdy — ydx)? =

(x2 4 y2 + 22) (dx? + dy? = dz?) — (xdx 4 ydy + 2zdz)? = g*ds*
unbd
(02x' — 0x)* + (0*y — 0y)? + (0°7 — 62)* =

94 [xfz_l_ Y’J_I_ -;j:‘) i ‘.’,QZU {Kh'-’—l- }’}"+ m'] -+ 62 (x5+}'*-'+ zz'] — [,49’2 LS e?gz =g”ds'—'
fo find die numerifchen Werthe der 3dbler und Nenner der brei Briiche in (24) cinanber
aleich. Man Eann daber fehen




ydz — zdy = 0*%’ — Ox= (834 = %) (eE'4- 84 0) — (554 '+ L) (25 4-B+1L)
= (@*s' —05) + f (*y — Op) 47 (e°C — 6)
Der Kiirge roegen fchreibe man
0 —E=¥F(*+5) —Ep+ L) = P'
e — =7 (E +5§) =g (L +E&)=Q;, (25)
el — = (4+7)—Cl(EE +m)=R
bann mirb alfo
}‘(]?’-~—- ?:ri:,‘:g*.\" — =« P4+ Q+7R
2dx — xdz =gy — 8y = P+ £,Q+ 7R} (26)
xdy —ydx=¢*2" — 6z = «,.P 4 ,Q + 7, R)
@indb nun bie im Korper feften Aren fogenannte Tragheitdaren, fo dafi
Sobdm = 0; Sdm =0; /Epdm =0
unb man feit
SR dn=A; P4+ dn=B; S(4+5)dn=0C
S(ydz —zdy)dm = L; f(zdx —xdz) dm = M; fixdy— ydx)dm =N
wo L, M, N GeFanntlich confiante Grofen find, ba Feine Krdfte auf ben Korper rvirfen,
fo erhdlt man aud (26), wenn man alle Gleichungen mit bem Maffenclemente dm mul=
tipliciet unb bann integrict:
¢ A 48 By 4y C = L)
o A8 + 8By + 7, C0 =M} (27)
@, AE 4 8By 4 7,00 = L‘
Hieraus folgt febr leicht
AE? 4 By 4 0202 = L2 4 M? 4 N? — E* (28)
too E bad aus bden brei Paaren L, M, N refultivenbe Rrdftepaar ift.
Ferner folgt aus (27)
Af —m el 4o, M 4 wENJ
By = L + 8,M + §,N
O =yLi+4y M ~+7,N
Ads’ = deLi 4 de) M + de,N = /I’ (B — () )
Bdy’ = 4L 4 a4, M 4 d8,N = I (C — m( (30)
Cd' = d7L 4 dy, M + dy,N = &%/ (A — B)|
wobei bie rechten Seiten diefer Gleichungen die Bildbungdrveifen angeben. Die lefiten
Theile der Gleichungen (30) find mit Hiilfe von (10) aus (29) gebildet rworden. Muls
tiplicict man ben erfien unb Dbritten Theil ber Gleichungen (30) ber Reibe nach mit
&, 7/, T undb abdirt die Probucte, fo findet man

(29)

}

*
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= 4 =

Ag'ds’ 4 By/dy’ 4- CUdT =0
Die Jntegration bdiefer Gleichung liefert
AE? 4 By 4 C02 =D* (31)
Aus ben Gleidhungen (28) und (31) fann man nun etrva & und 7' bdurdh ¢
augbriidfen. TMan finbet fo
E,:il/E* —BD* +C(B—O){" g:i‘/m” —E—C@A—-0C"
VA(A—B) VB (A —B)

(32)

alfo
g7 (A—B)VAB == |/AD* —E* —C(A — () \VE* —BD?*+C (B— () £
Sest man nun biefen TWerth in bie britte Gleichung (30) ein, fo erbdlt man
dt ==+ Cy/AB a
VAD* —E? —_C(A—O)2VE*—BD*+C(B—0)?
Dad Jntegral biefer Gleichung giebt I’ burd) t; baber erhdlt man ausd (32) auch
7 unb & burch t. Aud (29) ergiebt fich aber fogleich mit Bejug auf (3)
AL 4+ Boy' 4 ClU' = Lx 4+ My 4 Nz (34)
Multiplicirt man bdie Gleichungen (26) entjprechend mit L, M, N, abbirt bann
bie brei Probucte und nimmt auf (20) RNidficht, fo gelangt man ju ber Gleichung
(ydz — zdy) L 4 (zdx — xdz) M + (xdy — ydx) N = PA¥ 4 QBy 4 RC{ (35)
Aug den Gleichungen (16), (34), (35) laffen fih mun x, y, z bevechnen, ba
&, o, T burch bie Jeit t ausgebriicft mworben finb.
Diefe Rechnung bat feine Schwierigbeit, wenn L und M Nuil mwaren, bern bann
Badtte man, tenn in (34) und (35)
A 4 By’ 4 ClU = p und PAE + QBy 4 RO = ¢
gefenst twerben, aud (34)

(33)

[F]

) L] L " i
A= ?IJ unb x? 4 y? = p* — ;E! (36)
unb aus (35) xdy — ydx = % (37)
Ausd ben lesten beiben Gleichungen folgt
d-L
xdy —ydx - b ] :
-\'2+}'2 i “_Qtl\fn_pz [38.'

e
-
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und hieraus burch Integration
S j;_m_ - o
arctg r o Q*Ng _p: =T (39)
Y biefem Sntegrale find o unbd N Gonftante, bagegen p und g Functionen von . &3
ift alfo

-i— = |gI‘ 1
und, vermoge (36), i
x= V—Q—-IE——_—— cos T und y = L—/-"‘-ENI;—_—E sinT  (40)
@8 Eounen alfo in biefem Falle die Goorbinaten x, y, z irgend eines Punkres ded Kor-
perd, der burch die Goordinaten &, 5, L gegeben ift, su jeber Beit gefunben fverben. Huf
biefen befonbern Fall 1Gft fich aber ber allgemeine juriicffithren. Denn man lege burch
ben UnfangSpunft O ein neued redhtrvintliges Goorbinatenfyftem, bei welchem bie neun
SBinkel abes ajbhycys asbac,
bag bebeuten, wad vorber burd) afy; 87,5 @afara. Dejeichnet tourbe. Diefed Goorbi-
natenfyftem fei aber im Maume feft. Die Eoorbinaten eined Punkfted des forperd in
Besug auf diefes fefte Syftem mbdgen x,, y,, z, fein; 8 iff dann
X =:|.\'—|—11|y+agzl
¥y =bx—+ b,y -+ bz} (41)
Z2, =cx—+4c,y-+ ¢,;z)
unb audy -‘tf -+ }'T -+ zf =:p? (42)
Man fese nun
L M N
08 €6 = o=} uusc,:E-; €08 €3 == (43)
tag offenbar nach (28) erlaubt ift. Nach der leiten Gleichung (41) ift dann
Lx 4+ My 4+ Nz=Ez, = (44)
Ausd (41) erhalt man aber
dx, = adx 4 a,dy + a,dz A
dy, =bdx+b|d}*+lnzdz% (45) i
dz, = cdx 4 c,dy + c,dz

Da nun aus ber analytifchen Geometrie folgenbe Gleichungen bebannt find:

a =bh,c, —o;b, b =¢,a, —a,¢, ¢ —=a;b, —b,a,
a;,=h,c —e,b b, =c¢,2a —a,c Gy —a,b —r-h,at (46)

a,=b ¢, —ch, b, =¢ a; —a ¢, ca=a b, —b a,
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fo witd man fidh aud (41) und (45) leicht ben Hudbrud bilden fonnen

y s, — x,dy, = — e (ydz — zdy) — ¢, (zdx — xdz) — ¢, (xdy — ydx)
L O (ydz — zdy) L 4 (zdx —Extl?.] M+ (xdy — ydx) N iy qdt
4 T E
Man hat alfo jefst bie Gleichungen u integriven
n=1%; yilx, = xdy, =— ﬂ];lt; X, +y, +1z, =g

ftatt bafi man vorher integrivte
A I{:.—; ydx —-xd}-‘:t%h; X? o y? =izt ==ip?
Seit man alfo E fiatt N und —q flatt q, {o Eonnen bie gefunbenen Formeln benugt
werben. Man exhalt auf diefe Weife
E
Die Goorbinaten x y z finbet man aud x, y, z, burdy bie befannten Formeln
x=ax, +by, +ecz
y=a%; by, 4 ¢,7, (48)
T = a,X; + hz}'_l =+ C.7Z, |

ptE2 —p2 . |
cos T'; }'.:—K‘ B P~ sin B ey —.

xl:—

(47)

|
==

V.
Subaltdbeftimmung ded durch die Gleichung jwifchen vechtink:
ligen Coordinaten gegebenen Korpers

)+ )+ (E)=r

%emdﬁet man, wie Bier gefdhehen foll, die Erpomenten e, £, 7 nur qal8 gerabe Sablen
ober Briiche mit geraben Rdhlern, dbann fann Fig. 5. einen Octanten diefed Kbrpers bdars

flellen. Man theile OX = a in 4 gleidyer Theile; ecin folcher Theil fei AA =2, Die

A
Linie OA umfaffe 1 folcher Theile, o baf OA = 1—;- Die Linien AF und A'F’ finb ber

3




re OY parallel und YFX ift ein: Schnitt bed RKirpers durc) bie Ehene xy; o8 ift bann
-

Diefe inie denfe man fich in p gleiche Theile getheilt; einer bdiefer Theile fei BC, alfo

gleich % (l -——;)l"’. und AB moge m foldyer Theile betragen, fo dafi

1
mb( I\ 5
AB_.P I_F

D

Fiie bie Drbinate z findet man bamr

G-z -n(-2=0-00-3)
=z (i— 7 (1—2)7

Der Inhalt ber gangen Sdule von ber Hohe €D ift, wie dbie Figur lebrt,

R ST B

SRl man nun ben Snhalt J bed Dctanten Haben, fo muf man in bdiefem Ausbeude offens
bar bem 1 nach und nach bie Werthe 0, 1, 2, 3, ... 4 — 1 beilegen, wibrend dad m
bie TWerthe 0, 1, 2, 3, ... p— 1 exbdlt. Fun ift aber beFanntlich

alfo

b
ffx dx = d’it'a+f[u+d)+fﬁa+23:l +...4+f(a4n— I)J]I
h— A ; ’
toenn d — STk 2 b n unendlidy grof genommen toird; baber iff audh

1 1 1 1
J —abe f dx [ dy (1—x9) 57 (1—y#)7 = abe fdx(l Axﬂ)]FJ“il?is ‘Efdy(l-—-—}fﬁ)l?i oF
0 v (] 0

SBer mit den Gigenfchaften der Function I' vertraut ift, fann biefe Jntegrale leicht auf
einfachere jurudfiihren; e8 ift namlich

1 ARt i) r{b}
f( A o
0

unb baber
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g

611(1—*{“]?""!}’" —-R%_Fl) l-(‘_j;“h—;_.-bl)

L A
2 — =1
(ﬂ ﬁ+r+)

’ r i | l—i—u-l*l
b 5
Jdy (1 —¥8)7 =
Jo

itfo | Rﬁ+ +1)
1R [ER) [ 1651 100 1

Ri+i+i+,) Huﬁ?r[ 1
o (?+?+—;+1)

Gauf beseichnet I'(a—-1) durch 77(a), daher wére nach feiner Begeichnung

A H(:[:) ﬂ( 1) H(%)

1 1
|
€8 ift bied ein fpecielier Fall ber fo beriihme getvorbenen Divichlet’fehen Formel.
Fiir den Jnbalt E bded gangen Ellipfoids findet man 3. B.
1
fE;‘-_I)-sl) = abe 5 U:‘}( D = $abe (I'})? = %aben
Um ferner dag TrdgheitSmoment biefed forpers in Bejug auf irgend eine fre su berech=
nen, mufi man bie Jntegrale befiimmen
Sx*dm; [y2dm; [z*dm
wenn dm da8 Maffenclement iff. Theilt man bdie Drbinate CD in » gleiche Theile, fo
wird, wenn bie Didhte ber Einbeit gleich gei‘egf wird,

i _E I« ( l"‘) m# ]?
S Lol 1“) v ;]F)

unb

J = abe

E = abe

36
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und baber bag erfte Integral, dba —— e ﬂutt x? ju fegen ift unb «, 8, 7 gerabe find,

1 1
athe f f ﬁ dy dz x? (1—x%) 7+ (1—y)7 = Sa*be [ (—)F+7 dxﬁy (1—y")7
W10 1]

EAY FERY Fes iy
e O]0]e)
§ Y 3 1 1
S 1
Criv.)
Fiir dbag Ellipfoid erbdlt man
(3 (rH): At (L) ; a2 .
f‘i?dm —athe '}{T.zs—fl——ﬁi'}j" — a’he ;‘#(I,t}": l-‘saahﬂﬂ':FE
Ebenfo finbet man natiiclich
Sy*dm 25 E unb /z%dm — -‘i—z E
2 o
Heberbaupt fieht man aud biefer Darffeltung, daf fich alfe Jntegrale von ber Form
[xpyizrdm
mit berfelben Leichtigfeit Derechnen faffen, wie biefe einfacheren, wenn an bie Stelle bon
X, y, z bie Yusbriide treten
L VR B LB ) 5 (R
AT ) 0y 7 P
und, im Falle fich dbad Sutegral iiber ben gangen Dctanten ausdbehnen foll, bie I, m, n
entfprechend alle gange Werthe von O bid A—1, 0 bid p—1 und 0 bid8 »—1 erhal=
ten. Das Maffen- ober BVolumenelement bebdlt ben oben angegebenen AWerth.
@ollte bie Oberfiiche bed Dctanten bevechnet werben, {o bildet man fidy jundchf
bag Dberflachenelement, indem man dxdy ober Hier
a b 1o\ 5 g

g T
burdy den Gofinué beg Tinfeld bividirt, den bie Normale bed PunFted xyz mit ber Are
ber z Dilbet. Diefer Gofinus ifi befanntlich

L(E_)*'"'
()-“—"l'h’(h) +H5 ()M‘,—




@

unb in unferem Falle treten
1
2 (=) (=) (- 5)7
A (l"‘; LT A Ly

X Y i

A LTS

Der Snbalt Q dbed Octanten wird auf biefe Weife

an bie Stelle von

2 2 2
V 2}‘.;—n+ Yﬂﬁ»z“ 3{“)5—§+r—1(1—xﬂ e-;u___},;r}z—j—f-
Q—-‘ﬂ: dx dy - — §
Jo 1—x)~" 70—y "7

Fiir x“=sin*¢ und y? = sin *yy ergiebt fich

ELE L e, 4 = = 4 - A

i 2 2 V? sin ¢J-—a—+':—2[ccs ¢ sin 1;1)"—?*-}-%;{(3“5'}“ cosy)i—y
Q==— |do | dy 3 2 2 2 2
afiy [ sin cp' & cOS q"-l'" B % sin i,b' ~ F cos i,',r' g

Fiir dad Ellipfoid erhdlt man bie befannte Formel

P - -
_ahc[d(pfdme(PVbn =5 sin g&fcﬂs o z,!;zcos P

Dritdt man nach diefer Serlegungsrveife die Ungichung aus, welde eine Kugel
nach bem Newtonfchen Gefege auf einen Punft audiibt, fo gelangt man burcdy Beralei-
chung mit bem befannten Refultate ju bem Doppelintegrale

T

o cos Y cos *¢p
e J.d.-p Vl = n* — 20 cos ¢ coS Y
o Jo

welched, file n > 1, gleich % . nl, und filr n <= 1, gleich % en iff. Der lefite Terth

ergiebt fich foaleich aus bem erfien, twenn man % ftatt n fefst.
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V.

Die cinfachiten periodifchen Functionen.

$ 1.

%eaeid}mt man bad Probuct von Functionen
f{x—n) f (x—n=1) f (x—n42.. . £ (x—1) f(x) f(x-4=1).. . £ (x4-n—2) f (x4-n—1) f (x-4-n)

burdy bag leicht verfianbliche Beichen

l]['{x + )

fo ift -offenbar, wenn . eine pofitive ober negative gange Jabl bebeutet,

(] Ju—L
[ f(xa4-4) ="F[x+p+l}
- — 1k

unb baber, tenn p nicht {elbf unendlich grof ift,

pber Fury

@8 ift alfo F(x) eine Function, welche ihren TWerth nicht danbert, wenn x um irgend eine
gange Sabl ju- ober abnimmt. Unter biefer Sabl benfen toir und am bequemften die Ein-
Beit. TMan Fennt alfo bie Function F(x) vollfidndig, fobald nur alfe bie Aenderungen bes
fannt find, bie fie erfdhrt, wdhrend x von 0 big 1 wddyft. Eine Function von biefer
Befchaffenbeit wirdb gany paffend eine periobifche Function genannt. Bu jebem bes
fiimmten $Weethe von x gehort nur ein befiimmeer FWeeth ber Function, aber ein gegebes
ner TWerth der Function wird durch unendlich viele von einanber verfchiebene LWerthe von

x Bervorgebracht,

i

f[x-i—i):"f{x-{-p-{-l} (1)

— —

F(x) =F (x4 p)

Durch dbnliche Betrachtungen Tiberjeugt man fich, daf auch

Ef(}i ~+5)

eine periobifche Function iff und ebenfalld

ax
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eine folche fein wiithe, wenm a® = 1 wdre, fiiv itgend cinen filv x erveichbaren Werth
von n, ofjne daf a bedwwegen ber Cinbeit gleidy fein mufite. Der Gebanfe an bie lefte
Function liegt weniger naly, aber fie felbff, {o wie die vorfergehenbe, laffen fich auf bie
erfte suriidfibren.

Die einfachite peviobifche Function wiivbe man aud (1) fir f(x) =% erhalten,

abet ein foldjed Probuct
ﬂ(x-i-?-]

ift feiner Natur nach unenblich grofi, fobald x Feine gange Babl ift, und fann daber Feiner
Unterfuchung untermworfen wwerben. Die einfachfie Forny, woeldje einer foldhen Unterfuchung

fibig ift, ift 5
44
“a i — F(x)

wo a eine Gonftante iff, die offenbar Eeine ganze Babl fein darf. MWir {esen hier vorvaus,
daf man bei einem {olchen unentlichen: Probuete bnd mittelfte Glied juerff nimmt unb
bann gur weitern Berechnung eine. gleiche Anzabl gleich toeit von beiben Seiten abftehens
ber Factoren antvenbetf.

E8 iff nun

=k -1
;L+.l x+l+.’..___a-—n——l :+1+J
;1+1 d=TsR T  ad-n a4

—n—1 —n=—1

ao It = — l-l"‘_—'_*"“'_”_‘1

a4 A==/
ober Fx+41)=— F(x)
Seit man hiet x - 1 fatt x, fo erhalt man
Fx+4+2)=—Fx+4+1)=F(x

Ferner ift

x-}-? 7;+1 x \+1 :-t—.? ).-{-.3 X \--—1-
F(x) = a-{-l 1+2. am{-f. a—-.:’ ﬂ+.1 ‘lz——l"

filr —x fiatt x argtebt fich al[n
F(—x) = — F(x)
Gnblich wird hiernady fiiv x — 1 fatt x aus ber vorlegten Gleicdhung
F( +x) = —Fx—1}) = F(} —x)
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@é iff alfo F(x) eine periobifche Function von x, welde alle mogliche TWevthen durchlauft,
wdbheend x von O big 2 widyfE, aber nach der lefiten Formel braucht man bdiefe Function
nut von x = 0 bid x =} ju Fennen, bdenm rodbrend x von L bid 1 wadyft, nimmt fie
biefelben TWerthe an, welche fie erbdlt, wdbrend x von L big 0 abnimme. Da aber
F(x~-1) =—F(x), o wieberholen fich jest, wibrend x von 1 big 2 widyff, alle bie
Serthe ber Function, tweldye fie angenommen hatte, wabrend x von O bid 1 wuds.
Difenbar ift F(0) =0
Der Merth von F(L) Fann willkiirlich angenommen tverden; am einfachften feit man ifn

ber Cinbeit gleich, fo baf &
% Ll

woburcy fich bie Conftante a ald 3§ ergiebt.
Diefe Function wollen twir nun buedy ¢(x) beseichnen, fo daf

14 ;+J.__ Ex -+ 2
) = IE%-H'-_ " 1424

unbd ¢(0) =0; ¢(}) = 1; ¢(—x) = — ¢(x); g(x=*=1) = — ¢(x); und allgemeiner
g(2n%£x) = == ¢(x); p(2041=x) = 5= ¢(x), wenn n eine pofitive ober negative
gange Sabl bedeutet.

§. 2.
Bon ber Function ¢(x) [aft. fid) ein conftanter Factor abfonbern, da

o= =1 C] =
(;(x}: 2\+21= ﬂ(x+ﬂ-2x ?-{\—_tﬂ — )y ﬂfl—x]-ﬂ{ﬂ.+x]
1424 1+"P 1+21 *‘hl 1 2241

—oe

. I | hTYER
__Exl-i_il:_l _J") 4"':_ " ;2
1

Der auf biefe IWeife Heroorgetretene Goefﬁc!cnt foll ber Kurse woegen durd) ben Buchftas
ben v Degeichnet werben, fo baf

"4

4% — 1

1
Die Fabl v ift alfo offenbar grofier alé 2. TMan Fann aber auch bie Factoren anbers
gruppiten und {chreiben

s
%




8

”

-u
—_— —_—

o aks "(f+1 "Ah A
2J~1 .4+1 ...J+1 .2+1 4) 24-4i41

woraug erhellt, bofi flemer alg 4 ift. ‘:Eluf biefe iiﬂeue bat man 7 ywifchen bie beiben
Grengen 2 unbd 4 ecingefdhloffen. Schreibt man bie beiben fiir = gefundenen Probucte
nieber, fo evhalt man

w—. A 16 36 64 100 144
T3 15°35 63 99 143"°

oy, 8 .24 48 80 120 168
9 25 40 81 121 169 °°

TBerben beibe Producte mit cinander multiplicire, indbem man von beiben eine gleiche Un-
sabl Factoren antwenbet, fo giebt die Quadbratmourjel ausd bdiefem Probucte fiie 7 ben Werth

n 2
n:f’,V[ﬂn-}-l}[ﬂn—}-E}L" ‘2!' { fiir n = o

) 2441
t I
Rimmt man hier n = 15, fo findet man '
o= 3,1408
ein Werth, ber nur um 0,0007 su flein iff. Die Function @(x) Aft fich nun o dar=

ftellen:
2z
o(x) = ﬂ"(l —
1

Dag Complement der Function ¢(x) foll burch ww(x) beseichnet werben, b. B,
man fefse

Pl —x) =w(x)
Dann ift alfo

w(x)=[“?— (‘ .ﬁ+;) (1 H—I)"‘ .?+1

e

ober

Y(x) = i_l —y_zi—l) = ﬂil & (Efu%l)z)

]




= g =

SHiernach hat bie Function w(x) folgerde Eigenfchaften:
w(0) = 13 P = 0 Y(—%) =vE); vE) = oG Ex); PEIE) =y©);
Yo 1Ex) = —y(x)
Bergleicht mian' beibe Functionen

p(x) = rrx“il *—%} und Y(x) = "El I E%F)

T

fo ecbelit, baf @(x) einen Factor mehr bat ald w(x)-

; § 4
Dar ¢ (xy == | 21(};__'_2'? fnd! g — a)y== I-F(’%'::":"?l'_' ) o if

I_[__:{-I—ﬁ) /18 ; Xgd 44
g (x)" &Y x4

-

—_—

Benn nun in einem folchen Probucte fiiw 4 jwac alle gange Sahlen gefefst wetben follen,
welhe: bie. Grengen bed Productseichens angeben, nur die ganze 3ahl z nidyt, {o wollen
wic bieff burdy

begeichnen, fo bafi alfo

¢ f‘ +jl — (x 4-a) H" +a+110

Dad bier angebeutete Probuct enthdlt alfo im Nenner einen Factor mebhr ald im Idbler,
Fann baber in Dartialbrliche auflelofi tverben, inbem man feist

.\-'{*-d—r—lfﬂ mﬂa
x4-7 e
— — o

und die verfchiederien Babhler @, Leftimme:  Ju dem- Jwede denfen wiv und beide Seiten
ber Gleichung mit. ivgend einem ber Nenner der Partialbritche mulfiplicict, alfo efwva mit
x —s, und bann x ==s gefept, o erhalten tvir offenbar

_ fs+a+ilo :—}-i!s_ 1 .1+? |_-|-_.-‘ a+?
%= ST I Al0 T a-js 1‘[] .1-{-:. =E

F8 fz —a* | ma . Figd g (a)
T as A2 T m(a4s) ( ) — ala-ts)
1

1

iy

e

¢




- B

Durch diefen SWerth von e erhilt man
1 3t 1 {

¢ (x+a) " 9@ _e@\]
T ox) {\+a)§rr[a+sj[x—s)_ 7r§a+s X—8§

Flie a =1 ift

) o e, W 9 K
1+.a 1+..a *25—1“" IS ) O U ST
= L] 0 U]
alfo
pEr-+3 _ pE)_ge@HY 1 1\ 1
ex = ex) = fx—s w fx-4-38

l Z _p@R)
a-l-s p(a)

‘flh+“ iﬂ(h 1) |
@ (x) ()? i.:l_}'l

g (x4 2a) = g (a) Y (x) + ¢ (x) Y (a)

Eben fo ift

baber tith

ober

$. 5.

Geit mon in ber guleht gefunbenen Gleichung erfi — a fiatt a, bann, in ber fo
gebilbeten, £ —x ftatt x und endblich in ber lefiten ebenfalld — a flatt a, fo bat man im
Gangen folgenbe vier Formeln getwonnen

p(x ) = @ (x) ¥ () 4+ g (2) 1 (x)
¢ (x—a) = ¢ (x) Y(a) — 9 (a) (x)
Wix—4 a) = Yx)wla) — q(a) g(x)
W (x — a) = 9 (®) 1 () + ¢ (2) p (x)

§4 Gr

Aug ber lefsten biefer Formeln erhdlt man, fir a = x,
()2 o (%) =1

und burch gang leichte Trandformationen noch folgende vier Ausbriide




SO

9@ +9 = 20(23F) o(257)
g(x) —g(y) = 2-;0(}E ;y) :,u("‘;"’)
P(x) +yly) =2 (" _:la_ Y) ?J,,(X = 5—')
sy 253} (25

$(0) _

Sr
fo ergiebt {ich aud ber jroeiten biefer Gleichungen, wenn man x = y -4 dy f{est,

Da nach §. 2.

7T

'pf"+d(zi'3),-i,r(y) ( ) (},_l_d:f

ober d“r?} = mi(y)
Nimmt man bier y gleich + — x an, fo echdlt man jugleich
deﬂi.‘-:j )

Duedy Hiilfe diefer Diffevengialquotienten laffen fidy nun bie Functionen ¢(x) und 2 (x)
nach bem Taplorfchen Safie in Reiben entwideln, bie nach fleigenben Pofenjen von x
fortfchreiten, Diefe Entwoidlung feit aber befanntlich bie Kenntnif ber Differengialvechs
nung nicht nothrenbig voraus twie, bder BVollftdnbigfeit wegen, im folgenben § gejeigt
twerben {oll.

§ 7.

Da nadh §. 2. @(x) nur ungerade Potenzen von x in feiner Entrwidlung enthalten

fann, fo fesen twic
9(x) =2w+1
L]

alfo (y) =§M'E*+1

baber glx) —gy) =2 ff( T x_-H) Ea (x=Hl—ytl)




e

l‘-"\.

X m— a
‘P( 0 x2+1 __ a1
obet ST (-’-Ll:—y — y
Eom Y = E= 9
2 (i}

File x = y erbdlt man Hieraus

w(x) = Ea.(zs + D
0

folglich mply) = Em (254 1)y*
0
und baber
}\——}‘ w
K}_%v L ) X4y e X — yis
=) = o) S el =
0

Fiir x =y exgiebt fidh hieraus

2 g(x) = — Eﬂsﬂsiﬂs+ x»—1—= —Eam (25 = 2) (25 4= 3)x-+1
L] 0

Die Bergleichung diefer Formel mit dem uerfi angenommenen liefert die Gleichung

H P [25 "'I"':!J {ﬂs-—l—a) —_ — ﬂ.'?iis
ober auch 25(25s 4 1) a, = — 7r%a,
Ferner ift hiernach (25—2) (s — Das—1 = — %a,_»

(2s—4) (25 —B)ag—2 = —n%a, 3

2:3a, =—nta, =—nm

Begeichnet man nun
1:2:3<4...n durdy (1,4 1)°

fo giebt bie Multiplication aller diefer Gleichungen
o (D
T S

: (—1)F Tx e+l . 'w__J V¥ (7rx )28
p(x) =§[“11_J=_{:]\.‘j+] und rr'l’l-\J' 25( (l [_;_[:;_-Z
0

0
Diefe Neiben nehmen eine ecinfacheve Geftalt an, wenn man x flatt 7rx [eRt, benn
erhalt bann

alfo

man




{_1) x28+1 gk x3 x5 o
5°() 2{1+1)‘=-+1"*" a3 Tiasds

(=lpa* .32 Xk
"”() u+1 s 1-2 +1-2-3-4
§l S.

Die Functionen rp(%) unb %) finb befanntlich bdburch sinx und cosx be-

seichnet worben, fo bafi alfo
g(x) = sin rx und Y(x) == cos wx
gefefst twerden miiffen. Venuft man jelit biefe Jeichen, fo erbalt man

o By o M —x4n_ hi—2x 42
Sl“m'_“1+2.5‘. uﬂbLﬂSﬂI_—H T o7 — W

—un

—a

alfo cos rx(l —a) _ RR1 — 2x - 2ax - 21 it o
sin 77x o Oy 927 T x5

—_—0

—

Da nach §. 3 sinwx einen Factor mebhr enthalt ald cos rx fo brauchte bier nicht, wie
in §. 4 gefdjab, im Babler ein Factor abgefonbert ju werben, um bad Probuct in Par-
tialbriiche sexlegen su Eonnen. Gany wie in §. 4 ergiebt fich auch Hier

Ti, T-——QS-}-BZHS-I—QJ._] ;+E!&s+2_2._th T+2as+21 2.1
s ns+ur—s Ve .ﬁ'n A -'+1 2210

Nun if =2 w q?lﬂ
..J‘+l .J+1 2J’+1

: l 425 24
baber tvird Sy | fmifn e fle skt ;
? LS i 21 = — CO§ fTas
: z coswx (1l —a) =
&3 ift alfo L
gt | coasn II Lm.}'ra Lmi‘"ra cossra 1 cossra +cusﬂrra+cnsf:rm
T n fx—58 X ,?- X—8 Lx=Ltx dx-fd = 22 N X3
b _1j1  2ecosma "cmﬂnd 2cosdra ]

mlx x3—] x2—4 x—19 221




3

-
Diefe Reibe Iaft fich beffer fo {dhreiben:

cosx(l—a) , 1 D (cosma , cos2ma  cosdrra
sinrx T ax  #lf—x?" A—x? g—x?

und gilt ofénbar nur fiir pofitive a und nu¥ fo lange alé x Elefwer al8 1 ift. Uebrigend
ergeben fich diefe Reiffen’ diirch Feine bed Defannten Cntwidlungsroeifen mit devfelben Leich=
tigleit.  Andy bie Foemeln be§ §- 4, weldhe zu¥ Cnttvidlung ded HauptfoRed in ber
Theorie bdiefer Functionen benuit wurben, bilben an und fiir fich {dhyon febr niifsliche unb
Defannte NReiben. !

§ o

Rachbem in §. 5. bie Formeln gefunden rvorben find

lx42) = (x) (a) -+ (a) P(x)

Plx+2) — (x) va) — g@) g) |
mufi fopleich beachtet yoerden, bafi fich beide in eine eingige sufammengichen laffen, namlich,
wenn man | —1 burch i begeichnet, in

Ylx +2) + ip(x +a) = (p(x) 4 ig(x)) () +ig())
ober roenn toir lieber bie befannten Seichen benukt
cos(ee 4 §) 4 1 sin(ee 4 §) = (€0s « 41 sin &) (cos 4= i'sin §)

mworausd banun fogleich fiir pofitive ganie n folgt

(cos o 41 sin )" = cos ne 4= 1 siM nee (1)
Da c08 2 sin?e =1 ;
: o, cos?1 sin?n
o if (cos e -1 sin )" = e it 1

cosne—isinne ~ cosne — isin ne

alfo (cos & - i'sin &)~" = ¢og ne — i sin-nee

fo bafi alfo (1) audy fiie negative gange n gilt. GEnblich erhalt man nody aus (1)
(cos e - i'sin'e)™ = (cos ne 41 sin naﬁ = ¢6s me -1 sin me

B

e = ift Bieenach
(cos 8 —4-1isin f)u = cos -?1;;?+ isin ]—:ﬁ'
fo baf alfo (1) fir pofitive unb negative, gange und gebrochene n gilt.
Sefst ntan nun e = 2, fo folgt aus (1)

£ L2t , By iy

(CUST—L— lsm? = cos 21512t =1
Man ift alfo su eiver Function gelangt, weldhe bdie me.l.'fmiirbigt Gigenfchaft bat, dafi ihre
nte Poteny bie Einbeit giebt.

; ; 2w :
Sest man jesst leber == X fo wird




e e ——

1

S T

(cos x 4isin x]'EE =4
ober fvenn man -J-:- ftatt x einfiibrt, und fiix cos 3.(— und sin ; bie entfprechenben NReiben fefit,

( x3 x1 )’-’l‘
I+\+ +12.;+1_-2-3':4+ x =1
ﬁ}:e ﬂ[ammer tﬁ eine Dbeftimmte guuctwn von x, welde burch x(x) bejeichnet

twerben tiag, fo baf

t W‘ll
cos — + isin —

" .‘E:: I'i
1+x+1 .,"'1-2-3""1'-&-3-4"""_x'x]
unb )T =1
fiir x = 1 finbet man
x(l}:1+1+11—+1.: 3+..¢=2;71828. —e b & mw.
@8 ift alfo &M =1 ober % =1 = ((x)%
‘.! o |
baber x(xj“l-—j—-\-i-l q _;:§+...=e=
fiit ein pofitives ober negatives gange n iff folglich
@l — 1

SBir find auf bdiefe SWeife ju eciner meuen peviodbifchen Function gelangt, bderen
Griften in §- 1. fchon angebeutet wurbe; aber biefe Function hat eine imagindre Periode,

benn ¢8 ift ex -+l — gxglmil o= =
Sest man aber lieber f(x) = e?Mx
fo ift f(x 4 n) = ?Filx+n) — iz = f(x)
Da offenbar
fH o x? x3 3 ( X" e \ 3¢
& -1+X+ijj—l+]2l3+---— l-l—m) fir m =
fo fann audh f(x) = ([ 4= I‘;T i

al8 periodifche Function betvachtet toerben, benn e@ ift
fx 4 2nmi) = (142527 — (14 X)" = £y

Den bier benupsten Methoben ber Gntwidlung hitte leicht eine firengere Form
gegeben werben Fommen, wenn man uicht gleich eine unendliche Anzabl von Factoren in
bie Rechnung eingefiibre bitte, fonbern bon einer endlichen Babl auf eine beliebig grofie
{ibergegangen twire.

Prof, Schellbadd.
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