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Die Untersuchungen, die bisher tiber das Gleichgewicht der Erdatmosphiire angestellt
worden sind, gehen von der bekannten barometrischen Hiohenformel ans, welche eine
Beziehung zwischen der Grifse des Luftdrucks und der Hohe iber der Erdoberfliiche
liefert. Zur Erklirang der Druckverteilung in den unteren Schichten der Atmosphiire
reicht diese Formel zweifellos aus; da sie jedoch nicht mit der erforderlichen Genauigkeit
die Abnahme der Schwerkraft bei wachsender Entfernung vom Mittelpunkte der Erde
beriicksichtigt, so geht ihre Giiltigkeit iiber eine gewisse Grenze nicht hinaus; sie gibt
infolzedessen keine Antwort auf die Frage, ob wir uns unsere Atmosphire als begrenzt
vorzustellen haben, oder ob sie sich allmihlich in den Raum verliert.

Aus den Erscheinungen der Dimmerung und der Polarlichter, aus den Beob-
achtungen der leuchtenden Nachtwolken, welche dem Ausbruche des Krakatau in der
Sundastrafse ihre Entstehung verdankten, besonders aber aus dem Aufleuchten der Stern-
schnuppen lifst sich der Schlufs ziehen, dafs die Lufthiille weit iiber jene Gebiete hin-
ausreicht, innerhalb deren die gewdhnlichen meteorologischen Vorginge beobachtet werden.
Fiir die #ufsersten, aber noch zuverlissig bestimmten Hohen des ersten Aufleuchtens
der Sternschnuppen kann man etwa 300 km annehmen; jenseits dieser Grenze liegen
keine sicheren Beobachtungen vor, welche Anhaltspunkte fir die daselbst vorhandene
Druckverteilung liefern kinnten.

Es ist gelegentlich die Ansicht ausgesprochen worden, die Lufthiille reiche nur
bis in jene Entfernung, wo die bei der tiiglichen Drehung auftretende Schwungkraft der
Anziehungskraft der Erde das Gleichgewicht hilt. Fiir die Hohe der Atmosphire iiber
den Aquatorgegenden wiirden sich auf diese Weise 5,6 Erdradien ergeben. Die Rechnung
hat aber nur dann ihre Richtigkeit, wenn man annimmt, dafs die Atmosphiire bis zn
dieser Grenze in allen ihren Teilen dieselbe Winkelgeschwindigkeit hat wie die Erde,
oder mit anderen Worten, dafs sie wie ein starrer Kirper rotiert. Eine golche Voraus-
setzung ist aber durch nichts bewiesen; vielmehr ist es weit wahrscheinlicher, dafs die
Winkelgeschwindigkeit der Rotation mit wachsender Hohe bestindig abnimmt.

Fiir die anderen Himmelskorper bestehen dieselben Schwierigkeiten. Zwar sind
auf einigen Planeten mittels des Teleskops Atmosphiiren nachgewiesen worden, aufserdem
hat die moderne Himmelsphotographie zur Entdeckung zahlloser kosmischer Gasnebel
gefithrt, welche iiberall zwischen den Sternen den Raum erfilllen; aber welcher Art die

Druckverteilung in ihmen ist, in welchem Zusammenhange diese Gebilde untereinander
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stehen, ob sie scharf abgegrenzt sind, — iiber dies alles lilst sich vor der Hand keine
befriedigende Auskunft geben,

Welchen Bedingungen ist ein Gasteilchen unterworfen, das sich im Zustande des
Gleichgewichts oder der Bewegung befindet? Zunéchst wird man voraussetzen, dafs Druck,
Dichtigkeit und Temperatur dem Mariotte-Gay-Lussacschen Gesetze geniigen. Freilich
gilt dieses Gesetz nur fiir ideale Gase; es ist nicht mehr verwendbar, sobald die Dichtig-
keit eine gewisse Grenze itberschreitet. In diesem Falle benutzt man besser die van der
Waalssche Formel. Zweitens hat man zu beriicksichtigen, dafs die in der Gasmasse ver-
teilten festen Korper erstere nach dem Newtonschen Gesetze anziehen, wihrend gleich-
zeitig alle Gasteilchen nach demselben Gesetze gegeneinander gravitieren. Drittens wire
die Moglichkeit zuzulassen, dafs innerhalb des Gases die Energie zu verschiedenen Zeiten
verschiedene Formen annimmt; so wird sich z B. bei einer Kompression mechanische
Energie in Wirme umsetzen. Ferner ist anf Wirmeleitung und Wirmestrahlung Riick-
sicht zu nehmen und endlich der Einfiufs der Reibung in Rechnung zu ziehen.

Man kbnnte noch andere Naturerscheinungen anfithren, welche auf die Druck-
verteilung der Gase im Raume von Einflufs sind; aber die mitgeteilten Beispiele werden
geniigen, um eine Vorstellung von den Schwierigkeiten zu geben, welche sich der mathe-
matischen Behandlung entgegenstellen wiirden, wenn man den Versuch machen wollte,
das Problem in der Allgemeinheit, wie es die Natur stellt, zu lsen. Es wird sich daher
rechtfertigen lassen, wenn man unter den in betracht kommenden Erscheinungen zuniichst
nur die wichtigsten auswiihlt und von den iibrigen vorliunfig absieht. Man muls vor allem,
ehe man an die Untersuchung der verwickelten Bewegungsvorgiinge herangeht, die Frage
des Gleichgewichts kosmischer Gasmassen erledigen, da man erst auf dieser Basis weiter
in die Natur der Erscheinungen einzudringen vermag. Diese Gesichtspunkte waren fir
mich malsgebend, in einer Abhandlung, welche ich im Journal fiir die reine und an-
gewandte Mathematik') verdffentlicht habe, die folgende Aufeabe zu formulieren:

Im dreidimensionalen Raume sollen im Endlichen eine Anzahl fester Kirper von
unveriinderlicher Lage und endlicher Gesamtmasse gegeben sein. Zwischen diesen Kérpern
breitet sich ein homogenes Gas von iiberall gleicher Temperatur aus, welches dem Ma-
riotteschen Gesetze geniigt, und dessen Teile gegeneinander und gegen die festen Kérper
nach dem Newtonschen Gesetze gravitieren. Es ist festzustellen, ob es miglich ist, den
Druck p des Gases als Funktion der Koordinaten so zu bestimmen, dafs die Gasmasse
sich im Gleichgewichte befindet,

Einen besonderen Fall der hier gestellten Aufgabe hat zuerst Zillner*) behandelt.
Er setzt voraus, dals sich die Gasmasse zentrisch um einen Punkt herum anordnet, so
dafs der Druck p nur eine Funktion der Entfernung r von jenem Punkte ist. Er findet fiir P
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, fiir die er ein partikulires Integral angibt, welches
besagt, dals der Druck dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional ist. Zu
weiteren Ergebnissen ist Herr Thiesen®) gelangt, In einer Abhandlung, die sich u. a.
auch mit dem Zollnerschen Problem beschiiftigt, stellt er fir das allgemeine Integral

1) a, a. 0. Band 124. 5. 143—151.
?) Uber die Natur der Kometen. 8. 101 u. fod.

%) {fber die Verbreitung der Atmosphiire. Berlin, 1878,
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Niherungswerte auf, welche es gestatten, die Druckverteilung in grofsen Entfernungen mit
einer fir die Praxis ausreichenden Genauigkeit zu berechnen.

Wenn man das oben formulierte allgemeine Gleichgewichtsproblem erledigen will,
geht man von den hydrostatischen Gleichgewichtsbedingungen aus und sucht diese so zu
transformieren, dafs sich daraus eine partielle Differentialgleichung fiir den Druck p er-
gibt. Bezeichnet man mit & die Dichtigkeit an der Stelle (x,y,z) des Raumes und
mit @ das Potential simtlicher Krifte, welche auf den Punkt einwirken, so erhiilt man
die Gleichgewichtsbedingung

6@ 3D . o
dp_,s-(gapra—yd,wr-az-dz).

Die Kraftkomponenten setzen sich aus zwei Teilen zusammen: erstens aus den
Attraktionswirkungen der im Raume verteilten festen Kirper und zweitens aus der An-
ziehung der gesamten Gasmasse., Nennt man U und V die Potentiale der betreffenden
Kriifte, so findet man zunichst die Gleichung

dp=2¢-(dU-+taV).

Nach dem Mariotteschen Gesetze besteht aber zwischen dem Druck und der
Dichtigkeit die Beziehung p = a®- &, wo a® eine positive Konstante bedeutet. Daraus folgt:

a*.dlog p—dU + dV.

Der Punkt (x,y,z) ist fiir die festen Korper ein dufserer, fiir die Gasmasse da-
gegen ein innerer. Demnach wird auf Grund bekannter Siitze aus der Theorie des New-
tonschen Potentials: AU=0, AV=—4nf s, wo f die Gravitationskonstante ist.
Differentiiert man logp zweimal nach x bez. y und z und addiert die so entstehenden
Gleichungen, so erhilt man

d*logp , @*logp , 9°logp
A== L = — (1 - 5,
: ( ox* t ay’ i gz ) At e

Fiir ¢ setzt man wiederum seinen Wert %, fiir log p die Abkiirzung u, endlich

2mf

fiir —3 die Bezeichnung 1 ein und gelangt auf diese Weise schliefslich zu der gesuchten

partiellen Differentialgleichung:

d*u d'n d'u T

(1) a'x?-Fa—y,—l-—.-—-—ﬂ.i‘.e“.

dz’

In der oben zitierten Abhandlung im Crelleschen Journal habe ich nachgewiesen,
dals die Integrale dieser Gleichung im Unendlichen wie — 2logr unendlich werden und
dafs jedes Integral, welches auf einer Anzahl geschlossener Flichen vorgeschriebene Werte
annimmt, die Druckverteilung einer im Gleichgewichte befindlichen Gasmasse bestimmt,
Dagegen ist die Aufgabe, diese Integrale wirklich herzustellen, unerledigt geblieben. Dies
soll nun im folgenden fiir endliche Bereiche geschehen. Dabei ist es aber zweckmilsig,
die partielle Differentialgleichung fiir u durch die Transformation u=— 2logr + v in




die Form

&y . @'v , v 2(1—ie)
(18) Ty Tar— ¢
zu bringen, so dals man sich je nach Umstinden bald der einen, bald der anderen
Gleichung bedienen kann.

Integration der partiellen Differentialgleichung
v  Ov  ov 2(1—1e")
ox Toy taz— ¢

1. Wenn man sich die Aufgabe stellt, Integrale der partiellen Differential-
gleichung zu ermitteln, welche auf gegebenen Flichen vorgeschriebene Werte annehmen
und in ihrem Innern eindeutig und stetig sind, so wird man von der Methode der
successiven Anniiherungen, welche Herr Picard in einer Reihe von Abhandlungen') ent-
wickelt hat, Gebraunch machen konnen. Diese Untersuchungen beziehen sich zuniichst
nur auf Differentialgleichungen mit zwei unabhiingigen Variabeln; sie lassen sich aber
smm grofsen Teil auch auf Gleichungen mit drei Veridunderlichen ausdehnen. Zuerst wird
man also den Nachweis fithren miissen, dals die Integrale, vorausgesetzt dals sie iiber-
haupt existieren, durch Angabe der Grenzbedingungen eindeutig bestimmt sind; alsdann
ist zu zeigen, wie man diese Funktionen mit Hiilfe der Methode der successiven Anndhe-
rungen herstellen kann,

Der erste der beiden zuletzt genannten Sitze lilst sich auch in folgende Form
bringen: Wenn zwei Integrale v, und v, der partiellen Differentialgleichung auf der Be-
grenzung eines geschlossenen Bereiches dieselben Werte annehmen und im Innern nebst
ihren Ableitungen eindeutig und stetig sind, so verschwindet die Funktion w=v,—V,
fir alle Stellen des Gebietes. Den Ausgangspunkt der Betrachtungen bilden die beiden
Ranmintegrale

ot 2, a_‘\'.' a: w ﬂ’“" 2 i{Evl—e": 4
n=({fv G +5m+ o+ axdy s

_((r(2(Bw) |, (B'-w) | O(BI-w)

welche sich iiber das Innere des (iebietes erstrecken, und in denen B, B', B" vorliofig
noch unbestimmte Funktionen von x, y, z bedenten. Der Wert des ersten ist gleich
Null, da siimtliche Integralelemente vermiize der gegebenen partiellen Differentialgleichung
verschwinden. Dasselbe gilt auch von J,, welches sich in das Oberflichenintegral

Jo= — W([i w* cos (n, x) + B'w?* cos (n, y) -+ B"w* cos (n, z)) do

L4
verwandeln lifst. Da nimlich der Voraussetzung gemils w=v, - v, auf der Begrenzung
des Bereiches iiberall verschwindet, so ist auch jedes Integralelement in J, gleich Null.
Man entwickelt nun e — e" nach Potenzen von v, und v, und erhiilt leicht die Gleichung
gl — " — (v, — V) - £ (1, Vo),

1) Journal de Mathématiques 1890, 1833, 1896.




wo f(v;, v)) durch die Reihe

20

(2) f(vi, Vo) = E( +1)1 (v +wn Vot F Ve 4 V)

| definiert ist. Unter Benutzung dieser Entwickelung kann man nunmehr die Differenz
Jy —J; durch den Ausdruck

24 w-f (v, d (Bw? 'w) 9 (B
Jlﬁ.]s_—,j}}{w-(gw+ w rz(v v,})__(ﬁ;}_é'_(a;\f) (ﬂjw)}] £ 0y

darstellen, der sich aber auf Grund bekannter Sitze iiber die Transformation der Raum-
integrale in den folgenden verwandeln ldfst:

= dw - GAAY awh\* 24w (v, Vi)
- - - e

)+2]3wg—-213'wa-- _9B"w2¥ | dx dy dz.

R iy 6

ooy (6‘3 6B' GB"
dx ' dy ' 0z

Diese Funktion, welche, wie oben gezeigt wurde, verschwinden mulfs, enthilt unter
dw dw dw
ax’ ay' a4z
nommen, die Form wiire eine definite, so liefse sich daraus der Schlufs ziehen, dals fiir
das ganze Gebiet w nebst seinen ersten Abteilungen gleich Null ist, oder mit anderen
Worten, dals es nur ein Integral der partiellen Differentialgleichung gibt, welches auf
der Begrenzung des Bereiches vorgeschriebene Werte annimmt und im Innern eindeutig
und stetig ist.

Soll die quadratische Form

dw\® | [aw\' (dw dw o O dB 9B  8B" 2i-f
(E)—I—(ﬂ—},)%-( )+3B ‘g T 2B -|-213 £+w( = b T~'_)

dem Integralzeichen eine quadratische Form der vier Variabeln w, Ange-

definit sein, so miissen sich die unbestimmten Funktionen B, B', B" so wiihlen lassen,
dals die Ungleichung

I B n

(3) _|_aB _|_ — B _BM _ 23’; f>0

besteht. Zuniichst ist klar, dafls f (v, vs) fiir alle endlichen Werte der Variabeln endlich
bleibt. Infolgedessen mufs sich eine positive Zahl M angeben lassen, welche fiir irgend
eine Stelle des Gebietes die Bedingung

2i- f{vl,vg)

<M

erfilllt, wobei allerdings vorauszusetzen ist, dals der Punkt x =y =2z=0 dem Bereiche
nicht angehtrt. Man bestimmt B, B', B" aus den Differentialgleichungen




dB S

TK__]3 B,
dB’ 1 gl
—]T—B =g,
dB” e Ul
dz B e=ile

in welchen 8, ' und §” Konstanten sind, iiber die mnoch in zweckentsprechender Weise
verfiigt werden soll. Die Integrale heilsen

— Vg -cotg(lc —x) V),
B' = VB - cotg ((c' —3) VB'),
B — V-BT - cotg ((e" — z) VF)r

und ¢, ¢/, ¢ bedeuten darin willkiirliche Konstanten. Hat man die Funktionen B, B', B"
in der angegebenen Weise definiert, so unterwirft man die Grolsen g, g, p” der Bedingung

B+6 +8 >M,

die, wenn sie besteht, die Ungleichung (3) nach sich zieht.

Der hier mitgeteilte Beweis beruht auf zwei Voraussetzungen; einerseits darf in
dem betrachteten Gebiete keine der Variabeln v, und v, unendlich werden, andererseits
war angenommen worden, dafs der Punkt r=0 aufserhalb des Bereiches liegt. Die
sweite Annahme ist nicht unbedingt notig; lifst man sie fallen, so geht man am besten
auf die Gleichung Au= — 24e" zuriick und wendet auf letztere dieselben Betrachtungen
wie oben an.

9. Es soll jetzt die Aufgabe geldst werden, durch successive Anniiherungen das-
jenige Integral der partiellen Differentialgleichung herzustellen, welches auf der Be-
grenzung eines im Endlichen gelegenen Gebietes vorgeschriebene Werte annimmt. Man
kann annehmen, dafs die Grenzwerte der Funktion iiberall gleich Null sind; ist dies nicht
der Fall, so modifizieren sich die folgenden Untersuchungen nur in unerheblicher Weise.

Es seien alsdann unter Voraussetzung dieser Grenzbedingungen Vi, Vs, Vay » - - Integrale
der partiellen Differentialgleichungen
2(1—ade 2(1—Aden 2(1—dem
:ﬁ\'1=(—r&'_)u ﬂ."sa:—{—rf——)} .ﬂ‘i’s=—-[‘*j*—}: e

so dals allgemein

1 (((1— Ae"x—
~ o —*—;v—'ﬁ(ﬁ,n.i;x,}'.z)-dgdqa;

(4) Vi =
ist, wenn man unter G (&, 7, {; x,¥, 2) die zu dem betrachteten Bereiche gehdrige Greensche
Funktion versteht. Zunichst soll bewiesen werden, dafs jede der Funktionen vy, Vi, Vs,

., so weit man die Reihe auch fortsetzen mag, ihrem absoluten Betrage nach kleiner
als Eins gemacht werden kann.
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Es ist klar, dals eine positive Zahl M vorhanden sein mufs, welche grifser ist
als der Wert, den das Ruumintegral

5\ G & ’f*‘: 552 ge 4y g

an irgend einer Stelle des Bereiches annimmt. Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache,
dafs F mit abnehmender Grifse des Gebietes gegen Null konvergiert. Vorauszusetzen
ist dabei freilich, dafs der Punkt r=0 nicht in das Innere des Bereiches fillt. Der
absolute Betrag von v, ist alsdann kleiner als M-|ie — 1| und infolge dessen kleiner
als Eins, da ja M hinreichend klein angenommen werden kann.

Da |w|< 1 ist, wird auch |le"— 1|<|2e — 1| und daher v, dem absoluten
Betrage nach kleiner als M-|ie — 1|< 1. Dasselbe gilt fiir die absoluten Betriige der
Funktionen v;, vy, - -- -.

Man bildet nupmehr die Differenz

A (e —g k-1 7 L -
(5) Vi — Vi =5~ ﬂj ——GEnLxy,z)- dsdg dz,
e
indem man dem Index k die Werte 2, 3, 4, .... beilegt und v,=1 setzt.

Die Funktion J.-{cv" L e""—'-*), welche unter dem Integralzeichen auftritt, lilst
sich in die Form (vi—y— Vi_s)+f(vi—, Vk—s) diberfihren, wo f (i1, Vis), wie die
Gleichung (2) zeigt, eine unendliche Reihe ist, die nach steigenden Potenzen von wvi_,
und vi—p fortschreitet. Da der Bereich so klein gewiihlt werden kann, dafs fiir irgend
welche Werte des Index k die Verdnderlichen v, dem absoluten ]JLtld"’L nach kleiner
als Eins sind, so ist es mdglich, eine positive Zahl H anzugeben, welche grifser ist als
der absolute Betrag der Funktion f(vi_;, Vi_s). Daraus folgt: |2 (em—e)| < H, und da

V2 W St G (¥,7,8;%,y,2) - dE dy AL

ist, |v;—v,|<<M-H. Ferner wird aus demselben Grunde |i (e — T )| << \I H* und

| Vo — Vo| < M?-H'. Es ist also allgemein |vi— v, |< M*—2. Hx fijr k — 2, 3, 4, -
Diese Vorbereitungen waren nitig, um die Konvergenz der Reihe

(6) V="+ (i —Vo) + (Va— V) + (Vs—Vs) +.....

nachzuweisen, in welcher v,— 1 zu setzen ist. Die Konvergenz findet statt, wenn

M-H <1 ist, was sich stets durch hinreichende Verkleinerung des Gebietes erreichen liflst.
Es lifst sich nun zeigen, dafs der Grenzwert der unendlichen Reihe (6)

2(1—ie")

der partiellen Differentialgleichung A v= e geniigt. Zu dem Zwecke geht
man von der Funktion
Vis1 =Wy “|‘ {?1_\'0} + (‘rﬁ _vl} —I_ """ + (vk-]—'t — Vk}

2(1—12e")
l.'}
geniigt. Geht man auf beiden Seiten zur Grenze ilber und setzt lim vi,; = lim v, =¥

k=ss k=00

aus, welche, wie oben angegeben wurde, der Differentialgleichung A vii, =

so ergibt sich ohne weiteres die letzte Behauptung.

&

-
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3. Will man die eben durchgefiihrte Untersuchung auch auf Gebiete in der Um-
gebung des unendlich fernen Punktes ausdehnen, so muls man sich zunichst eine Vor-
stellung davon zu machen suchen, welche Gestalt das Integral der partiellen Differential-
gleichung

il v d‘ '2 1—A4:e"
L0 0 R Tl

ax’ ' P

fir grofse Werte von r annimmt. Fiihrt man an Stelle von x,y, z die Koordinaten
g, <, ¢ vermittels der Gleichungen
51| L ! 10, : 1 ;
X=—:8ind-.8in¢p, y=—-8ind cosgp, z=—rco8%
€ e ¢
ein, 8o erhiilt man
a'v Oy, Hotyel Rt a"v)_:?{l—c')

. 1
Iy g P B PR pr 5
@) de’ i g’ (mt” 0. 1 0%  sin®* ¢ dg¢’ o’

?

wo die Konstante 2 gleich 1 gesetzt wurde. Man iberzeugt sich nun durch eine ein-
fache Rechnung, dafs, wenn man von Gliedern hiherer Ordnung absieht, d. h. in diesem

k
Falle von solchen, welche g2, k > 1, zum Faktor haben, die Integralfunktion v durch
den Ausdruck

(8) v=1(%, ¢) - cos («1og ¢) - Ve + & (9, ¢) - sin («log o) - Ve
wiedergegeben werden kann. Darin ist « = —;— Y7 zu setzen, und f bez g sind lediglich

Funktionen von % und ¢, also von ¢ unabhiingig. Setzt man den angegebenen Wert

fir v in die partielle Differentialgleichung (7) ein, entwickelt auf beiden Seiten nach

steigenden Potenzen von Vo und vernachlissigt die Glieder hiherer Ordoung, so erkennt
man, dafs sowohl f als auch g derselben Gleichung

g’h | o Bh 1 é‘h

9 A T ootg deas + —
() 0 c0% 03 ' sin’ 9 dg*

Geniige leisten. Durch eine zweckmillsize Transformation kann man (9) in eine fiir die
Integration bequemere Form {iberfithren, Zundichst definiert man zwei neue unabhiingige
Variabeln dorch die Gleichungen

E=tgd.sing, g5p=tgd -cos¢

und erhiillt dadurch die partielle Differentialgleichung

¥ 6 11 s hiig }1 g 11 ah
t 'c ol b |
‘elehe =ip Fra e — 259 — \Ill___i_-gu JI_T: i ip : .
welehe sich filr p= T V= — et in die folgende verwandelt:
d*h = d*h
ow Ty =




Aus letzterer lassen sich die Funktionen f (¥, ¢) und g (&, ¢) nach bekannten Methoden
bestimmen.

4. Da durch die Untersuchungen des vorigen Abschnitts der Charakter der
Integralfunktion v in der Umgebung des unendlich fernen Punktes festgestellt worden
ist, 80 kann man jetzt dazu ibergehen, dasjenige Integral der partiellen Differential-
gleichung ;

d'v  d'v  d'v 2(1—e")
(1a) Frias T St

zu bestimmen, welches fiir grofse Werte von r beliebig wenig von

1 : 1
f(%, ¢)- cos (alogr)- Ve + g (P, @) - sin (e logr) - V
r r
verschieden ist, auf der Oberfliiche eines in der Umgebung des unendlich fernen Punktes
gelegenen Bereiches verschwindet und im Innern desselben eindeutig und stetig ist. Es
ist aber zweckmilsig, vorher die Transformation mittels reziproker Radien anzuwenden.
Setzt man nimlich
X y - Z
T PR R l L e Ty e g T
X'y -z Xty -z

ri—

Xty Tz

so geht aus (1a) die partielle Differentialgleichung

o/ AAVIELA VN e G 1)_90 e=t))

(10) ﬁ’-(F)—i_ﬁ-rf(g)Tﬁig(g O3 Vi

hervor. Gleichzeitig verwandelt sich der Punkt r=occ in den Punkt E=g=L0=0,
und das angegebene Gebiet geht in ein anderes iiber, welches ganz in der Umgebung
des Nullpunktes verliuft. Die gestellte Anfgabe wird demnach unter den veriinderten
Bedingungen die folgende Form annehmen: Es ist dasjenige Integral der Gleichung (10)
aufzusuchen, welches auf der Oberfliiche eines in der Umgebung des Nullpunktes ge-
legenen Bereiches vorgeschriebene Werte, z. B, die Werte Null, annimmt, im Innern
eindeutig und stetig ist und fiir kleine Werte von ¢ gegen

Vo—=1(% ¢)-cos(xloge)- Vot g (%, @) - sin (e loge) - ¥ 0

konvergiert.
Man bestimmt zu diesem Zwecke die Funktionen v, Vi, Vs, ...... aus den
Gleichungen

d* fv; d° [v; a* vy 2 (1— itvi""} F
e e e | — | — EESie 4 .J.= 1 2, _)" .
65“(@>+f?#"(e)+6§2(0) e’ T

indem man fiir v, den mitgeteilten Wert einsetzt. Dann ergibt sich allgemein

ki i = :
1) w=—=. W(%G{r 0, a,b,0)-dadbde, A=1,23,...,
wo sich die Integration iiber das Innere des Gebietes erstreckt, und G (& 5, £ a, b, ¢) die

zu dem Bereiche gehorige Greensche Funktion bedeutet. Dabei sind die Grenzwerte
Pad
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Null vorausgesetzt; anderenfalls mufs man dem Raumintegral noch eine Funktion i hin-
zufiigen, welche der Gleichung A =0 geniigt und auf der Begrenzung die gegebenen
Werte annimmt.

Es soll nun bewiesen werden, dafs die simtlichen Funktionen v,, v., v, . . . filr
e =0 wie

f; (&, ¢) - cos (alogg) Ve + g (4, ¢) - sin («log ¢) - Ve
vergchwinden. Zu diesem Zwecke schreibt man
=g¢-sind-sing, gp=p-sind-cosg, {=p-cos,

woraus sich fiir v; die Differentialgleichung

6\r,

av; 0° vz 1 0°v; )_ 2 (1 —e"4—)
dg* o

cote & - =

T ( g & 1 a & —|_°;|11 3 g’ o’

ergibt., Substituiert man hierin auf der rechten Seite den oben angegebenen Wert von
v, und setzt links versuchsweise fiir v, einen Ausdruck von der Form

fi (%, ¢) - cos («loge) - Ve + g (%, ¢) -sin (e log o) - Ve
ein, entwickelt man ferner auf beiden Seiten nach Potenzen von g und vernachlissigt
die Glieder zweiter und hoherer Ordnung, so findet man

_.._;_ ( h )-sin (celog p)

f O
et .(w_‘_ -4-).005 (eelogo) g

91
1 ot ek 1§ G
, gi--(mtg - =51 33 +5m 3 6@) cos (elogp)

1 dg , oO'g 10
Al o e, | Bt L ' i o
P (mtg”' 0% ' 99 ' sin'S dg ) sin (eloge)

Man kann dieser Gleichung fiir « = -5-1,-’7 geniigen, wenn man f, (&, ¢) = f; (3, ¢),

& (% ¢) = (% o) setzt, und man erhilt durch #hnliche Betrachtungen allgemein
fo =11, g2=gi—, d.h, alle Funktionen vy, Vs, Vs, . ... nihern sich fiir abnehmendes o
demselben Werte

f (& @) - cos (zlogp) ‘,fg b g (2, ¢) - sin (elogo) - Ve,
in welchem f und g die Differentialgleichung
*h dh 1 d*h

3 Tk oy +§.’1n"3'dq7:0

":Lr Gul

befriedigen.

Es lifst sich weiter eine Zahl P angeben, welche die Figenschaft hat, dafls bei
1
hinreichender Verkleinerung des Bereiches die simtlichen Funktionen ¢~ - v; ihrem ab-
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soluten Betrage nach kleiner als P sind. Zu diesem Zwecke erinnert man sich, dalfs fiir
v; die Darstellung

vi=1(3 ¢) - cos (zloge) - Ve + g (9, ¢) - sin («loge) -Ve -+ V;

gilt, wo V; von hoherer Ordnung als der erste Teil, welcher mit Vo multipliziert ist,
verschwindet. Es wird infolgedessen miglich sein, durch Verkleinerung des Bereiches den

Wert von ¢~ 7.V, unter jede Grenze sinken zu lassen, sodafs der absolute Betrag von
1

¢ 2-v; von demjenigen des Ausdruckes

f(&, @) - cos (aloge) -+ g (&, ¢) - sin (cclog o)
beliebig wenig verschieden ist. Letzterer hat aber eine obere Grenze, vorausgesetzt dafls
die Funktionen f(& ¢) und g (9, ¢) filr bestimmte Werte des Arguments nicht unendlich
werden. Man mufs jedoch diesen Fall ausschliefsen; denn er widerspriiche der Bedingung,
dals das Integral v im ganzen unendlichen Raume eindeutig, endlich und stetig sein soll.

Aus dieser Uberlegung ergibt sich unmittelbar die Richtigkeit der znletzt angegebenen
Behauptung.

Es ist nunmehr die Konvergenz der Reihe
Vo (M—V) +(m—v)+ ...+ Wi—via) + ...

nachzuweisen, in welcher das allgemeine Glied durch das Raumintegral

0 ([a'4—1 — o'2-2
(12) v—va=L- ([ =" gk 0 b9 dadbac

2?1— L le
definiert wird. Man entwickelt zuniichst die Differenz e *~! — e'#~2 nach steigenden Po-

tenzen von v;—, und v;—s, so wie es bereits an einer fritheren Stelle geschehen ist; man
setzt also

v Y,
84l —p it = (V11 — Vi-a) - & (Vi-1, Yi-s)

und erkennt, dafs der absolute Betrag der Funktion x (v;_;, vi_.) stets kleiner ist
als eine endliche, positive Zahl Q, wenn die Veriinderlichen v;_,, vi_s hinreichend klein
angenommen werden.

Will man der Frage niiher treten, wie weit sich der Konvergenzbereich der Reihe
innerhalb des (&, g, {) - Raumes gegen den Nullpunkt hin erstreckt, so ist es notiz, den
Wert des Integrales

3 = x
= ;r'_ : E'\(G_{“*’f_t _31_F’_';f:3 da db de
“TE eelel !]frﬂ--}' + b’l + {:-}
in der Umgebung jener Stelle zu ermitteln. Zu diesem Zwecke fithrt man die Polar-
koordinaten
a=gq-sinw-cosy, b=q-sinw-siny, c=gq-cosw

ein und nimmt der Einfachheit halber den Punkt (&, 5, &) auf der £-Achse in der Ent-
fernung p vom Koordinatenanfangspunkte an. Beriicksichtigt man, dafs die Greensche
Funktion G im Pole (g, £) wie
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1
VE—a) + 0 —b) + C— o
unendlich wird, integriert man ferner in bezug auf q zwischen den Grenzen A, und A, in bezug

auf o zwischen den Grenzen 0 und = und endlich in bezug auf 1 zwischen 0 und 27,
s0 nimmt der in betracht kommende Teil des Raumintegrals die folgende Gestalt an:

A [ 2n
E—(ﬂr 8in @ - dw (d‘r!’
2m) 4. Yp'+ "—2pqeosw

Die Integration lilst sich nach bekannten Methoden ausfihren; man erhilt zuniichst;

A

L] N R T o T o—q‘_
f,' 'Y-q-ﬂ{v’p*+ ¢+ 2pa—Vp'+a —2pq},

einen Ausdruck, in welchem den Quadratwurzeln ein wollbestimmtes Vorzeichen beizulegen
ist. Denn da sie die Entfernung zweier Raumpunkte darstellen, so miissen sie notwendig
positiv sein. Daraus folgt, dafs die erste stets gleich p + q ist, die zweite aber gleich
p—q fiir p=q und gleich q —p filr p <q.

Aus diesen Bemerkungen ergibt sich, dafs der Integrationsbereich in zwei Teile
zerlegt werden mufs, je nachdem q kleiner oder gréfser als p ist; man findet demnach
fiir das Raumintegral den Wert

P A

dq , 2% ‘gdq
o 10 e SR RIS (00
Q.Y‘I’TP J 4

A,

oder, wenn man noch beriicksichtigt, dafs ¢ = V& - 4° + ¢’ in diesem Falle gleich p ist,

gD ) - 210 (i)
(A“ AT g P

Sind nun die Differenzen l—1 unid —‘;'-—1 hinreichend klein, so kann der

1*1“

Betrag des Raumintegrals J beliebig verkleinert werden. Man erreicht dies einfach dadurch,
dals man A nur wenig gréfser als A, annimmt. Dabei darf aber, wie hier ausdriicklich
hervorgehoben werden soll, A, unter keinen Umstinden verschwinden; d. h. die Verkleine-
rung des Raumintegrals J ist in der Umgebung der Stelle £= g5 = ¢ =0 nur in einem
Gebiete moglich, welches den Koordinatenanfangspunkt selbst nicht enthilt. Allerdings
steht nichts im Wege, die Grenze des Bereiches dem Nullpunkt beliebig nahe zu riicken.

Nach diesen Vorbereitungen wird man im stande sein, den Konvergenzbeweis zu
fuhren. Bezeichnet man den gréfsten Wert, den das Integral J innerhalb des Bereiches
annimmt, mit M, so ergibt sich aus der Formel (12), dals der absolute Betrag von v, — v,

kleiner als Yo-P-.Q-M und der von e — e" kleiner als Vo-P-Q*- M ist. Aus der-
selben Gleichung folgt aber weiter |v; — vo|< Vo -P-Q'- M? und allgemein

(13) |V2— vaa|< Yo - P- Q1. M+,
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Die Reihe konvergiert, wenn M < é! ist, wo Q eine Zahl bedeutet, die, wie man

leicht einsieht, fiir abnehmendes ¢ gegen Eins konvergiert. Da nun M beliebiz klein
gemacht werden kann, so ist es moglich, der Ungleichung MQ < 1 zu geniigen, voraus-
gesetzt, dals der Punkt (%, g, {) nicht mit dem Nullpunkte zusammenfallt.
Es bleibt zum Schlufs noch der Nachweis iibrig, dafs der Grenzwert v der Reihe
Vot (i—%o) +(va—Wi) +--- - + (Va—Vaa)+----
auch wirklich der partiellen Differentialgleichung (10) geniigt. Die Summe der A1
ersten Glieder, welche gleich v, ist, befriedigt die Gleichung

gy et fuh ety 20—t
8?(e)+6'f*(e)+ﬁ§”(9)— il

Nun ist lim v; = lim v;_y = v; daraus ergiebt sich sofort

A=0g A=upa
0 (1\ 4 5.1.("') a: (E) 2(l—=e)
aF o) T ar\e) TaTNe)T T &

5. Es diirfte von Interesse sein, den Charakter der Funktion v in der Umgebung
des unendlich fernen Punktes einer genmaueren Untersuchung zu unterziehen. Es wurde
oben gezeigt, dals, abgesehen von Gliedern hoherer Ordnung, v in der Form

{f (%, 9)- cos (eloge) + g (% ¢) - sin («logo)} - Vo
darstellbar ist. Beschrinkt man sich zunifichst der Einfachheit halber auf

£(2, ¢) - cos (loge) - Ve,
— fiir den zweiten Teil gelten genau dieselben Betrachtungen — so ergibt sich, dafs
dieser Ausdruck als eine Schwingung aufgefafst werden kann, deren Amplitude (&, ¢) Vo

mit abnehmendem ¢ beliebig klein wird. Die Werte der Funktion f (9, @) - cos (zlogg) -V e
sind bald positiv bald negativ. Zur Bestimmung der dazwischen liegenden Nullstellen
beriicksichtigt man, dals der Kosinus verschwindet, wenn das Argument ein ungerades

Vielfaches von 5 ist. Die zugehtrigen Werte von o ergeben sich aus der Formel

wenn man darin fiir n irgend eine positive oder negative ganze Zahl einsetzt. Da es
sich um kleine Werte von ¢ handelt, so werden in diesem Falle allerdings hauptsichlich
die positiven ganzen Zahlen in betracht kommen.

Auch der allgemeine Ausdruck fiir v lifst sich in der Umgebung des Nullpunktes
ihnlich behandeln. Man fithrt zwei Funktionen ¢ und & durch die Gleichungen

(%) Ve=o-coss, g(%9) Vo=0-sine

ein, aus denen sich ¢ und ¢ in der Form

0g= V'é ' I:f? {‘?l GF} ‘|"' g’: (&s 5"}}! tg £ =E((:: ;;




berechnen lassen. Dann erhilt man

f(#, ¢) - cos («loge) - Ve -+ g (+ ¢) - sin («loge) - Y o= o - cos («loge— &),
und die Nullstellen von v werden aus der Gleichung

(En+1) 1 g (. ¢}
Eln c__‘&_ + = .arotg .1..{'}:}”
refunden, Bildet man der Reihe nach ky Ok+414 kef=Zy o 0 0 0 so sieht man, dals diese
g e Q424 ] 1

T
Zahlen eine geometrische Progression repriisentieren, deren Quotient gleich e« ist, und
man erhiilt als Abstand zweier benachbarter Nullstellen

F 4 f_-!E-j-ll'i 1 gid g
)t

{ ol - ;B0 @)
O— Op1=\1—¢e @ 2u a0y,

einen Wert, welcher gegen Null konvergiert, wenn k unbegrenzt zunimmt. Die Funktion v
oszilliert demnach bei abnehmendem ¢ in immer kleineren Intervallen, welche in der
Umgebung des Koordinatenanfangspunktes unter jede Grenze hinabgehen, fortwithrend
zwischen positiven und negativen Werten hin und her, wihrend gleichzeitig ihre Am-
plitude dem Werte Null zustrebt,
6. Im Vorhergehenden ist die Aufgabe gelést worden, dasjenige Integral der
partiellen Differentialgleichung
d'v , é'v 'y 2(1—e")
o oy Ter— ¢

innerhalb eines hinreichend kleinen Gebietes zu bestimmen, welches auf der Begrenzung
vorgeschriebene Werte annimmt. Es warde dabei besonders ausfihrlich der Fall unter-
sucht, dals der Bereich in der Nachbarschaft des unendlich fernen Punktes gelegen ist.
Es wird sich nun weiter darum handeln, den Giiltigkeitshereich jener Funktion auszu-
dehnen, also ein Integral v zun vermitteln, welches nicht allein in einem beschrinkten
Gebiete sondern im ganzen Raume mit Ausschlufs des unendlich fernen Punktes den
gestellten Anforderungen geniigt. Dies kann man mittels des alternierenden Verfahrens
erreichen. Vorher soll jedoch an einen Satz aus der Lehre vom Newtonschen Potential
erinnert werden, von welchem bei den folgenden Untersuchungen Gebrauch gemacht
werden wird.

Um den Koordinatenanfangspunkt seien zwei konzentrische Kugeln mit den
Radien r, und r, konstruiert, welche einen schalenférmigen Bereich B einschliefsen. Auf
der einen Begrenzungsfliche, z. B. auf der #ufseren mit dem Radius r,, moge das In-
tegral v' der Differentialgleichung

13:|T||.r 62 I au I
v v i

ax’ ' oy i az’
verschwinden, wihrend es auf der anderen Begrenzung beliebige Werte annimmt, welche
zwischen den Grenzen A und a liegen, wo A im algebraischen Sinne die obere und
a die untere Grenze ist. Es lilst sich dann zeigen, dals fiir alle Punkte im Innern des
schalenformigen Gebietes die Bedingung

(14) e SV <A-q

e ———————
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erfilllt ist, wenn man mit q einen positiven echten Bruch bezeichnet. Zuniichst beweist
man, dafs, wenn fiir zwei Integrale v und v der Gleichung A v =0 auf der Begrenzung
die Ungleichung v <v besteht, fir kein dreifach ausgedehntes Gebiet im Innern v >
sein kann. Denn angenommen, es wiire daselbst v > v, so miilste eine geschlossene
Fléiche vorhanden sein, auf welcher die Differenz ¥ — v verschwindet. Da letztere aber
der Differentialgleichung A (v—v) =0 geniige leistet, so wiirde nach einem bekannten
Satze ans der Theorie dieser Gleichung v — v fiir alle Punkte im Innern der genannten
Fliche gleich Null sein, was der Annahme widerspricht.

Es seien nun ¥, v", v'"" Integrale der Gleichung A v=0 von folgender Be-
schaffenheit: Alle drei migen anf der Kugel mit dem Radius r, verschwinden; auf der
anderen Begrenzungsfliche soll v/ Werte annehmen, die zwischen den Grenzen A und a
liegen, v" soll ebendaselbst gleich A, v"'' gleich a sein. Man iiberzeugt sich leicht, dafs
dann fiir alle Punkte des schalenférmigen Bereiches

Iy

—1 !

= :
V":A"i;"" —, \rnr:a'i-_.__.
| 2 1

ry Ty

ist, wo r=Vx*+ y*+ 2* gesetzt wurde. Der Faktor

—1
q_r
1
S|
Ty

welcher in diesen Formeln auftritt, ist fiir alle Werte von r zwischen r, und r, kleiner
als Eins. Andererseits ist nach dem vorhin bewiesenen Satze im Innern des Bereiches
v" <=v' <v", woraus sich alsbald die Richtigkeit der Ungleichungen aq <v'<Aq er-
gibt. Nennt man C den grifseren der absoluten Betriige von A und a, so findet man
schliefslich |v'|=< Cq.

7. Bei der Anwendung des alternierenden Verfahrens ist es zweckmiilsig, auf
die partielle Differentialgleichung

5 11
1 - = 2.; L]
(1) c':‘y" dz' ;

zuriickzugehen, aus welcher, wie an einer friiheren Stelle gezeigt wurde, die Gleichung

v  d'v , v 2(1—Ae)
(18) e e

vermittels der Substitution uw= — 2logr 4 v hervorging.

Die beiden zur Verschmelzung gelangenden Bereiche B, und B, sollen von schalen-
formiger Gestalt sein; jeder von ihnen wilrde also im einfachsten Falle von zwei kon-
zentrischen Kugelflichen begrenzt werden. Die Begrenzungsflichen von B, seien (r;) und
(R,), die von B, bez. (r) und (R,). Beide Bereiche mdgen ein rdumliches Gebiet G,

welches von den Flichen (ry) und (R,) begrenzt wird, gemeinsam haben. KEndlich sollen
3
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B, und B, hinreichend klein gewithlt werden, d. h. so klein, dals es moglich ist, mittels
der Methode der successiven Anniiherungen Integrale der Gleichungen

0% ux

e | 'y
aw Tay T

1
et : :—'.31-‘.-’ h_l‘ k:‘ ].lI 2‘3 .....
},.' t a7 g 1

zu ermitteln, welche auf der Begrenzung vorgeschriebene Werte annehmen und im Innern
eindentiz und stetig sind, Man setzt n,=—0 und bestimmt zunfichst aus der Differential-
gleichung A u,= — 21 eine Funktion u,, welche auf der Begrenzung vom B, ver-
sehwindet. Man erhiilt

I ;! (“{; (X, ¥,%; a,b,c)-dadbde,

wo sich die Integration iiber das Innere von B, erstreckt. Ist der Bereich hinreichend
klein, so gibt es eine beliebig kleine Zahl M,, so dals

1 (s
ty= 5 \‘\ G (x, ,2; a,b,c)-dadbde <M,

eleled

ist. Es sei ferner @, ein Integral derselben Differentialgleichung, welches im Innern
von B, eindeutig und stetig ist, auf (Rs) verschwindet und auf (r) dieselben Werte an-
nimmt wie uy,. Man findet

1oeee
Th— s || K G(x,y,%; a, b, c)-dadbde 4 Wy,
wo die Integration sich auf das Innere des Bereiches B, bezieht und W, dasjenige Inte-
gral der Gleichung Aw=0 ist, welches auf (R,) verschwindet und auf (r;) dieselben
Werte wie u, annimmt. Nun ist, wie aus einem fritheren Satze folgt, w, =M;-q, q< 1,
und infolge dessen Ty < M, M,;-q, wenn man mit M, eine Griifse bezeichnet, die fiir
den Bereich B, dieselbe Bedeutung hat wie M, fiir B,. Nennt man M die grofsere der
beiden Zahlen M, und M,, so hat man a potiori T, <M (1-q).
Es sei u,, dasjenige Integral der Differentialgleichung A u, = — 24, welches im
Innern von B, eindeutig und stetig ist, auf (r,) verschwindet und auf (R,) dieselben Werte
wie i, annimmt. Dann ist

). FarhD
=5 \“ G (x, v,2z; a, b,c)-da db de 4 wy,

wo die Integration sich iber das Innere von B, erstreckt und w,, dasjenige Integral der
Gleichung A w=0 ist, welches auf (r,) verschwindet und auf (R,) dieselben Werte wie
fi, annimmt. Es ist demnach im Innern des Gebietes B, die Funktion w,, kleiner als
M(l14q)-q und w,<M(14+q-+q".

Ferner sei U,y ein Integral derselben Gleichung, welches auf (Ri) verschwindet,
auf (r,) dieselben Werte annimmt wie u,, und im Innern von B, eindeutig und stetig ist.
Diese Funktion lafst sich in der Form

A b 5
Ty = 5—- \1“ G(x,y,%; a,b,c)-dadbde -+ Wiy

ve'
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darstellen, wo das Raumintegral sich auf den Bereich By bezieht und w,, ein Integral
der Gleichung A w=0 mit denselben Grenzbedingungen wie fi,; ist. Da im Innern von
B, die Funktion W, <M (1+-q+ q*)-q ist, mufs ebendaselbst @, <M (1 4q+q*+q") sein.

Setzt man dies Verfahren weiter fort, so erhilt man zwei Reihen von Funktionen,
u, und @,, welche, wie aus ihrer Darstellung unmittelbar folgt, simtlich positiv sind
und iberdies den Ungleichungen

M

l_-fq"

! 4 : M
e <M-(l4q4+q* 4+ g < ]—-1-_—

M= Mol-a g - eifgierl =
(15)

q

unterworfen sind.

Von den Funktionen u, und o, lilst sich beweisen, dals sie mit wachsenden
Werten des Index k bestindig grifser werden. Auf der Begrenzung von B, war uy,
gleich Null, i, im Innern von B; und damit auf (R,) positiv, u, auf der Begrenzung
von B, grofser oder gleich u,. Daraus folgt, dafs fir das Innere dieses Bereiches
Wy > 1y, ist. Diese Ungleichung hat aber zur Folge, dals auf (r;) die Funktion u, > 1,
ist, wihrend auf (R,) beide verschwinden. Daraus ergibt sich fir das Innere von B, die
Bedingung i,; > 1. Fithrt man die angegebenen Betrachtungen fort, so findet man
allgemein uw > Mg, Wik > Tik—.

Da die positiven Funktionen u,, und 1, bestindig wachsen und dabei kleiner
als eine endliche Zahl i _M--q bleiben, so miissen sie gegen zwei bestimmte Grenzwerte
u, und @, konvergieren. Letztere haben folgende Eigenschaften: Sie geniigen derselben
Differentialgleichung A u, = — 2. und sind im Innern von B, bez. B, eindeutig und
stetiz. Auf (r) verschwindet n, und nimmt auf (R,) dieselben Werte wie @, an; auf (Ry)
verschwindet i, und stimmt auf (r;) mit uw, lberein. In dem von den Flédchen (r)) und
(R,) begrenzten schalenformigen Gebiete sind also u, und @, identisch, da sie ja auf der
Begrenzung einander gleich sind. Da ferner M mit abnehmender Grifse des Dereiches
gegen Null konvergiert, so kann man u, und @, kleiner als Eins wihlen.

Die soeben gefundenen Grenzfunktionen setzt man in die Differentialgleichung
An, = — 224e" rechter Hand ein und ermittelt fiir die Bereiche B, und B, zwei Reihen
von Funktionen ug und u, genau ebenso wie vorher uy,, und @,,. Da u, und u, zwischen
Null und Eins liegen, so wird e* hez. e% zwischen 1 und e gelegen sein. Man erhilt
daher allgemein
(16) : gk = IM_.L:l‘ lge = fae .

Da ferner die genannten Funktionen mit wachsenden Werten des Index k gréfser und
grofser werden, so miissen sie gegen zwei bestimmte Gremzwerte u, und U, konvergieren,
welche iiberdies in dem von den Flichen (ry) und (R,) begrenzten Gebiete mit einander
ibereinstimmen. Durch zweckmiifsize Verkleinerung der Bereiche lilst sich alsdann
noch jede von ihmen kleiner als Eins machen.

3*
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Das Verfahren kann weiter fortgesetzt werden, und man gelangt ganz allgemein

u
zu zwei Grenzfunktionen u, und 9., welche die Differentialgleichung A = — 2ie 3
befriedigen und im {ibrigen &hnliche Eigenschaften haben wie u, und @,. Alsdann bildet
man die unendlichen Reihen

L= + (Ug—1y) 4 (Wp—0g) + ... + (Um—Um—y) + ...,

(17) B
U= + (0—T,) + ([B—0) + ... + (o —Ta) + ..

und beweist ihre Konvergenz genau ebenso, wie es auf Seite 9 fiir die daselbst auf-
gestellten Reihen geschehen ist. Die Funktionen u und @ geniigen der Differential-
gleichung Au=— 24e", sie sind im Innern von B, bez B, eindeutig und stetig und
stimmen innerhalb desjBereiches, welcher beiden Gebieten gemeinsam ist, mit einander
iiberein.

Es bietet keine Schwierigkeiten, das alternierende Verfahren auf mehr als zwei
zur Verschmelzung gelangende Bereiche anzuwenden, vorausgesetzt, dals jeder von ihnen
hinreichend kleinfin dem oben angegebenen Sinne ist. Auf diese Weise gelingt es, den
Existenzbeweis fiir die Integrale der partiellen Differentialgleichung Au= — 2ie", in
einem beliebig weit ausgedehnten; aber ganz im Endlichen gelegenen Gebiete zu fithren.
Der unendlich ferne Punkt selbst bleibt, wie die Erdrterungen der Nr. (4) zeigten, aus-
geschlossen.
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hinreichend kleinfin dem
Existenzbeweis fiir die Int
einem beliebig weit ausged
Der unendlich ferne Punk
geschlossen.
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in gelangt ganz allgemein

chung Aug = — 9%e =
1, und ©,. Alsdann bildet

) e

1) +

[

3 O filr die daselbst auf-

peniigen der Differential-
eindeutig und stetig und
meinsam ist, mit einander
{’ ahren auf mehr als zwei
ptzt, dals jeder von ihnen
ke Weise gelingt es, den
L: Aun=—24e", in
F: enen Gebiete zu fithren.

der Nr. (4) zeigten, aus-
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