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Im Foleenden erlaube ich mir einige Untersuchungen vorzulegen, die ich beim
Studium einer Reihe von unten niher bezeichneten Abhandlungen meines Vaters, die in
den Sitzunesberichten der Berliner Akademie der Wissenschaften veriffentlicht sind, an-
gestellt habe, Ieh habe versueht, die Darstellung dieser Untersuchungen so zu reben,
dass sie anch fir solehe Leser verstindlich werden, welehe sich nieht genauer mit der
Theorie der linearen Differentialgleichungen beschiftigt haben. Von diesem Bestreben
geleitet, habe ich in [ einige elementare Sitze aus dieser Theorie, welche fiir das Ver-
stiindnis des Nachfolgenden von Wichtigkeit sind, ohne Beweis angefiiit und dabei auf
die betreffende Litteratur verwiesen. Diese Litteratur ist iibrigens ausfiihrlich behandelt in
dem . Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen® wvon Herrn Ludwig
Schlesinger (Leipzig, B. G. Teubner, Bd. T 1895, Bd. 11 1 1897, Bd. 11 2 1898). Ich wver-
weise ferner aueh auf die .Einleitungz in die Theorie der linearen Differentialgleichungen mit
einer unabhiingigen Variablen* von Herrn Liothar Heffter (Leipzig, B. G. Teubner, 1364).

L.

Wir beschiiftigen uns mit einer linearen homogenen Differentialgleichung

(o) l:ri 1) (n- 2‘]
(1. i Py Y oy M =1
die oberen Accente sollen hier wie im Folgenden stets Ableitungen nach der unabhingigen
@
ro_a () (R |
Variablen @ — also " = °, — bedeuten.
0a
Wir wollen zuniichst annehmen, dass die Coefficienten p,, py, -, P, eindeutigo

Funetionen der einen unabhiingigen Variablen @ sind. In den Elementen der Theorie der
linearen Differentialaleichungen®) wird gezeigt, dass sich stets n Integrale der Gleichung (4.)

YiaHar = ¥y finden lassen von der Art, dass zwischen ihnen keine Relation der Form
. Lo el =
- 1 ‘I'_f! . I:’:.:.. 'u'.‘! r;l In"_f“ 3
WO (6, €y, < o5y 6, YOD& unabhiingig sind, besteht; oder, was dasselbe besagt, dass die
= I 24 2

Determinanta

* Vgl die Abhandlung meines Vaters, Crelles Journal Bd. 66 (1888) No.2, welche vorher im

Wesentlichen im . Programm der stiidtischen Gewerbeschule in Berlin, Ostern 1866, orsehienen ist
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i Yy Y,
Y Y,
(C) 4
(=1} (n—1) (n—1)
Y, Yq GO

nicht identizseh fiir jeden Wert von @ verschwindet,

Ein solches System von Integralen der Gleichung (.4.) wird ein undamental
system genannt.

Wenn die unabhiingige Variable @ irgend einen geschlossenen Weg in ihrer Ebene
beschreibt, so muss im alleemeinen angenommen werden, dass nach Vollendung dieses

,,ITII].IHL][II'H" J_.fl. e S nicht ihre HI'."-[H']HIIIH’“i"EIL‘Jl “-ll']'lﬂ “'i.l'dL’['{'[']Iil“['T'i. -"'~Urlf]|!|'ﬁ
0 Ys Y
in andere Werte, die wir mit ¥, ¥,, - - -, y_  bezeichnen wollen, iibergehen. Die Theorie
: ¥ Yo Y, :

der linearen Differentialgleichungen lehri dann, dass dieses neue System aus dem alten
dureh eine lineare Substitution hervorgeht, d. h., dass ein System linearer (Gleichungen
hesteht

=51 T Gallam - T G, Yo

Yo = Car Yy T Cag¥a ™ - T Gl
(1)

'{"rn g {:rr 1 'Ii‘lrl i r;-z 2 'j’lrf L W 4“-.u n '”;-.- !

wo die ¢, von & unabhiingice Grissen, also Constanten bedeuten®). Die Gesamtheit der
Substitutionen der Form (1) fiir alle Umlinfe der Variablen & wird die Substitutionsgruppe
der Gleichung (4.) genannt.

Wir brauchen fiir das Folgende noch eine Betrachtung aus der Theaorie der linearen
Differentialgleichungen. Bildet man in der Determinante 4, Gleichung (€2), zu jedem Gliede
die Unterdeterminante (m—1)%* Ordnung, die sogenannte Adjuncte, d. h. die Ausdriicke

Yy Yoins S ips ot IRty

gl Sgsrin et dpng ey
¢ S PR A1) (71 (#—1 (F—1) 15—1)

()5 = (=) /1 Ya o1 Yega Y
£ 4 (A1) [FE1) (F--1) (FF1) (1)

( 0, 1 n 1] L Yy o P Yy

=1, 3 n

(n—1) (m=1) mn—1) (n—=1) (n—1)

/1 9 Sl A el

*) Vgl a a. O, No. 3 Gleichungen (3).




so erleidet das System Uy s Wiy vy Uy bei dem wvorhin betrachteten Umlaufe von @
i Ll o

cbenfalls eine lineare Substitution

T —— AR TS B S T ! D s ST it T
A1 11 A1 121583 1w~ fan?
7 L oo ( T
(3 52 a1 “aq aa “eg 9n “an
T [ T e R g 8 L e bl T
e ] n I.TI n 2 ‘:2 H Tk Tk
und zwar ist €. die Adjunete von ¢, in der Determinante
i o Ty
11 12 1n
‘o1 %2 “an
' e T AR 24
nl 2 W

Von besonderem Interesse sind die Grissen

=7, y 2. =W L., 2=
1 n—1 1 @ p—7 2 7 e

welche ein Fundamentalsystem von Integralen der sogenannten adjungierten Differential-
gleichung von (1)

() (n 1} (Fi :.:”

(A%) 2 -(p, %) - (p, 2) (1) p 2=0

. s f= (4) T e : ;
bilden*). Zwischen den Grdssen y — und w_, bestehen, wie die I'heorie der Determinanten
it .IJ i L

lehrt**), die Gleichungen

Y, Uy, =0, wenn 23,

‘W (5) !
2 o, :
i tlli.lllu _fk

k=1

und ebenso zwischen e, " und 4".:.}":
i

7

e :
\ el € =0, wenn 3k

(4.)

" Vgl. Frobenius, Crelles Journal Bd, 77 1874 5. 246 (L
*) Yl etwa Beltzer, Determinsnten. Aunfl. & § &, 2.




Zur Erliuterung wollen wir als Beispiel die folgende lineare Differentialgleichung heran-

} (4 8 s 85 row B F i5 :I-1I 0
zichen o A - [ e o ol ) ]
wo ¢ — (@ )’.'i] (@w—k) (x—k,) (® :".'4]. d.-".'[, k. ."]',;. f.'_L Constanten). Es ist dies die-
jenige Differentialgleichung, weleher die Periodicititsmoduln des hyperelliptischen Integrals

rf.:
\ V¢ (2)

wo ¢ (z) (z—a) (z f.‘]} (2 -1".'2] (= f.'_,,r] .[;._,J'.-er *), reniigen.

Beschreibt die unabhiingige Variable @ zum Beispiel einen gesehlossenen Weg,
welcher den Punkt f.'l einschliesst, die Punkte &, &, a’.'1 aber nicht, so erleidet das Fun-

damentalsystem ¥, ¥y, ¥q, ¥y WO

die folerende lineare Substitution™®*)

Yo=2Y, + ¥y
¥ = 2 -"’rl Ys -

5] |
Y, =2y, + ¥,
Hier ist z. B.

M i Yo 1
a1 A = 8 ¥4
" L [
-Jr'f:-_} I"l."r .-’j_l_
Die Gleichungen (2.) haben hier die Form
Ugy=Ugy— 20 —2Upy 2u,
" ‘;i;l Iflr:ljl
72 72
it Bl
e R ]
= o
4 A4
Entsprechend den Gleichungen (4.) isf
et (LR i 4 Lopg. 5 —
11 Gt Gotey Gy, Cu=1,
da ¢ [ e i : : 0
11 41 L, ¢y =¢3=1¢fy »
aber z B. Ciq Coyt 69 Cogt g Cogt€py Gy =0.

} Vgl die Abhandlung meines Vaters, Crelles Journal Bd. 71 8. 119, und Sitzungsberichte der
terliner Akademie 1889 S, 113,

} Vel die angegebene Arbeit meines Vaters, Bb. L Ak, 1889 8. 714 Gleichungen (8).
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Wir wollen nunmehr annehmen, dass die Coefficienten der Differentialgleichung (A1) 7
ausser von @ noch von einer anderen unabhiingigen Variablen ¢, die wir den Parameter
nennen wollen, eindeutie abhiingen. In dem in I angegebenen Beispiel hingen die
Coefficienten . der Differentialgleichung z B. alle von der Grijsse .f'.'l ab: wir kénnen uns
alzo hier .J'.'I als variabel denken und f.'[ als Parameter ansehen.

In einer Reihe von Abhandlungen, welche in den Sitzungsberichten der Berliner
Akademie (1888 8. 1115 und S. 1273; 1889 8. 713: 1890 =5. 21; 1892 5. 157; 1893 5. Hi5;
1804 S, 1117: 1895 S.905: 1897 <. 608: 1898 S. 477) veroffentlicht sind, hat mein Vater
untersucht, in welcher Weise die Integrale der Gleichung (4.) von einem solehen
Parameter abhiineen. Insbesondere hat er daselbst solehe Differentialgleichungen unter-
sucht, fiir die sich ein Fundamentalsystem y., ¥,.---, ¥ so finden liisst, dasz die Coeffi
cienten ¢, der Substitutionsgruppe I (1) simtlich von dem Parameter ¢ unabhingig
werden und hat die notwendige und hinreichende Bedingung fir diese Unabhiingigkeit
aufeestellt. Wir wollen diese Bedingung zuniachst auf etwas andere Weise noch einmal
herleiten. :

Wir definieren zu diesem Zwecke®), wenn Yl das Fundamentalsystem

ist, fiir welches die Coefficienten ¢, der Substitutionsgruppe von ¢ unabhingig sind,
i k

L
n Grissen ), J'.P“‘J. RO ”u; 1 durch das System von n Gleichungen
- L
f d . n I ’ D [(n—1) . o
(1.) 3 P A e P P s I on—1 s 4] b L e S

und bilden dann, indem wir die Gleichung (/) #—1 mal nach @ differentiicren und immer
Ableituneen hioherer als (n—1)" Ordnung mittels (4.)

[3E) Ln l_'l
W =Py R Py
pliminieren, das folgende System
Lex)
> e D DF g D G S e
g At | ) ?
(=) ot a "If-" el ‘.r,.ri_ : an—I1 1"',.‘ ‘ =1, 2 ... in
Das Bildungsgesetz, nach welehem die Griéssen D . ans den Grissen “4 2
. - f a =
hervorechen, driickt sieh dann in dem folgenden System von Gleichungen aus
LI 0
3 i
== =) o : 3 i) iir TR,
o ";,; g D PR L ! o SR
(-3.) i e “y op
i o i 3
S s : A T ) .\I,\“
. n—1 F—1 n—g3 n—1 n=—1 A =43 at
s
: i=1
wo die Grossen /) _ mit einem negativen -Index durch Null zu ersetzen sind.**)
[ I;

*) Vgl Sb, 1888 8. 1278 No. 11 Gleichung (2).
= N

ol. die Abhandlung L. Fuchs 8b, 1898 8, 224 Gleichungen F, F~




SRR

al a n—1

List man die Gleichungen (2.) fir i=1, 2, -. ., n nach H”n, ]

als Unbekannten mii Determinanten auf, so ergiebt sich mit Benutzung der in (/1)) I sin-

goflihrten Bezeichnungsweise
I.r{)

]

) i .

(4.) Bt e G
a3 il f I-i'.?
o
|
Wir wollen nun beweisen, dass die Grissen J) . unter der iiher Cr cemachien
JII [

Voraussetzung eindeatice Funetionen von ¢ sein miissen.

Zufolge (1) T ist, wenn man die «* Ableitung nach @ bildet, da die ¢;, von @
£

unabhiingig =ind,

[} {a) () ()
fi Tt T %a s “inn
alsn
) () () (3]
. T [ ] i
() Jr ; "'FI ; -'“"'2 "'fu
=i . ¢
it i | ;j,t T2 ;_]{f‘ in ,r},lf
i e [ )
; "ng (a) | ";2“ (a) . ; ‘ini fa)
it "'rl AR X JE ot vn
Benutzt man ferner die Gleichungen (2) I, so ergiebt sich
n ; () [ex) 2
1 (1] _.r,.l'l il Y
o \ R e, : T L @
o 3 | tl ¢ inogf il 571 in fAn
| Csm—r
i=1
e = J il - —
oe o, )
\‘ il : e S : {ex) E Lo ( ;
of Y1 ot In i1"s in%an
i=1 -
" () )
W 0y, . | ()
oder e — \ E, g e \ T B Tk
 j3 A gt gl . A 4 3
2, p=1 =1
i n &
; . 1 By
Hierbei bedeutet e, =N G p = \ o g
I 4 1 i i
A e ; b A S A B it i
=1 i=1
Nun ist aber zufolge (4) I e, =0, wenn A-f-g¢ und e, , = L. Also erhilt man, wenn
I 1
\ | ()
(f.) [OF e \ Ca e
L 3 o A A 151
Ay =1

gesetzt wird,




————

7 L)
1 oy
I \ . ., <4~ 1 ]
o3 - U1 A4 @’
A=1
also
(7 P T .- B
7 5 a7
i -
* - * - A &g 3
Da nach unserer Annahme die ¢ . von f unabhineie sind, also = 0 ist, =0 ergiebt
sich 7, =0 und somit / _=0, d. h. fiir jeden Umlauf von @
(8.) f . Iy
aid i3

Daraus f[olgt also, dass die 1) _ eindeutiee Funetionen von @ sind.
8

Umgekehrt ergiebt sich, wenn die ) | eindentize Funetionen von @ sind, aus (7))
1y

() A () e =l R 111
a3 d ¢
Die Gleichuneen (#) konnen, wenn man
TE
N |
(10.) N\ g e
S IR A4
; = [
SeLEt, _1.{'1'9&('[1]'];-.3“_-!] werden
Y51 Y :,:J Yo F,EJ. Y n v,
’ [ [ II
Va1 Y Y32 Ys Von ¥au i
{n—1) (n— 1} {(n—1) ,
e — (
Vo1 ¥ g2 Yy “on Yy
[ aber in diesem System linearer (leichungen fiir Vgys Uy + o+ v als Unbekannte
e e i3
die Determinante 4 nichi verschwindet, weil ja iy Yoy iyt ein Fundamentalsystem
Y1 ¥Yq o .

waren, so ergiebt sich aus der Theorie der linearen Gleichungen

v gy == p,. =0 B=0,1, 1, mn—1) .

1 2 2n i
L ¥ i
Wiederholt man mit Benutzung von (70.) die eben gemachte Sehlussfolgerung noch einmal,
i r',J;_
so ergiebt sich 7, 0 und hierans wieder }:‘ B et P R S
L i ! 4

weil weder die Determinante | s

| noch die Determinante | r.'r.J.\l und algo aueh | f'”_l
wleich Null sein kann,

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die lineare
Differentialgleichune (4.) eine von dem Parameter ¢ unabhineice Sub-
stitutionsgruppe besitat, ist die, dass fiir ein Fundamentalsystem die
(#leichungen erfiilllt sind;:




0. ] h—1)
' i ) L & i £
= H”“ Y, ‘”:H Y. Li'u“ Y L (7 I = ),

wo [) I f;l}”f

oD* B
lung meines Vaters a. a. 0. No. 11 und 12)

eindeutice Funetionen von @ sind. (Vazl, die Abhand-

Wenn die Coelficienten von (4.) rationale Funetionen sind und die Integrale dieser
Gleichune an keiner Stelle der a-Ebene von unendlicher hohier Ordnung unendlich werden,
wenn die Gleichung () also der sogenannten Fuehs'schen Classe ancehivt, werden die
Grisssen /) . rationale Funetionen von @. Unser Beispiel gehort (vel. die Arbeit meines
Vaters, Crelles Journal Bd. 71) dieser Klasse an. Die Substitutionsgruppe hat lauter gang-
zahlige Coelficienten (1 oder - 2), ist also vom Parameter & unabhingig. In der That

lassen sich hier 1i1-|'l rationale Funetionen von @ .”'““. .-"J”]. H“:!, f-’“u. so angreben, dass
die Gleichungen erfiillt sind

ar-.rl,rf. g s " ;

e By B v F Dot ey, (=128, 4).

[11.

Wir gehen nunmehr genavner auf die Bedeutung der Grissen

7

7 \ (a)
L et i o
“a g LT "Iff. 2
awmm
A, =1

die in (7.) fI anfoetreten sind, ein.

Man differentiiert bekanntlich®) eine aus Funetionen von @ gebildets Determinante,
indem man eine Zeile nach der anderen nach @ differentiiert und dabei die tbrigen Zetlen
immer unverindert ldsst,.  Wendet man dies auf die Determinante 4 der Funetionen

Yys Yor+ - -y ¥y, und ihrer m —1 ersten Ableitungen an, so ergibt sich mit Benutzung
von (..) die bekannte Gleichung
i
1J_} 0@ — _||”] J
Wendet man es ferner an auf die Gleichungen ([f2%) I, so ergibt siech**)
7] : =
(<) e i HI‘ vl P . .o

Mit Benutzung dieser Gleichungen erhiillt man bel Differentiation von (1) das
System von Gleichungen **#)

*) Vel z B. Ballzer, Determinanten & 3, 15
**) ¥ol, meine Notiz Crolles Journal Bd. 138 (1901) 8. 66 Gleichungen 2,

T " . y b 1 - = . - o
%8 Vgl L. Fuehs, Sh. 1898 8. 227 Gleichungen K und K.
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5 3
(.) o I s \]
- I : i P p.,dg
i n—1 F—1 n—Iln—1tn—F A n—a4 3
A=1

Bei der Herleitung dieser Gleichungen haben wir nur davon Gebrauech eemacht, dass die
(iriissen r,, von @ unabhiingie sind. Die Gleichuneen (2.) werden daher auch doureh die
Ausdriicke

‘ {#r
[.I’,r] N - \ i. ,I IH

r l.;‘ F O R | .';'."'

Wi ;;J_J ganz beliebige von 2 unabhingige Grissen sind, befriediet,

Die Grissen (£) geben also zugleich die alleemeine Lisung von (3.).

Dicse (irissen -’Z'H. haben nun fiir die Differentialeleichung (4.) folgende Be-
deutung:

s sei T+ Wgs o0ty 7, irgend ein anderes Sysiem von Integralen der Gleichung (A.),
dann lisst =ieh dieses, wie die Theorie der lineaten Differentialgleichungen lehrt, durch
das Fundamentalsystem Yy Yss- -+ ¥ in der Form

- n

(4. ==y 0., ==l gy (i e e

i il B A I ¥
darstellen, wo die b, von @ unabhiingig sind.

Bestimmen wir nun # Funetionen I-'I.In. a’-'” Y, .-’-'" | 80, dass die Gleichungen
i

) ;1 j__ i ‘f‘ in l:\
() ?'fu' FIJH 'Ir’lr.l I I[|| '#f gt 0 n—1 ‘.‘f.l.

erfiillt sind, so ergibt gich, wenn man die (leichungen (4.) (n—1) mal nach @ differentiiert und

- (1) {(n—1)
wieder Ableitungen hoherer als (r—1)** Ordnung mittels y. Py Y, s ==
¥
eliminiert,

o | ec) f" f1 # f‘ (n—1) l:i.' 0,1 it !]
(6.) !"J' il 'J'If.l' ! al 'f'lf.-' hepfe a n—1 '”; i [ 1 !
[4st man die Gleichuneen (6. fir i=1,92, -+, # nach & _, F . ..., F als

=) a ) il an-—1
Unbekannten auf, so ereiebt sich
F 1 i
1 (at) 1 [ex)

(7.) ' \ 7 THE \ S PR
" .-,:J:’ L'} e AR A IJ’.“

A F

i=1 A =]

Die Grossen I : reniicen also, da die fa;' von @ unabhiingiz waren, cbenfalls

den Gleichungen (3.).
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. : \‘E (2] ) = | -
Wenn umeekehrt K a, Y, u, ein Lisunessystem von (7)) ist, so
i e ] ¥ | o 13 L

T
setze man ».—a.. W @& 9.+ ., y . Man erhalt dann
LE ) o | L) Y n
i
‘l” \1 ez}
! i Wiarns
‘a3 Vi ey
r==——y
=
d. h. aber
[z} I‘1 jr. ¥ f‘ (n—1)
¥, ] . oF WS ety Y, .
L e ( ";.l al 'f.l a1 ""r

Die notwendige und hinreichende Bedincune dafiir, dass zwischen zwoi

Lisungssystemen Bis Jgs "5 4, OB Yyt Yass =l Relationen der Form
1 1 4 . (n—1)
= f‘J”” Y. h!}l -y 44 S PR fb”” | Y. B
Wi E“”. HIIH—I eindeutice Funetionen von & sind, ist die, dass das

System von Differentialgleichungen (4.) ein eindeutiges Lisungssystem besitst.

LV.

Man sagt bekanntlich von einer algebraisechen Gleichung a2 Grades

i it |
i (. it v s a- =
I i
WO @, 5@ rationale Zahlen sind, sie sei reducibel, wenn sie mit einer aleebraischen
(ileichune niedricoren Grades
m m—1 !
x b o2 S el b (), (m ).

; i 3

W0 f-'!. -+« b rafionale Zahlen sind, Lisunren cemeinsam hat.
i

Ebenso sagt man von einer linearen Differentialeleichune st Ordnung mit ein-
deutigen Coefficienten (vgl. die Abhandl. des Herrn Frobenius, Crelles Journal Bd. 76
(1873) S. 236 11), sie sei reducibel, wenn sie mit einer linearen Differentialeleichung niedri-
gorer Ordnung, deren Coefficienten gleichfalls eindeutio sind, Integrale gemeinsam hat,

In seiner eben angegebenen Abhandlung hat Herr Frobenius cozeict, dass eipne
lineare Differentialgleichung (4.) mit eindeutigen Coefficienten notwendiz reducibel sein
muss, wenn zwischen zwei Integralen » und y eine Relation besteht

) it (n—1)
Y di“‘-;.r ! _ily- SRR S | ¥

i

R (s [ .1J ] cindeutice Funetionen von a sind*),
L

*1 Der angegebene Satz erscheint dort als Verallremeinerung des von Herrn Brassine (Anhang
von Sturm, Cours d'analyse € 11 Note 1) bewiesenen Satzés, dass das Bestehen der Gleichung p=axy die
Reducibilitiit zur Folge hat. Vgl aoch L. Fuehs, Sitzangsberichie 1888 S 1277, und den Beoweis, den

Herr Homburger (Crelles Journal Bd, 111) fiir obiwes Theorom gegoben liat,

=
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Wenden wir diesen Satz auf die Ergebnisse von I an, so folgt, dass die
Differentialgleichung (4.) reducibel sein muss, wenn die Gleichungen (32.) 11
pin eindentiges Lilsungssystem besitzen.

Zun diesem Satze muss jedoch die folzende Bemerkung gemacht werden. Wenn
zwischen zwei Integralen 7 und y die Gleichung besteht » — ¢y, so folgt daraus natiirlich
nicht, dass die Gleichung (4.) redueibel ist; vielmehr kinnen solehe Paare von Integralen
stets in beliebiger Anzahl angegeben werden. Aus =y folet
(1) ?'.«{'“' = r'y,rmj
In der That besitzt das System (#) IIT stets die Lisung

J Hm; 0, wenn a == #

| £ =e,

o
wo ¢ von @ unabhiingig ist. Dieses System lisst sich in der folgenden Form darstellen
(vegl. (2) 1)

1]
1 3]
{3 \ 9y I O, wenn « | 3,
o3 i k Ak
; k=]
(3.)
(il
i (4]
B iy B e
o ATy it I.I'||:
R==x]

Y
Wir gehen jetzt dazu iiber, den folgenden Satz abzuleiten:

Wenn die Differentialgleichung {d4.) fir ein Fundamentalsystem
Yis Yos o025 ¥, eine von dem Parameter ¢ unabhiingige Substitutionsgruppe

besitzt, so geniigen Yy ¥os 2705 Y, als Functionen von ¢ aufeefasst, ebenfalls
5 H - !

eginer linearen Differentialgleichung

n 1—1

o ¥ il if ;

(y ! . v | - | ”
{;i] ] r""] fi—1 . |l'Ill.-.l 'ff H

it il
WO g,y g5 -+, g, eindeutige Funetionen von ¢ und @« sind. Fir die Differential-

; ; :

f.'.']i‘it']llljl}_'.'-lfff.] spielt dann @ die Rolle des Parameters,

Zn diesem Zweeke beweisen wir zunichst, dass die Grissen D ., wenn sie ein-
deutice Funetionen von @ sind, aueh eindentice Funetionen des Parameters ¢ sein miigsen™).

Es werde also voraunsgesetzt, dass die Griossen Hu? (; g=0, :++, n—1) ein-
dentige Funetionen von @ sind. :

*) ¥l hierzgn die Abhandlung meines Vaters (Sb. 1892 5. 164), wo dieser Satz ohne Beweis

angecrecbhon ist
=
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Lassen wir den Parameter ¢ irgend einen Umlanf in seiner Ebene beschreiben,
g0 migen die Grossen /) _ dabei in 4 _ itbergehen. Die Grissen 4 | miissen dann, da
3 {7 By B

I el 13

i} ‘HI P, i g
8P Py " P, und alse auch s

X : " nicht nur eindeutize Funetionen
Ot o >t =
von @, sondern auch von ¢ sind, ebenfalls den Gleichungen (3.) If geniigen.

Ferner ist klar, dass auch Ju,f gindentice Funetionen von & sein miissen, wenn
dasselbe von H” : ailt. Wenn die JM_.: von den .U” f\'l‘l':ﬁf'llil'fil'l'l sind, so haben wir also
gwei in @ eindeutige Lisungssysteme der Gleichungen (3.) I7.

Schreiben wir uns nun das System (3.) [f sowohl in [ . als auch in 4. hin

und subtrahieren immer zwei entsprechende Gleichungen von einander, so erkennt man,
f.l"H g
dass sich das inhomogene Glied £ . durch welehes sich (3 I von (3) TIT unter-

scheidet, weghebt. Folglich geniigt die Differenz 4 __— D . dem System () 771. Nun

war aber das einzige eindeutige Losungssystem dieger Gleichungen, welehes existieren kann,
ohne dass die Differentialgleichung (A1) reducibel wird, X . =10, wenn « |- 5. & e,
. T

a L]
i3 . ]

Soll also (4.) irreducibel sein, so muss

4 =0 _ . wenn a=E 7
@ 3 a &

D L o
e P

gein, wo ¢ eine von @ unabhiingive Grisse bedeutet.

Wir zeigen nun, dass man es stets so einrichten kann, dass diese Constante
¢=0 ist. Wir wollen der Einfachheit wegen annehmen, dass der Coefficient P, der
Gleichung (A4.) =0 ist. . Formt man die Differentialgleichung (1.) mittels der Transformation

‘ \ i
y—eu * in eine Differentialgleichung fiir «# um, so fehlt, wie eine leichte Rech-
nung zeigt, in dieser Differentialgleichung der Coefficient der (n—1)"" Ableitung und die
tibrigen Coefficienten sind gleiehfalls eindeutige Funectionen von .

Wenn
L)
1 i p Dl (1—1)
I e ats L
(£.) i ) '{".'- a1 fj; ‘r}r..: R | ‘an'- 4
g0 ergibt sich fiir 7, =¢(t) ¥, wo ¢ irgend eine von @ unabhingige Funetion von ¢
bedeutet®),
{ez) {ex)
o) il {;.«' (] ,-'.-fr. de (e
ard - t o
it it it Y
¥ (e —1}) 0w [ e}
.- | - e A | ” I » 7 W,
L‘rﬂl"’ 'UF "Un'] ¥ 'r'lfr' : ! L’fx P :;.rr_ {r': ‘”u ft i 'f"
[ ' ]_I {7 1}
‘Fjia =t ]E: 'l’_,l"'. : b ! !)'t L 1 l".’ cr

*) Vel Lo Fuchs, 8h. 1888 8. 1288 Gleichungen (6),




()
(10
¥ i ' (z—1) 1 de (ez)
2, D n+D | =
) it all ¥ I al 7 qu. a—1 1 '”H i @ 0t 4
{r==1) (rn—1)
f)'.I' (¥ 4 J :r"fl ey I !Jf-' n [ :’.Irll.

d. h. aber: die . genfigen einem eben solchen System wie die ., man hat nur an Stelle

| ¢
von £J 2o seizen [) . Wenn also die zu 4 i rphiirice Sub-
£ R 1 al lie zu ¥, ¥,, . ¥ gehirige Sub

stitutionsgruppe vom Parameter ¢ unabhiingig war, so wird man dasselbe auch von der

LY . €Yy, v ¢y, gehirigen sagen kinnen, wo ¢ eine beliebige von @ unabhéngige
= ! '

Function von ¢ bedeutet.

Nun folet ans (4) T, wenn P 0 ist

Jfl "l"’:_? .r,rH
* ’ *
'jf| UL’ I 'j'fu
(4L) d 7
(n—1) (n—1) (mn—1)
'Jf] 'u:{ gy 1
wo 3 von o unabhiingie ist:; sollte diese Griisse von ¢ abhingie sein, so wihle man an
y - ; 1 1 1
Stelle von Yoo Yoo e 4 das Fundamentalsystem - T B T

Vr v V7
dann wird fiir dieses die Determinante 4 den Wert 1 erhalten, und fir dieses Fundamental
system wird nach dem eben bewiesenen Satze die Substitutionsgruppe ebenfalls von dem
Parameter ¢ unabhingizr sein.

Wir konnen also von vornherein annehmen, dass die Determinante 4 den

"Wert 1 hat.

Nun orhilt man bei reithenweiser Differentiation naeh ¢

|

it ‘I og ! ”1! L ) ”;. 1l n—1 } d;
also ergiebt sich nach einem Umlauf von ¢

i d (

0 ' ”nln' rpea) ”i. B ”"}“r‘

da ja fim : inl H” e itberzeht, 4 aber ungeiindert bleibt,
Hieraus folet aber
nne=0 und somit ¢=1{.
Wir gelangen also zu dem Resultat:
Wenn die Grissen [) . eindeutige Funetionen von @ sind, so kann

=2

man es stets so einrichten, dass sie aueh cindeutige Funetionen von ¢ werden.
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Hs sei wieder Yin Yoy * Y dasjenige Fundamentalsystem, fiir welches die

Substitutionsgruppe von dem Parameter ¢ unabhiingig ist, und fiir welehes die zu-

gehorigen ) . cindentige Funetionen sowohl von @ als auweh von ¢ sind. Wenn der
(v

Parameter ¢ ecinen geschlossenen Umlauf beschreibt, so migen dabei s Yoy v g Y

i

bezw, in g+ s ==y 7, Ubergehen, Da die Coefficienten von (4.) eindeutige Functionen
i I

von @ und # waren, miissen auch s Tt e Lijsungen von (..) sein, die sich alzo
= Ll
linear und homogen dureh w,, #,, - -, # darstellen lassen miissen:
1 i un
/| 2 [/ [ () il T,
= %11 & 12 s L oo
;;,3 “‘:j[ .-'r-'lrj ”;_[:.l ..F-f-_r = s x t 9 :jj”
(1)
— 1 Y 7 Lty tt 2
?"'il nl ""l! nd ""r‘;* nan J:-r

Die Grossen a,, sind dabei von @ unabhingig; wir wollen jetzt zeigen, dass sie
auch von ¢ unabhingig sind.
Aus der Gleichung
. (n—1)
2 ks ) T
L) Y f 00 _.r,.f?_ ! .

folet naech einem Umlauf von ¢

1 i 1! it
\"[ il .r.rl: " \'I il "’;}r \1 \1 (m—1)
¥ i - ) O YT s =t=U ) Y
220 B T ke ik oot 00zl ke On—1 2 |75k vk 2
] t=—1 =] fe=]
also wegen (2.)
i
= Dt
(2.) \ =yl =0,
- Ot vk
=
Daraus folgt aber, weil y , y,, ---. y ein Fundamentalsystem ist, fiir welches ecine
i -
lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten nicht bestehen kann,
il u_&.
L
=
i

Die Grissen @ sind also fiir jeden Umlanf von ¢ nicht nur von @ sondern auch von #
unabhiingiz.

Wir bilden pun die folgende lineare Differentialgleichune mit der unabhiingicen
Variablen ¢:

=k
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JI' "';] i}.l'”
) )
iy f ﬂj i) ‘.Pfﬂ
it i af
(4.) - ()
i n n
1 | )
oy 4.y dear
A ot
Diege Differentialgleichung wird offenbar erfillt fir
Wil =Yl =¥
Sehreiben wir sie in der Form
n n—1
iy i i/
0 T [ | —1 il JH ‘U U }
it ot

indem wir die Determinante in (4) nach den in der

ersten Uolonne stehenden Elementen
entwickeln, so ist

1-".l'r 1 .'rfr 2 i a ey ."."f -
il Y, il Yo il Yo i ¥..
o it it i o
=1 a—I1 a—1 a1
i .l,.rl i ."!'1_1 il s i 'r"‘..-
a—1 a—I1 1 —1 a—1
(5) - i ot o o (a 0.1 - n)
= a-t=1 -1 a1 a1
il f;l il -U:-] il "'f:! il !,.f“
[rs 1 i ! I s 1 i 1
it il f it i i
n n i '
il f,!l i Uy it W t rjn
= i I (i i
it o 0t it
Wir wollen nun zeigen, dass die Grissen
; =
1 [ -"lll' & f].l } n
r.l' - .'.-' ~ :
I T 2 r, i Ty
eindentice Funetionen von & und ¢ sind.
Nach einem Umlauf von @ oder von ¢ miige y, tibergehen in y, = ¢, (Y Ga Yy
Cro ¥y WO die €., von .r und ¢ unabhingie sind. Dann geht » bei diesem
| e 1 e L, v d

Umlaunf tiber in
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1 'Fl : e R rl ] _.;r‘“ il '?1 Yo /o Y Tan 'Hu'
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i — R | i i aite R s dou 8 @ = [
11 it R ] ot ln ot ] ot ne at i 0t
a—I1 a—1 z—1 a-—| a—1 a-—1
fl i i il .r,r_' ol ‘J,.f” il y | il .:,r: i
i e — L, e | o el H
11 e 187 el I gt S Iy B W S My “4n _ a
it Ot 0t it ot it
i
L a1 a1 -1 a-1-1 a1 a1
il i ] i il i il i il if a
P Lot | : & f wn ] | - :]
+ LR ] ' P . e 2 H .o ow 1 i
11 e | r[i 11 1 n -1 |'.-aI P | r,;:j =1 T -
it ot at ot i it
T i T Ik Tk i
o iy i i o 0w 0 iy
“ I i 2 IS e nn . I ® 2 cpr e R
11 i 12 Tt y il n nl 1 = n2 ) I #in n
ot o it i it it

i b L li sy [ Vo) f it b el ]
[ | 18718 In “1In al 11 n9 12 an 1n
i [/ I a 7 B B 1S e o b - a b S /)
1 =3 ]2 =22 In: 20 =89 nd 23 wn 2n
(1 Ira = it f e S /] CRCRURY |/ | [ = (K (/] = e w1 b
. 11 »l 1.8 w3 In “nn nl nl n2 n2 nn  n
i i i I b ]
11 12 1 # 11 1:2 In
%91 a0 “on by bsg By
i fr i Jrj fr fi
nl n2 i n nd e

ausspricht, zerfillt die Determinante fiir » in

71 71 o In
tyq Yoy €y
J 1L 22 In o,
(¥ 4 [
f ; I
T | : L '.f "
F'J
Mithin erhilt man fiir ¢
P
0
() o, ¥ 1
i@ | ik | @ e
i i q
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Das heisst aber: ¢ bleibt bei allen Umlidufen von a und ¢ ungeiindert, ist also eine ein-
dentige Funetion von @ und £ Die Grissen Yy» Yg» * -, ¥ geniigen also als Functionen
von £ der linearen homogenen Differentialgleichung
(1) Loghh il et q

o : P e
womit der zu Beginn von F ausgesprochene Satz bewiesen ist.

I'iir das am Schlusse von [ angefiihrte Beispiel besteht, wie schon in /I an-
gegeben, die Substitutionsgruppe aus lauter ganzen Zahlen, ist also vom Parameter )’.'1
unabhiingie,  Auf die Differentialgleichung

(4) R T ST 15 (4)

(6.) ¢y +3¢y gl ¥ tg¢ ¥y +tg? ¥y=0,

wo
p=(v— k) (@—Fky) (@—k) (w—Fk,),
wird daher der eben bewiesene Satz anwendbar sein, da diese Differentialgleichung
irreducibel ist. In der That befriedigen die der Gleichung (6.) geniizenden Ausdriicke
k;

Wi

pR=FE—a) —k) —Kk) — k) —Fk),

aunfrefasst als Funetionen von .ﬁ'!, wie aus der Symmetrie ersichtlich ist, der Differential-

gleichung
4 3 2 2 3
d gy ri‘zlf['l:n 0 oF ”)_"L”"l]' 0 ¥y K rll;:[.fg]; 2%
(7} 55'“5'1'!4':'i : IR N § T .
ok, ok, ok ok, 0k, ok, fi'.r"..l
2] a3
15 0y (k)
- i ¥y=10,
128 o J‘l;']
w0

2 (k) =k, —a) (R —K) (K, — &) (k) — K.

VIL

Der im Anfang von V" ausgesprochene und in ¥ und F[ bewiesene Satz lisst
eine Umkehrung zu. In seiner Abhandlung: Uber die Abhiingigkeit der Lisungen einer
linearen Dhifferentialeleichuneg von den in den Coefficienten auftretenden Parametern
(Sitzungsberichte der Berdiner Akademie 1895, 8. 105) hat mein Vater untersucht, was aus
dem gleichzeitizen Bestehen zweier linearer Differentinlzleichungen




2
0 =z 0z
5 v, Ehz=10);
oa o
} 2
iz [1 0z 0
LW i T
. g Tla I Fg®
i ay k il 3 L i

deren Coefficienten rational von & und o ah]a.-'im.rqzn, ,f_{'i-:-{c_-h[u.-:s(ln. werden kann. In 1[jf_l-:<:-n
Untersuchungen ist die Umkehrung des in V7 ansgesprochenen Satzes enthalten. s sei
mir aber gestattet in dem Falle, dass die zweite Differentialgleichung auch von zweiter
Urdnung ist und die Coefficienten eindentige Funetionen der beiden Variablen sind. die
Untersuchung auf andere Weise mittels derselben-Methoden, die wir im Vorherzehenden
angewandt haben, noch einmal durchzufithren.

Wir setzen also, bei unserer bisherigen Bezeichnungsweise bleibend. voraus. dass
die Klemente Yis ¥s eines Fundamentalsystems der Differentialeleichune

&)

()
(4. ',: Py,

b
wo p eine eindeutige Funetion der beiden Variablen # und ¢ ist, als Functionen von ¢
aufrefasst der Differentialeleichung

2
3 i 2 1
{ f.‘r.] :;f rf[ :.l .r: i oo ]
at ; 2

genugen, wo %12 Ha gleichfalls eindeutize Funectionen von @ und ¢ sind.

Es soll zuniichst gezeigt werden, dass Y+ ¥y aueh fiiv () ein Fundamental-

system sein muss. Wire ¥y ¥, kein Fundamentalsystem fiir (B.), so misste die

&3

Determinante

¥, ¥
= il 1.\*J,rl i ] .“J"l._;
at o 0t
identiseh verschwinden. Bilden wir nun
Y, 0Y,
_ 37 — Poo ¥ T Doy Bl
(1)
0 ¥ il Yo
2_n i g
i Do ¥y + Dy d?
o, o1,
. N = = e ] | ] : .
g0 folgt, wenn wieder d- Yy 5 — Yy 5 Eesels wird,
09, 0y,
(2. — =% f
(<) J‘U[][ 1;;] E Yo v p | 0
mithin, da 40,
(.} =},

01

- -
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Nun lanten die Gleichungen (3.) 77 in diesem Falle

0 f)
0 .:-m Diog—p Dy,

0 I

(L) ] 4[” Dy —Dyq
It ) H] e ap

o @ =00 e Doo il iy

i) .U] o - -
0 a =) 1 L e B G

Multipliciert man die zweite dieser Gleichungen mit p und addiert sie dann zur
dritten, so ergibt sich mit Benutzung der ersten
g
- - 'I“[IH ¢ '“lj
(¢h) = -2 m

o

1 rJJH o
{1 H e 01 9%

Aus der ersten, zweiten und vierten folet leicht

a
i “HI J o Il

: 00 .
(6. e — 0k

) 2 i @ )

il a
0 Dy
Wiire also H'{H 0, so hiitte man zufolge von () ——— =0 und somit aus (7.)
3 L1

il = i - : : ;
”': -0, Das wiirde. aber heissen, dass der Parameter ¢ in (4.) garnicht vorkomumt,

was natiirlich nicht vorausgesetzt ist. Es miissen also Yy» ¥y 8uch fur (B) ein

Fundamentalsystem sein.

Aus (1) folgt leicht:

0y ‘ Y s 9 ) 9 ]
(7.) - 7 - H“[] | H{“ ”Uﬁ -p ”'-‘l. Y,

] ”[|| : .
( S Y ”lll“{ﬁl]ﬂi'

(i 0001

Setzt man (#4) und (7) in (B.) ein, so ergibt sich fiir y,, ¥, eine Gleichung erster

1«2
Ordnung

oy
e L 18] (i)
T A JI 2

(&.)

(LT
A — ey —{),

il

*) Vgl zu (5) und (£) L. Fuchs, Sitzungsber. 1892 8. 163, Gleichungen (Fa)
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AR a0 . ;
- ek M0 ‘”:H "‘”U] Dy + 4y Py q
i '”I.Hl 2 9 :
H o | “{]“ n ”I]I | fJ“lf}“” E 4, .r')”“ Hdy

Da aber die Determinante J ¥ ¥a .’I.,.’:"; nicht gleich Null ist, so folgt aus der Theorie

der linearen Gleichungen A=0, p =10, d, h,

i ”0 { ;
(9.) R 2 Hﬂll .U“J .-’J‘”] “Ill 1 ”fll 0,
] a 2
(10.) 0 f“” } “;u p Doy Dy, ”:}r. by Dy + =0
Aus (6.) folet
(6.) Dl era s e
wo ¢ von « unabhiingig ist. Also folet aus (9.)
v ] .U'“ 1 F
() = « ,"J'I1I q, H”I ==\

Differentiiert man (70).) nach @ und beriieksichtigt (ﬂ'.fj und (3.), so folot

g
rJ“ f_,‘ ¥ rl I,] .
4 (101} 00 o () Ry ¥
(. B ! ().
() dx ot ' ° o Dyias T (4 Pos) 7=
Differentiiert man (%) zweimal nach @ und benutat l[-"a',‘h. so ergibt sich
o
0 Dy " i
L oo AT
T ( ”1‘; tfjr[ ””[J (). also
in Verbindung mit (10)
# [ ¥ c .rjll:, : . . ¥
i(11.) q, H“] i .-U"Hl:r“ i _}”_If} ey -!F’r:i: .

Bezeichnet man wieder dag, was aus [} - bei cinem Umlauf von @ wird, mit ‘”; , umnd
a L3
setut ‘”1 e,

g — 4, 55 so folgt fir £, ans (71), da ja die Coefficienten dieser
3 ;

(zleichung eindentiz in @ sind,
] ¥ { w (3 FI
}'":’. - :' | .: | By | ‘f
o) 1+ jil]'.f"ll'"'rlf} L
Aus (4.) und (6.) dagezen ergibt sich

(i
1

(13.) E,—4pKE —2p B =0.

Num ist fiir unsere Differentialgleichung zweiter Ordnung entsprechend (6.) [F

(74) For =711 Y%y T g Y Me HTor Yatis Yo ¥
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und es ist (f)) 1
—1
= Ya
e il
) 7 %
Oder, da hier ({(£) V) 4= von @ unabhiingig ist,
a 2
(74.) By =%,4 +3, 99+ %, Y

wo d,. von @ unabhiingig ist. In der That ist das allgemeine Integral von (73.) in (14.)
enthalten, wenn man die Constanten a. H willkiirlich lisst. Diese Differentialgleichung (13.),
der die Quadrate der Integrale von (4.) geniigen, wird aber nur unter zanz besonderen
Voraussetzungen iiber p redueibel. Das Bestehen der Gleichung (72.) hat also zur Folge,
dass entweder die Coefficienten von (72.) versechwinden oder f:'u =0 ist. Das erstere ist

unmiglich, denn

r]r,] - () und r‘.r: L2 :’:J =)
hiitten :‘;’l — () zur Folee. Also bleibt nur die Mioglichkeit fa'ul 0.
Daraus ergibt sich aber, da zufolge von (6.)
(15.) Is':]] 2E,, =9,
auch E“" 0, d h. aber fir beliebige Umldofe von @
(16.) s =D ST

Wir kommen also zu dem Resultat: ”[m und f)i” sind eindeutige Fune-
tionen von @, die Substitutionsgruppe von (4.}, die zu Yy Uy gohiirt, ist also

von dem Parameter f unabhingig.

| — — —
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