Algebra.

I. Rechnen mit benannten  Zahlen. Benennung veriinderlich:
IT. ” » unbenannten Wert "
I11. " » unbestimmten GriBen: Algebra. Glieder n
AV » » Funktionen: Hohere Mathematik.

Rechen-Operationen.

@, » jede Grofe; in derselben Rechnung eine und dieselbe.

1. Addieren: ¢ + b = ¢=0b1la
S'll.m:m:uul + Hurm.muul == ':51111::[110.

(r':. —‘: J}} —}— c=qQ -—ll— b : -0 == {r‘.i —E- ('J —E- a= f_r‘ -—|— r'f) + b

2. Subtrahieren: (e—b)+b=c
‘ c—b=a Minuend — Subtrahend = Differenz.
] c—a—1>D Rest.
| e—=e=10
| e — (=¢)= —, negative Grofe.

Mit Vorzeichen: Algebraische Grifie. Algebraische Summe.

zusammen mit 1.

[(n.—_ﬁ—b}-—-r' —=a-+b—c
(@a— b)+¢ =a —(b—c¢)

l{a—a’;)—rf =a—(b-4c)

[ a—(b+c) e Lt ' Auflésen und Zufiigen von Klammern:
(b — o) =a-t+b—e¢ : : = =

l : G e -+ (a o -b) = <+ a-b, ohne Zeicheniinderung.
a—(b—c) =g—bte¢

—(a+b)=—aF b‘ mit Zeicheninderung.

(a+b+(e+d=a+btecid
l (a-+D) = (e — d)=a-tb+e i
J@—=0b)+(ct+d=a—btectd
l (@a—b)+(e—d)=a—btecFd |

fiir @=0 und e¢= 0 Zeichenregel: Algebraische Addition, Zeichen der griBeren.

3. Multiplicieren: a-t+a-t...+Fa=ba
b
i) b = e=b-a

Faktor % Faktor = Produkt.

I =0

[ tmlu sstimmt.
(a - -e=(b-¢)-a=(c-a)-b
zusammen mit 1. und 2.
f (@ b)e=acbe
| a(b+e)=ab+ac
’ (a+D) - (et d)=actbe+ad+bd
|l@=0b):(ctd)=ac—bct+adTbd |

fiir =0 und ¢= 0 Zeichenregel: Gleiche Zeichen geben --, ungleiche —.

Ausklammern,

jedes Glied mit jedem Glied.




4. Dividieren:

Zithler
Quotient -_‘\'\-.:::,.;1;-:: Bruch.

1 heben, erweitern.

gebrochene Zahl,

0 und oo reciprok.

0
unbestimmt.
00
-~
zusammen mit 1. und 2.
ii: & Gl o Partial - Division.
'+ [ (i
(48 ('
_r'—' I c _3 (
a-t+b TUehe & g —b
¢rd ctd—-ctd ctd ———crd
fiir @ =0 und ¢=0 Zeichenregel: Gleiche Zeichen geben --, ungleiche —.
zusammen mit 3.
ab f b
———h= f’.’---_-
7 % 7
(7 i
be = he
zusammen mit 4.
g e = - e L4 b
b h-e c
b ae f
5 ¢ 5 _ﬁ_ g b
zusammen mit 1, bis 4.
a e wl - be |
7T SR
Hauptnenner.
(1] e ad —be
BT A e i
[} (i -
biid abrd
(A T a-d
eT B

%




B — [

S i lix.pu:mnt
b Basis = Potenz,
Quadrate:: 1 4 9 16 25 36 14D 64 81 1000 121 ilalil
Kuben: 1 QUSSR ANRE{O SRS 1A SR e R 2 O () O O

(a L b)2=0a?+ 2ab - b?
a? —b2=(a+0b) - (a—0b)
- 3a°b -+ 3ab® + b®

(@4b+e)=a?+b2+c2+ 2be+2ca+ 2ab

ey
=
i
i
o
|
S
=
|

(—1Pr=+1 (—1fpedt = —1
Vereinigen und Trennen.
Exponent gleich, Rechnen mit Basis. | Basis gleich, Rechnen mit Exponent.
am™ . b= (a - b)" | gt o= g
i E (A i I m>n|a":a*=a"" Exponent:
i lm:n il 0

3asis und Exponent gleich.

mn ¥
am . g = :{.3”‘ {:”.mJn. — gmn : (,;Ta-) — g™

N

am: g — T s

n—t\n n \n
(1 ( ) = (],"’ri"’J = o
A\ ! 4

i L

) "

JucEiE = Va™ =a ‘Bruch.

E':N]\-Z?].Ii_‘llt b i
1 Radikand = Waurzel.

" nicht Bruch: denn: Bruch? nicht = 2 | rational: periodischer Dezimalbruch.

| irrationale Zahl. Iirmlionnl: nicht periodischer Dezimalbruch.
(2, .
a2l O 1 i | .
Ya?+2ab+b*=a-+b ‘ Rationalmachen:
A bl [vas _
I V+1=+1 [+1=+1 | 1 =k 1 }";
Dt 2 ! { R
Bl e L
Vereinigen und Trennen,
" — H.l - n—
]-"l a ) hi— ]’r a-b ‘
90— - n :

n — o
]’{a : }H: — 1 w:bh

n - e 1

1” €l




7. Logarithmieren,

H(.’
(Deﬁnit]on durch 2 Gleichungen: a’=¢ = '—:)

o
Definition durch 1 Gleichung: .a% = ¢

/ Logarithmus }

Basis = Numerus.

Logarithmus — Exponent als Funktion von Basis und Numerus. J

Vereinigen und Trennen.
[ i

m-n im n

in m (13

m® m
= . L

~1

]-’r 5 s SV
(-
_] Summe | Differenz — =] [ A
— S — —|| N [12.4...8..| geometrische l
Produkt | Quotient Summe | Differenz || =1 _ T - Reihe.
.. il Feet e o | SO B | arithmetische I
Potenz | Wurzel Produkt | Quotient 7 !
T Il Rechenstab.
Erniedrigung um 1 Rechenstufe:
Numerische Rechnung.
Fiir die Basis 10 gemeines Logarithmen-System. Briggs.
Berechnung der Tafel.
10z =2 i =210 ! ==zl , O=g=1
1022 = 4 1<4<10 i B=2z<=1 0<a <05
L0A= =16 = 10 <16 <100 [ l<<dzp<<?2 0,25 <2< 0,5

: | . :
102862 — 115(75) ||1(77)<<115(75)<<1(78)| 77 <2566z < _Tr.Q 0.300.. <2< 0,304..

= “'ghgg — 0,30...
log 2 — 0,30103 ‘ log 00 = + O 1 alle
log 3 = 0,47712 log 1 = +0 ¢ reellen
| log 0 = — 0 I Zahlen.

log(19 (Prim-)Zahl = Charakteristik - Mantisse.
(Eennziffer) (Zuogabe)

Fiir einen Numerns ist die Charakteristik des Logarithmus die hochste
Ordnungszahl, Einer 0% Ordnung.
| Fir alle Numeri mit gleichen Ziffern ist die Mantisse des Logarithmus
I dieselbe.
Numeri und Logarithmen wachsen (annihernd) gleichmiBig:
P(artes) p(roportionales), Interpolation. s. S. 15.
 Negative Mantisse.

Zu vermeiden: | ! . A
| Gebrochene (negative) Charakteristik.




Rechen -Stufen.
Rechnen: Aus 2 Zahlen 1 Zahl bilden.
I. 1. Addieren. vertauschbar. Jmkehrung: 2. Subtrahieren.
Besonderer Fall:
II. 3. Multiplizieren. vertauschbar. Umkehrung: 4. Dividieren. |

Besonderer Fall:

(4 Species.)

II1. 5. Potenzieren. nicht vertauschbar. Umkehrungen: f ,G, li:uhm.eren:
| 7. Logarithmieren.
Besonderer Fall:
[V. ?
( Umkehrung: ein Glied abhingiz von den andern. (Probe.)
| Besonderer Fall: gleiche Glieder.

Die hohere Stufe vor der niederen ausgerechnet; Abweichungen: Klammern.

Zahlen-Arten.

Neue Zahlen-Arten nur aus den Umkehrungen:
Zulassung in dem Sinne, daB das Zeichen der Rechen-Operation seine Bedentung behilt.
1. positiv. 2. megativ.
—

ganz. 4, gebrochen.

e — —

rational. { 2 irrational.

' 6. | 5 : Ao
reell. { ~" | kombiniert mit 2. imaginir.
({88

(Kom]]leke] Zahl.

Graphische Darstellung der komplexen Grofien. Gauss.

» ‘ Richtung.
aleebraisch | 2 mittlere Proportionale
R s | zwischen -1 und — 1.

a - bi = 7 (cos g + i sin )
b ¥ =
durch die Sub- [ @ = Mk bl !..i ]. 1;§11t})-
stitution: @ |4 3 el ]“5" 1.
~ —i= j [ M1 e [ e "I_ 1
cOo8s (P : o o 7 3 .
19 =1 USW.
ge0- [Rr‘chtwinkliwe Koordinaten. vl
metrisch: lPoI.n 1x001dll:aton { =it konjugiert komplex:
"""""""""""""""" : a =+ bi =r(cosp -+ ising)
Koor dln.lten Transformation: (@-+bi)+ W—bfl 90
Ia —7-cos . ‘ r—Va? -+ b2 ] (@-+bi) - (@—bi)=a®+b?
I - t b s 3t T
2 =SB QI S = —— ———=—C0S(p— 18 @
\ y | £% @ j COS ¢ - 2SI (P 5 7

Wurzeln der Einheit durch den Moivre'schen Satz (s. S. 11):
Teilung des GauB’schen Einheits-Kreises in die Anzahl Teile des Gleichungs-Grades.




Logarithmiseh-maehen dureh trigonometrische Funktionen.

Ausdruck, | Substitution. . Resultat.
it ter | T‘ | a
=L = |/ — = —
—u (=] ;'n a , cos2 f,"
: /5| :
wenn a=>b sin p = - | =a-cosg | .
v wi | | das Grofere
y B | mit Vorzeichen.
wenn a <20 sin = |/ p | = —1b-cos? P |
)
b
| — =1gqp
it i
a + bi N =7 (cos p - 7 sin ()
b LG
l COS (p
Goniometrisehe Liésung der quadratischen Gleichung.
o e ,_a I
2?2t ax-+b=0 J:L e l ()) LN
2 Stellen logarithmisch durch 1 Substitution.
Bedingung. | Substitution. Resultat.
Jb { p = P
h= — te e z,=7b-tg 5 = —1b:tg 5
| 2
| " 5
g s e | e e e
1/;,{.2 ‘ Bin@=re z, =7]b t;,_2 &y = 13;.t,__3
| 2
b= -+ und
! a
a1 S 9 ; ik e
];‘ b~ __)’_ ieosm P Z?F i;!,'L =1 b(cosep +ising) ay, =7V b(cos ¢ — ising)
= I}

Vorzeichen - Bestimmung.

Gieometrische Konstruktion der guadratischen Gleichung.
| @ nur eine Strecke: & eine Strecke, b eine Fliche = e
| nicht tiberall -|-.

z?tax—e?=0 x?—ar--e?=0 | —a*taxte2=0
z(z+a)=e? r(e —x) =e? (e — a) =e?
(Quadrat e* = Rechteck Quadrat ¢® = Rechteck mit { Quadrat ¢* = Rechteck
mit gegebener Seiten- gegebener Seitensumme a. | mit gegebener Seiten-
differenz a. ' differenz c.
(N
%
\}\

2




e e

Gleichungen.
Formel (Satz) — Bestimmungsgleichung (Aufgabe).
Ordnen — Transponieren — entgegengesetzte Rechen-Operation.
I. 1. Grad 1 Unbekannte.
(ax! 4+ bz = 0) Normalform: z++a=0 = —da
II. 1. Grad 2 (und mehr) Unbekannte.
Normalform: fraz —_I”’r_b | Eliminieren. |1 Gleichung 1 Unbekannte.
\detey=7 | |
il e— by | c—by £
1. Substitutions-Methode: |&z=—— | d-——=-Jey=]
(1 0
: = > & o — J".i ‘—{!,J I {-_.h; .—-‘P-’
9. Kombinations-Methode: [z =— . .rr=’( — ol —f— 2
| 0 d a d
3. Koefficienten - Methode: ac+by—c | d
dx - ey —J,r i
daw + dby = de | algebraisch >
e — db) = af—d
adx 4 acy = af | addiert | Yl goReilbles Ol
ch | | ae |
: | fe | drf |
4. Determinanten. 2= - i Y= ————f-
| @b ab |
| de | de
5. Bézout. ax by =e|n an—d=10 | bn—e=10
Methode der unbestimmten dx +frr'i'=f 220 ! e "‘"_ [ e :
Koefficienten, wlan—d)+y(bn—e)=en—f R b
III. 2. Grad 1 Unbekannte. Dittan.
Koselficient. Konstuntes Glied.
(aw? 4 bzt - ex? = 0) Normalform: 22dax+b=0
. S0 eih. et e |
spezielle TFille: [ 1 =10 rein flll'l[ltlli‘T{,l ry __I—] /
l h=10 :{;{__')' -E- r.r} =0 ) = ] | Ty =—0a
1. Ergiinzungs-Methode: | a? - ax+ b= 0 gemischt quadratisch.
§ a\? PN ¢
(-_r.—i—-z-) = —b- (fj) rein quadratisch.
BT 4
. =5 -+ I_.f (;) — b linear.
| Wurzeln.
9. Methode der unbestimm- 2?4 ar + b= 0 gemischt quadratisch.
ten Koefficienten. : r=y-+x

w24 x(2y+a)+ (2 +ay 4 b) =0

2
i . a : g
linear. 2y +a=0 | z*— L 4 b =10 rein gquadratisch.

| ;
i —E—; ‘ Ry = aF i (—Z)—h linear.
[(2)® e ;
Worzeln: (9) — b Diskriminante.
leI reellen Koefficienten: wenn komplex, dann konjugiert komplex.
Wurzeln a,+,=—a Koefficient = Summe der Wurzeln mit umgekehrtem Zeichen. 1
und Daten:|z, - @, =+b Konstantes Glied=Produkt»  » » nicht » j »

(@—a,) (x—a,) = 0 (Faktoren-Zerlegung.)
Gleichung aus den Wurzeln: x? — Summe - @ 4 Produkt = 0




IV. n Grad 1 Unbekannte,
reduzierbar auf 2. Grad.

a2t daqr"-+b=0 at=yg
1. Binomische Gleichungen.
n— n—
z"—a=0 9:1.——}-’51 . ]/l
T:A
at=1 o, Wurzeln der Einheit.
n
algebraische und goniometrische Lisung.
T, — 41 | @ = -+ 1l o = A5 = 41 . | Methode der unbestimmten
| cogi j-—--,—' | Koefficienten.
| = il s gt 1
| e — 1| = = ey Z=1y-+ai=r-(cos @ isin¢)
| = | = . [ . ' "
| | & ; | [ Moivre'scher Satz:
—1—)y—3| P : l m
I '.:‘33——2 :L:;—-—]—F—'—li i } ¢= ?“360
_I'.I 3 __LIII':I 1 ‘ l 70 = 1

m ULy ok
Ty = cosJ—SGO - isin—360
2 n b

|

beim 5. Grad: reciproke Gleichung 4. Grades usw.
2. Reciproke Gleichungen.
| Reciproke Wurzeln = Symmetrische Koefficienten.
| Vorzeichen gleich oder symmetrisch entgegengesetzt.
{ bei ungeradem Grad eine Wurzel 1.
| bei geradem Grad und entgegengesetzten Vorzeichen Mittel-Koefficient A 0.
[ Losung algebraisch: Faktoren-Abscheidung: (1) (z—1) (@*—1)

g ; e 1 1
beim 4. Grade: heben mit #2; substituieren &4 — =1, also z* -+ —=19>—2
& x?

Y. 2. (auch hoherer) Grad 2 (und mehr) Unbekannte.
Grundformen: (z-+4+#)® (@—2)@ (v-y) (@2+22) (@*—2?)
wenn die eine Gleichung 1. Grades: halbquadratisch: Finsetzen,

Beispiel: { e

iy — B
1. BEinsetzen. 2. algebraisch. | 3. Identitiiten. | 4. Quadratische Gleichung.
T=8—1 (;r‘. _;_ y}?_ 4:1?}. . E 22— 8y "|[‘ P2
s+y)? (@—y)?
4 0 '?)l —_—
4 4

Identitiiten: b e
2 4 9°

2 — g =+ ) )

J €T . 2 GI‘;I[]
Grundform — = %, wenn die Gleichungen homogen, d. h. [ l
- :

! ; aller Glieder gleich.
| Dimension | o

Wort-Gleichungen: Unbekannte, Gleichheit.
Graphische Losung der Gleichungen.

Schmalz, Schol-Mathematik. 3




Proportionen.
(1. Rechenstufe,) Arithmetische Proportion: a—b=c¢—d
Summengleichung: a-td=b-t}e
Vertauschung der AuBen-Glieder, Innen- Glieder.

a—b=c—x 4. (3.) Proportionale x=0b-}-c—a

stetige Proportion: a—b=b—e
p a + h|mittlere arithmetische Proportionale
@d—&r=r—0 r=—
2 | oder arithmetisches Mittel.
fortlaufende Proportion: a —b=¢c—d=e—f= .....

(2. Rechenstufe.) Geometrische Proportion: a:b=c:d
Produktengleichung: a-d=Dhb-¢

Vertauschung der AuBen-Glieder, Innen-Glieder.

Korrespondente Addition und Subfraktion. Addition und Subtraktion von 1, Division.

Verhiltnis-Glieder. Vorder- und Hinter-Glieder.
a —— b |IrJ (41 £l ‘“:_ (4 c 1
BT PREr L
a-b c-d a--e b-4+d
a{tﬂ T Bl b

Mnltiplizieren, Dividieren, Potenzieren, Radizieren.

bh-¢

(¥

a:b=c:xz 4. (3.) Proportionale -

stetige Proportion: ab=b:c

; 7 | mittlere geometrische Proportionale
G x=x:0 r=a-:0 i : _
} | oder geometrisches Mittel.

fortlaufende Proportion: a:b=c:d=c¢:f=...

andere Schreibweise: a:c:e...=0b:d:f...




Reihen.
Fortlaufende stetige arithmetische Proportion: a—b=0bb—c=¢ -d= ...
w, b, ¢, d, ... arithmetische Reihe, absteigend.
aufsteigend :
Arithmetische Reihe 1. Ordnung: 1. Differenz konstant.
l w=a-+4(n—1)d

‘ §= —;— (@ -+ u)

nin 41 '
1,128 | Sn= {’l ‘-'-2_—-] | Kugel-Dreieck
Beispiele:{ 1,3, 5...2n—1| l E@2n—1)=n? | Kugel-Viereck
7 ‘ USW, | | Figurierte Zahlen

11,4:

Arithmetische Reihe 2. Ordnung: l

.l 1. Ordnung. | planimetrisch,

1. Differenz arithmetische Reihe 1. Ordnung,
2. Differenz konstant.

(s n(n-+1 ]
N (Al & ) . yramide
- 1.9 | ¥
o) | e n1 vt 1) 14 2 |
Beispiele:{ 1, 4, 9...22 | Sn2= ( 1}){7‘:}} 4 geitige Kugel-Pyramide |
(aus (z -+ b)® rekurriernd) ‘
. USW. Figurierte Zahlen 2. Ord-| stereo-
; nung. metrisch.

Beispiel fiic die arithmetische Reihe 3. Ordnung. 1 8 27 64 125...#%°

Fortlaufende stetige geometrische Proportion: a:b=b:c=c:d=...
a, b, ¢, d, ... geometrische Reihe, absteigend.

aufsteigend :
Geometrische Reihe: (Juotient konstant.
W= a rj”“i
’ (!”'-— ‘1:-1 )
wenn ¢>1, steigend s=a.- e divergent.
. g—

(i
wenn ¢ <1, fallend; ohne Ende: s= 7 , konvergent.
0y
I\’mm*]'ﬂ-enz—](1'1‘1'91‘1911

(1+Yot ... =

Beispiele konvergenter Reihen
I : = ] pmmukchm Dwmnllmldn

Anwendung der geometrischen Reihe:

Zinseszins-Rechnung,.

¢ =i ; Iz
Endglied: Zinseszins, K= C.p" Zinsfaktor: p=1+ 100
72
Kapital verdoppelt: Exponentialgleichung: Zeit: n==
/P
: : m_ l.m
Summe: Sparkasse: Einzahlung am Jahresschluf K=a -~ T
= -
; r pt—1» : Ausgleich zu 0.
Rente: C=—-= [ . _
p p—1 - ‘ Sterblichkeit.

i
Altersversorgung: a(pm—1")= I (ph—1n)




: ; {
Geometrische Reihe mit dem Quotient: g= s

Homogene Reihe zweier Elemente a und 2. i
a?—b2=(aFb) (a1t 0 : a? -}- b2 reell nicht zerlegbar.
a®— b= (a ——b) (a2 4 ab -+ b?) | a® - b% = (a -+ b) (a®*—ab - b?)

at—bt = (e Fb) (@® +a*b+ab®>+b%) | at--b! reell nicht zerlegbar.

UsSW.

—1l=(z—1)(@"t4a" 24 ... Fa+1)

Binomischer Satz, rekurrierend.
(@ b)° = 10090

(a+ bt = 1a1b9 - 1a®b?
(a1 b)2 = 1028 2albl L 1a%2
(@} b)8 = 1a3b%43a2b1 - 3alb? 1 1a’b?

USW.
.. [ m Grad oder Dimension.
Buchstaben: homogene Reihe e
] n--1 Glieder.
¢ [ in einer und derselben Potenz: symmetrisch.
Zahlen: : . 5 ; .
| von einer Potenz zur andern: Pascal’sches Dreieck.

zur allgemeinen Formulierung:

Syntaktik.
I‘ Permutieren: gleicher Inhalt, ungleiche Form.
Kombinieren: ungleicher Inhalt, gleiche Form.
l Variieren: ungleicher Inhalt, ungleiche Form,

Ungleiche Elemente. ‘ Gleiche Elemente(Wiederholung).

l

Pm)=1:2...n=mn! 1'—

: I’J fJIA PR

— p41
tin—1)...(n—(p—1 n!
Cn)—- =l (_("_]lz (”) - AR {H)=r (u +(p—1))
P 1kl Ry Vi ,:J {??—}JJ ‘ P
.! w P 3

Vin)= —”—r V(n)=mn- =& Summe der
» (r—p)! [ £ Polynomial - Koefficienten.

Anwendung: Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Wahrscheinlichkeit = giinstige Fille : mogliche Fille. w=g:m
|

g w
= m =] gewil.
| m 1 Sl

= = o wahrscheinlich.
m 1 X :

- - zweifelhaft.
m 1 St

= = = unwahrscheinlich.

=0 = () unmiglich.




Bino miselwr Satz, independent.

1. Theoretische Form:

(a f} i 1_ rf"—ﬁ_ J;I’ ; Reé{;liiin:
7! : [ra—p. p! !
|
2. Praktische Form: (a4 b)'=a"- (?]u“—'b J—1 )u" ) ; \
o + . 1 1 | (:;ll o l
S (2)5".-11”'—’ + (1)HE}“ + " \V/

Eigenschmftcn der Binomial-Koefficienten:

1. Symmetrie: ' ”) — (” —I’)
et 2y i
5 w\ n n—+ 1
2. Pascal’sches Dreieck: (;}] ! L}?-l-l) (p—{—l
——-‘ I8

[ Binom. g=1, b=1 2‘:)3“
3. § Trinom. _gn

l -iijﬂl.'\"'mm- = . Variationen mit Wiederholung.

Verallgemeinerter Exponent.

a+0)" =1
(@-}-b)* = kann endlich sein: konvergent
. B. Li 111"_]_Ll. 1l
2 flm b Y "1!-}“ O B e A 2% < Lim < 3
e e JLim =2,718281828459...=¢
sl G0 e S ae sl-_J'_"'
2

Lim (1 m)" — e nach der Methode der unbestimmten Koefficienten: (Descartes.)

m=0 Vor-Bestimmung der Form.
Ein Beispiel: Partialbruchzerlegung:.

Dis! Mathodo: | Potenzreihen; fiir o =0 und = 0: Ubereinstimmung Glied fiir Glied:
l e | soviel Bent1m|nuncr~glelc]murren wie zu bestimmende l\ocfhm(nten

Loeanthmeu
1 2 3
log (L+a)=M JT__JB_ i jd i ) Mercator’s Reihe.
b b b y
log (@ -+ y)=1log z -} log (1 - -'_;)— logx TJIL — + — ... | Interpolation.
- 8|
(M Modul, Funktion der Basis b.
=l b=e: "\.11:11111[ he Logarithmen: I Napier.
zur Berechnung | gl +%_ o (% i 2 b \[ 12=0,69315
konvergenter: | 1—ux 1 i v |710 =2,30259
Logarithmen-Systeme: U bug.mg. ] Ty T
BN
oy As e )
1 I 1
la le =]z 110 | le-Je =]z ]10
BT ' Jx
SN0 T
1 : Logarithmus der neuen Basis zur alten Basis = Modul.
1 : 1 o
— =0,43429 - = 2,30259

e i Te




o n T
Lim (1 -1—)
el

h—=u0

’ i@
Lim (l -+
"

N=—owc

Trigonometrische Funktionen.

€T i i
€05 & -+ i 8in @ = | 08— -} 7 sin —
L n n

T €T i a n
=cos—|1+itg—
7 n

; .:. n
1 -(1 e -e.-—)
i

Lim (s. 8.3
n

1)

o0

cos T 4+ isinx = ¢

al a2 : ad
(TR 2L i

gl ot

Oy ey Al

: 0 a2 it
e

g2kt — q

sin?x - cos?x = 1

sinx : cos x =tang x

) — ¢ W= cosx—isinze

{,!':1: + e iT

9 COs X

I{,_r‘r e I,.—FJ:

" Tuler.

sin @

2%

Exponential- Funktion: imaginiire Periode. |Trigonometrische Funktionen: reelle Periode.

Proben:

Lok

tang?xr = sin2x = 2 sin £ cos

cos?r

USW.

Algebraische Operationen mit komplexen Grifien

(@ bi) + (e - di) = (@ - ¢) -+ i(b-1-d)

(a -+ bi) — (e -+ di) = (a —e) I i(b—d)

({I —l— rJH}
(a0 be)
e+ de)

(a—+ i)

Vat b

1{a - bi)

geben eine komplexe Griife.

- (¢4 di) = (ac — bd) -+ i(be +- ad) |

_act+bd . be—ad

LS e AR T
et d? c? - d?
= (a?—b%) 7. 2ab
T S e e IR e SR B _;_
= |/ o -+ = -V’ ? + h* +2 |/ — TS + S 1."'.’ a? "i— b2

=lp-lq. 7




Normal jzl)reiect.

[4/> c]

ou

l Linien: kleine lateinische Buchstaben.
'liichen: grol}
l Korper: 5 deutsche




Planimetrie.

Koérper. Grenze:

| Fliche. »
Linie. B
Punkt,

Winkel.

Dreieck.

Kongruenz.

[ Punkt, bewegt:

l Linie. {

Arten.

dieselbe Richtung: Gerade.
nicht » " : Krumme,
L Gerade, gedreht: Kreis.
2 (Gerade: Richtungs-Unterschied:
' = schief=—ct "}

Lineal. LiingenmaB: m. Reduktionszahl: 10,
| Zirkel.
| Transporteur.

Winkel.  spitz, recht. stumpf, gestreckt, ﬁbel‘stumpf.
[ I

Winkelpaar. Komplementwinkel, Supplementwinkel.

Winkelpaare Nebenwinkel, Supplemente.

[;111 1 Scheitelpunkt: | Scheitelwinkel, gleich.

gleichliegende: gleich; gleicher Richtungsunterschied.
ungleichliegende: gleich; gleicher Richtungsunterschied
\ und Scheitel winkel.
halbgleichliegende: Supplemente; gleicher Richtungs-

unterschied und Nebenwinkel.

la.u 2 Scheitelpunkten:
3 Gerade, 2 parallel,

Lote auf Geraden: gleicher Winkel wie die Geraden.

Dreieck.
3 Gerade, nicht parallel: Dreieck. Element der geometrischen Figuren.
Satz iiber die Seiten: Die Summe zweier Seiten = die dritte Seite.
» Winkel: » » der drei Winkel = 2R; Verlegung an die Spitze.
den Aufienwinkel: Der Aulenwinkel = der Summe der nicht anliegenden

Innenwinkel.
w n die n : Die Summe der AuBenwinkel = 4R.
nach den Winkeln: spitzwinklig, rechtwinklig, stumpfwinklig.
" » Seiten | ungleichseitig gleichschenklig gleichseitig
(und den Winkeln): | 0 Paar gleich 1 Paar gleich 2 Paar gleich

Dreiecks-Paare, verglichen: zur Deckung gebracht: kongruent.
Definition: alle Seiten gleich, alle Winkel gleich.

regulir, 60°

)

No. | Siitze. Grundaufgaben. w
1. | 38 Seiten, 0 Winkel. G e
2 l b ¢ Sl
S I 0 B i Blide i
4. . I b ¢ o
5. || A 5 . i g
e ' = A T

homolog: gleiche Seiten und gleiche Winkel einander gegeniiber.

Ungleichen Seiten entsprechend ungleiche Winkel gegeniiber; und nmgekehrt.



.

lementar- Aufgaben.

E

Gleichschenlkliges Dreieck.

Dreieck lltlld Kreis.

Kongruente Dreiecke, umgeklappt: symmetrisch:
Gleichschenkliges Dreieck.
Sind zwei Seiten (Schenkel) gleich, so sind auch die heiden gegeniiberliegenden
(Basis-) Winkel gleich; und umgekehrt.
Der AuBlenwinkel an der Spitze ist doppelt so groB wie der Basiswinkel.
Die Symmetrale halbiert 1. die Basis und 2. den Winkel an der Spitze
und steht 3. senkrecht auf der Basis;
Umkehrungen: Beweis indirekt.

|

_.___7J of - b e -
Winkel halbieren. Lot errichten. ‘
e S
Strecke halbieren. Lot fiillen.

\ errichten, ]

wenn der Punkt inner-
/' halb der Geraden.

;;__ ﬁ ! R/ fillen,
AR wenn der Punkt anfier-
/ Winkel Parallele ziehen. B halb der Geraden.

antragen. (Dreieck am Lineal verschieben.)

Dreieckspaar, nur noch in 2 Stiicken iibereinstimmend:
Sind 2 Seiten gleich, aber nicht die dritten, so sind deren Gegenwinkel ent-
sprechend ungleich; und umgekehrt.

Punkte und Linien im Dreieck.

Mittellinie: der dritten Seite parallel und halb so grof.

Schwerlinien:
[ 2 schneiden sich nach 2 [(bei der Ecke): 1 (bei der Seite).
- ( schmal. ) ( breit, J
13 n » in 1 Punkt: Schwerpunkt.

Hohen: schneiden sich in 1 Punkt.

Symmetralen: schneiden sich in 1 Punkt:
Mittelpunkt des Umkreises, |
Radius nach der Ecke. J

Winkelhalbierenden: schneiden sich in 1 Punkt:
Mittelpunkt des Inkreises, |
Radius senkrecht zur Seite. )

Ankreise.




20

Yiereck.

] 4 Gerade schneiden sich in 6= l)L Punkten. s
n z 5 2 = —— Diagonalen.
l-;l. Punkte verbunden durch 6 =-— Geraden. | 7

0 |

Das Viereck ist bestimmt durch 3 42 =5 Stiicke.

(| 0 Paar Seiten parallel: UnregelmiiBiiges Viereck.
Winkelsumme =4 R.

[ 1 ; " 'l'r:tpcz.
' a-
m— (luﬂm S. 22)
[dsss s » w ) rdas andem gleich: Gleichschenkliges Trapez.
' | Basiswinkel gleich. | 1 Pt
. ) und umgekehrt.
Diagonalen gleich. | Qs

Parallelogramm,
| Seiten: gleich. [ Gegenwinkel gleich,
' | Winkel:

| . . =
| | Diagonalen: halbieren sich. |

{ Nebenwinkel Supplemente.

Parallelogramm- Arten:

. | . !
Diagonalen senkrecht.| Diagonalen gleich.
=] | 3 =

Seiten und Winkel gleich: Quadrat.
regelmiibiges Viereck.

4 Eigenschaften:

h

Sehnenviereck: Summe der Gegenwinkel gleich, =2R.
Tangentenviereck: » 1! » seiten ”
| Sehnentrapez: gleichschenklig.

Rhombus: Inkreis. | Rechteck: Umkreis.

Viereck und Kreis.

I Quadrat: Inkreis und Umkreis.

3 RBigenschaften: Seiten gleich: Rhombus. | Winkel gleich (R): Rechteck.

Um-

i kehrungen.

m-

keh-

!'Hl]gl'.‘ll.

Vieleek.
; : . nn—1) -
n (Gerade schneiden sich in ) Punkten. ~
2 |ra{n- 3) 1
( 1) ———— Diagonalen.
. n(n—1
In. Punkte verbunden durch —— Geraden.

Das n-eck ist bestimmt durch 3 + 2(n—3)=2n—3 Stiicke.
{ Winkelsumme = (2n—4) R.

£ [ UnregelmiiBiges 7n-eck: {

8 { 8 \ AuBenwinkelsumme = 4 R.

- 5 3 . .
. ¢ RegelmiiBiges n-eck: Bestimmungs-Dreieck gleichschenklig,
2 ] ; 4

= I Winkel am Centrum: — R.

b= T

= ' : 2n—4
=5 ‘ » an der Peripherie: —R.
= T

= . : s )

tal Umkreis und Inkreis.

o




Kreis.

Drehung: Centriwinkel, zugehdriger Bogen und Sektor.
: f Sektor durch 2 Radien.
l \ Segment durch 1 Sehne.
grofte: Durchmesser. |
sekante, Seh 2y : [, Tangente.
Fek 7 B | kleinste: Punkt. i 2
Sehne und Entfernung vom Mittelpunkt (Symmetrale):

[ .
: . | Umlkehrungen.
entsprechend gleich, umgekehrt ungleich. :

| Tangente und Beriithrungsradius senkrecht. Umkehrungen.

Konstruktion der Tangente:

Punkt innerhalb auf | auBerhalb der Peripherie.

Kreis und Gerade.

Tangenten: 0. 1. | 2: gleich, Winkel halbiert.

Winkel und zugehdriger Bogen (Sehne):
vom Scheitelpunkt gesehen, zwischenden Schenkelnliegend.
1. Abschnittswinkel: 2 ganze.
2. Centriwinkel: 2 halbe.
3. Peripheriewinkel: co ganze. |

wenn zugehorig,
dann gleich.

speciell :

Kreis und Winkel.

Satz des Thales:

Peripheriewinkel im
Halbkreis = R.

] Kreis und Dreieck — Vieleck.

| konzentrisch.

L ) Centrale.
| excentrisch.

Gemeinsame Tangenten:

=

o

iz !
| o3 ( dubere, Radien-Differenz.
1

| innere, Radien- Summe,

Apollonius’ Berithrungsproblem.




Viereck.

Vieleck.

Dreieck.

(Rechtwinkliges) Dreieck.

|
{ ]
| O}
|

Gleiche Grife, ungleiche Gestalt,

[12
14

Fliichenberechnung. r= P
FlichenmaB: qm. Reduktionszahl: 102 “’i
Quadrat = a2 Seite und Diagonale des Quadrats inkommensurabel.| e
Rechteck — @ - b kommensurabel fiir unendlich kleines . )53 e
[ | s
g-h il il
. .. [ Verwandlung: Rechteck, gegebene Seite. | i
Scheitelrechtecke gleich: (E : = { f b
i b | Konstruktion der 4. Proportionale. IL
Parallelogramm = g - h. [ | T /7 | 1. gleiche Grundlinie | \Terwamllm.lg: l
Parallelogramme n‘ // | und Héhe. | dieselbe Seite.
flichengleich: i ‘ / ‘ 2. Scheitelparallelo- andere Seite. l
i AT |  gramme. Teilung.
a-c
Trapez = m - h = -T—r /B
i
. e : Reckteck.
Y e — Loag. b, I/ {h YVerw: e . '.'
Dreieck = Sg - I / erwundlung: Dreieck \ Parallelogramm.
Y
Verwandlung.
Dreiecke | 1. gleiche Grundlinie und Hohe. | dieselbe Seite, anderer Winkel.
flichengleich: | 2. Scheiteldreiecke. | andere Seite, derselbe Winkel.
Teilung :
von der Ecke, parallel der Seite.
Euklid: Kathetenquadrat gleich Rechteck aus Hypotenuse und anliegendem-...
Hihensegment. ¢?=a - ¢
Pythagoras: Hypotenusenquadrat gleich der Summe der Kathetenquadrate.
2 = ﬂ‘.z + bE
| Verwandlung: Quadrat, Rechteck (gegebene Seite).
| Summe und Differenz von Quadraten. See ] \
Allgemeiner Pythagoreischer Lehrsatz: ! Bl =
il
[ e?=a?+b2—2ap =R y .
! et=a2- bt (" 0) | =R | p Projektion. .
| c~'= |—h }2ap [ =R e
| Verwandlung: (bis Quadrat.)
Ecken abschneiden, Parallele durch die Ecke zur Diagonale.
l Teilung.

Kreis.

e



[I?

Gleiche Gestalt, ungleiche GriiBie.

e

e

Rechtwinkliges Dreieck.

Strahlen.

Kreis.

Dreieck.

Vieleck.

o~ Ahnlichkeit.
Teilung einer Strecke in n gleiche Teile, im Verhiiltnis p: ¢.

A

7L € =):'.1_.£_7)'_ 2k _(£1 Abgeschnittenes )
= ¥ B AL 3

B G III;:J {1l“ s Dreieck | Sadeatos
/ - (3 )‘_u_; ; 4_1[1 = '11;(.[ ganzes Dreieck. | MaBstab.
B Iod . AL )

Konstruktion der 4. Proportionale.

; P42
PANSPE s PAL S PR, il Az
] : EhoRiT AL_B/

\ PB?
Produkt der Sekanten-Segmente gleich, .
, gleich Quadrat der Tangente.

R B, Produkt der Sehnen-Segmente gleich, '
j gleich Quadrat der halben kleinsten Sehne. B;

Konstruktion der 4. Proportionale.

ST
il B N
e
A\
"I
/'J’;l
Konstruktion der mittleren Proportionale. S
I - s
: L b S 1) : . 3 11
Erklirung: Seitenverhiiltnis gleich, Winkel gleich.
Ahnlichkeits - Siitze. | Gestalts - Grundaufgaben.
1. .. Beweis. .. ab:e
2. y - : bhica
‘ vgl. /lm /N Aee e
3 Kon- ik ¥ Asl2 A, ; hie B
4, gruenz. ,x_ Zio f....‘ = | bic y
AT i AT | WY PR
5.(6.) i IR T (8

R 5 SR Y 97

verhiiltnisgleich alle homologen Stiicke. B. D 2.

Kathete mittlere Proportionale zulHypotenuse und anliegendem Hohensegment.
Hohe mittlere Proportionale zu den heiden Hohensegmenten.

== Proportionalel 'YV——=>r——'—
& 1 I 0 o 5

r
Sehnen-Viereck. Ptolemi’ischer Satz: a-c-+b-d=e-f
kleinerer Winkel im grifieren.
2 Paare 5 I -]
ag Faureates \ Peripheriewinkel.

> . )//
% Konstruktion  / ; N~
der mittleren ; R
Lo \ \
—

Ahnliche Vielecke.
Kreise.




Fliichen im Verhiiltnis. Kreis-Berechnung.

Die Flichen von Rechtecken mit einer gleichen Seite verhalten sich wie die nicht gleichen Seiten.
S : : Grundlinie | ; sl B hiaross]
Die Fliichen von Parallelogrammen mit gleicher [ " - verhalten sich wie ; ik
Die Fid onk ° g | Hohe | : d'e]Gruml!unerl}

g - ; ; Grundlinie X =it SHehen =)

fliic 7 Ik leiche / .. verhalten sich wie die SyEL

Die Fliichen von Dreiecken mit gle 1"l Hihe erha ich wie die \ Grundlinien |
Die Flichen von Dreiecken mit einem gleichen Winkel verhalten sich wie die Produkte der ihn
einschliefienden Seiten.

Ahnliche Figuren:

Umfang. | Inhﬂt
Dreiecke. Uy Uy = By (hy=sc= J’rl:}r._,=,., DD, ~-—r{["-’ T
Vielecke. ey 10ty = @y 205 = . | P Po=—a?:a,
J G 1 homol oge Sticke. | lhl'\dmt:, homo!r:crel Stiicke.
Regulire Polygone \| .~ s e Sl R
von gleichviel Ecken. | iUy =0T =20 08 Py =122 =0,%10,"
Kreise. | Pripy =1y Kt Ky =170
| P K
f konstant = 7z (unbenannt) konstant (==7z)
= Ludolf'sche Aah] )
St
| Bestimmungsdreieck D = —-
wh
. | Reguliires Polygon P=-—-
| &
| g o
| . | Kreis K==
1= v 2
| o sl - :
: Rektifikation: p = 27¢er i | Quadratur: K = ser?
o e fid o
Bogen: b= ——7r Sektor: S'=——7or?
180 \ln] Oniszoor 360
Ay
7T = -_: (Archimedes) = ll—;.——— 3 1415926 . TJre = 10,49715
7 .
Eckenzahl. Berechnung. Stetige Teilung.
G | rrr=xir—=r
3,06 12 ey 3 pir=rir-4-o

Radius geteilt so,daB dergrifiere

Abschnitt mittlere Proportionale

zwischen ganzer Strecke und
kleinerem Abschnitt:

Goldener Schnitt. Kepler.

[N B 16,
! 5, 10, 20... goldener Schnitt.
V15, 30, 80...

| 2" 41, wenn Primzahl. Gauss.

Harmonisehe Teilung. Bei Lageniinderung Bestand des Verhiltnisses.

Teilung innen (4-) und auben (=F)
nach einem und demselben Verhiltnis:
harmonische Teilfing.
AC:CB=AD: BD
umgeformt: bezogen auf die Endpunkte:

i atiiat 1) | eed I__I.)
AB~ 2\40 "HAD) | DO 2 (f_}b' ST

harmonisches Mittel: Vertauschung.

= c
gl —= a:b—a=c:c—b
o] [WE e e o l wenn @:c—1:2 Oktav. Akkord
: B dann b:e=2:3 CQuint. i S
und a@:6=3:4 Quart. BEELOELS:
Harmonische Punkte, Strahlen, Biischel.
( Die Parallele zu einem Strahl wird von dem zugehérigen l Beweis: | Lage von
und den beiden andern Strahlen halbiert. Umsatz Scheitelpunkt und
| Jede Gerade wird durch das harmonische Strahlenbiischel i auf den | Schnittgerade
harmonisch geteilt. Scheitelpunkt, beliebig.
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Kreis.

Satz von Brianchon: Die Verbindungslinien der Gegenecken eines Tungenlen-j

SR

Seitenhalbierende: b, ¢, t, und die Parallele durch die Spitze speziell :
zur Grundlinie harmonische Strahlen. Wert: (1:1)

Winkelhalbierende: 4w, teilt @ nach b:e Mitte und oo

5 ( Innenwinkel Seitensumme.
Beweis: | 3 : g :
| Aulienwinkel Seitendifferenz. |
Die Schenkel des Winkels, die Halbierungslinie des Innen- speziell:

winkels und die Halbierungslinie des Aullenwinkels har- | Lage: R und

monische Strahlen. | gleiche Winkel.

Apolloniug’ Kreis: Ort fiir @ und b:e

Kugel -Spiegel.

Satz des Menelaus: Eine Transversale teilt die Dreiecksseiten so, daB die |

Produkte der nicht anliegenden Teilstrecken gleich sind.

- .o : : : : | dual.
Satz des Ceva: Die Ecktransversalen durch einen Punkt teilen die Dreiecks- |
seiten so, daB die Produkte der nicht anliegenden Teilstrecken gleich sind. |
Im vollstindigen Vierseit wird eine Diagonale durch die beiden andern
Diagonalen harmonisch geteilt.
dual.

Im vollstindigen Viereck sind die Diagonalpunkte Scheitelpunkte harmo-
nischer Biischel.

Der Ausgangspunkt der beiden |
Tangenten und die Beriihrungs- |
sehne teilen den Durchmesser
harmonisch. spezielle
AC: OB= AD:BD | Lage.
umgeformt:
bezogen auf den Mittelpunkt:

MC - MD = r?

Jede Sekante wird durch den Punkt, seine Beriihrungssehne und den Kreis | beliebige

harmonisch geteilt. Lage.

D und C Pole, Lote in C und D zugehdrige Polaren.

Liegt ein Punkt auf einer Geraden, so geht seine Polare durch den Pol

der Geraden.
: A : : - 3 dual.
Geht eine Gerade durch einen Punkt, so liegt ihr Pol auf der Polare

des Punktes.
Satz von Pascal: Die Gegenseiten eines Sehnensechsecks verlingert schneiden

sich auf einer Geraden.

| dual.

sechsecks schneiden sich in einem Punkt. |

.




Dreiecks - Konstrulktion.
Analysis, Synthesis oder Konstruktion, Beweis; Determination.
I. Seiten und Winkel: Grund-Aufgaben.

abe
Chea
be ’i';)
cbey 2 Lisungen:
. afy
afio
afly 0 oder co Lisungen.)
(Gestalt.)

II. Direkte Stiicke.

Supplement-Winkel. ‘

e ——— ——
=1 o O e 0 DD =

II1. Indirekte Stiicke.
1. Summen und Differenzen.
Kreis um die Spitze mit der kleineren Seite.

Grund-Aufgaben hoherer Art.



=Ly, e

2. Produkte und Quotienten.

Fliichen - Daten: ) —af b-e b? - ¢? b2—¢?
Gestalts- Daten:
Grund- Aufgaben. Rechtwinklige Dreiecke:
f e ! h:b gibt 4
20 licea | G R
; geben : S—G:i0n &
3. bie die | S e oy
4. bic y | Winkel. l hoinp Lretrs |
{2.(—%) 87 | I s: g nit o

! d:ly et
Flichen-Daten zusammen mit Gestalts-Daten.

IV. Geometrisch-algebraisch,

Konstruktion von Rechnungs- Ausdriicken.

a—-b Quadratische Gleichung. | Fuanlktionen:
B | 859 i Qesucht Strecke oder Winkel.
X 7 e

s p

2 sin = 7

al 7 o ;

1 sin—- 1y ——— =5

],-'fm’:

1."}1__;____5'_;

[y 0
],-' a?— b2
Reduktion.
( Parallelverschiebung.

Hilfslinien: 2 :
| Symmetrieverlegung.

Geometrische Orter.

[Ifntl'e]'mmg von 1 Punkt konstant: Kreis.
2 Symmetrale.
i

5 L8 » & Mittelpunkt des Umkreises.)
l aie o s S Geraden s s : Parallele.
, w 8 = :  Winkelhalbierende.
I( " nierd " » ¢ Mittelpunkt des Inkreises.)
Ort fiir ¢ und a (R) : Kreisbogen (Halbkreis).
Entfernung von 1 Punkt und 1 Gerade gleich: Parabel.
Entfernung-Summe  von 2 Punkten konstant: Ellipse.
» - Differenz n 2 n » : Hyperbel.
- Produlkt w 2 » " : Cassini'sche Curve (Lemniscute).
-Quotient 2 " » & Apolloni’scher Kreis.




Trigonometrie.
Funktion = Abhingigleit.
Rechtwinkliges Dreieck. (Grenze 909) |
Winkel ungeiindert: Seitenverhiiltnis ungeiindert.
Winkel - Funktionen = Seiten-Quotienten: unbenannte Zahlen.
Hauptfunktionen. | reciprok: Kofunktionen,
! l’mduht 1. (umgekehrt).

i (ri‘”‘{‘lll\:l”lf‘ll‘ ¢

coSec a —
¢  Hypotenuse a
b  Nebenkathete
cotang o = — = — SRR
a  Gegenkathete

@ Gegenkathete
b  Nebenkathete

| ! L
¢ : ! . b Nebenkathete
BEC X = — il f 7 | I CosIn @@ = — —_ —
b b (7 Hypotenuse
Winkel gefindert: Verhiiltnisse geiindert;
zum Vergleich gleichnamig: Kreis.
= o (=}
; a s
Sin oy = —— ¢ beliebig,
G
=1 genommen:
sin o, = — Funktion erscheint als Strecke.
(&
/
. ré)
colg o - . . 2 i
= o ——— Kreis mit dem Radius 1. fl
=~ e U

sec — Sekante '
Namen -
I Erklirung.

tang — Tangente ‘ co = complementi
sin = halbe Sehne |

s{emissis) nlsicri]r‘.ue lingae) ?

459 rechtwinklig- gleichschenkliges Dreieck.
Wert- Berechnung: { 309 halbes gleichseitiges Dreieck, andere Hiilfte unten.

600 5 7 = - rechts.
sinus tangens
0| 0=3y0 |90 l DR 0™ {790
30 ! =171 I 60 | echte {30 | 1yY3 | 60
45 | YL =1y2 | 45 ; Briche l-i-:; (SRl |
60 | .,_1,].*’; —1y3 unechte 60 | 13 | 30 )
90 11 | 90 | oo | 0 ;'
cosinus cotangens
I Logarithmen: iiberwiegend Kennziffer 0, ..... —1 :

Int lati ( Diff. bei den Hauptfunktionen -}, bei den Kofunktionen —.
nterpolation: : : ' A AR YD
l ! | Beim Logarithmus multiplicieren, beim Numerus dividieren.

- S : wenn Hypotenuse  dabei: sin, cos
[. Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks. / I : ]
et s - nicht » : tang, cotang
IL 1, » gleichschenkligen [ 1r2sin o

n » Rechteck, Rhombus, Quadrat. ==t (s
= 1 I 02 - tang -
" » reguliren Polygons. 2

|
|
— E — |
{




Goniometrie. (Keine Grenze)

Funktions-Beziehungen:

1. reciprok. I

Dreiecke

einzeln,

| 3. Dreiecke paarig,

Sil] «eoosec = 1 _] ].'ef_'llt.\\'ill-l{]if_,' Eih.ll]i{_'h.
o= e e D — ] 1ol tg o 8n
tg - cotg =1 | L ‘ ' ] cos = 1 —sin| (1) cos
l cotg = 2=tg2 11 , ctg  cos
sec - cos = 1 '8 | cosec?—= ctg?+ 1 ! Gl s s
Sl e S0 190 “Wert: ohne Worzeichen | oo sp o
Funktionen periodisch: 1 0...360 , mit _.‘ Reihenfolge.

Rekursion:

" Wert.

o | 180 —a,

Vorzeichen. |
sinus
il B et
! :

( L"*H'lln‘-.

tangens und cotangens

360 —«y

a;— 180

Funktions- Verlauf tabellarisch-graphisch:

Fig. S. ¢

[Iuv sinus:
» tangens: 11’;11‘1‘11!‘1nik,llhcllln*"*tt,l].{‘ll +0 und

Wellenlinie.

«) |cos gerade Funktion,

l tg (—a)

=4 (_._ ) l* 11111\11‘.1m,n.

/—l I%m(m a) =—sin (- it
cos(— u} = - cos(+«a) sin ilml te ungerade

| R, KR

;\l]il]tlhll‘s Theoreme

| Ableitung im Kreis mit Radius 1: s. Fig. (veell-virtuell)
\ | oder mit Durchmesser 1: Ptolemii’scher Satz. i, MR ey ST
Allgemein. pf’,—”,l-"“ fiir p — . 2o={0
1 ‘M]i{r‘t—{—‘u}"— sin @ cos Jr)—CU‘:C( sin 8 i S e
sin (e— /) = sin @ cos §—cos a sin 21E0S
cos (¢ ) = cos e cos f—sin asin B [sin 0 = 0]
cos (e — f§) = cos & cos f§ -+ sin e sin _ap e
{ P {22 G cos (p = cos®— —sin?
; f-n- o _!_ [n- f 5 ]
te (e - p _— T | : = : i
T ( I f) l_tlr(;tu'{, | [LlW&U:l'
.
tea—tgp i ]
tg (a—f) T = s ol 2iges
tgatgp [f.:—.—f =|‘;l e 2
. ) iy ¢ o a — f8=0 = s
281N ¢ cos H = Sin (@ -}-Jr’ljl -+ sin (e —lfJ'} | I u‘. . I [ 1t -T,r
2 cos e sin § = sin (¢ - ;}—‘\m (&—p) |a 040 | 2
I 208 @ cos f§ = cos [cr+p’: f-cos(e—f) | 2 i | [tg 0 = 0]
—2sinasing = cos (& + }*_ cos (e — fi) I e i Ahnliche Formeln kombiniert:
B= & ;
S s e R | 2 S
2. |sin ¢ +-sin 0 = 2sin —— - cos - ‘ 125 cos == iaC0sE 0
) Lo : pule A = | ey @
sin 0 —sin d = 2cos ——")-—- . sin g 1 —cosq sin 3
T 1 =0 (y
R B b el | 21g 7
€080 + cosd = 2c0s—5— + €OS 9
i e dt sin g =
: (N ) | ! S0P
08¢ — Ccosd — — 2sin ——sin— 1 4-tg2—

Griinde:
1. alge

ebraisch: reciprok.

=

|| 2. geometrisch: Richtung, Kreis.
{J<-8 >
= |3 Parallele gedreht.

4. physikalisch : Konkav-Spiegel.

|
Moivre's | Sata.
cos (e - f) - isin (@ p) = (cosa -+ isina) - (cos f4-2sin f) |(cos a+esin &) =cosnatisinne

[ { vom . Grad zum 1. Grad,
| Form gleich.




S a b ¢
Elimination der Hohe: Sinussatz: —— = - = - , konstant.

L sine sing  siny
Umformung:
B—y Bty
Pact b-¢:a=cos™— : Cos :
Mollweide’sche _)- 2
Gleichungen : i -;
E}—c:(c=sm q- :sin-

lldn"enssatz b——c:-b——r'—tm"’r_-j’ mQ"J -—} Imtﬂ ”=UD—

Elimination des Hohensegments: Kosinussatz:
3-gliedrig: a?=102-¢2—2becos &
- Ja2=(b-+¢)2—4becos? af2
7 Tlat=(b—o?-} 4besin2ef2
[¢2—2b - cos e - ¢ (b+a}b—ff} -0
f —+e2—a?
2 be

aus 3-gliedrig: cose =

I : a 7/sls —?} e 1/(s—=0b)(s—
logarithmisch: | cos— = |/ tang — .
2 bh-c 2 s(s—a)
3 ; E el i [\— b)(s —r) a-t-b-+¢
aus 2-gliedrig: Ism e l i T A

Berechnung der direkten Daten.

. Ungleichseitiges Dreieck. Formeln eyklisch. |

l 2. Seite.

r; [

4. Seite. |

GA.

2| lz Winkel,

. Seite.

[ 5]
| 3¢ \Viukel.

umgekehrt: gegeben Direkte Daten.

Reduktion auf Seiten und Winkel; vermittelndes Stiick: »

ha=1b - s e 2
lg =0 BIY Vg = —— [ e s
1. Hohe.y : bp i | ha=~Ys(s—a) (s—1b) (s —¢
| p =b - cosy (Projektion.) | h, = 27sin #sin y |
2. Seitenhalbierende. b2+ ¢2= 24,24 a2/2 b*—ecl=a-u
3. Winkelhalbierende. 2&¢ cos of2=(b4¢)-w,
@

: : : — 27r (Sinussata. o Py

4. Radius des Umkreises. | sina ( ) | e=4rsin sin f:— sin :’)
[ b- Aol ! T th i

ey I\..

5. Radius des Inkreises. tgea/2 =

D = jah, AR a-b.e
D= lbcsin e I [ D= Ar

6. Inhalt. Dieaidiris sin 3 q“‘;’ l D= 27%sin a sin #sin y
sin a (D—g-s
D= ]f’s[.s- —a)(s—b) (s—e) | D=p?: cotg a2 cotg /2 cotg /2
J |
: /00,

Degilod

b 0c | X 2
1 4 bis 6. Ankreise, ] Qo= 47sine/2cos@/2cosy[2 | D=g,*cotga/2tg /2 tgy/2
QT 0@ —0=4r

€ 0 @ @

= D=Yoe.0r0

" Rec hnung {iber r‘li_c_a.E{tE{:“_]Tm}fit.‘itc:1 B
n n
b sing bk,

—=——=_— zusammen mit f+y=2R—ea
! !
¢ siny hy

MM, —=Vr@r—2¢

Winkel: | Sit @ sin 8+ sin y = 4cos /2 cos #/2 cos y/2
ji " | sin "3:1 —-sin 28+ nm 2y = 45:11_.9: sin fsiny
Winkel innerhalb und auBerhalb der aniction. z. B. Gestalts-Grundaufgabe

[y




Ubergang.
Fiir » = oco: Winkel
am Mittelpunkt
annihernd 0.
2sin<2arc < 2tg

A sin N sin >‘11n
Q\ T e T e
1=sin: arc = cos

fiir cos =1 'c;]”_‘m
| tg =arc
[:‘:‘«citen - Funl\ttonen
geiindert.
l Winkel - Funktionen
nicht geiindert.

Funktionen, -
Sinussatz.

(u}sq =1—2sin? ")
Kosinussatz, -

Kosinussatz

logarithmisch. |

Mollweide’sche
Gleichungen,
Tangenssatz.

Sphiirische Trigonometrie.
I. Rechtwinkliges Dreieck.

Formeln eyklisch.

A
Anzahl der Gleichungen: C'(5)=10. _. / > 7N
3 Ju- '|
Napier’scher Kreis: cos eines Stiickes
__| sin - sin der getrennt liegenden Stiicke (5) 80~
] cotg - cotg ., zusammen ]
' II. Gleichschenkliges Dreieck.
ITIT. Ungleichseitiges Dreieck.
Anzahl der Gleichungen: C’(G)= 15 |GA.
MBS o ! sina sm b sine |[ 3.
Elimination der Héhe: Sinussatz: —— = == - konstant. (3
sin ¢ smp siny |
SRR A. 6.
Elimination des Hihensegments: d
Kosinussatz fiir die Seiten: cose = cosbeose - sinbsinecose (3)
n » = Winkel: cosa= —cw-‘hfov’ f-sinfisin ycosa (3)
| | F | |A i ar
Kotangenssatz: -olgra Bin| |=cos| - COS / +8in ") -ctea (6)
S R 4§l () A B2 -
Seiten. | Winkel.
4 auf einander folzende Stiicke.
1r:g1tlthm:~,th
(14
COS—=
2 I : s a-b-t¢
o e 17} fgl' )-'L = T ik
. ¢ qy/sin(s—b)sin(s—¢)| © 2 2
SIn—= /- {i{_ L
2 sindsine
a -/ cos(ag-fH)cos(a—y
L VA T )
2 sin fsiny at+f+y) -
e e — (COT} e
.. @ 7/ cos0cos(0—a) e 2
sin—=|/ — ———— — !
2 sin fsiny !
Durch :hn Additions-Theoreme: '
} ]
; -9 ct b—e a s ) |
GauB: S[]l‘l = : CoS- COs: < COB— (” | \? enn I;'H_!f der |
.3 2 2 2 " | einen Seite -
B4y @ s _|in — verwan-
|t 5 COtg 5 = cos— delt wird, wird | 2.
2 £ auf der andern |
Napier: [rotng: : |
Nap b a P—y B -!— o Seite sin und | _
85 B 5 =008 HO08; - (2) | cosvertauscht. | 9
2-eck=amr?:90 : wl:]l.ill\-u her L\t el

aus den Winkeln. I

3-eck= 7r? [rt-|—,;—|— 9 — ‘lhll] ]%ﬁ
I’Huilier'sche | T I i b
Formel: |* fr i |yl el 1 T e Ll Seiten.

Astronomie.

I::
. _ s @
2 sphirische Dreiecke. &

; Zienit des Horizonts.

'q Polhshe (=geogr. Breite) Berlin=52 5 “:
{nNordpol d. Aquators.

& Schiefe der Ekliptik = 23,5°

F:ll s Stern. ‘nyol der Ekliptik.
5! 1. Horizontal - K. _| .Xr.!.ultm ial - K. 3. Bk 11[\11 sche K.
= - '<-'- M Q| 1 5% -

E; a Azimut. By !mmmi el. | A Liinge.

B | « Rektascension. [ |-

&2 h Hihe, | o Deklination. | f Breite.




Flichen.

Punkt, Linie: 1 Fbene.

2 Ebenen: Raumwinkel. planimetrisch: Neigungswinkel.

[ wenn senkrecht auf 2  Geraden,

; | dann » . » allen o

| 1 stereometrische Lot-Konstruktion — 3 planimetrische Lot-Konstruktionen.
1 Bbene, 1 schriice Gerade. projiciert: Neigungswinkel,

[1 Ebene, 1 senkrechte Gerade:

Rotationsbewegung: Oberfliche:
[ -Kreisfliche. K =72
\ Kreisringfliiche. Xr = swa (a4 20) I _
Cylinderfliche. Cy = 27rh Ry = 27ls = 27y (b 7)
[ Kegelfliiche. Ke = ool =ger)ri- h? l ' wr (7
. 3% T : =7 e
\ Kegelstumpffliche. Kst = 7zl (1, -+ 1)
Kugelfliche. Ku — 4702 i
Calotte. Ca l-s=p-
2 ; F l = 27crh | e-r
Zone. Z | .
Krummflic hw | Ebenfliichig. Kérper mit gleichartigen Flichen:
Cylinder. Prisma. Pyramide: Tetraeder.
Kegel. Pyramide. Prisma: Parallelepipedon.
Kegelstumpf. Pyramidenstumpf. -
lC!t?"ol I 3 I Rhomboeder. (uader.
Obelisk. | Kubus.
(Normal-) Axenschnitt. | Diagonalschnitt. | Parallelsehnitt.
Lngsschnitt, Querschnitt.
Parallelbewegung: Bnh e
Prismen - Gruppe: ~ G| =G i
: m : RS ey :
Pyramiden- Gruppe: o G :(u - G . Strahlen - Ausbreitung.
. . i ; o T A LA e 7
) Pyramidenstumpf-Gruppe: oo Gy u. G, VEw =V Gy + = Ve, —V )
| L \
= ? e\ 2
Kugel: = 4707 [ ( ) :|
[ [ n 7 PG

Obelisk: weder =2 noch ~~ G, u. f’:., =P —]—(!(“’) ( ) O0=4M—3G,—1G,

s - le——aarr26,+26,
3 Ilumwn 3-seitige korperliche Fcke, \

I._ Seiten: Summe zweier Seiten = die dritte Seite. \

l 3 = i deniarent « i r=—dsR; Heke und Polarecke. ".II
Winkel: - 3 » Winkel = IR, T
n-seitige korperliche Ecke: Summe der Seiten << 4 R. //"/ N
[3 Dreiecke: Tetraeder. | / ' ‘-\
e L 4 : Oktaeder. | A
Die reguléiren 3 " : Tkosaeder. | o '}/ i

Slp I 3 Vierecke: Hexaeder. | “f’-'

Fiinfecke: Dodekaeder. |
U mor'c]maﬁjrm Ixm]]m Fulm-‘q Satz: Kanten — Ecken = Flichen — 2

Rotationsfliiche |Lde Linie (Schwerpunkt, Statisches Moment):

- ]
Reguliires Polygon: s, —po 1
By—=2mls l
1] = ajl LSy .
= Kreis(-bogen): Sm=1
. .

Das Rotations-Gebilde ist gleich dem rotierenden Gebilde mal




metrie. Volumina.
Raummafi: cbm. Reduktionszahl: 105,
[ Wiirfel = g3
Quader = a-b-c kommensurabel fiir unendlich kleines .
S |
Gerades Prisma = G . &
: n\:;: h T
| = . * . \ /.
Prismen-Princip: Kirper — I
i e ,
[ (Schiefes) Prisma Pr = G - & |
‘ | Cylinder € = zz#2h .
: G h '
l Pyramide Py — _J3
|
7rrth
Kegel (i ol
l ' ; 3
(! | Pyramidenstumpf Bft = 1 (G4 V G, G, + Gy) als Restkorper. |
= | | Kegelstumpf Kt = Lzh(ry? +rur, -+ 709
£ Kugel St = 47278 Volumen (auch)ausderFliche.
Kugelkegel S =2mr2h e
| e e _ — (L7wh? (3r—D)
Kugelsegment ®H = Lok (3024 1Y) ”
Kugelschicht Cd) = twh(30,2+ h2+ 39,7 "
: Simpson’sche Regel.
Obelisk H =1p(G,+4M-L G .I : o
+ Lo BR( Gyt d 2| r”}I Obelisken-Prineip.
Vergleich: Cavalieri’s Princip.
3 ! (Anzahl, e, einzelne Snmmanden.)
Korper gleich, wenn gleiche 7 und gleiche If',,‘,}.
™
I Prismen  von gleicher Grundfiiche und Hohe sind gleich.
1 Pyramiden . 4 5 o < ., o
l Pyramide — 1 Prisma von gleicher Grundfliiche und Hohe.
. "l‘ungeutiu_l—(.ﬁ]_rl[mlct‘ —
. R Halbkugel = { einbeschriebener umgekehrter
e Kegel.
Archimedes’ Satz: fe: 4Qu:E=1:2:3.
j Rotations-Volumen jeder Fliche (Schwerpunkt, Statisches Moment):
T /]
j_-':_‘ J Reguldres Polygon: s,, = 3 g-‘;.
Ny =27 Fs, ’
-\I_”_—,-' | Kreis (-sektor): Sn—r -"}-

Peripherie des Kreises, den der Schwerpunkt um die Axe beschreibt. Guldin’s Regel.




Ausgezeichnete Funktions-Werte. Kegelschnitte.

F(x)=0 Gleichung : Wurzeln.
N Nrns I : ,
o - Fla)=y ieyo; 1. Durchschnittspunkte mit den Axen.
{D(l)ﬂe’t"?“t;*‘)l' tang & = Y — ¥ _ 4 | 2. Umkehrpunkte: Tangente der Axe parallel.
notient. r, — & | Bl e
R 2 R Maxima und Minima. Schellbach.

i . y=F(x) 1 Variable.
| IL oy — s - = () — Fla,) =0
|

i % o IIT. durch (@, —,) heben.
| A IV. = ==x, setzen.
: 3 | 3. alle Punkte.
1. Gerade. 1 rechtwinklige Koordinaten. ~¢ Glei-
! 3 “'-\\ chung:
e el z i g b R N 1.
L t:f Bl /__,f_g/_ v = e ;j: =1 b i '.':f\\\- Grad.
(1 ,\/ _,I"') I |\!__1'__i- \\\
- ‘i\. __X:_ mx : e e »
Polar-Koordinaten: ¢ = const. |
2. Kreis. L 2 : 7 =const. |
| rechtwinklige Koordinaten. p _’!\%
//‘ S 1.Mittelpunkts-|2. Scheitelpunkts- | B
N Gleichung. Gleichung. !f’ .P?/'}‘
> Pythagoras: Hohensatz: e s B AR
2?42 =12 yr=z(2r — ) | 'I_f Grad.
Koordinaten- [ @ =ay — 17 \\x___ -___.../
Transformation. | i, =¥, g
i Kegelschnitte.
el | 2 Brennpunkte. l
/ [ 9¢ Excentricitit. ; (Brennpunkt.)
/| \f-’“w i| * Daten: 2p Parameter. I
L’J{h_‘_\_’/ el 52’ iir:;[ffe i\;ec‘ } (Mittelpunlkt.)
! yperbel. |- 3. Ellipse. = N
A Geometrischer Ort fiie alle l’imlcto fiir die 2% l r ‘
Dan- /&5 die Summe der Entfernungen von 2 (Brenn-) i )
u_lulin.ll_.a' | \ Punkten konstant ist. \‘\»__ >
1. Ortsgleichung: 7, +7, [:%‘;""H Daten - Beziehungen.
l 3 beliebiges Dreieck:

Ihe]mlnmhte symmetrisch.
rec 1t\\lnlthgos n ta
]\ onst, Entfernung = grofie Axe.
gimdmbhonhllgs,n ST

T
. Scheitelgleichung: == E-p;t'.(l - -;}—)
gegeben «: Rochtec]\ = Quadrat. 25

e o
I

= ap

ol ) L
e L Y= jl—;- ( p— L4 ) Rechteck = Rechteck, gegebene Seitensumme 2p.
b Seite = 2p: éLielzwery.

L i = 4 u ro=0T, a
Koordinaten - Trangformation. f = S,
Ly =

¥ Y i : 12 1y
i . 3. Mittelpunktsgleichung: —;—+-‘I-_,-= 1
[/ 3 A a2 h2
e -
Lo s S RO uadratur: Yo=Yk

JRs B:K=b:a

‘:\\\\___ A B =cab

e Planeten-Bahnen. Kepler, Newton.




ey o - - —

4. Parabel.
Ellipse mit @ = oo
Scheitelgleichung: %2 = 2pz
gegeben z: Rechteck = Quadrat.
: » y: Quadrat = Rechteck, gegebene Seite 2p.
| Seite = 2p: wapafallery.
Geometrischer Ort fiir alle Punkte, die von einem Punkt und einer Geraden
gleich weit entfernt sind.

Wurf- Curve. ;
Elimination der Zeit:
c?
r=2—.y
g

p

5. Hyperbel.

Geometrischer Ort fiiv alle Punkte, fiir die die Differenz der Entfernungen
von 2 (Brenn-)Punkten konstant ist.

Daten - Beziehungen.
beliebiges Dreieck.
rechtwinkliges Dreieck: a®=¢2 — b2
{ Brennpunkte symmetrisch. . ape=bt  u
\ Konstante Entfernung — grofie Axe. ‘ s ‘Pmpum[m.u]"": Kleing Axe.
gleichschenkliges Dreieck.

= const.
1. Ortsgleichung: », —, || vt

=g

- . F = BRI )
2. Scheitelgleichung: 2 _2,;:_-;-(1 +5 )
2a

| gegeben z: Rechteck = Quadrat.

' sk ) p , o ne

n Y =y= J'(L’j: -+~ | Rechteck = Rechteck, gegeben Seitendifferenz 2p
| 4! (1 a@ ! T
! Seite = 2p: tsweofadley.
= A s : 2 T, =0 — 0
Koordinaten - Transformation. | % &

iy =,

3. Mittelpunktsgleichung:

x* 4 I_"l"lrhJ =1 \ L

o ca e
Die Hyperbel eine Ellipse ,_—’

{ mit negativer groBer Axe. | /
l » imagindrer kleiner J

‘Wellen-Interferenz.




Funktionen graphisch.

Exponential - Funktion.

Y=10* |
P yTe

Wurzel.

Logarithmns.

N

/45 80 \i80 200 360

D \/_V

Sinus.

:89// 270 360

/ Tangens.

/

/

f
f
/
|
‘I
|
|
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» BElemente der Kegelschnitte.*

Archimedes. 287 —212. Syrakus.

Bézout. 1765. Paris.

Brianchon. 1806. Paris.

Briggs. 1556 —1630. London.
»Arithmetfica logarithmica. 1624.
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Descartes. 1596—1650. ,,Geometrie."* 1637,

Stockholm.
Alexandria.
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Fuklid. ¢ 300 a. C. n.
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Buler. 1707—1783. Basel. Berlin, Peters-
burg.
Gauss. 1777—1855. Gottingen.
Guldin. 1577 —1643. Schweizer,
Rom. Graz.
I’Huilier. 1752—1833. Paris.
Kepler. 1571 —1630. Regensburg.

| Newton.

Ludolf van Ceulen. 1540 —1610. Leiden.
Menelaus. c. 100 p. €. n. Alexandria.
Mercator. 1620 —1687. Paris. London.
s Liogarithmotechnia.* 1668.
de Moivre. 1667 —1754. Franzose. London.
Mollweide. 1808. Leipzig.
Napier. 1550—1617. Schottland,
1643 —1727. London.
y Philosophiae naturalis principia mathe-
matica.* 1687.
Pascal. 1623 —1662. Paris.
Plato. 429 — 348. Athen.

| Ptolemaeus. 87 —165. Alexandria,

Pythagoras. 580—501. Kroton.
Simpson. 1710 —1761. Glasgow.
Thales. 624 —548. Milet,

Schellbach. 1805 —1892. Berlin,

Schindler. 1835—1901. Berlin.

Internationale Mathematische Unterrichts-
Kommission. 1908.




Sinus.

Anthoniszoon. 152
Apollonius ¢, 250+
»Hlemente der K
Archimedes. 287 —
Bézout. 1765. Par
Brianchon. 1806.
Briggs. 1556 —16
s Arithmetica logy
Cavalieri. 15912
Ceva. c. 1700. M
Dandelin. 1822.
Descartes. 1596—16
Franzose. Niede
Euklid. e 300 a. (
,, Elemente. “
Euler. 1707—1783.
burg.
Gauss. 1777—185
Guldin, 1577 — 16/
Rom. Graz.
I’Huilier. 1752 —
Kepler. 1571 — 161

e lgp

Funktionen eraphisch.

Wurzel.

Logarithmus.

Tangens.

én. 1540—1610. Leiden.
0 p. C. n. Alexandria,
=—1687. Paris. London.
achnia.** 1668.

—1754. Franzose. London.
8. Leipzig.

11617. Schottland.

i 1727. London.
‘naturalis principia mathe-
f?.
11662. Paris,

48. Athen.
—165. Alexandria.
9—>501. Kroton.
— 1761, Glasgow.
p48. Milet,

Grauskala #13

©—1892. Berlin.

i—1901. Berlin.

athematische Unterrichts-

1908.
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