Zu den algebraischen Gleichungen.

Die hier mitgeteilten Auflosungen der allgemeinen und vollstindigen algebraischen
Gleichungen der ersten vier Grade entstehen auf folgende Weise. Die Gleichung hoheren
Grades wird aus einer Gleichung niederen Grades, deren Lisung  bekannt ist, durch Poten-
zieren der letzteren abgeleitet, und zwar einunddieselbe Gleichung 2. Grades durch Qua-
dvieren zweier verschiedener Gleichungen 1. Grades; dieselbe Gleichung 3. Grades durch
Kubieren dreier verschiedener Gleichungen 1. Grades; dieselbe Gleichung 4. Grades durch
Quadrieren zweier verschiedener Gleichungen 2. Grades. Die Verschiedenheit der in Jjedem
Falle zu potenzierenden Gleichungen besteht darin, dass ihve rechten Seiten, ceteris paribus,
mit den bezw. 2., 3. und 2. Wwzeln der Eius multipliziert sind. Im Grunde genommen
wird durch dieses Verfahven die Gleichung 2. Grades in zwei symmetrische Faktoren 1. Grades.
die Gleichung 3. Grades in drei solche 1. Grades, die Gleichung 4. Grades in zwei solche
2. Grades zerlegt. Sehliesslich fihrt die Gleichstellung der entsprechenden Koeffizienten von
x der zur Losung gegebenen und der durch Potenzieren gefundenen Gleichung and die Be-
rechnung der letzteren Koeffizienten durch die ersteren auf als lasbar bekannte Gleichungen :
bei der Gleichung 2. Grades auf eine rein quadratische; bei der Gleichung 3. Grades anf
eine vollstindige quadratische vom 6. Grade; bei der Gleichung 4. Grades auf eine voll-
stiindig kubische vom 6. Grade. Setzt man nun die berechueten Werte tiiv die Koeffizienten
i die wspriinglich angenommene (Gleichung, deren Lisung bekannt ist, ein, so erbilt man
die Ldsung der gegebenen Gleichung, und zwar simtliche Wurzeln der letzteren. — An dis
Losungen der Gleichungen 3. und 4. Grades schliessen sich Neuformulierungen der
Wurzeln der Gleichungen bezw. 2. und 3. Grades. — Endlich folgt eine Aufstellung der
algebraisch ldsharen dreigliederizcen Gleichungen 5. und 6. Grades,

I xX*—2mx +n*=o

1)...,... x— a= -+ b giebt quadriert und geordnet:

e L L
2) erhiilt man aber auch aus 1), wenn man in 1) die rechte Seite negativ setzt, dann

; A y

quadrigrt und ordnet. 2) hat also die Wurzeln der Gleichungen:

: Ir—a—= 4h Uiy ol '

-'i_l..:...[ y den o tNi=ia - h*
|=—a=—b X, :

* Vergl. Matthiessen, Grundziige der antiken und modéernen Algebra, Leipzig, B. G. Tenbner, 1878,§ 111,




Vergleicht man nun 2) mit I, so i
| ==um S =
4}"”"lag—lr'“’:tl’ d. i b e,
Wiithlt man b positiv, so ist

TP e g J%‘ = m 4+ ym? — nt
Xy i

b negativ gewihlt giebt dieselben Wurzeln, aber in der Reihenfolge x,x,.

. x’*—3mx’+ 3n’x —p’ = o.

Setzt man x — y -4 m, so wird

¥ —38m* — Yy — (2m® — 3mn® + p*¥) = o, oder abgekiirzt:

Y. — 3n°%y — 2p,® = 0. Nun giebt

Yy — a = by — c kubiert und geordnet:
a—Db% . | 5 a’ —be? . at — ¢
5 T R e ey s e

4) erhilt man aber auch, wenn man in 3) die rechte Seite mit 1 = — 5 41 5V 3,

oder mit v = —; — V8 multipliziert, daun die Gleichungen kubiert und ordnet.
4) hat also die Wurzeln von
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Vergleicht man nun 4) mit 2), so ist
a — b = o

a? — he?

P
ad — ¢?
| =t

o® -+ 2p,%? 4 n,® = o, und daraus folgt:

= 2p,% Lost man nach ¢ aunf, so ist

a

st = l ‘_1}'31 =¥ i'1n_ n = — i.lJ]:; 3= i “]ﬁ'
e hat also folgende sechs Werte:
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Man beachte, dass u* = v, v* =
T — 2
[e,c, =S
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Wiihlt man nun

fiir ) den Wert ¢,, setzt nach 6) bPe, fiir a und beachtet, dass
n,?

hoji= = ¢;" ist, 80 wird
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—ue; — ve,” also  x) = m — mne;, — ve,”
—ve,:— 1o, X, — m — ve, -— ue,. Mithin ist
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Wihlt man far e der Reihe nach ci]c¢,”[ca|ey’f ¢s | ey’ s0 ergeben sich immer die-
salben drei Wurzeln und zwar bezw. in der Reihenfolge:

Xy Xp Xy | X XpXe || L% K | Ny T X | G LY | N X X,

die heiden
anderen sind die Wurzeln der Gleichung 2. Grades x* dmwx + 3n® — o, oder,
wenn man 3m = 2 g und 3n® = »* selzt, der Gleichung
18) . . .. x* — 2ux -} »* = o,

Setzt man in II p* = o, so wird eine der Wurzeln auch = o, und

Diese drei Wurzeln erhilt man aber auch, wenn man aunch in den Wurzeln der
(#leichung 3. Grades p® = o setzt. Letstere sehen dann nach 12) so aus:

- n

I : (E_rr - [.Slrr” — 9t 4 Bi? ¥ .{I'? n*y 4+ ] 8p — 9® — J® '3 (v’ —-I_u'l_] ]
oder abgekiivzt:
+ M -+ N) und demnach
= uM - vN)
-+ vM 4+ uN).

Von diesen drei Wurzeln ist x, — o uad zwar identisch Null,
weder durch Einsetzen irgend welcher Zahlenwerte fiir u und »* iiberzeugt, oder allge-

wie man sich. ent-

meiner, indem man #* = p* + 3k® setet, jenachdem +* = u* ist. Mit Hilfe der
Gleichung
,....'_’T_rr 4+ M : N 0

erhalten die beiden anderen Wurzeln, das sind also

die Wwrzeln der allgemeinen
quadratischen Gleichung 13, die neuen Formen:
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Sie reduzieren sich similich auf die bekannten einfachsten Formen I 5), wenn
man, wie oben, bezw, »* — 52 + 3k* setzt.

TEL. x'— Amx® + 6nx® — Apxt gt =o.

¥ — 2Zax + b* = 2ex — d? giebt quadriert und georduet:

coo X —dax? 4+ 2(20* 4 b — 2N x? — 4 (ab? — cd?)x + b

2) Llh:l“.. man aber aueh, wenn man in 1) die rechte Ssite J]Ltft‘m sctrt, dann d!u
Gleichung quadriert und ordnet. 2) hat also die Wurzeln der Gleichungen:
2 — 2(a 4 e)x + b? + d? = o
T1F = 206 —¢)x 4 b —d® = p* d.i.

Ji‘ [ a +¢+ )@+ o) — b — a2
X |
Ml e T
o
Vergleicht man nun 2) mit III, so ist
i = m
232 - b3 — 2 of an®
ahi—red? =——nb
bt — a4 = g%

Mit Hilfe der drei ersten Gleichungen von 5) erhalten die vier Wurzeln in 4) die Gestalt:

* Vergl a:a: 0. § 259—961.
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[x'l =m + ¢ + ¥3(m* — n¥) — ¢ + I (2Zm® — 3mn® + p?

Xg |
6) 0 v o Gty L L et LI D
|-"3] —m —¢ + ¥3 (m* — n?) — ¢! — 1 (2m* — 3mn? + p*)
KI-

Sie sind dadurch interessant, dass sie dieselben Koefficientenverbindungen aufweisen,
wie I'D) und II 12). Eine andere interessante Form erhalten sie, wenn man m ¢ =y

und m — ¢ 7 setzi: ;
X : /y8 - 3my: - 3nfy — pt
[‘cl _},j_ll;.j y? + 3n¥y — |
7 . -2J / y — m
\1 oo+ /8 — Bmz® 4 3n% — pd
. e _[—_ 1 /
1'4_[ ¥ ¥ — m

Es handelt si¢h nun noch um die Betrachtung von ¢ in 6). Lost man 5) nach
¢* anf, so ist
BY v e — Bafet 43 (et — et — gt 0, Weun
@ = m* — n?
g% = 82md — dmns - p
3y dnt — 4mp® L g* ist.
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Und es wird

L - =
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g% = —da® + B¢yt | 3°
n® — Zmo*p® + p® 4+ mP*q? — n*q* st

¢ hat also sechs Werte, die drei positiven ey ¢, ¢, und die drei entsprechenden nega-
tiven ei” ¢, e,’, so dass die Gleichungen gelten:
»

13 b 6L Foers='0 g hreete—g O G O

und  anscheinend 24 verschiedene Wurzeln x hervorgernfen werden, Da aber aus 6)
unmittelbar ersichtlich isf, dass immer dieselben vier Wurzeln zuom Vorschein kommen,
nur  in anderer Reihenfolge, wenn e d. 1. — ¢ stath 4+ e, ¢ d. i. — e, statt
+ e, e° d. i. — c, statt + e, gesetzt wird, so bleiben nur noch die 12 Wurzel-

werte von x zu betrachten, welehe durch das Binsetzen der drei positiven Werte
¢y ¢, ¢, in 6) entstehen, Aus 8) oder 9) ergiebt sich:

i ) e eifekins et = 34’ Ci7 Cs* 6% =} p°
Letztere Gleichung wiedernm ergiebt e ¢, ¢, = -+ 43%  Wiihlt man nun zunichst
5 ; 5
C1:Cy 85—+ 18% 'al=o Ry 20,0y, und setzt die eben genannten Werte

: e . i 4 A
fir 3¢* und -~ in 6) ein, so erhalten die Wurzeln die Gestalt: *
L

* Die Warzelformen 12) und 13) heissen die Euler'schen. Matthiessen a, a. O. § 208 vermutef, dass
Fuler dieselben durch ein Kombinationsverfahren entdeckt habe.




B —

X, = m + ¢ — ¢ — ¢

lx: 1 T L
TSyE

13) .

14) .

16)

Xoo= M —¢1 - C; — €
b= e L - c,

Mit Hilfe dieser Gleichungen wird jetzt weiter und fiberhaupt allgemein klar, dass,
wenn man in 6) fiir ¢ der Reihe nach ey |e1”| ¢y | €' || ey | 65" setzt, sich nicht die Anzahl,
sondern jedesmal nur die Reihenfolge der vier Wurzeln fudert, bezw.:

X Xp Ky Xy | XXX | X Xy X Xy | Gy X X1 Xy | X Xy Xy Xy | Xy Xy Xy Xy —

Ist eiees = — 13% so lauten die vier Wurzeln:
le m + e + ¢, — ¢

Xg = m 4 & — g+ ¢

y o m — e, + G + ¢
X, = m — ¢, — Gy r
Sind also fiir IIT Zahlenbeispiele gegeben, so bilde man 3% und ¢, ce€y, sehe dann
nach, ob ¢ c.e, — -+ 13 ist, und stelle demgemiiss die vier Wurzeln nach bezw. 12)

oder 13) fest. —

Setzt man in III g* — o, so wird auch eine der Wurzeln o, und die fibrigen
drei sind diejenigen der Gleichung 3. Grades: x® — 4mx* + 6n°x — 4p* = o, oder
wenn man 4m = 3, G0 = 3?, 4p* = ¢* setut, der Gleichung
e B ey ¥ — Jux 4 Bt — ¢ = 0.

In 8) bleiben ¢* und 3% unveriindert, aber es wird 3y* = 3n' — 4mp®; mithin ist

o = P50 — 82Y); 5 = L (BTed — B6m? + B¢¥); vt = 10* — ngd)

3) liisst sich aber daun in die Faktoren zerlegen:
cwe etk met— 1 (2m? — Bn¥je — 18] [es — me? — & (Bm*—3Bn?) e L 45%] = o.
Die Gleichungen 9) nehmen die Gestalt an:

o —— e
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EmTE T
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132 I"q,"'-i-?:'“ — Buigt—q° fq, — Guvtg® - 4ply? —Eilu'“'r-'"'r'-'vl-:"")
oder abgekiirat:
l{',‘-’ = (O — 8? -+ M + N) und demnach
Ly” = o {9ut— 8Bt | oM 4 ¥N)
lr..= = (9 — Bv* 4+ vM 4+ unN).

Nun liefern die 6 Wurzeln e, e, e, ¢ e, ¢, von 15) folgende Mdaglichkeiten:

4= Co. =+ By = | dlsoauch e, + ¢, + ¢, = oG Rt —
+ ¢ 0y = = ¢, + e+ o= R —
- Ci f- L— — Cy -4~ Cy -+- D Gy 03 €y —
gt + = i Fine o —
) e P by — f
Ca | F ,: ._!’._',": LI I‘ =5k : T Gy [ i -;1' I-_:.,
Ly =0 — = P e o = &
C; + & Gy G Gy — G =+ 05 + Oy o
40y |-y rlan ¢, -+ 1'.:' - [‘;5’ - —
4 _' -|1_i’ — ('.;' 1_'__,' “::, == G, - Ca -{- e ——




d. h,
1. m4-¢, + ¢ + ¢ — 0 und 9, m ¢ e, — it 0
2. m -+ ¢ —e —eg =0 b, m 4 ¢ — e + ¢ = 0
3 0m—e +e — 6 =0 7. m — ¢ + e + e =0
4, m —e¢ —e 4 ¢ =0 Boom —igi— e — oy = 0
d, h. nichts anderes, als jede der vier Wurzeln in 12) oder 13) kann — o werden.

Mithin lassen sich die Formen von 12) bezw. 13) nicht ohne weiteres zur Darstellung
der drei Wurzeln von 14) verwenden, so lange w, »* und ¢* willkiirliche Grissen
sind. Oder man muss sagen: Die Wurzeln der allgemeinen kubischen Gleichung lassen
gich wohl unter den Formen von 12) bezw. 13) darstellen; aber es bleibt ungewiss,
welche von ihnmen — o wird. Mithin dringt sich die Frage auf: Welche Beziehungen
miissen zwischen g, »* und ¢® hestehen, wenn einer der obigen 4 bez. 8 Fille eintreten soll?
Ihre Beantwortung bleibe einer spiteren Untersuchung aufgespart.

Yu 15) werde noch bemerkt, dass die Gleichung

PO o i o e o B O g T G 0y = — R (2m* — In?) = e (SuT—4y?)
in ihrer rechten Seite fiir alle Fille konstant bleibt, wenn auch auf der linken willkiirlich

»

e, e, ey statt ¢, ¢, c, gesetzt werden.

Zu den dreigliederigen Gleichungen fiinften und sechsten Grades.

Der Italiener Ruffini 1808, der Norweger Abel 1826, der Dentsche Dithring 1884
haben gezeigt, dass die allgemeine Gleichung 5. Grades und somit auch jede allgemeine
Gleichung hiheren Grades algebraisch nicht ldsbar ist, d. h. dass ihre Wurzeln nicht durch
endliche algebraische Ausdriicke der Bekaunten, wie bei den Gleichungen der ersten vier
Grade, gegeben werden konnen, Erst 1858 gab der Franzose Hermite, Mitglied der Pariser
Akademie, ihre Losung (sowie anch die der Gleichung 4. Grades) mit Hilfe elliptischer
Funktionen.®* Sie ldsst sich ndmlich nach der Methode des Deuntschen Tschirnhausen oder
der des Englinders Jerrard zuniichst auf algebraischem Wege vom 2., 3. nnd 4. Gliede be-
freien, dann auf die sehr einfache Form x* — x — a = 0 bringen, und diese lisst sich
mit Hilfe elliptischer Funktionen l6sen.** Die sich aufdringende Frage, ob es nicht doch
dreigliederige Gleichungen 5. Grades giebt, welche sich algebraisch 10sen lassen, ist bejahend
s beantworten, Selbstverstindlich kénmen dann aber die beiden Bekannten nicht mehr von
einander unabhiingig sein. Im Folgenden sollen die allgemeinen Formen dieser algebraisch
lisbaren Fille aufgestellt werden.

* Comptes rendus 1868, Bd, 46, 5. 505,
# Zeitschrift fiir Mathematik und FPhysik 1859, VI, 8. 81,
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IV. ¥ + mx +n = o.

Es liasst sich zwar aus jeder dreigliederigen Gleichung beliebigen (rades immer .eine

der beiden Bekannten entfernen. Dividiert man z. B. IV durch n, setzt
X m : : R : L
= x, und o3 — I, S0 ist x* + m, x + 1 = 0; dividiert man IV durch m*

Nt
o

X ] : o
setzl = 3 = — 7 g0l isbiix B — 0. Wir halten uns aber an
- . iy 3 i, ;

| ;

die Form IV,

1) ..... x* 4+ ax 4+ b = ex® 4 dx — b giebt quadriert und dann geordnet:
2) cnven X4 (2a—cH Y 4+ 2(b—cd)x® + (a* —d® 4 2be)x +2b(a | d) = 0.

2) erhiilt man aber auch, wenn man in 1) die rechte Seite mit —1 multipliziert,

die Gleichung daun quadviert und das Resultat ordnet. 2) hat also die Wurzeln der
Gleichungen:
[x* — ex* + (a—d)x + 2b = o
) st 4+ ex 4+ (a + d) = 0.
Vergleicht man nun 2) mit IV, so ist
dn — e* = o
b —cd =0
| a* — d* 4+ 2he = m
2h(a+ d) =n.
Laost man nach ¢ und d auf und setzt dann d = Jde®, so wird
Jet(1 440 —¢%) —=4m
lefd (1 + &) = 2n.

Liessen sich nun hieraus ¢ und ¢ als Funktionen von m und n algebraisch herechnen,

so wiire damit die Ldsung von IV gegeben. Schafft man aber einmal ¢, dann d heraus,

so entstehen die Gleichungen: ,

B it |1:} + 44— dﬁ'ﬁ.—”j __,hj T}t5r5"l1'_i + d)* und oy

113:; + 4me — ¢%)® + Het (2n | 4me —- ¢”) — H0nc?,

Beide sind in Bezug auf § und ¢ von noch héherem als 5. Grade, nidmlich vom 10.,
also algebraisch nicht 1Gshar. Man kann aber jetzt mit Hilfe der Gileichungen 5) und
unter der Beriicksichtigung, dass ¢ sowohl + als aueh — sein kanu, der Gleichung [V
die Form geben:

x* 4 3 (1 + 43 — &) erx 4 14(1 + et = o,
welche nach 3) und 4) die Wurzeln der Gleichungen hat:
[ Fex® + 4(1 — d)ex 4 e = o
e sl S T B e e B
Bemerkung: In 7) und 8) entsprechen einander die oberen Vorzeichen und
ebenso die unteren. So auch in folgenden.
7) bleibt also algebraisch unldshar, so lange § und ¢ von einander unabhingig sind.
Sie ist aber algebraisch ldshar, weun c* eine Funktion von J ist und die Form hat:




gy
Denn aus 4(1 4 44 — %) ¢ = m ldsst sich J noch algebraiseh berechnen als eine
FPunktion von m und der willkiirlichen Bekannten a, a, a, by b, .... by, n ist aber
in diesem Falle von m abhingig. Soll dagegen n die unabhingige Bekaunte, m die
von ihr abhiingige sein, so ist ¢® — ¢ zu setzen, und die algebraisch ldshare
(ileichung heisst dann:

11

toad b ey i
byd® + byd® -+ bdt

P.=

Aus T) wird danun: L
x* 4 L 40— :]"fjlg',x ==L d(L o ) q‘.-'t — i

P, ¥ 4 (1 4+ 44 — d%) f;.“ix 4+ 3301 + g = 0. —

Fiir beide Annalmen 9) und 10) ist ein einfacher Fall ¢ = 1:
11) X0 41+ 40 — ) x £ 441+ ) =0

mit den Wurzeln der Gleichungen:
e e {x“:-x3+-;[l--—d?x_i Tl

! Wb e o8 ey 18 W d=0 =
Ubrigens lassen sich die Gleichungen 8) und damit auch Gleichung 7) direkt, d. h.

ohne Hilfe von 4) ableiten. Und will man sie nicht gerade miglichst symmetrisch

beziiglich dec Koeffizienten von x haben, so kann man ihnen auch die Gestalt geben:
[ay f\“ TR & ' 'd\.‘-"}: I'} — 2d)e® = o

|2* & ox = ( —d)e =0,

welche die Wuorzelu der Gleichung enthalten:

e X* 4+ (1 —d — ¢)e*xr + (1 —d) (1l — < &) ef= 0.
Man erhiilt sie auch aus 8), wenn man J statt § (1 — dJ) setat. —
Vooxd + mxt = n—=0;
[xf 4 e+ £(1 — dex + 31 — et =0

Iy ..... \ * T ex 4l 4 dHet =0

geben mit einander multipliziert:
A 20 (ks 40— d)e’x® + L1 — 4) (1 + djier =50,

Oder, d statt +(1 — d) gesetat,
) e ¥ (1 —d—d)e’E 4 d(1 —d)%°= o hat die Wurzeln der Gleichungen:
4 . fix = cx? + de¥fx 4 J(l —de? = 0

TR F e+ (1 — det = o0
2) und 3) sind algebraisch ldshar, wenn
CEi g = e o) _{_ hd + ai_dlz
b, + bid + bed® -+ hyd® |- b, d*
ist. 2) lautet z. B.:
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4 (1 44 = Mg+ $A — & (0 + gt =0
n ist dann eine Funktion von m. Soll aber n die Unabhingige sein, so ist
eR==ne e T e n.o. + H'J ; — =
by + byd 4 byd® + byd? + byt '
zn setzen, und 2) launtet dann: .
° 4 ML 440 — Mt 4+ (1 — O+ Oy = o
Der einfachste Fall ist;
... x4+ K1 446 —)x* -+ L1 — d)(1 + d)* =0 mit den Wurzeln der Gleichungen
I}in + 1% L Pl —@x o Ll — %=1
le Fx 4+ 4149 =0 —
Die noch ibrigen zwei Formen dreigliederiger Gleichungen 5. Grades lassen sich mit
Hilfe der reziproken Wurzelwerte anf die Formen IV und V bringen.

[hre algebraische
Liisbarkeit ist also nach dem Vorangegangenen zu beurteilen.

V. xX*+ mx +n = o

fxd + 2px® + (L} Hpix + (1 + 4 — &)p* = o
12® F 2px® 4 2(1.— d)p’xr F (1 — 48— d%)p* = 0
geben mit einander multipliziert:
x4+ 493 + Mp'x — (1 — 184° 4+ a4p°
2) ist algebraisch losbar, wenn n abhingig vou m und
% 8 -+ a,d
P = g e B
ist; sie lantet danmn: .
X0 4+ 44(3 + ) gx — (1— 184 + oY) g% — o.
Wird 1]'; = |.JI: e 111‘_}- o hl;(;lﬂ _'l_ b::,(il:s 25 bl“j,; gf-‘ﬁﬁt}:t, so ist m :lhili'illgig von n,
und 2) lantet: :
). X+ 450G + Aytx — (1 — 188 + My = o.
Ein einfacher Fall ist:

4503 +d)x — (1 — 1842+ 4Y) = o mit den Wurzeln der Gleichungen:
(et 204 D ekl F4d—d) =249
| F2x - 2(1—-0)x F (A —45— &) =o.
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