Ueber die Bewegung zweier materieller
auf concentrischen Kreisen.

§| l-

[ ISP die ersten Variationen des Integralausdruckes

¢
fr(txyzx’y'z'} dt.
. .

verschwinden, so miissen folgende Bedingungsgleichungen stattfinden:

£xlz 0

&1 7

fy

it = 0.
&

I'z-—d--r:

fx —d

fy—id

it — 0,

und sollen auch x y z gewissen Bedingungsgleichungen
P(xXy2=0vY(xyz =0

Geniige leisten, so werden sich die entsprechenden Differentialgleichungen unter der

; ;_adEx hy dvyR g T A3x
Form darstellen, vorausgesetzt, dass hier durch x’ — TP A ey S a LA

bezeichnet wird:
f’x—da—?—+#m’x+r¢'x 0.
i /
Py —dgl-+r ¢ y+rViy=0

i';.;.....-(]f;—z+,u.q-:’z+r\£/’u=:l]'+
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diese Gleichungen haben eine ganz ihnliche Form wie die Gleichungen der Bewegung:

d? .

e 1L L

dz y.

G T =

d? z.

e a2~ d z

d U.

d U.

d U-

—pg x—rYx=0

—pgy—r¥Yy=o.

—pgz—r Y z=0

L 2,

and diese lassen sich leicht auf die Form der vorigen Gleichungen bringen, — F:i.iill't

man mEmlich den Ausdruock fiir dfe halbe lebendige Kraft ein:
T=1%m? 4+ y? 4 27

s0 hat man

d T dx

d¥ " dt

2T

ddx = m

dt

d? x
dt?

Da nun in T kein x und in U, der Kriftefunktion lLein x' enthalten ist, so kann

man in den beiden Gliedern

aT

d dx

d't

und :;xi nunmehr T + U statt T und U einfiihren, wodurch

sich die Bewegungsgleichungen des Systems 2, folgendermassen gestalten :

d(T +U)

d ~dx

d t
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d(T+0)
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d. d oz
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Jetzt haben sie in der That keine andere Form als die Gleichungen 1. und
diese Gleichungen integriren heisst somit nichts anderes als x y z so ‘al§’ Funktionén
von t bestimmen, dass die ersten Variationen verschwinden und zugleich der Integral-

Augdruck:

ein Maximum oder Minimum wird,

t
Y= ﬁun+U)dt-

Hierin hesteht wie hekannt das Hamiltonsche

4,

Princip. — Dieses Prineip verhilft nun auch zu einer bequemeren Methode die Bewe-
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gungsgleichungen ‘in andere Wariabele zu transformiren, Sind 40, Tag 0 ...ﬁia L
Variabeln, die mit den alten dureh die Gleichungen: .

x =14 (9 9 93 .-) Y =15 (4; 92 Q5.0+ ) 2 =f3,(2), 92185+ ») i
verbunden sind und sobstituirt man diese Ausdriicke in (T + U) in die Gleichung 4,,
so werden die in den neuen Variabeln ausgedriickten Bewegungsgleichungen diejenigen
sein, welche integrirt q; g5 93 .... so als Functionen von t bestimmen, dass die er-
sten Variationen verschwinden, Wie wir diese G]e:chllngen finden, ]ehren uns die
Gleichungen 1. Man erhidlt ndmlich:

Ct'-[T-l—U Y

d (T + U)

T—d jt'h +}-¢(“"‘-—)+ ( 1):{1.
(T+U]

d(T + U)

———— —d ddq, it L VIS 4

F +H(dqz)+ ( ) 0, 5.
d{T+U

d (T + U) —_—

—_— —d d

d gy e +‘“(dq¢)+ (dqs)

wobei (f; gjl) ?‘HLT u. 8. w. anzeigen, dass in den Functionen ¢ umd,\/ zuerst

x y 2 durch q; q, qq ersetzt und partiell nach diesen Variabeln differentiirf werden
soll, Dass diese Gleichungen ganz dem Systeme J. entsprechen, ist wohl einzusehen
und zagleich leuchtet ein, dass diese Form der Bewegungsgleichungen, die Lagrange
fhnen gegeben fiir allé beliebig einzufiihrenden Variabgle passt. — Wihlt man die
neuen Variabeln so, dass den Bedingungsgleichungen von selbst geniigt wird, so neh-
men gie die Form an:

d (T + U)
—ay 0 tD =, K
dt 4.9

und man hat so viele Gleichungen als unabhingige Variabele, FEine andere Form giebt
Poisson den Differentialgleichungen der Bewegung (conf, Poisson: die Varigtion der
Constanten Journ, politechniqiie, Tom, 15). Er fiihrt ein:
: &P 2 7 Bl Gl her 8 T
AR =L, RS g s
und somit gehen die Gleichungen von Lagrange iiber in:

d(T+U)__ dp; d(T+U)__dp, d(TH+U)__ dp,

d qpy o it digg: ., dE I F TR
und man hat 6 Gleichungen der ersten Ordnung, die weiter zu behandeln sind,
l'

#
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Da nun T = 1§ m(x's + 7y + 2'2/) gesetzt und fiir x y =

X = f; (9192 93) Y = f3 (9492 93) ='= {3 (9795 q3)
eingefiihrt -wird, so ergiebt sich hieraus
' X' =1 4 dyp + ) a9 0y + ) 03 0

Y Fo q; 97 + 15 92 95 + 15 95 954

2 = f3.q; 93 +F303 93 + 3493 93 _
ond T wird mithin eine hnmﬂ-gcne Function vom 2ten Grade in Bezug auf g‘* von der
Form: .
T =a;;0;%+ 849 05" + 835 932 + 28,50, 0y + 28,5 0193 + 28559595 7.
worin die a Functionen der q sind; die p. sind nun Differentialquotienien der Fune-

11

tion T nach den q' genommen, so dass sie liniire homogene Functionen in Bezug anf
die q' sind und zwar:

Py =2 (837 Oy + Byy 9y + 853 qa)
Pa = 2 (agp QqiF 895 qp + 8330y
Ps = 2 (agq 9y + 839 0’y + 843 4y)

wo jedoch z, B, a;; = a;; u. s, w, ist,  Wenn man diese Gleichungen anfliisst, so
erhiilt man die q ebenso als liniiire homogene Functionen der p nusgedriickt und sub-
stitnirt man diese Ausdriicke in 7, so wird T anch eine homogene Function des zweiten

Grades in‘Bezug auf die'p, Um nun noch zu zeigen, dass (—i-TT) — q', erinnere

man sich, dass 2 T — Z ¢ 3:11:, oder, was dasselbe T — Z ¢''p —'T." Da nun"'T

eine Function der p und q sein soll, die Function T aunf der rechten Seite nur g ent
halten, so werde ich durch Differentiation erhalten:

dq
d T T d T

— A ] G s o T R S e 2 B m
afp) L it pyisdar ¢.qdp -

und den Gleichungen die Form geben:

dp e (=) dppist o G AT = Oy APt BT BT
digr d_ql a6 ¢ o1 d q, dt e d qq [
LPr e iT..) IR PPV AL K ) WO (dT .
dt dpy A -C_f-?; ATEN S d py l

Hamilton stellte diese Gleichungen zuerst in dieser Form auf, und nannte die
rechien Theile dieser Gleichungen die partiellen Differentialquotienten einer und der-
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selben Function die charakteristische Function H. — Driickt man in T die 'q duorch p
ans, so stellen sich die Differentinlgleichungen der Bewegung dar:

dt : dgy A I 8 PR e d py : d py
oy L AT—0) dTml) L d@ =T, AT )
— H d ]Il * [f ].JE ...... EZT - d Elz
und man kann sie immer ldsen, wenn man die vollstindige Lisung der partiellen Dif-
ferentialgleichung
dV
—d-—f-"l-T—U:Q. 3.
dV a Vv

kennt, wo in T als ‘Function von q; q5 94 ... Py Py «.. StAlL py = 5——, pp——7—
; ' d q, d q,
u, 5. w. gesetzt wird. Falls t in der Gleichung 9. nicht in T und U vorkommt, zer-

legt man die Gleichung in zwei Theile % +ae=0 wmd T —U — & = o wo

g eine willkiihrliche Constante und behandelt beide Theile einzeln, —-

§ 2.

Es liegt nun in der Absicht zu zeigen, dass bei allen dynamischen Problemen,
so auch bei der Liisung der folgenden Aufgabe stets eine partielle Differentialgleichung
mitintegrirt wird: :

Es sind zwei materielle Punkte mit ‘den Massen m; und m, ge-
gében, die sich auf zwei concentrischen Kreigen béwegen und sich
nach dem Newtonschen (Gesetzeé anziehen oder abstossen — man
soll die Bewegungsgleichungen fiir die beiden Puncte aufstellei

i
]

und sie vollstindig integriren. 3

Sind-x; y, die Coordinaten des Punktes mit der Masse m; und 1; der Radius

des Kreises, auf dem;er sich bewegt x, y, die Coordinaten des Punktes my,; der sich -

auf dem Kreise mit dem Radius 1, bewegt, ¢; der Winkel, den 1, mijt der vertikalen

Y Achse und ¢, der, den I, mit dieser Achse bildet, so ist die Entfernung beider
Punkte:

E'= V(X = %)% H (71 —. 37

1
T B
s E

ist die hestehende Kriftefunction,
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Die Bedingungsgleichungen sind:
f-l = ]/'I-Iz + }'12 — 112] — ﬂ..
—_ Vx-zi‘! -+ Y'}.‘z - 122J =),
so dass sich nunmehr die Bewegungsgleichungen darstellen:

d?x, _d U d @, 2y, _d U, d ¢
BT i, SAGFRE b g ey T g
2x, du. d p, d2y, dU d @
gt T s b o e
Setzt man nun:
xg =1; cos. @, Xq = 1, cos. @,
¥i. = 14 sin o, - Yo — 1y sin g,
so ist: -
Xy = —lysin @@y Xy = — 1y sin @y @'y
A — 1, cos, @ @y Yao= 1, cos. @y ¢y
T =3 0P gl 0 @al T
U= [};* —2;1,cos (@1 — @a)t+157] s
dT daT
da nun —— 120 =V = =
d g 1© P1 1 ag, 29y = ‘La
somit =1 [“1’1 "E"l "\l"il ':"2 ]
2
so erhilt man: .
dE- 3 dgy : P U v dd o d |y - dy,
o311 g 734 d(T,—U),; ¢(T—1) _d(T~10)  d(T—=0)
d’ ¢‘l d’ 4,2 LR d ¢I E @2 P
oder:

%=}[m 1].1 :;q?:) m2 (dq:-v)] [] —2l;lyeos.(p;— @y, ]—“}{ . 11

Um' diese Gleichungen za lisen, theile ich sie in die beiden Theile:

gk o
dt+{:3_0 12#

2 —

%[m y? r.iqnl) il “'2'2 (Ef:pa) ] [] =211, cos.(@; —Py)+1,? }—éca =10,13,

Setze ich (——) = (—— —
d g : d @, -

»




und p 4 q = e; so liefert 11

2 2 9
T oA e o
o v S

-Nachdem ich diese G]Emhungen nach p und gq ﬂufgelost Ergwht gich:

p= myl2e il//mlll%l'1+m ?{1n1112+m.1121j|[——F— ?'--+m2122c3-c13]

my ]12 + m?],?

q = my ly? ¢, il; mllj% 2+ myly2(m 1, 24-myl,2) [J = -—+mll|2(:3.-—cl'3]
L2 i da nun AV =pdg, + qdqp, und somit V =fpdq;ui + qd, ergiebt sich:
"F__,;l[ml| 24y, (p"?]‘l 2 ‘l mym,(m 1,2 4 m, Iﬂij(E +c:3)—|:1 ' S
my 1,2 - mg iy2 m, 112 4 myl,2 P ¥
Aus 12 ergiebt sich:
V=—o0c3t+ ¢,
und somit
1/"'1"“- (my1;24m,l Ej.(E +c3)—c 2
v-—c1[mlz¢|+“‘ 192@, ] A g +2INE 1
my 1,2 4+ my 1,2 LT +m, 1,2 d(p1—Pa)—estte,.

Differentire ich nach c, so erhalte ich die Gleichung 31, die aus den Gleichun-
gen 29, und 30, hervorgeht, nim lich

(P1—P2)
d (@1 — @3)
tdc, =mm,l;1 [ E 14,
€y [t B0 B | -Ir'fr"'l‘"z[{mx]l2+"‘2|22J(%" +¢3) — .;]2]
‘m
differentire ich dagegen nach ¢, so erhalte ich:
(P1— P2
ml 2 4mgl,2 ch mymyly 1, n1 d (?1 — @a) 7
|- Trm o2 142 3 +e .
myly24myly? Tmyl i mg 1y ]/m '“z[ (m ] 24m,l }(z""“s)_"tn-] 4
m

nachdem ich 15 mit m;, 1, 4+ my 1,2 und 14 mit ¢; multiplicirt und die erstere
Gleichung von der letztern subtrahirt , erhalte ich
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e e

my L2, +my 1,2 @, =¢; t + ¢y
und m; 1,2 @', 4+ m, 1,2 @'y = ¢,
zwei Gleichungen, die vollstindig mit 23. den Integralgleichungen iibereinstimmen,
Driickt man nun wie in 33. geschehen, die Constanten darch die Anfangswerthe
ans und setzt noch nach 38. und 39,

i l‘ZEIiE = 2E4E

d == — T
(P1—Fe) V(1I,—15+E) (I;Hl,—F) (I;+1,+E) (I,—1,+E) &

so erhilt man die Function:

05 e : : —dE—c t4e,,
V=ﬂ'tfm1712fpx+mglz'j'¥’n] 9l 1, mymg[2(myl 2 4myly?)4(2eq(my 1, 2 4+myl,2)- cﬁjl:.]l:.—_‘—‘;-‘i:l;-—a
my 1, 24m,l, 2 myl,%4-mgyl,2

Bildet man ‘aus 14, die Gleichung fiir die Anfangszeit der Bewegung t = t;
und subtrahirt beide Gleichungen, so entsteht:

(P1 — @2)
(dp;—p,)
t—tp = mym,l;l, : -
- .l/mlm‘l[{mlll""malig)(iﬂ-{- cg)—cfﬂ] 4
(@"—9,°%) . '

Setzt man fiir ¢; und c; die Anfangswerthe, so erhiilt man,
(P1—P2)

Kihed Ly -l./'m.milﬁli‘l d (@, —p,)
=t —rh myl;24myl,? V‘-’.? 2 . mymy 21330 —, 17.

o2t P e Sk Bt Btk £ 0\ o
E ‘E, ml,? + m,l,? (@1 P2)
(@12~ @,
-und setze ich
2 mym,l, 3,2 ' o fove
E, “ml, % m,l,? (@1 '—,°%) TR
g0 wird
E
RARIR 2 2 M dE
t—ty = W miltem. 0 la /o . 3.
il mo1o® ) /10, 4,)2 — E?] [E2—(,—1,)?] (M—E] ME
Eg

eine Gleichung, die genau mit 42, iiberginstimmt und weiter zu behandeln ist,
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Somit ist erwlesen, dass die partielle Differentialgleichung von, der, wir ausgin-
en mit den Differentialgleichungen der Bewegung genau zusammenhingt, wenn wir

‘bei der Behandlung diesér zu denselben Resultaten gélangen,’ Nach dem’ Vorhergehen-
den (H}) stellen diese sich fiir die Anziehung dar als: fyo

d 1,15 sin (py—0,)
myl,? d:.g:__ 2 ‘Pl P2 15.]
m,l, 2% ‘Pv = Ly sin {'P:‘_{P'ﬂ 20 %
e E3 '
und fiir die Abstossung:
' - : 42 1,1, sin (p,—p,)
m, 1,2 dt?;‘ 1's s 1 2 Ql'l
L IL
i '.ad! il | ]1 sin. (@ —@y) 929 '
B T E3 &
Betrachten wir zunichst die Anziebung, so liefert die Addition von 19 und 20
my 1,2 ¢y + my 1,2 @y =€ }
- : 23.
integrirt
m; 1,2 @y +my 1,2 @, = Cyt 10,
Die entsprechende Gleichung fiir die' Abstossung aus ‘21 und. 22
my 111 qﬁ: + h‘!__ltlz ?2 e (C[ t + Cz} 1
und 24,

durch Mnlhp]mnﬁon der Glemhung Iﬂ‘ mit Eﬁqu und 20 mit Edrpm dann folgender

Addition und Integration erhalte ich:

3
my 1,2 ‘F'le + my 1,2 'szi = jﬁl kfgﬁ;ii):g:%;gﬂ- 111]54
: - 28.
my 1,2 ¢y + myly2lgly = e 12mf. e o MR T
Fiir die Abstossang folgt ebenso aus 21 und 22
my 15292 4+ myly?@y? = — [:T +Ca] 6.
Liiset man 23 und 25 nach ¢, und ¢, auf, so erhdlt man
O myly2Cy—2my 1y 2C @'yl 2 (my | 24my 1, %) gy ? __'I_i_hz_ =0 27.
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wahvend ‘mdn ‘ads 24 und 27, filr die Abstossung o AT
' 2m,ly? :
C, 24myly2C;+2m,1,2C, ¢ pFmyly 2(my 2wy 1y 2) @'y + —5 g 10, 28.
Aus 27 erhilt man:
SO |2|§ - 2
@' y=mym,yl 21,2C, ==/ m, 21,4C 24m, | ? (my 1‘1+1n,l2} =g my) 2Cy—+Cy myl2

m,imgll‘l]!*(lnllll2~I—mt|2'1.}
und ‘aus der 27 analogen Gleichung fiir @'y
@ o=m myl; 2,2 CI_,,_]/m.lﬂf AC 24-mgly?(m 1 24m,l g }["m—'—+m1| ch—clﬂl]ﬂ'.ilﬁ

mymyl 21,2 (m 1, 24myl,2)

nachdem die erste dieser Gleichungen miit myl,2 die zweite mit m;1;2 multiplicirt ist,

EI ergiebt sich:

¢ —F 2-*:'/"' mgl 21y [(*“11124‘"11'21)(1_ +Cy ) —C ] 29.
m m:._[ 2],2 19 -
d(pi1—Paq) 4
s | J e ——
'l/“‘imu[(mtlf"i"“z]i')(g'*' Gs) - Gy ] = mgmglyly e
(P1—P2) oy
d':"?:’l_q’ﬂ oy
a1.

t"'Cq——"'lm'llllz ]/mlmz[(m;lf+m2 P ](E +C3)_Cf]

Aus 28 ergiebt mch fiir ‘die Abstossung,

94 = — mym,l, ’lgﬂf1i'l/m1 my 1,%1,2 [—{m 1 +mzl29-}(h+(31)—{3 ] my 1,2

mymgl 2y 2(my 1y 2kmyl,®)
und mus einer anhlogen fiir'p’, und dér Subtraction beider
(P1—%F2)

d(p;—ps)
t+C4:me2|1]1; - 32,

i 1 mlmz[—- (m, | 24-m,l 2)(h+(:3)-012]
m
Die 'Gleichungen 23, ‘25 nd 31 dienen zur Bestimmung der Constanten

[ #]

-




fir die Anfangswerthe, die fiir die Anfangszeit der Bewegung der Zeit t = tg — @
gelten, Es ist:

gl 27 0 Fmy 12 g, 0= €y ‘i m, 1 2@ 8 +my 1,290 = —Cypt
m,l? ?1“ +m, 1,290 = C, 33, M1l @10 4myly? @0= — G, -
2 A o 4
mll.l?cp ‘G +Tﬂ2]2 tp'é'} - -' "__ F._{ t Inlll':'(p 10 +|'|]2||32¢_.2{] o+ %D: _CS f
¥ ; J
Fiir die vierte Constante ergiebt sich noch zu (33.) fiir die Anziehnng
(@1—a)
g d(@1—Pa)
t—tg = m;mg 1yl : - ] g
i e ]/“‘:“’2[(“'11124"“2'1'1}(%4"ﬂs)—n ] -
o (p1°—92")
und fiir die Abstossung zu 34
(P —P1)
s d(py—3)
t—t, — m;m e 5 2
dus n adiva V"‘i‘“z[—{m1'12“1"“2]2“1(%‘1‘Cs) =6 ] | it
(?1“—@201 . l

Setze ich in 3b. fiir die Constanten €, und C, ihre |Werthe ans:33., so er-

giebt sich: . |
(P1—F2) -+ 5 \

'I,f" m,m,l, 21,2 d (p;—qy) o
t—t= Ell.:l'i-iq'nl_iz_2 Lo mymg 1,21,2 : 37.

mTe dd A Vi Pl el S AT o e @
E En “lll]‘l -+ mil:'z [(P 3 T Pa }

(P:°—P2°)
Es ist ) .
1,2—21,1, cos. (py—@,) + 1, = E?
2l, 1, sin (P;—@a) 4 (@;—Po) 7= 2EdE, v 38.

sin? (@g—@q) = 1 — coa’? ({;_:1-—-9:2] p
sin (@;—P) = = "/1 i [ﬁ[g“—ﬁﬂ]ﬂz XAl 21,2 —[1, 241, 2—E?]2

21,1, 1,1, @
91,1 8in (@y—@o)-= st VA2, —[1,2H,2—E2]? b i
= == V{i,—1,+E) (I,41;—E) (I +3+E) (1;—1,+E) 39.
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Aus 36 folgt somit:

SEdE |
UP1=Pa) =251 T, 3 0) (1, L, —E)1, +H, +E) (1 — 1 +E) el om0 140,
Setze ich nuon
2 mgmpl Mt oL ey e 1)
By m )2 m,ly2 (' ' —'2"%) M. :

so folgt, wenn ich dies¢ Werthe in 37 setze:

E
Tmymgl 21,2 . ev=aihoRy” MEJE,
et = V i 24myy7 |V 0t Hy—E)(+l B0, —1+E)
Eq 42,
E : [
W = 9 F2 MdE i
t—ty = J m, 1 24m, 1,2 |V, +15)2 —E?] [B*—(1,—];)?) [M—E] ME

&

Eu ' ]

Fiir die Al:stosaung erhalte ich aus 36, wenn ich die Werthe aus 34 substi-

tuire :
(P1—P2)
“mymy 2% d{q’lf_‘h""
t_t“ "'1112""'“2 2 ]/55 _9 mymyl, 21y ?
E " ml *+m,ly?

(¢’ 1.0“_‘P’2 ! it

(py® '-'Fto)
Fiihre ich die unter 35 angegebene Substitution aus und aetza

_z mI"]?LI lﬂ r o ;08 “_'_i 43
ED 1]1 +m 1'2 ((Pl—"q}'.!J | .
so ergiebt sich:
E

.|,»‘ mmyl, 21,2 9EIMdE, %,
t—t, = 1.2 P R .
. my |y *+n,l, -'/f[[il‘l']!]!_Ei] [E2—(1,—I3)?] [E—M] ME.

1 EE
die weitere Behandlung und Entwickelung des Integrals 42 fiir die Anziehong und 44
fiir die Abstossung ist nun der Inhalt des’folgenden :Abschnittes. — ;
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§ 3.

Es ist leicht einzusehen; wenn man nur an der Annahme l; > I, festhilt,
dass fiir I, — 1, das Minimum, fiir |, 4 1, das Maximum der Entfernung der beiden
Pancte m; und m, eintreten wird; und da sich, wenn wir zunichst die Anziehung,
also die Gleichungen 41 und 42 niher betrachten, bestimmte Interwalle darbieten, in
denen die Griisse M, die Winkelgeschwindigkeit, die sich aus 41 ergiebt

1
M= 1— m;m,l 2,2 : ;
s ‘E{JIIIJ:L]*'"‘?E"} (s 0—, 0)2

I"'ﬂ
liegen kann, nimlich in:

- coe =) oo = —=1) . 0L 1) L (] A
oo 1Hy) (l;—1y) (1—=la) ... +(1;+],) o0

1 o 3 4 ] G
so wollen wir untersuchen, in welchen Interwallen M liegen kann und wo Bewegung
stattfindet, Setzen wir:

mym,l, 2],2
2m gl 2 mgl,2)

(@1 —9y%? = n?
so wird auch
1 L1 amyinn

EolnM it i 45,
und obgleich B, — == VI]_'J—EIIlucos.{{plﬂ_q};uj_i_;zﬁ
also positiv und negativ sein kann, so nehme ich E; doch nur positiv an, da E der
Aufgabe gemiiss nur positiv und nie der Null gleich sein kann und bemerke, dass es
zwischen (I;—l,) und (1,41,) ebenso ‘wie E liegen muss, —

Nach 45. geht, wenn E; positiv

: 1 .
n? von 0 durch — .....bis co

E
wihrend M von E; durch i:'|-' 00— 00,, , bis (0 geht,

Mithin kann Min allen Intervallen mit Ausnabme des dten liegen, da E; nicht
kleiner als (I;—I,) werden kann; und somit geht M von E; einem zwischen (1;—1,)
und (l;+l,) liegenden Werthe bis 4 oo durch — oo bis 0.

Liegt aber M. zwischen 0.., — oo oder zwischen + (I1+h) v+ oo, 50
findet zwischen (1,—1,) und (1,41,) aus dem Grunde Bewegung statt, weil dann fiir
diese beiden Ausdriicke die Waurzelgrisse 42. verschwindet,

Liegt jedoch M zwischen (1,—1,) und (1,+13), so findet zwischen (1;—1,) und
M die Bewegung statt, weil anders jene Waurzelgrisse imaginir wird, Es folgt somit,
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dass fiir diesen Fall der Bewegung eine pendelnde Bewegung des Punktes, eine

Bewegung vom Minimum (l;—1,) bis M, von M bis zum Minimum u, s. f. statt-
finden wird, ' :

Gleiche Schlisse wie 'die vorangegangenen’ leiten ins auch in “dem Falle, in

welchem ‘éine Abstossung zwischen den Punkten statifindet, — Aus 43 folgt:

I §

M i=ul my g L2 0,2

E,  2{ml;%4m,l;*

und aus einer dem Vorhergehenden gleichen Betrachtung

) (@7¢ — ¢392

1 1 = :
— — e T ] = 4!!,
E, M
so dass, wenn El:! auch hier natiirlich positiv genommen wird;
~ n? von 0 ,,, durch Fl_ <+ . his — oo geht,
T S0 :
wihrend =M von Ey...—oo400,, . bis 0 geht,
Auch in diesem Falle, bei der Abstossung kann M in allen Intervallen
mit Ausnahme des vierten liegen, — Es findet dann, wenn M zwischen 0 bis — oo

oder zwischen (l;+1,) bis 4 oo liegf, lewegung zwischen {|1-—L.,',I und {11-1-1.‘.} statt,
denn in diesem Falle verschwindet die Wurzelgriisse 44, — Liegt M zwischen (h+15)
und i_[l—b—l._!], so findet Bewegung zwischen (h-+1s) und M und nmgekehrt statt, so dass
in einem Falle der HE\\'egung, wenn die Punkte m; und m, einander ahstos-
sen, eine pendelnde Bewepgung zwisehen dem Maximum der Entfernung
der beiden Punkte und M statéfindet,

Somit ergieht sich, dass fiinf Xntegrale, je nachdem M in einem der fiinf Ku-
terwalle liegt, fiir die Anziehung und fiinf fiir die Abstossung behandelt werden miis-
sen, — Da die Ausfilhrungen indess zu lang, einige ‘der Integrale auch zusammen
fallen und gleich sein werden, sollen im Folgenden nur die Fille, in denen eine Pen-
delbewegung stattfindet, niher untersucht werden, — Demgemiiss ist es nothwendig,
das [ufegra] 42 zw transformiren, —  DPa es nicht der Haum gestattet die Transforma-
tion, ausfiilirlich auseinander zu: setzen, verweiseich anf die vortreffliehen Abhandlungen
Richelot’s: ;,Commentatio de integralibus Abelianis primi ordinis;¢ wnd: ,Ueber die
Substitutionen von der ersten Ocrdoung und die Unformung der elliptischen Integrale
in die Normalform/** Crelle Bd, 34. und folge in kurzem dem Gange der Umformung
der zuepst erwibaten Abbandiung,

Das in diesem Falle zu untersuchende Integral it von der Form:

F(EME
V 9s(E)




s M
wo die liniiren Factoren der Function ¢ (E) reell sind; so dass:
P(E) = (E—ety (Emoty ) (Emmpgy) (E—tt ) (E— i ) (E—ctg)
und die Grossen o; e, o, . ... %; sich in einer'abnehmenden Reihe befinden, somit
die Differenzen (o6, —y) (eeg—ees) ... (25—eo;) positive’ Wetthe liefarn. Unter” die-
sen Voraussetzungen erhiilt man fiir den Ausdruck, wenn man ihn trabsforfnicg: 00
(o6 — ob)f—(ct — )22 2
F(E)dE 2 petptl | popkd _]‘b’ g,

Vgg(E) _( )] o6 — e)(ee, — ee){ot — @) (08 — ) |V (1=22)( -?"ﬂ}l{lua 22)(1- 2 22)
;4—1;.:-1-1 p-l gl g 42 g ptd popd

oder

F(E JE s JH\IN'-’-df

Vge®) = l/([_,'z}” ‘,3]“ Anda}“_};ﬂzﬂ

wo %2 > A? > u? und %2 > 0 < 1 ist,
Die zu untawml:m len Integrale: gestalten sich verschieden, je nachdem
5 \1 zwischen + oo .... + (I,:+l,)

dann ist die ]‘lelhnnfu|"e :h'r Factoren entsprechend den o, =, o; ... .. &
M (I g (=l 0 — (1,—1y) —(1,41,)
e
2. M zwischen + (L, +15)....E,

(pHla) Mg (1=15) 0 — (1) = (ly+5)

—
Bei der Ahstusaﬂlng

2, M zwischen + (). ..., E,,__,,
':]'1+12:'EM (i—ly) 0 — (I;—1,) — (I;414)

“—

3. M zwischen 0 . .. ... — (li=l)
(h+h) g {I 1—la) 0. M — (,—1,) — (I, +1,)

—

4. M zwischen — =il =y — (I3+l,)
Aty ple—ls) 0 = __12; = (1;+H,)

S

5. M zwischen — (+lg) oo — oo
(Il+]'l]l11. {ll‘—'li} U' e “1—]2} S UI+]2} :\'.L

S
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I,-" _mlmgll_]_‘zu__,:F.
m1112+m!|.!=

so sind die niher zu untersuchenden Intregale, von denen 1 und 5 und dann wiederum
3 und 4 zusammenfallen folgende:

Setzt man noch

E
oaMEdE
1. t—t, = F ~-
% ll/ (E—M) (E—(1,+1,)) (E—(1,—1,)) E. (E—(=1;+1))(E—(-1;—1y))
Ey
E
2ME2JE
i e l]/—(E-tth}:fE_ﬂl-lgn E. (E—~M)(E—(—1;— 1) (E—(—1,+,))
E,
E
OME24E iz 8
4, t—1t; = F [V_(E_{]1+lﬂ)){E_{I1_]2}} E, [E—[-—-—-ll—lz]}[E—M}I{E—-—(uer:)}
E,
E
2ME2dE
e {]/ — (E—(lyHy)) B (=) E (E— (1)) (E—(—1;—1,)) (E-M)
Eﬂ‘

Der nunmehr interessantere und niher zu betrachtende Fall ist indess 2., der
sich fiir den Fall, dass eine Anziehung stattfindet, darstellt:

E
9ME2dE
2. t—t,=F|_ 7, IR e = o 7
0 /'/(E-[l,—}lﬂj (E—M) (E—(;—1,)) E. (E—(—);+p)(E—(—1,—1,)) 47
E'ﬂ
fiir die Abstossung ist:
E

2ME2dE

—t . —F — - e = 4
2. t—tg l“f"_(E_{tj+Iz}){E-MJ(E"‘(]1_‘]2)}Ef(E-(—Il_li)J(E—(-lrlg,]} A

Eg
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Betrachtet man zuerst den Fall der Anziehang, so yaht der ‘Ausdeick, wenn

man ihn transformirt, iiber in:
E

[(21,M— (II+I2}{M—+{I -—l 2)]2zdx, \
]f 21, Valy M(M--(T; =15 1) (MA-(T; 1, )21, — (M4H,-1,)22 ]V 22 (1—22) (1 —1222) (1—A%% 2){1—;41 z%)
E?
Setze ich
%2= sin? @
zdz = sin @. cos qdp
dep., Fe
= e
arc sin 2
*
A? — x? gin? ama, ¥ L ’ do
| Vi-::l;:-'-fsinjtp
0
are Blﬂ":
M2 = x? sin? ama, S — [ dep
Vi—x%sin?
0 P

s0 wird, wenn gesetzt wird

4M2Fl, — A, E 2 V2L M(M4(1,—1y)) (M4(1,+15)) = C

MM +,) M=~y —1y))=B. § o1, 1)1, VAT, M (M+(1; ~TL) (MF (T +1,)) =D
u

(A—B sin?amu)2du

t fu—/(‘ﬂ—lﬂlsin2 am u}V{I—:-c.'isin“amnlsin"am u}{l-—nu'isin_zamagsin?amujl 49.
0
Es ergiebt sich aus Jacobi Fundament, Theor, funct. eliptic pag. 152,

BuBa;\2
O(uta,) Bu—ay) = [;uﬂl) (1—x? sin?ama sin2amu)

O (ut+a,)0 (n—ay) = (Bu@ng) (I—x2 sin? ama, sin? amu.)

daher.
i ]Bfu+n1_‘j @{u-'—ﬂa}'@[u-ﬂi}eu"
@u'@a,?@a,? >,
3

(1—x*sin%am a sin2amu)({—x2?sin2am a,sinamu) = Ll




Gu"@a] @-“22

3 = 18 =

‘Nunist abers , gl
2 . —+ Dot(u=t=a aﬂ(utﬂ } Rm
® (e B 1 q cos %{ll Ay ) + 2q% cos, EK_ 1) gqﬁcﬂs X 1 Pl |
: A e !
&, 2q cus.’?li(uiaz_} R anlhzl-fa.z} Agenban: 32_1ij m) il e
somit wird ‘dér Ausdruck 50. : :

6,

4cos, 7t Tra -_:'rﬂ?) 1A Ty 2 27tu #2cos, 718 CO8. A, )
=B COs, K o 'a q+4 [I(cus. K “+cos, K ) +1|+cos. K K K +1
Bei der Entwickelung zur — J}4ten.Potenz erhalte ich:
—¥% S
ff@]:%cnsfg eeq+ (GDS—BJH)’) 9=+ (‘Oh-— - ‘5\+l=ﬂE =;) g4 (cus—h -#+-co ‘——ﬂ+f)'l"

wWo & = Q(“UE%‘{‘C"SW?H—!)

B e L 3 i Dyl e s

L T8 o FERy o, g Ty :
— 2 P eos, ——=co8, — 2 Fdeost—= — 2
B = 3 cos K+w$l{ .h-l— K
"Tﬂl .
= (cnq I{I +cos, h- - B, W, |I

Da ferner

2
E-)u._l—choa.l{+qucus—zi-l+....- :'

g0 ist

©u? —=1— dqcns.?ﬁu +1g¢® cus.ﬂE! ¢ s

Der andere noch nicht, in Betracht gezogene: Theil von 49 lisst sich 'ebenfulls
noch anders darstellen, Es ist:

KRy ., _ 9KARK—E) it baiigige . dm
(7: )sm R T e =T (qﬂ ]cus K-I-..q COs, K

FELSTRSEE

. G
sin?am u:ﬁiﬁﬂ g i ‘J{KW-E} —&q co!i?;{l'l' 8 rl;““'?lt'{!{__m .]-1.‘:05':32;{1.1 Wil
g : j
(A—B sin? amu)? — g 8 — az?ﬁﬂf %Qﬂﬁ:ﬂj)+;‘;‘z£‘_cﬁ&3§. fodckcs
Setze ich: 3 ..\
0 = 4 ' i
S I:c% (f:r 2”{_}E}) | e -igiw__'gl

Sl

ol TP -
3%
==
2

. mD EKEIK—EJ._ Sl LG
e
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ferner

Bo B1 = B2
] By Br = Ba
0 18t:

(A—Bsin2am u)?2_ 3,2
C—D sinullﬁl___'}’u_
+B-1—.5u‘"i’1
B =8
To® k :
=+ [( ?B{Tn "4.8 Ti}T[““qT]an‘!} 1}91?0 ']EEVUTI"'ETIZ@U [ﬁ 2
TE Yo® K

Fiihre ich nun die Multiplihatibn der Factoren von 49 aus; die sich darstellen
als:

:- 7o, v el
t—ty=8@a,Ga, Go, [J"‘+ JI S 2"] 5% (J‘}. + dy €08~ _)gqﬂ ) X
[1—4u:-h— - + 4. cos,? q'z-lv- ........ ]}{ ;

0 g
[I + 2¢¢ cos, 'h': q+(‘}f + [2cos, 1[—i-)t[“+. . ]
g0 erhalte ich ;
i 1
t"“-tu:@“l@“a@“nf o -+ 5 cos,- -q+(‘§ +Sgbos: u—)q +(E\4c05 idod | noss—?m)q1+ o
U

Sy=0d, 31:{31}' o+d1) 52:'[3&’ 1+‘?;1_€g +,) S;=do e+ E.ho_ﬂ‘i'gzl
'az n

8, = —iBo* 8= 52—310'}'1 — 281777 —131151')’0?14' Y1 Be*
YT Yo~ Yo?

gy d(etrs “2

i (c 5_..._+r —-_) - 4 (cuu 21 4-cos. !(

ta
gy= E(cua 2 *‘+ccs —) = 1(1::09.—- 1 4cos —)+Q+:u:~, _h_ Cos. —RE

Da ferner

(M+1,—1,) (1,41 ) po LM+, —1y) [M+l 1) (141,)
e DA b DBV P | LA B 2“1yl Tig )
i 20, M, I, (MH,—1,) (M0, —lg)




3 = 1=

Nunist abe p atilasial
) i Bav(ustEag ) il o
O (uta;) = 1 —= —'2q%cos 5 -+ »
3¢ {u '
E{Ui‘nn):l—j 1q9m.,._°1ﬂﬂzl

gomit wird der Aus
"’Ttu 2cos, 718y COS. TRy

@4 | by 40“&“—'{((:05_ 7t8

K
Bei der Ent

K K K

i i
s I Q,
f(@}_[-i-cns.?;-{li Ll q-5+(c[|s,._ —#4-co 51,14.5).]4
wo & — 2
A= 3 co0 A
v={
Da ferner
Bu =1
g0 ist

Bn? —=

Der andere; il von 49 lisst sich 'ebenfulls

noch anders darstell
D% K) ‘g

sin? amu =
= -

2
gin2 am u—-——— §
dn K2 §

s.

2
B,

Dot
| 7T a kb
. -E-— 16 q'cos, K +.

9|eos ﬂmo NI L

"'I.'!.l

(A—B sin? Eulnu}'i = 09+

Setze ich:

+ 1)] qi




= U=

B0 arg:eht ainh wenn 'mh dur Kiirze wegen in 5l satza'
{K _':E]s : " ;
‘?Ic““"’. ong n?fi?_"'?

; {L‘Fivﬁﬂ
=L
TN, 5 eyey

o5, ™01 B PR ., BRI L
€08, —o 08, =3 — 4+ R ng_fu 1.

L 2 -
—1 pros, = (cua —-l—t:l.'l:l Sy H
K 5

5

K
—N—-—w—’A—[_u?--—-—I} E(cus —+i: )- 9
€q) % I‘(

5 :
T2 (3."‘1:2——91:1::3+ Vo, ) —dey 2 (w?—e, ey ) (A2 —¢, t2)+cz(~y!_gcl+ )

(?\. —ﬁl'l:EJ:" 3 ’ F o

S,

nnd somit erhnlta mh, wenn d:e Integration des letzten Inregrnls ausgefiihit wird, fiir
die Zeit die schnell convergirende Beihe von der Form:

2

t—ty=0a;0a,00? I §; 4+ 8, sin —K——LH-("'- + 8, sin-

anK . mu K .3 K
X3 )112'1'“ o= (S_lsm-K = +Sss|nvﬁ-

('Sﬁ-i-szsine—;l:é;r—l-ss ot 7 T Yk ORI
Der Fall, in ‘welchem elne Abstossung der beiden Punkte stattfindet 1535“1;:
ehenso wie die andern 4 Integrale, fiir die Zeit der Bewegung eine 4bnliche Reihe, wie
die eben erhaltene, doch behalte ich mir die nihere Betrachfung dieser Fille und-dia
Untersnchungen iiber die kleinen Suhwmﬂungvn in der Nihe des Glewhgewmht&\'m e
Vorliiufig mbge es geniigen die Identitit der Gleichungen 18 unad 42, die auf versehie«
dene Weise hergeleitet sind, nachgewiesen und fiir die Umlaufszeit eine schaell con- ;
vergirende Reihe aufgestellt zu haben.

b, Gieawﬁlﬂ.

iy g i o g T
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