Mber die Derivendung der Parvallelprojekiion im
aeomefrifdien Unierridd.

Fiir die Projettionalehre bietet der Leitfaden von Miitller und Presler!
reidgen, mit grofer Gejdidlidyieit jujammengejtellten Tibungsitofi, der bdic
Probe im praftijhen Unterricht beftanden hat; iiber die vt der Ber-
wendung ift dem Lehrer mit Redht vollige Freiheit gelafien. Da aud)
bie fyftematijchen Lebhrbiicher Der Geometrie, joweit fie die Darjtellung des
Raumlicdhen berithren, gleichfalls feinen Einblid in den Unterridyisbetrich
gerihren fonnen, fo mbge eine Ausjpradje itber einige im Lauf der Jahre
gemadhten UnterrichtSerfahrungen geftattet jein; die daritellende Geometrie
bleibe babei auBer BVetradt.

Solfen 3eicdhnerijcie Mbungen Fu cinem ungevtrennlidien Beftandteil
b8 mathematijdhen Unterrichts werden, jo mitfjen fie im engjten Anjdhlup
an den theovetijden Cehrgang und an die redynerijdhen Anjgaben betvieben
werbent. Vet der Cinjithrung in die Steveometrie bilden fie den Aus-
gangdpuntt; den Bevedynungen der Kbrper avbeiten fie vor, indem Ddad
fonftruttive BVerfahren von bdenjelben ebenen Sdnitten aus-
geht, an dic aud) die Redhynung anfnipft und jdhlieplich laufen 3eichne-
vifhe und redhnevijhe Lofung von Aujgaben nebeneinander her. Dasd
Gleidhe qilt von der Oberftufe; denn wenn man Ddie iiber raumliche Bor-
formmniffe gefammelten Crfahrungen jichtet, wenn man Fur Anfjtellung
ber raumlichen Ariome jdyreitet und die Lage von Puntten, Geraben und
Gbenen evdrtert, jo bilden wicderum die Kdrper dasd naturgemipe Veran=
jdhaulichungdmittel und geeigneten IUbungsitofy.

Nad) diefem Gefichtspuntt habe id) in dem erften Teil der vorliegen=
ben Arbeit einige fonjtruftive Wufgaben itber bie einfadyften Korper be-
jprodhen. Die Ginfithrung in die Projeftionslehre [N 1—8] ijt
siemlid) breit gebalten; cinmal, weil fie untervidhtlid) widptig ift, dann

1 OMillex=Presler, Qeitfaben ber Projeftionslehre. Ansg. A. Teubner, 1903,
Balfer, Niber bie Verweudbung der Parallelprojeltion. 1




2 {iber bie Berwendbung dev Parallelprojeftion im geometrifhen Unterridt.

aber aud) mit Ritdfiht auf das ,geometrijche Jeidpen” (fiehe unten).
Das Berfahren ift yunddiit rein empivijd). Dann folgen Sonftruttionen
in beftimmtem Mafftab; die bem Unterridht der Oberftufe zuzumweifenbden
Griveiterungen find ber Kitrze Halber unmittelbar angefitgt und, wo e8
smedfmapig exfdhien, mit cinem Sterndyen (*) verjehen. GEbenjo find
jolche Bemerfungen gefenngeichnet, die im Untervicht feine wnmittelbare
Rerwendung finden, die aber fitv den Lehrer von Suterefje fein fommnen.
G wirtd vorausgefest, dafy die Beidjrungen unad)t an bex Tafel Heu=
viftijd) entwidelt, dann aber audgeldidht werden, um ein medyanijdjes
RKopieren unmdglid) ju madpen.

Der zweite Teil der Avbeit behanbelt bie Ellipje al3 ajfines Bild
bes Rreifes. Wie befannt laffen fid) viele Sike dex Planimetrie durch
ranmlidge Betradytungen leidyter begriinden, als o8 bei ber Be=
jdranfung auf die Ebene moglid) ift; fo wurtt ingbejonbere die Aufjajjung
der Shnlichkeit als perfpettive ABGildung einer Ebeme auj eine 3t ihr
parallele Zafel fehr anjdhaulid) und fibexzengend. AB Veweismittel
fonnen allerdingd Dderartige Betradtungen exft bann sugelaffen werbden,
wenn der ftercometrijche Unterridyt die ndtigen Grundlagen gejdafien hat;
benn ¢3 erjdheint nidt angéngig, inmitten ded planimetrijchen Lehrgangs
Grfahrungstatiadien aus der Raumgeometrie aufjunchmen wund Dag bdex
Mathematif eigene deduftive Verfahren u untexbrechen.

Neber der Nhnlichfeit gibt 8 nody eine zweite perfpettive Abbildung
ciier Gbene auf eime weite, die ausnahmslos jebem Puntt ein Bild
juweift, ndamlid) die Pavallelprojeftion, oder was auf basjelbe Dhinaus-
Lauft, die Affinitat. Aud) fie fann auf dev Oberftufe al3 Bemweidmittel
ferangezogen werben; babei ift bie affine Abbildbung bes SKreifed
port Bejonderem Juterefie. Die Elfipje vor ben anbeven Kegelidnitten
au Gevorgugen, ift jhon durd) den Umitand geredtfertigt, bafp fie praftijcy
als Sreishild johlechthin beseidynet toerden fanm, und ihre Gigenjdjajten
aus demen bes Rreifes abjuleiten, it eine gute Woung im Bevallgemeinemn
befannter TWaheheiten. Der Begriff der Affinitdt wivd dabei vdllig ver
arbeitet und nebenfher lernt der Sdhitler, wie man eine Elliple prattijd)
aus den Ctitden jeichnet, die bei der Pavallelprojeftion des Kreifes ges
wohnlic) gegeben find.

Die Anvequng, die fonftruftive Seite der Geometrie ju betonen und
Bejonders die UAjfinitat fitv den Unterricht nubar ju madyen, verdante ic)
Heren H. Wiener, Brofeffor a. b. tedymijdyen Hodjidyule ju Darmijtadt, mit
dem id) aud) die im Unterridyt gemadyten Crfahrungen regelmaig bejprad).




I. Die einfadhjten Kovper in Parallelprojettion. 3

Bahlreidhe der nachitehend angegebenen Konftruttionen rvithren von ihm
fer; bie Machweife famn i) mir im eingelnen erjparen, da Herr LWiener
pas Qebrbucy jeined Baters Chr. Wiener neu beavbeitet, wo man dann
bie einjcligigen. Antifel nadylefen mige.

I Die vinfadiffen Hiovper in Pavallelprojekiion.

Borbemerfung. An den Heffijchen Realjhulen wird in Sefunda
ein Befonderer Untervidht im ,geometrijdhen Jeidynen” erteilt; man ird
benfelben mit Vouteil der Entwidlung ded Raumjinngd bdienjtbar madjen
und famn dann der Projeftiondlehre einen breiteven Raum uweijen als
in dem ,mathematijhen Untervicht”. Die Wieberholung bder Planimetrie
wirh babei nidht verkiivzt, im Gegenteil
fie wirh gewinnen, weil der alte Lehritoff
in newem Gewande evideint.  Jum Aus-
gangspuntt fonnen 3. B. Anjgaben iiber
bad Mapmwert genommen werden, da
¢d fid) hier jundd)ft um cbene Figuven
fandelt. Wahit man dann Dad Stein-
profil jdarffantig, jo bleibt in der vor-
tretenden Sante die planimetrijde Kon-
fteuftion vein exbalten; beim Cingeichnen
per duferen Kanten hat man davauj ju
adyten, daf fie die vortvetende Kante nidht
jhneiden fommen. NMan vergleide bie
beiftehende Figur 1, der cin Renaifjance:
motiv aus dem Palaft BVendramin in Venedig zugrunde liegt. Jabl:
veiche Beifpiele mit Crlauterungen, aud) jolden ausd der Statif gotijder
Bauformen gibt Gerlady?; fiir unferen Bwed Fommen alferdings i
jolche ormen in Vetvacht, die eine einfadye Konftruftion julafjen.

1. A Audgangspuntt fiiv die Projeftion geometrijder Korper em-
piiehlt fic) der Swatten einer Pyramide auf ihre Grundebene, weil bie
gefuchte Figur durc) bas Bild eined eingigen Punktes, ndmlid) dev Spibe
beftimmt ift. Die Projeftion auf die Grundriftafel verdient den Bovug,
weil man die cinfachen Korper auj einer , Grundflade” ftehend annimmt.

Figur 1.

2 9 Gerlad, Dad Viafwert im geontetvijchen Wntervidjt. Jeitjdhr. jiv mathem.
u. naturw. Unterricht.  39. Jahra. 1908, S. 341 {f.
1%




4 1. Die einfachjten forper in Pavallelprojeftion.

Der Shatten gibt jugleid) das Bild bes Kdrperd in der Ridtung dex
Somnenjtrahlen gefehen. Marn gebhe von einem Drahtmobdell aus, um bdie
Berdechung eingelner Fladhen 3u vevmeiden. Sebt man eine jur Grund-
flache parvallele Shnittilade ein, indem man von dem [auf dicfer Stufe
der Grfafrung entnommenen] Sake audgeht, daB wel pavallele Ebenen
pon jeder dritten Gbene in parallelen Kanten gejdhnitten toerden, fo ge-
winnt man Gelegenbeit, die Ahnlidyteitalehre gu iwicderholen und
interefjante Sonbderlagen perfpeftiv-ihnlicdyer Figuren aus allgemeiner Lage
entjtehen 3u lafjen. :

2, Befondere Beachtung verbient der Wmrifp in jeiner Abhangigeit
pon der Cebftrahlricdhtung. Man fehe jebt die Seitenflachen als Pap-
jdeiben in das MWiobell der Pyramide ein; Hiexbuvd) wird die Grundflddpe
wd v, aud) Seitenflachen verdect, ind jeber Pumtt der die Pyramiden:
oberflacdhe darftellenden Figur ift dad AbHild Fweier Puntte, derjenigen
Beiden namlid), in denen der Sehitrahl in Dem RKdrper ein= begw. aus
ifm austritt. MNur die Punkte bdes Wmrifjed find ihren Urbildern ein-
beutig ugeordnet ald ALbilder devienigen Punfte, in denen der SKdrper
pon den Sebftvahlen ,geftreift” wird. Der Wmuily bilbet pemnach die
Grenge jwijden dem fidhtbaven und dem unfichtbaren Teil der Oberfliade;
er qibt augleic) bad Fernbild bes Korpers, obne bie eingelien BVegrenjungs-
fldchen vomeinander abjubeben. Da dad Jnmere ded Mmrifjes von den
Bildern der Begrengungsilacien doppelt iiberdectt wird, ift minbejtens eine
foldge Tlache verdectt, mbglichertveife aber aud) awei, bret oder mebr
famt den Kanten, in Ddenen fie ju jweien, und den Geten, in bdenen fie
su dreien [ober in gubfever 3abl] jufammenitofen.

Das Grfennen der BVerbedungen madt dem Anfinger Schwierige
feiten; man iiberwindet fie leicht, inbem man von bem Bild einer ficht-
Baren lache ausgeht und diejenigen Flachen beftimmt, beren Bilber mit
jenem ufammen den Wmrify ausfitllen; alle itbriggebliebenen Flachen find
verbedt und ihre Begrengungen find nur infoweit fidtbar, ald fie dem
Umri angehoren.

. Die Projeftion auf die Grundrifttafel gibt fein jehr anjchaulidesd
Bild, weil wir nidyt gerodhnt find, die uns wmgebenden Kdrper vou oben
au betradyten; wiv jehen fie gewdhnlic) von vorne und bevorgugen daber
bei bildlichen Darftellungen bdie fheitelredhte Bilbflade. Diefe jtellt der
Beidhner awijcgen fich und den Gegenftand, wahrend e8 in ber Parallel-
projeftion gebranchlic ift, den Kbrper auj der dem Bejdhauer zugervandten
Ceite der Tafel aufjuftellen, ihn an die Aufrifroand angulehnen pber Ddie
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Fafel durd) ihn bHinduvchulegen. Welde Feftiebung man trifit, ift an
fidh willfiielich, doch empfiehlt e8 fidh die Borftellung feftyulegen. Die
ot ber Somme entworfenen Shattenbilber weichen von den peripettivijden
Feidpmumgen injofern ab, ald fie patallele Geraben immer parallel
eridheinen laffen; infonberheit geigen alle auf der Fafel jenfredten
Geraben im Bilde diejelbe Ridhtung, deven Neigung gegen die Berti-
fale man beliebig [etwa ju 30°] annehmen fann. Sommen die Strahlen
o rechyts oben, jo fallt der Schatten eined aus der Tafel jenfredt vor-
tretenden Stabes von dem Fuppunft ausgehend nach (ints unten. Die
Begrengungsfladen der Kdrper erfdheinen Daber i. a. verzevet, jebe 3ux
Tafel parallele Figur bildet jid) aber Fongruent ab.

4. Gine Pyramide mit ihrer Grundflade an bdie Aujripwand an=
aulehnen, empfiehlt fich nicht, dagegen bietet ein wageredter Jylinder, ctiva
als Welle gedadyt, reichlichen Mbungsjtoff fite diefe Lage der Grumbilidhe.
Man 3eigt, dap auf dem Iylindevmantel beliebig viele Gevaden gejogern
werben fommen, bie alle dev Adhie parallel find; legt man mum die eine
Guundfliche in die Tafel, jo bilben fid) beide Grunbdfreije fongruent ab,
die Adbje Hat ihr Bild in der gemeinjamen Jentvale der Bildtreife und
ihr parallel laujen die Cryengenden. Diefe liegen im Bilbe Fu jiveten in
ciner Geraben, die fiber beide Grundfldchen und ev. iiber beide Grzeugende
gleichzeitig hinwegjtveicht, Jtur die gemeinfamen Tangenten beider Sretfe
haben je ecine Jandevzeugende gum Uabild, fie bilden bdabher Stiide des
Wmriffes, der durd) wei Halbfreife gejhlofien wirb; von den lebteven
qehrt e eine der vorderen, dev anbere der binteren, verdedten Grund-
flache an. TFitr das Gelingen der Jeidhnung ijt 8 wejent(ic), Ddaf die
Berithrpuntte der Tangenten beftimmt twerden, damit diefe qut an die
frummi(inigen Teile des Wmrifjes anjdhlicgen. Man teile en vorderen Kreid
nac) At des Bifferblattes in wdlf gleicdhe Teile und siehe durd) die Teil-
puntte die Grzeugenden, joweit fie fidtbar find. Man beginnt die Beid)=
mung am Deften mit der Feftlequng dev Wchfe, febt die Grundireife ein
und danm die Randerzeugenden.

5. Das Bild dndert fidh, wenn man die Grundjladen ded Bylinders
wegnimmt und jo die inneve Seite ded Mantels fihtbar madyt; vidytet man
¢8 dabei jo ein, dafy fich die Grundbreife im Bilde jdyneiden, jo fann man
bucd) ben Bylinder hinduvchiehert. Aud die Jeichmung eines doppelwandigen
Bylinders (Fig. 2) exjcheint jhon mit Ridficht auf feine haufige Ler-
wendbung in der Technif angebracht; NReibenjolge beim Jeicjnen: Adyie,
innere Grundfreife, dupere Grundiveife, Randlinien, weitere Grzeugenbe.




6 I. Die einfachjten fivper in Parallelprojettion.

BWill man auf Majdinenteile cingehen, bdenen bie Schitler 18008
Snterefie entgegenbringen, fo ift hier die geeignete Stelle, weil bdie ftets
i gudBerer 3abhl auftretenden Kreije hier ald jold)e exfdheinen, wabrend
man i a. fongruente und dhnlidhe Clipfen jeicgmen miifste. Berdedte

Linien bleiben hier am beften gang weg. Man fann Fig. 2
/’.~ i)t ju einem Lager ausbilden, aud) mit abgehobenem
’ Lagerdedtel; Wellvad und Kurbel bieten ecbenfalls feine
@ f Sdwierigheit, aud) eine Trandmiffion eignet fidh), fofern
man die Riemenjdeiben majfiv (aus Holy beftehend), ev.
L eingedreht amtimmt._ Abmefjungen und Sfizzen, die man
nur in jdyicfe Projeftion Fu feben braudht, findet man in
Bernullis Bademefum Dded Majdhinenbauers.
Hier foll nod) ein jchematijdhes Bild des Gr-
senters (Fig. 3) folgen, dad man natiiclid
aud) nod) mebhr vereinfachen famn.  Bevgleiche
itbrigend dag Bild ded Trommelanfers von
Hefner=Altenect bei Miiller u. Presler® jowie
den. DoppelzT=Anfer.

6. A3 Beijpiel eined abgefumpften Kegels
fann u. a. cin Hebelumjdalter (Fig 4) dienen.
Die Crzeugenden gehorig verlangert gehen —
wie die Adje — bduvd) die SpiBe des Er=
gdangungsteqeld; verfegen wir diefe im VBilde
auBerhalb der Grundireije, fo erhalten wiv —-
wie beim Bylinder — jwet Wmrikerzengende,
bie duBeren Tangenten der Grundfreife, bdie fid) mit
ber Bentrale im auperen Abnlichleitspuntt treffen. Der
Umrip witd gejdhloflen durcd) Bogen der Grundfveife,
deven Mittelpunttswirtfel fid) zu 360° ergiangen. Man
nebhme den vorberen Grunbdfreid und die Kegelipibe an,
jiebe bie Tangemten durd) Wnlegen bded Lineald an
Punft und Kreid* und fonftruiere dbann den Furiid-
liegendenn Grundiveis; die Mittellinie ded Hebeld muf
durc) die Mitte diefes Rreifes gehen, wabrend bder

Flg, 4. vordeve Guundfreis feitlich) verfdhoben erjdyeint.
i ﬂJl-ﬁ_I_I_enﬂ}reQIcr, a.a. O, &. 111 u. 112,
* Diefe Verwendung bed Lineald papt nidht in dbad Syjtem ber Konfjtruttionen mit
Jirtel undb Lineal; gleidwohl verdient jie geiibt i werben, da fie jebr einfady unb
genaun ift; bie Bevithrpuntte mitffen in der Gefannten TWeife Veftimmt werden.

¥ig. 3.
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7. Der vorftehende Tbungsitoff behanbdelt die einfaditen Kirperformen
auf Grundlage bder Crfabrung und ift wie erwdbhnt vorwiegend fiiv das
aeometrijche Beichnen beftimmt. Der mathematijhe Unterridit im engeren
Sinn wird frithgeitig gur Darftellung geometrijder Kdrper in beftimmtenm
Mafftad dibergehen; dabet wird bder Verzerrungdwinfel und dad Ver-
Hicaungdverhdlinid fite die jur Zafel jenfredhten Strecden vorgejdyrieben.
Bergleidie davitber Mitller=Presler a. a. O. wnd Kullrid).® MuB eine
Cllipfe fonjtruiert twerden, fo ift dad Verhalinid 1:1 febr bequem, tweil
pie Achien bdie Wintel bes Paarved gleichlanger fonjugierter Durchmefjer
halbieven.® Fiir die Herftellung von Elipjenjdablonen ift ein Winfel
von 45° vovjuziehen, tweil eine joldie Sdhablone dann jur Abbildbung
jowohl roageredyter wie parvallel ur Kreuzrifebene liegender Kreife dienen
four; im dibrigen werden die Figurven plajtijher, wenn man {id) dburd
Anwendung eined fleinen BVerzerrungdwinfels (30°) und ftarfer Verkiivzung
(auf */s) mebr der fenfrechten Projeftion néabert.

Die Konftruttion ded Shraghildes wird an dem Wiirfel erlautert,
deffen Ritdfladie an der FTafel anliegt; die Ecden der Vorderfladie find
burd) Kanten, bdie in den EGden der Ritdjlache auf der Tafel fenfredht
jteben, mit ihr verbunben; biefe Kanten werden aljo unter dem Ber-
serrungswinfel, in dem Werfiivgungdverhiltnid abgetragen. (Daf Ddie
fanten auf der Tafel fenfrecdht ftebhen, wird vorlaufig obhne weitere Be-
grimdung der UAnjdauung entnommen; vergl. Nr. 13.)

Fiiv die Folge nun wird in der NRegel die Tafel durd) bden
Sorper hindburdygelegt, um die BVeftimmung der Ebene bdurd)
PBunfte und Geraden einguitben, und um diejenigen Sdnittfiguren
in den Mittelpuntt der BVetradhtung u rvitden, die jpdter bei der Redynung
gebraudyt werden. Die auperhald der Tafel liegenden Puntte find nad
dem Pringip bed Anjdhlujjes mit bdiefer zu verbinden, und 3war durd)
jentrechte Stdabe, deven FuBpuntte und deven Lengen jeweils ju beftimmen jind.

3n den folgenden Beifpielen bedeuten a w. s Grund- u. Seitenfanten,
hu. h' bie Hihe ded Kirpers begw. einer Flade w. r den Halbmejjer
eined Guumbdfreifes. Die MaBe find in cm gedacht; fie beziehen fid) nicht
auf bie eingefebten Figuven, fondern find fiix bdie Schiilexhefte pajjend
aewdhlt, jugleid) mit Nidficht auf iiberjichtliche Rechenergebnifje.

5 Qullvid), Bemerfungen itber die Figuren bed mathematijhen Sduluntervidis,
Beitihr. . mathem. u. naturi. Unterricht. 88, Jahrg. 1907, &. 16 ff., bej. &. 31 u. 52.
° Wergl. Ttr. 30.




8 I. Die einfadhjten Kirper in Pavallelprojeltion.

8. Quabrotijdie Pyramide aus a =6, h=4 (Fig. 5). [Wo nichts
Gegenteiliges gefagt ift, find gerade Pyvamiden und Prismen gemeint. ]
Die Tafel wird durd) die Spisie und durd) die Mitten jweier paralleler
Grundfanten gelegt, aljo durd) drei Puntte, die nidht in einer Geraden
liegen. AIB Snittfigur erhalt man ein gleidyjdhentliges Dreiect, toeldhes
burd) die Mittellinie a des Quadrats als Grunbdlinie wnd durd) bie Hohe
h bes Korpers als Hohe beftimmt ift; jein Schentel ift die Hohe h' der
Ceitenfladye. Die Rechmung bevorzugt dad redtwinflige Dreied, weldes
h' gur Hypotertfe und 5 und h ju Katheten hat. Jn der Figur ift
biejes Dreied dyvaffiert ald cine in ein Drahtmodell cingefeste Scheibe;
entjprechended gilt von den fpdateren Figuren. Die
Cden der Grunbdilache jind leidht zu finden; der Wmrif
hangt auper von den MaPverhaltniffen ded Rorpers
nod) von dem Berzervungdwintel und dem Verfitvgungs-
verhiltnid ab. Die Schnittfigqur lefert eichuerijch obex
redynerijd) die Hohe der Seitenflache h' und den Wintel,
ben Die Ceitenfladie mit ber Gurundflache bildet; auch die Seitenfliche
famn 1. w. Gr. evmittelt werden. Die legten beiden Aufgaben eignen fid)
Dej. fitx den Oberfurs. :

9. Quodratijfie Pyramidbe qud dem Winkel weier gegeniiberlicgender
Seitenfanten a=60° und aus bder Seitenfante s = 6. Man lege die
Zafel durc) jene beiden Seitenfanten, alfo durd) jwei jich jdhneidende
Geraben; bas i. a. gleidhidentlige Schnittdreied ift fix o = 60° gleid)-
feitig; e8 gerfallt durd) h in wet rechhwinflige Dreiece, die s aur Hypo-
tenufe, h b die halbe Diagonale § zu Katheten Haben. Dicies Dreiedt
liefert a8 s unb f die Stitde h wnd S [foroie Den Winfel 3wijchen
Geitenfante und Grundflacie]. Mit Hilfe der weiten Diagonale fon-
ftewiert man die auperfald der Tajel liegenden Gefen der Grunbdilache.

10. Sedysjeitiges Prismo aus a=23, s=6. Die Tafel werde
buvd) jwwei gegenitberlicgende Seitenfanten, alfo durd) wei parallele
Geraben beftimmt. Die Sonittflache, i a. ein Redyted, ift Hier ein
Quabdrat iiber einer Hauptbiagonale Hes Sechgeds ald Grundlinie. Da
mun die Grundfladie u diefer Hauptdiagonale fpiegelig ift, jo feben bic-
jenigen Jtebendiagonalen auf dev Tafel fenfrecht, die e eine Hintere und
eine bordere Cde der Guundfladie miteinander verbinben. Jhre Schnitt:
puntte mit der Fafel fiegen in '/« ber Hauptbiagonale und ihre Linge
tird gefunben, inbem man die Grundfigur i. w. Gr. aufseichnet. AL ABLiID
bev Grundfladye ergibt fid) ein jdhief-fymmetrijhes Sedhzed. Diefe Figur

Big. 5.




I. Die einfochjten Kovper in Pavallelprojettion. 9

ift aud) als Mbevgang zur Ellipje von Suterefie und eignet fidh u. a.
al8 Borlage zur Konfhruftion peripeftivibhnlicher Figuven. — ABG An-
wenbdung fei der Sdyraubenidliijjel genannt.

10a, Cinen Wiirfel jo ju jeidynen, daf jwei gegeniiberliegende Seiten-
fanten tn dev Tafel liegen; gefudht die Diagonale ded Kbrperd [jovie 1hr
Winfel gegen die Guundflade]. Die Fladjendiagonale
it der Bordberfladhe des in frontaler Stellung ge-
seichneten Wiirfeld (N 7) au entnehmen.

11. Das regelmafgige Tetraeder aus a — 6 (Fig. 6).

Nan lege die Tafel durd) cine Seitenfante und
burd) die Mitte der gegeniiberlicaenden Grundfante, aljo
burd) eine Gerabe und einen auBerhald bderjelben
gelegenen Puntt. Die Snittfigur ijt ein gleidichent-
liged Dreted, welded die Seitenfante jur Grunblinie
und die Mitte der Guumbdfante ur Shike hat Sein
Schentel ijt die Flachenhohe h'; fie muB aus dem Grund=
breiedt 1. w. Gr. exmittelt werden. Die Scmittfigur ent-
halt nod) die Hohe h ded Korperd, auperdem bden Ab-
ftand h, der windjdiefen Gegentanten jowie die Winfel,
die die Orundflade mit der Seitenflache und mit dber Seitenfante ein-
idliet. Die fehlenben Eden find burd) die auf der ZTafel jenfrechte
Grunbdfante bejtimmt.

Fig. 6,

Anmerfung 1. Durd) eine Drefung von 180° um h, jowie dburd) eine jolde
von 1209 pder 240° wm h geht da8 Fetraeder in fidh itber; beriiciidhtigt man bie brei
moglidjen by unb die vier h, jo bilben die 11 Drehungen ujommen mit der Jdentitit,
bie ald Drehung von 3600 auftritt, eine Gruppe, die Tetraedbergruppe’

Anmerfung 2. In ben vorfiehenden Aujgaben find alle Moglichieiten, eine
Ghene dburd) Punite und Gevaben ju beftimmen, behanbdelt; man made auns-
britdlich) bavauf aufmerfjam, bdaf bie Fejtlequng eciner Ebhene durd) 3wet parallele
Geraben oauf ber Grflarung pavalleler Sinien im Naum bexuht. — An bie oben
behanbelte Aufgabe (Bt i) nod) die folgende Betvaditung anjhliefen. Duxd) dbie in
ber Tafel [ieqenbe Seitenfante find brei Gbenen gelegt, ndmlid) 3wei Seitenjladen und
bie Jeichenebene; man fonnte unendlich viele Gbenen burd) fie hinburdhlegen [Ebenen=
bitjdel], aber feine von ifnen enthalt die riidwirvtslaufende Grundlante; man fann
aljo feine Gbene legen, bie beide Kanten jualeidh enthilt, fie find windjdief. Wenn
jid) folhe Geraben tm Bilbe gu jdhneiden joheinen, fo ijt ed jwedtmipig, die juviic-
liegenbe Gevabe an ber betrefenben Stelfe ju unterbreden.

" 9. Wiener, Abhandlungen zur Sammlung mathematifher Viodbelle, Bb. I,
Hejt 1, N3, 4, 5. ZTeubner, 1907,
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#12, ufgaben iiber den Shnitt von Ghenen mit Ghenen und Geraden.
a) Cine fed)sjeitige Pyramibe zu zeidmen [die Tafel durdh die

©pise und eine Hauptdiagonale der Grundjlade qelegt] und den Sdnitt
3weier nicht benadybarter Seitenfladjen au bejtimmen.

£ojung: Da die Seitenflachen bdie Shike gemein Haben, jdhuneiden jie
fid) und awar in einer durd) diefen Punft gehenden Geraben. Um einen
weiteven gemeinjamen Punft ju finden, benuht man eine ,Hilfsebene”,
namlid) die Grundflache und ftitt fid) auj den Saby, daf die dbrei Kanten,
in denen fid) drei Ebenen wedhjelweife fdhneiden, durd) einen Punft gehen
ober parallel find. €3 fonnen beide Fille eintveten, bet dex quabratijchen
Pyramide nur der leptgenannte.

= . b) Die Endpuntte der von der Ecte eines Wiirfels
audgehenden Kanten jind verbunden und die Ebhene
diejed Dreiedsd ift mit der von bdicfer Gcde aus-
gebenden Diagonale 3u Tdneiden (Fig. 7).

Lofung: Dan legt durd) die Diagonale eine , Hilfs=

ebene”, ndamlid) eine bder drei Diagonalebenen; jede

Fig. 7. jdneidet dad Dreied in eciner Sdywerlinie, alfo ift der
Cdwerpuntt der gejudhte Schnittpuntt. AuBerdem fieht die Diagonale
fenfrecd)t auf der Dreiectsebene; bdie in der Dedflache liegendbe Dreiectsicite
ftebt namlid) auf der i. d. Figur eingezeichneten Diagonalebene fenfrecht,
aljo aud) auj der Wiirfeldbiagonale (Wintel windidiefer Geraden), cbenjo
ftebt lTebtere auf den anberen Dreiecsieiten fenfrecht.

Anmerfung. Gine Drehung von 120° pber 240° um bdie Diagonale fithrt den
2Bitrfel [und dad Dreiect] in fich fiber. Auperbem qgejtattet ber Witrfel nod) Drehungen
von 180° um bie gemeinjamen Mittellofe Fweier Gegenfanten jowic Drehungen von 90°,
bon 180° und von 270° um bie gemeinjamen Mittellofe je gweier gegenitberliegenber
Flachen; je eine diefer Drehachien ift in bem Diagonalidnitt als Mittellinie enthalten.
Alle genannten Drehungen bilben mit ber Jdentitat eine Gruppe, bie aud) bei bem Oftacber
auftritt (fiehe unten) und die man al8 Oftaebergruppe begeidnet, [H. Wiener, a.a. O.]

c) Gine Diagonalebene ded Wiirfeld mit einer in ihr nidt
enthaltenen Witrfeldiagonale zu jdneiden.

13. Das rvegelmafige Offacder unter Benubung des mineralogijdhen
Adjentreuzes Fu zeichnen: Die Hauptadyje geht fenfrecht aufwarts und liegt
mit der Queradhie i der ujriBtafel, wibhrend bdie Lingsad)ie auf ihr
fenfrecht jteht. — Jn weldjen der vorbhergehenden Wufgaben tritt chenfalls
ein Achjenfreny auj? An diefer Stelle fann man auf dad Senfredt-
fteben von Cbemen und Geraben eingehen. Soll man priifen, ob ein
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©tab auf bem Erdboden fenfrecdht fteht, jo mup man von 3wei Seiten
her bie Ridtung nadhjehen; bie Beobadytung fithrt zu dem Ergebnis:
Steht cine Gerade auf 3wei Gevaben einer Ebene jenfredyt, jo fteht {ie
auf jeber Gevaden jenfrecht, die in der Chene durd) ihren Fubpuntt geht,
fie ftebt ,auf der Cbene fenfrecht”. Beifpiele: Die Gerabde, die auf den
Diagonalen eined Quadratd fenfredht ftebt, fteht aud) auf den Mittellinien
fenfredht. — Tiiv die in N 7 ff. angegebenen Beifpicle ift fitr die auf
der ZTafel fenfrechten Stabe nadhgutveijen, da fie auf zwei Geraden der
Tafel fenfvecht ftehen; aud) it zu zeigen, dafy bdie Hauptadyje fentredit
auf dem Grundri und dap die Queradye fenfrecht auf dem Kreuzrif fteht.

Bablreiche Aufgaben ausd der Kryjtallographie gibt Piiller-Presler®;
fie lehren bejonbders, den Scnitt yweier Ebenen zu finden.

*13a. Das Oftacder ift um bdie Hauptad)je um 45° u drehen wind
in diejer Stellung u eidynen.

Der Scnitt mit der Tafel ift ein Rbombus, defjen lange Diago-
nale durd) die Hauptad)je, deffen Ffiirzere Diagonale durd) dasd jwei Gegen=
fanten gemeinjame NMittellot qebilbet wird. Mian zeidme aud) die in
der Sdynittfigur enthaltenen je et Gegenfeiten gemeinjamen Dtittellote ein.

Anmerfung. Dad Oftacder geftattet Drehungen um feine Diagonalen von
900, 180° unb 270° um bie Wiittellofe ziveier Gegenfanten jolde von 180° und um
bie Mittellote der Fladhen joldle von 120° und 2409 [Die in der Sdnittfiqur ents
Baltenen Adjen find aufaujuchen.] Alle diefe Drehungen bildben mit der Jdentitit die
o Oftaebergruppe”, bie mit ber bes Wiirfeld fibeveinjtimmt.?

14. Cine gerade, breifeitige Pyramide aus der Grundfante a = 6
und der Hoke h=>5 u zeichnen und in beliebiger Hohe durd) eine Fur
Grundflacdie pavallele Ebene abjujdmneiden; eine Grundfante joll in Dder
Fafel liegen.

Wiv miiffen hier uerft die Grundflache abbilden; eine hrer Seiten
ift in der ZTafel angenommen, die Gegenede liegt fenfrecht vor der Seiten=
mitte, um bdie Flacdenhiohe von ihr entfernt; die Hobhe ded Grunbddreieds
it alfo 1. w. Gr. ju bejtimmen und in jdyiefer Projeftion anzutragen.
Die Hohe der Pyvamide trifit dag regelmipige Grunddreied in der Mitte,
diefe findet ihr Bild tm Schwerpuntt; die Hobe ift in wahrer Linge und
Ridhhung eingutragen. Die jur Grundflade pavallele Ehene jchneidet jede
Geitenflache in einer u ihrer Grundiante pavallelen Geraden. Wm bie Hike
be8 Pyrvamidenjtumpfesd 3u finden, mup man die Hohe der Pyramide

8 Mitllev=Predler, a.a. O, &, 62 ff.
9 5. Wiener, Abhoudlungen, a. a. O.
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mit ber Dedfliacde dneiden; man legt duvd) bie Hihe und je eine Seiten=
fante eine DHilfsebene, bdiefe jdyneidet die Grundfladen des Stumpfes in
Sdywerlinien; der gejudyte Sdnittpuntt ijt aljo der Schwerpuntt.

Anmerfung. Die Seitenflichen bes breifeitigen Pyvamibenjtumpied bienen ald
Beijpiel breier Ebenen, deren Ednitigeraden burd) einen Puntt gehen; wirh ber Pyra=
midenflumpf qum Pridma, jo laufen dic brei Sdnittfanten pavallel.

ida. a) Ginen geraden quadratijfjen Pyramidenftumpf u eichuen
aud den Grundfanten a, =8, a; =2 und der Hihe h=4.

Bej. Die Hobe ber Seitenflade [h'=5] und die ber Crganzungs:
pyramide [h, = 1%]; in weldhem BVerhiltniz ftehen bdie von der Spite
audgemefjenen S,:auf]en?

b) 1lber 3wet fongruenten Grunddreieden jind Pyramiden von gleider
Hihe 3u ervidhten und beide in gleicher Hohe parallel ur Grundilache 3u
jneiden.  [Der Hobenfuppuntt ijt in jeder Grundfigur willficlich an-
sunehmen. | — Crgebnis: Die Sdnittfiguren find fongruent.

15. Die Zerlegung des dreijeitigen Prismas in brei Pyramiden (Fig. 8).
Hier handelt e8 fid) um jdhiefe Kdrper von un:
regelmapiger Grundiladye; die Seidynung ift aljo
gany willfiiclid), doc) wird man zwedmdpig bdie
Seitenfante, weldye den Bug der Flachenbiagonalen
{chliept, al8 vordere annehmen, damit die mittlere
Pyramide gut hervortritt; ferner lafje man die
Diagonale ber Riidflacdhe im Bilde von Dder
vorderen Kante {iberjdhneiden, jo daf nad) Wea=
nahme der mittleven Pyramide die beiden Schnitt=
flachen fidjtbar werben; man fann fie fdjraffieren, ober bdie drei Pyra-
miben in der Ridjtung der Seitenfanten audeinanderzichen; wenn man
im leBteren Fall alle fidtbaren Oberfladyenitiicfe des Pridmas jdraffiert,
treten bie Sdnittflacen febr jhon DHevvor. Die mittlere Pyramibde it
juerft auszuzeichnen. Ctrenge genommen miifite man Fum Beweis Hes
in Rede ftehenbden Sabes eine beliebig gegebene dreifeitige Pyramide jum
Pridma ergingen.’® Died fann fo gedehen, daf cine Flade der Pyra-
mide gur Gurundifache des Pridmas wird, jedboch) aud) devart, dafy wei
feiner winbdidyiefen Gegenfanten a und b zu Grundfanten werben. Die
letere Konftvuftion (efert fitv das BVolumen der bm!mhgcn Phramide
die Formel;

"“_T

10 Mitller=Presler, a. a. 0., &. 85
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__h-a-bsiny
e
o 7 Den Winfel wmd h den Ubjtand ber Kanten a und b Ledeutet.

16. Die Darftellung von Bylinder, Kegel und Kugel in jdjiefer
Projettion exfordern die Jeidnung der Eldipfe. Cin angendbertes Bild ber-
felben getwoihet fdhon ein {chiefiymmetrijdhed Sedhded, dem fie um-
jhrieben ift, oder ODefjen Seiten fie jeweild in deven Miitten beritht.
[Bergl. N 10.]

Das Bild eined in wagevedhter Ehene liegenden Kreifed ift dabdurdy
beftimmt, daB der jur Tafel parvallele Durcdhmejjer in wabhrer
Gripe, der u ihr jentredhte Durdymefjer aber unter dem gegebenen
Verzerrungswinfel und in dem gegebenen Verfiirgungsdverhaltnid wieder=
qugeben ift.  Wenn und jolde Jeidyeninftrumente fehlen, die — wie etwa
die Cllipjenjdjablone oder der Ellipjenzivlel — bdie Kurve in einem Juge
i 3ichen geftatten, jo miiffen wir und auj die
Ronftruftion eingelner Punfte und Tangenten be=
jchranfen wund dad Feblende freihandig oder mit
bem Survenlineal evgdngen. Wir bilden deshalb
bad Quadrat ab, dad bie nben begeichneten freis:
durchmeffer ju Viittellinien hat, jowie dad Quadrat,
bag durd) Drefung wm 45° aud jenem hervor:
geht. [Bergl. N 30 aud dem IL Teil diejer Avbeit.]

Sm Suterefie der njdaulichfeit ift 8 oft angebracht, den Kreis
wie it N4, 5 und 6 in cine Anzahl gleicher Teile ju erlegen und dice
Gleichteilung auf dad Bild ju itbertragen. [Der Gleichheit der Mittel=
punftawinfel entjpricht bei der Gllipfe die Fladjengleihheit dev aus dem
Mittelpuntt genommenen Seftoren.] Jm Sdulumterridt wivd man die
12:Teilung bevorsugen; jie lapt fich beim Kreid leicht nach dem Angen-
map Derftellen, inbem man die Mittellote der wagerediten und fentredten
Halbmefier mit dem Kreid jum Shnitt Gringt. BVeim Ilbergang ur
Gllipfe tveten an Stelle der Lote die Pavallelen jum fonjugierten Durdh=
meffer. Tig. 9. [Vergl. N 10 fowic den IL Feil diefer Avbeit.|

AB Anwendung it ein Turm. itber quadratijdher Grundildde mit
Bifferblatt u etchnen, aljo Kreis und Ellipje nebeneinanbder.

17. Die trummflidigen Korper wird man wohl am bejten al8
DrehEdrper cinfithren und den fchiefen Bylinder wnd Kegel unadit
suvitditellen.™ Da Ddev Achienjdmitt eine Pymmetrijhe Figur ift, jo witrde

11 Sp perfibet 3. B. H. Thieme in jeinem Leitfaben dber Mathematit (I Teil),
Treptag, 1902

'\'T
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ev Dbei einer llmbrehung den Kodrper weimal bejdyreiben, weshalb man
nur die eine Halfte der Drehung untertvirft. Um ein anjdhauliches Bild
bed Drebforpers zu erbalten, mup man mindeftend einen Babhntreid
[Grundtreis, Aquator] fowie einige Mevidiane oder den Wmrif zeichnen.
Dap die Mevidiane den Achienjdynitt teilweife verdecen ober ihn Fuviid:
treten lafjen, ift miBlid); aud) bereitet 8 dem Unfinger Schwierigfeiten
ju vexftehen, dap ber Umrif nidht mit dem Achienjchnitt iibeveinftimmd.
Man wird fid) dedhalb bei ben meiften Wufgaben mit der Stizze bes
Achienjdnitts begniigen, ohne dad Schrightld gany ju verbammen. So
diirfte 3. B. das beiftehende Bild des , Refttirpers” (Fig. 10) gute Diente
leiften. Der Vergerrungsdwinfel ift Hier 3u O° angenommen, damit die
Ranbderzeugenden ded Jylinders in den Adhjenicdmitt fallen; die Rand-
erjeugenden bed Kegeld gehorven der weggejdnittenen Hilfte des Kbrpers
an, fie fommen affo in Wegfall. Die Bobdenellipfe fann man jur Not
nod) fpaven, wenn man nod) mehr
vereinfacyen will; andrerfeitd fallt das
Bild natiiclid) anjdhaulicher aus, wenn
man den Verjervungswinkel von 30°
beibehalt und dadurd) ein Stitd der
AuBenfeite ded  Bplinders fichtbar

oig. 10,

macht.
172, Aufgaben iiber Adjfenidnitt und Abwidelung. a) Den Achien-
fhnitt eines geraben Regels 3u fonftvuieren aus r und h; gef. s. — lm-

fehrungdaufgaben.
b) Die entfpredienden Aujgaben fitv den Kegelftumpf ju lojen, 3. B.
geg. 1y, s und h; gefudht s.
¢) Den Winkel im Achfendnitt eined geraden Kegeld u finden
aud 3ieien dex GubBen r, h und s.
d) Die entjprechenden Wufgaben fitr den Kegelftumpi zu lofen.
e) Aus dem Achfenfdnitt eined gevaden Bylinders den abgerolften
Mantel 3u 3eichnen.
f) Ebenjo fiiv den Kegel den Winkel ded abgerolliten Mantels.
g) Cin Dreied u eichnen, wweldjes dem Mantel flichengleich ijt.
h) u8 dem Uchfenjhnitt eines gevaben SKegelftumpies den ab-
aevolltent Mantel zu zeichnen,
i) Gin Trape ju geidinen, weldjed biefem Mantel flachengleich ift.
*18. fann man die Darftellung Erummfladyiger Korper eingehender
behandelir, jo wird man frithzeitiq sur jenfrechten Projeftion itbergehen,
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die fitr bie Ubbilbung diefer Kdrper vor der {djiefen Projeftion den Vor-
ug verdient.’* Filr die Kugel habe id) died Fiivylich ausdgefithrt.’® Den
Ausgangdpuntt bildet die fenfredite Projettion bes Kreifes auf einen feiner
Durdmefjer. Dev Kreid liege in einer tageredhten Cbene, mit feinem
Mittelpunft in der Anjrifgtafel; die Strahlen, welde den Kreis fenfredt
projizieven, verlaufen gang in feiner Gbene, und war fenfrecdht ju dem
in dem Aufrip liegenden Duvdymefjer; die Wufgabe ift alfo planimetrifd
in ber Gbene ded Rreifed ju lofen. Wenn ein Puntt die Lreidlinte durc):
lauft, etwa in einem Gnde diefe8 Duvcdhmefiers beginnend, fo bejdhreidt
fein Bild den Durdymefier yweimal, namlid) hin und wieder Juri. Um
die nordmumg der Bunfte im Bilde u beur-
feilen, verfeilt man eine Wnzahl Punfte gleid)-
madpig itber den Kreidumfang und projiziert diefe,
die Eden eined regelmapigen Bieleds auf dbie Bild-
ftrede.  Diefe darf man al8 Symmetriead)je des
DBieleds annchmen, fo daf jeder vor der Tafel
liegende Pauntt mit einem hinter ihr gelegenen das
Bild gemein hat; man Bat aljo die Hinter der
Zafel liegenden Punfte nicht bejonderds abzubilden.

Legen wir ein Sechsed Jugrunde, Ddeffen
eine Hauptdiagonale in die Tafel fallt, o bildet

{
fih die au ibr parallele Seite i. . Gr. ab und

aus Grimbden der Symmetrie fallen die Bilber Sig. 11.
threr Endpuntte in die Miitten dex Nadien; bdie
sur Tafel geneigten Seiten erjdeinen aljo in DHalber Gripe. Beim
lbergang 3um Bwolfed formmt nod) die Mitte ald8 Bild bed vorderften
Puntted Hingu und auPerbem nod) zwei Puntte, die vom Rande um
(1-cos 80%)-r = 0,1340-1, b, . um etiwvad mehr ald & ded Halbmefjers
[faft genau um das Mittel 3wijden + und L] entfernt find. :

Aui Grund vorftehender Anweijung fann man Kegel und Jylinder
leicht abbilben.

*19. Cinen SHraubentopf ju aeichnen (Fig. 11); eine Hauptdiagonal=
ebene fei der Tafel pavallel.

Der Sdyvaubentfopf ijt eine jechsfeitige Siule, deven obere Ecen ge=
. Dbrochen {ind: die angefeilten Fladhen jind nad) oben durd) die der Ded:

12 @ullvidh, a.a. O, &. 31
13 Balfer, Die fugelgeometrie in fonjtruftiver Behandlung, Untervichtsblitier
. Plath, w. Naturw. 1909, 15. Jahrg., ©. 15 ff.
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fladye eingejdhricbene Kreislinie begrengt. Die Seitenflichen find oben durd)
Bisgen gejdhlofien, die jenen Kreid in fech3 gleichweit voneinander abftehenden
Puntten bevithren, und dad8 von biefen Punften gebildete regelmifige
Sedhedt 1t gegen Die Grumdfigur um 30° verbreht. Die oberen BVe-
grenjungen dev Seitenflachen fonnen anndhernd durd) Kreife erfesit werben:
bie mittlere Tlache jdhliefe man durd) einen Bogen von dem Halbmejjer
bed der Grunbdiladye eingejdyriebenen Sreijes, die dauBeven Fladjen diuvdy
Bigen von gleicher Pieilhohe.

Unmertung, Die jdrdg angefeilten [beziv. angebrehien] Fliden jind Stitcde
eined Reqelmanteld; Diefer fhneidet die Seitenfliden in Hypevbeln, beven mittlere
. w. Br. fidhtbar ift, wihrendb bie jeitlicen im Verhilinis 1:2 affin verdnbert er
jjeinen. Die Ranberzengenden bed Kegeld finb im Vilbe die Afymyptoten der mitileren
Hyberbel; erridiet man auf bex Afymptote in dem Scnittpuntt mit bev Scjeiteltangente
bag Cot, jo jhmeidet biefes aus ber Adje die Lrimmungdmitte ded Sdeitels auss
ber Sritmmungsdhalbmefler fitv dben Sceifel ber anberen Hyperbel betrdgt 1. bes eben
crmittelten. 9n Dber Stelle, wo bie Ranbergeugende des Kegeld bie Seitenfante bes
Prigmas trift, wird fie von der duferen Hyperbel im Bilbe DLerfihrt; die Spiegelung
ant ber Achfe ber Hyperbel liefert eine gweite Tangente mit Bevithrpuntt und aus bex
affinen Verwandtjhaft folgen fitr bdie mittlere Hyperbel bie entjpredienden Stitce.
Hiernad) ijt Fig. 11 fonjlruiert, unter ber Unnahme, baf bie Kegelerzengende unter
45°% geneigt ift; ber Sritmmungéradbiug ber mittleren Syberbel ftimmt danm mit dem
Salbmejjer bed ber Grundfigur eingejdyricbenen $Sreifes itberein.

*19a. 3wei Kegelvader ju geidnen (Fig. 12). Die Rader find der
Cinfad)lieit Halber al3 fongruent
angenomnen twoxden, o daB die
Craeugende gegen die grdpere
Grundflade um 45° geneigt ift.
Die eine Acdje liegt fenfrecht, die
andere wageved)t; die lefstere felle
man aunadjt parallel, dann aber
aud) jenfrecht zur Tafel, um bdie
Guumbdfreije i. w. Gr. fidtbar 3u
madjen.  Die Vergahmumg wird man im Untervidht nid)t wiedevgeben
fonmen und deshalb MReibungsrider bdarftellen, obwohl diefe wohl nur
al8 Ctivnvader gebraud)id) finb.

*20. Aujgabe: Das Bild der Shraubenlinie ju entwerfen (Fig. 13).
Cin geraber 3ylinder erjdeint im Aufrif ald ein Redpted, weldhes
et Durdhmeffer 2r de8 Grundlreifes jur Guundlinie und die Hike h
bes Bylinders juv Hohe hat. JIn die Grunbdfreije denfe man fih das
regelmagige Bwilfed einbefdyricben und projiziere die burd) feine Gden

Fig. 12,
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gehenden Crjengenden. Die Abwidelung ded Bylindermanteld liefert ein
Redyted, weldjed mit dem oben befprochenen in der Hobhe h iibereinftimmt;
feine Grundlinte ift 3%r, wofiix man beim Sizzieren 3% r felen mag.
S der Abwidelung ftehen die Erzeugenden gleidyweit voneinander ab,
weil ihre Fuppuntte gleidien Bogenabjtand Haben. Schneidet man nun
biefed Mechted [ingd Der [von linfd unten nad) ved)td oben gehenbden]
Diagonalen auf und widelt dad unteve Dreied wieder auf den Jylindex
auf, derart, dap die dem Bejdjauer zugefehrte Seite Aupenfeite wird, jo
legt fid) die Hypotenufe in eine Edjraubenlinie von bder Ganghihe h.
Die Grundlinie wird sum Grundireis und die Hohe ju der Erieugenden,
bie den tiefjten wund den hochiten Puntt ded Schraubenganges verbindet;
jede anbdere Erjengende enthalt nnr einen Puntt der Schraubenlinie.

i | SR
\‘_.‘\‘; I 'I | //

o by R ]
\\_H________f-“ //

V/ //
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ig. 13,

Yus ber bwidehung fieht man, daf der DHofenunterichied jweier
benadybarter Punfte der Sdyraubenlinie unverdnderlid), ndmlid) ]12 h 1t
Friagt man mun die Puntte ihrer Hobhe entjprechend in den Wufrif ein,
jo erhalt man feine gerade Linie, teil die Crgeugenden tm Aujrif ver=
jdhiedenen Abftand Haben, fondern eine Wellenlinie al3 Bild der Sdhrauben-
linie. Jtur eine Halfte ift fidhtbar, die anderve ift von dem Bylinder ver=
dedt. Die Sdyraubenlinie fteigt am linfen Rande {dhrig nad) vorne auf,
fie jdjeint aber im Bilde fenfrecht aufwdrts au Yaufen; im vorderften
Puntt fieht man ibre Neigung t. w. Gr., fie ftimmt alfo mit dexjenigen
der Ubwidelung diberein. Am vedjten Rande jdjeint fie twieder jentrecht
aufaujteigen und verjdwindet Hinter dem Bylinder, um im Hdhjten Punit
am linfen FRand wicber fichtbar zu werden. IBill man ecinen weiten
Edyraubengang erhalten, jo hat man die Figur fongruent zu wiederholen.
Bon Wnwendungen find u empfehlen die Wenbeltreppe und die flacd-
gingige Sdyraube.™

14 E\RﬂTerﬁmnB[er, a. a. 9., €. 157.

Balfer, liber die Verivenbung der Paralelprojeltion. 2




18 L. Die einfodhjten Korper in Pavallelprojettion.

Unmeviung 1. Anftait die Hohe ber eingelnen Punfte duvh Bwilfteilung
der Fylinderhdhe gu evmitteln, fann man fie audh duvd) Projeftion aus der Abwidelung
finben. Diejed leptere Verfahren ift jebod) weniger genaun al8 bas erjtere und vor
alfem jdhwerer vevjtandlid), benn ed jebt bovaus, dafy die Abwickelung in eine bejtimmte
Lage gum Aujrif gebracht wird.

Anmerfung 2. An diefer Stelle Fann aud) der Grammejhe Ringanter pur
Darftellung fommen.

*21. Dev Aufrif der Schraubenlinie it bei 45° Neiqung eine Sinus-
linie, bei anderer MNeigung aber bdiefer Kuwve affin, er Hat aljo die
Gleidung y=usinp e = asinx,
tobet die x-Udjje in die Schraubenadife fallt. Weil nun der Lehrer oft
in die Lage fommt, bdiefe Cinten aeichnen u mitfien, modgen Yier nod)
Tangentenz und Kriimmungstonfienttion Plab finden, obwohl fie im Unter-
ridjt felbft mur ausnafhmsweife Berwendung finden ounen.

An jeder Stelle der Sdyraubenlinie Hat die Tangente diefelbe Neigung
gegen die Grunbdebene; verjchiebt man alle Tangenten nad) einem Punk,
fo erbilt man bdie Gryeugenden eined geraden Kegelmantels, der von jeder
twagerechten Ebene tn einem Kreid gejdynitten wirh. Soll dieje Schnittlinie
mit dem Grundiveis des ylinders ftbeveinftimmen, jo muf die Kegelipite
in der Berlangerung der Schraubenad)je angenommen werden, 1nd amar
um bdie ,redbuzierte Ganghvhe” h, unterhald der Grundfldce. Sede
der Dbeiben in ber Tafel liegenden Kegelevzeugenden beftimmt mit dem
Halbmefier r des Grundfvetjed e¢in redytwintliges Dreied, das hy Jur Hile
hat; Daher bejteht die Proportion:

hy:h=r:2zr=1:2x, qljo ijt hl,z%-
Mithin ijt hy, unabbhingig von r und fonjtant fir alle Schraubenlinion
berfelben Ganghohe, wie folche 3. B. bei der fladhgingigen Schraube neben-
etnander vorfommen.

Durd)lauft ein Punkt die Shraubenlinie jo wic oben angenommen,
fo burdléuft feine verjdjobene Tangente den ,Richtfegel” mit der nad)
vorne weijenden Erzeugenden beginnend, dem Punft im Sinne dex Drehung
um 90° vovauseilend. Hiernad) fann im Bilde die Tangente jedes Punttes
beftimmt terden.

Die Sdymiegungsebene der Sdyvaubenlinie jdhneidet aus dem
Sdyraubenzylinder eine Ellipje aus, deren Sritmmung im Berithrpuntt —
aud) in der Projeftion — mit bexjenigen der Schraubenlinie itbereinftimmt. s

e H, Wiener, Cntwidhuing geometrififer Formen. Verhandl, des IIL Sntern.
Mathematifer-Rongrefjes, S. 742. FTeubner, 1905.




L. Die einfadhjten Korvper in Pavallelprojettion. 19

Jm vorderften Puntt projiziert fich dieje Cllipje ald gerabe Strede in ihre
grofe Ad)fe, am Rande aber in eine Ellipfe, deven Adhjen 2r und 2h,
find. Der RKritmmungsreis diefer Cllipje im Seitel von 2r aibt die
Siritmmung tm Sceitel dexr Linie y = a-sinx.

*22. Anfgaben itber jenfredyte Projettion ber Kugel. a) Die Crdfugel
ijt auf die Cbene eined Neridiantreifesd fenfredt ju projizicven und
Das Gradreh in Majdhen von 30° 3u 30° eingutragen.

Die Parallelfreije werden durd) ihre Durchmeffer abgebildet, bie
12:Teilung bes WmriBfreifes with durd) Projeftion auj das Bild des

G

Aquators iibertragen; die erhaltenen Teilpuntte find Scyeitel der Meri-
dianellipjen.
0 A
—— \\ -
S PN -'/; /
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wig. 14,

b) Die Grdtugel auf die Ebene desd quatorsd zu projizieren.

Diec NMeridiane bilden jid) in die Halbmefjer ded UmriBfreijed ab,
biefen in 12 Zeile zerlegend. Die Teilung wird auf einen NMeridian=
freis dibertvagen und bie Parallelfreije werden durd) die Tetlpuntie mit
demt Umri fomgentrijd) eingezeichnet,

¢) Bon der Crdfugel fei ein Meridianfreid ald Wmrify mit den Polen
fotote ein beliebiger Puntt P durd) feine Projeftion gegeber; man joll den
Meridian dburd) P legen.’® Man dreht den Puntt P an den Rand ujr.

d) Die Crdfugel fei 3. 3. ber Sommerjonnenwende von der Sonne
aud gefehen dargejtellt durc) den Umriffreid wnd den Nordpol; man
foll den Mquator finden.

Man legt durd) den Pol N den Groffreis, dexr auf dexr Tafel fent-
redht fteht; Jein Bild ijt der durch) N laufende Durcdhmejjer; auf ihm geht man
von N aud um 90° weiter und finbet den Scheitel der Aquatorellipfe; ihre
fleine Adhje ftimmt mit der dbuvch) N gehenbden Fiivgeften Kreisjehne itberein,

18 Baljer, a. a. O, &. 17
2%




II. ®ie Glliple ald affined Bild desd Kreijes.

e) 3u einem Kugeldreied, weldhes einen Bogen des Umrifkreifes jur
Seife Dat, ift dag Poldreied gejudt.

Die Polaven der auf dem Wmrif liegenden Eden bilden fid) als
Durdymefjer ab; die Polare dev bdritten Cde ift nac) (4) u finden.

Anmerfung, NMan vergleidhe N 35 diefer Arbeit.

*23. Regelprojeftion. 2n dad Bild der Cudfugel foll der langs des
S0ten Parallelfreifed berithrende Kegel angelegt und damn abgeridelt
werdenr.  Dad Gradned ift in Majdien von 30° 3u 30° angenommen.

Die Sugel eridieint als Kreis, die Bavallelfreife werden durch ihre
Durdymefjer abgebildet. Die Seitenlinie s ded bevithrenden Kegeld ftimmt
in unferem Sonderfall mit dem Durchmeffer des Parallelfreijes itberein;
ber Regel ift gleichieitig, feine Wbmidelung alfo ein Halbfreis (Fig. 14).
Die Abwidelhmg des Grundfveifes ift in 12 gleiche Teile u teilen und
die Crzeugenden find durd) die Teilpuntte ju legen. Jedes der exhaltenen
Bogenjtiicke ftellt einen Langenunterjdhied von 30° vor, obwohl in dex
Abwidelung fein Mittelpunttdwinfel nur 15° betvagt. Um die Karten-
projeftion 3u vervollftdndigen, benft man fidh den Kegelmantel itber den
Grundfreis binaus verlingert und seidmet nodh) den Oten und 60ten
Parallelfreid mit dem 30fen fongentrijdh ein in einem Abftande, der dem
Meeridianbogen gleid) ift.

IT. Die Eliple alx ajfines Bild des Hreifes.

24, Die nadtebenden Ableitungen ftithen fidh auf folgende Sige
iiber Paralelprojeftion:

a) Das Bild einer Gervaden it wicder eine Gerade.

Die gegebene Gevade Geftimmt ndmlid) mit etnem fie treffonden Seh-
ftrahl cine Gbene, die Sebftvahlebene; diefe jdmeidet Die FTafel in dex
Bildbaevaben.

b) Die Bilder paralleler Geraden find pavallel [als Scnitte
paralleler Sehjtrallebenen].

c) Das Bild des Mittelpuntts einer Strecte ift die Mitte
ber Bildjtvede. [Die Sebitvahlen, welde die Enbden einer Strede proji=
sieven, Dilden bdie Grunblinien eines Trapeses, bdeffen Mittellinie den
Mittelpuntt projiziert.]

Dan hat demmach in der Pavallelprojeftion ober in dev Affinitat
ein Mittel, um 3u beweifen, daf eine Strede Halbiert ift oder
daf 3wei Geraden pavallel laufen.




II. Die Glipje ald affined Bilb bes Kreijes. 21

Jum jollen die Cigenjdhaiten ded Kreifed auf fein Bild in Pavallel:
projeftion dibertragen werben, auj die aud dem Jeicdjemumterricht befannte
Glipje; wir definteren daher die Cllipfe al8 affined Bild bdes
Yreifes.l” Die bereinftimmung diefer Crflarung mit der von den
Brennpunften ausgehenden wirh fid) nadytraglid) exgeben. Der Krets
evjcheint unjerer Grflivung zufolge ald Sonbdexrfall der Ellipfe.

25. Die Grunbeigenjhaft des Kreifes, daB alle feine Halbmefjer
gleid) find, fann fid) auf jein Bild 1. a. nidht itbertragen, tweil diefed eben
fein Rreis ift. Da man aber weif, daf bdie Miitte einer Strede in Ddie
Mitte der Bildftvecte itbergeht, wird man von dem Kreisburdymefjer aus-
gebent und exhilt den

Sat: Die Gllipfe hat einen Mittelpuntt, namlid) das Bild dev
Sreismitte; alle durd) diefen Punft gehenden Sehnen — bdie Ellipjen:
purdmefier — DHalbicven fid) gegenfeitig.

Hievaus folgt unmittelbar, dafy die Ellipfe duvd) jeden Duvchmefjer
in jwet fongruente Hilften geteilt wird, die durd) Wmbrehung wm die
Mitte inetnander iibergehen (Fig. 15).

26, Die Lehrjihe von der Kreidtangente und der Kreidfehne werden
exit burc) den Vevgleid) mit der Ellipje ind redyte
Qid)t geviict, infofern bei lebtever der Halbmefjer g
qum Beriihrpuntt der Tangente von ber Kurven= .
novmalen und von dem aud dem Mittelpuntt y
auf die Tangente gefaliten Lot jinnlid) unter- :
jdhicden werden fanm. 1lm jebt die Beiden Kurven Ol
gemeinjame Tangentencigenjhaft u finden, geht man ivieder von dem
Durdymefjer ausd und exhilt den

Sal: Die Tengenten in den Cnbden eined Durdymefjers jind
parallel [da parallele Gevaden bduvd) ebenjoldje abgebildet werden].
Bujat: Die diejen Tangenten parallelen Sehnen werden durd) den
Durcymefjer halbiert.

27. Uufgaben. a) Gegeben ift ein Heliebiges Dreiedt, gejucht ein regel=
mapiges Dreied ald8 affines Mrbild ded gegebenen, b. D). ein
jolches, aus dem Ddad gegebene durd) Parallelprojettion hervorgebht.

As Lojung fann dasd diber eciner Seite der gegebenen Figur evvichiete
regelmapige Dreiect gelternt; man drehe ed wm die gemeinjame Grundlinie

17 Weyrgl. Weber=TWellftein, Enyyilopidbie bder Elementar=Mathematif, ILI,

©.427. Teubner, 1907. Bon der bort gegebenen Darjtellung unteridjeidet fich bdie
vorliegenbe befonbders buvd) bie Hervorfhebung ded pidagogijdhen Clements.




22 1L Die Cliple al3 affined Bild des freijes.
aus der Tafelebene BHevaus und wihle die Verbindbungslinie der Spien
als Sebjtrahlrichtung.

b) Weldyes find die ABLilder Der Symmetrielinien ded rvegel-
mapigen Dreiedsd? — Die Scwerlinien.

Anmerfung. Dev Saf, daB die ShHiwerpuntidtransverjalen eined Dreiectd dburd
einen Punii gehen, folgt aus der affinen ALbildbung bed regelmdfigen Dreiects unter
Bermeidbung ded Proportionalititslehrjntes; jeine BVegritnbung wird bamit von bem
Begriff dex irvationalen MaBzahl (o8geldft, von bem bder Sah unabhingiq ijt.

¢) Gegeben ift ein Dreiect ald affines ABHID eines regelmafigen
Dreiedd; gejud)t find von dem Bild feines Umkreijes jed)s Punfte

o~
1]

famt Tangenten.

Die MNtitte der Bildelliple ift bder
Sdwerpuntt ded gegebenen Dreieds;
ipiegelt man feine Cden an  diefem
Puntt, jo exhilt man die fehlenben
Punite dev Ellipje; die Tangenten laufen
paariveife den Seiten parallel.

d) Die entiprechende Aujgabe fiir den Jnfreid bdes regelmapigen
Dreteds ju [ojen.

Die Cllipfe beviihrt jede Seite in dev Mitte; diefe ijt jamt der Seite
am Scwerpuntt zu jpiegeln.

e) Das ALHID eines Anfreifes ift gefudyt.

Die Halbierenden bder Jnnerwinfel des gleidhieitigen Dreiedd gehen
in bie Sdwerlinien, diejenigen der YuBenwintel in die Parallelen 3u den
Ceiten dtber; die Halbmeffer su den Bevithrpuntten laujen den Schwer-
linien pavallel,

Unmerfung. Hier liegt e3 nabe, darauf Hinguweifen, daf bdie Unfreizbilder
einander fonguent und bdem Snufreisbild perjpettiv dhnlidh) find mit bdem ShnlichEeita-
perhilinis 3: 1,

Fla. 16,

f) Bu einem beliebig gegebenen Parallelogramm it ein Quadrat
al8 affines Wrbild ju fonftvuieren und Ddeffen Umbreis und Snfreis
abzubilben.

28. Die beiden Halften, in bdie eine Gllipje (Big. 16) durd) einen
threr Duvcdymefier 2u gerfillt, laffen fih nidht durch Wmflappung um
biefen Durdhmeffer jur Decfung bringen, weil die von thm Balbierten
Sehnen 1. a. jdyie] gum Durymefier liegen [[dhiefe Spiegelung]. Sedemt
Durdymeffer it alfo eine beftimmte Richtung ugeordret oder »fonjugiert”,
ndmlid) die Ridtung dev in feinen Endpuntten gezogenen Tangenten und




1. Die Ellipje ald affined Bilb ded Sreifes. 23

ber von ifm Halbierten Sehnen. Unter diejen Sebhnen ijt ein Durd)
meffer 2 v enthalten; 2u und 2 v {ind alfo Abbildber jenfredyter Kreis-
durdymejjer. Das Paralelogramm, weldes 2u und 2 v zu Mittellinien
hat, ift bad ALHIID eined dem Kreid umjdjricbenen Quadrats; daher find
feine 3u u parallelen Seiten bdie Elipfentangenten in den Gnden bdes
Durdymeffers 2 v. Mithin ift die Ridtung von u dem Durdymefjer 2 v
fonjugiert.

Crflarung. Die Abbilder fenfrechter Kreiddurdhmeijer nenut man
fonjugierte Durdymefjer.

Folgerung. Je awei fonjugierte Durdymejfer find cinander wedjel=
weife zugeorduet.

Unmerfung. &8 fei gejtattet, an diejer Stelle die Verwendung der Mitfel-
[inien bed Parallelogramms im Untervidt zu empfehlen. Die Mittellinien
werben burd) bie Diugonalen harmonijd getvennt; ba nun aud) umgefehrt gwet Hormonijde
Strahlenpaare algd Viittellinien und Diagonalen bon Pavallelogrammen dienen fdnnen,
hat man in biefer Gigenjhaft eine Definition havmonijder Strahlenpaare und jomit
eine elementare und gugleicdh mazablfreie Einfithrung Harmonijher Stiide {iberhaupt.1
Aber fdhon auf ber uterjtufe biivfte e8 fidh embpfehlen, bdie dburd) bie Wiilte einesd
Pavallelogramms zu den Seiten gegogenen Pavallelen al8 Mittellinien einjufithren und
au geigen, baf fie bie Seiten halbieven, dap fie fidh wedyjelweife halbieren, aljo die
Diagonalen eined Parallelogramms find und baf fie im Redhted Adhjen find. Die
Mittellinie eined Dreiects erqibt fich dbann gang von felbjt, weil biejes dburd) Spiegelung
an ber Diitte einer Dreiectsjeite um Pavallelogramm ergingt werden fann, und bas
Trapey erledigt jich duvd) Berlegqung in gwei Dreiecfe. E8 jheint miv gwedmafig,
bie aud) fitr den Proportionalitdtslehrjah grundlegenben Sife von ber Mittellinie an
bie Lehre vom Pavallelogramm angujdlieen, bdad im Mittelpunft ded gangen Kapitels
fteht. Bringt man bie Vittellinie exft bei dem Zrapey, jo fehlt der Weqriff, wenn er
beim Neditet gebraudt wird.

29, Wufgaben und Grifdrung. Folgende fitr die Ellipfe giiltigen
Giige find zu bemweifen:

a) Die Tangenten in den Cndpuntten einer Sehne jdyneiden fid) auf
dem Der Sehne fonjugierten Durdymefjer.

b) Jit ein Parallelogramm einer Ellipfe eingefdyrieben, jo find jeine
Mittellinien fonjugierte Durdymejjer der Ellipfe. [Dad Parallelogramm
ift bad ALHID eines Redytecs. |

¢) Jit ein Paralelogramm einer Ellipje umjdyrieben, fo find feine
Diagonalen foujugierte Durchmefjer. [Tas Mrbild desd Pavallelogramms
ift ein Rhombus. |

18 6. Wiener, Abhandlungen ujw., &. 70. .



IT. Die Ellipje al8 affinesd Bilb bes Hreijed.

d) Wenn in einem der Ellipje wmjdricbenen Parvallelogramm aud
die Mittellinien fonjugiert find,.jo ijt e8 dad ABHIlD eined Quabdrats.

Crflarung. Gin Parallelogramm, defjen Mittellinien fonjugierte
Cllipfendurdymefjer find, heiBt fonjugiert umjdyrieben.

30. Sfigicrung der Elipfe. Fiir die Seidimmg bder Ellipje aus
awet fonjugierten Durdymefjern ift die Lojung der folgenden Aufgabe von
Iidytigteit.

grammt gegeben; ¢35 joll cine 3weite eben=
jolde Figur fonftruiert werden, welche mit
der exften jujammen das affine AOHild eined
regelmafigen Sternadytedes bildet (Fig. 17).
Das regelmipige Sternadyted beftebt

ausd avei Quabraten, bdie wm 45° gegen=
cinander verbreht find; es fallen aljo aud)
im affinen Bild die Diagonalen ded jweiten
Parallelogramms auf bdie Mittellinien des
erften, und jedbe Diagonale jteht ju der in
i fiegenden Mittellinie im Verhiltnid V2:1. Haben die Mittellinien
bed gegebenen Pavallelogramms die Langen 2u und 2v, o jind bdie
Ecfen des gefudhten Parallelogrammsd um +u V2 und +vV2 von bder
Cllipfenmitte entfernt, jo dafy man Ddiefe Entfernungen ald Hypotenufen
gleidyfhentlig-rechtvinfliger Dretede mit den Katheten u begw. v finbdet.!®

Anmerfung 1. Die Ridtigkeit vorfiehender Konftruttion exgibt jih dbaraus, bdaf
Feilverhiltnijfe auf ein und berfelbent ober auf pavallelen Geraben bei affiner Ab=
bilbung erbalten bleiben (affine Punftveihen find dhnlich). Bei ber Unwenbung auf
jteveometrijje Aufgaben aber fommt man ofne diefen Salp aus, €3 liegt namlid) ein
Durdymejfer — efwa 2u — in der ZTafel ober ibr parallel, o bdap jeine Punfte
fongruent abgebilbet werben; weil auferbem bie Seiten bed ,verjdrintten” Pavallelo=

gramms den Diagonalen bdes gegebenen pavallel find, itbertrigt fich) das Teilverhiltnis
V2:1 auf bad Bild bes fenfredyt zur FTafel liegenben Durdymejjers,

Fig, 17,

St dad gegebene Pavallelogramm das fonjugiert umjdjriebene Redyt-
ef, jo ift dad anbere das fonjugiert umidjricbene Rhombus; find um-
gefehrt die gegebenen Cllipjendurchmeffer aleichlang, jo Hap die Tangenten
i ihren €nden ein fonjugiert umjdjriebenes Rhombus bilben, jo wird
biefes burd) das fonjugiert umijdjricbene Redtef zum Sternadtect er=

1 Chr, Wiener, Verhandlungen bes naturwijfenjhaitlichen Beveins ju Kavls=
rube, Band XI: ,Uber die Edjinheit der Linien”, Anhang 1890 (1891), u. H. Wiener,
Abhandlungen ujw., &. 58,
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qangt, die Diagonalen ded Rhombus find aljo die Adjjen der Ellipfe 1nd
bic Seiten bes Nedyteds die Scheiteltangenten; die Seitenmitten ded Rhom-
bus werden Diagonalpuntte genannt. [BVergleide aud) N 36.]

Ynmerfung 2. 63 ift praftij) von Widtighit, bad Sternadted aud dem
Parallelogramm leiht jlizgieren ju Ionnen; died gefdieht, indem man auf der Seite
2u von ber Gde aud uY 2 jdikungsweife auftrigh. €8 mup bann (fiehe bie Figur)
ber il6erihuR von u Y 2 itber bie halbe Seite leiner jein als ber Neft, den bie gange
Seite 2 u [ijt, unb bicfer Mejt mup Heiner fein ald die Seite bed Adhtects; hiernad
[aft fidh bad Reilverhiltnis fehr gemau treffen.

Anmerfung 3, 1bungen im Beidhnen von Ellipjen in jtereometrijder Cin=
fleibung migen in ben theovetijhen Cefrgang eingejfveut mwerden; man vergleidye ben
crjten Teil biejer Arbeit.

31, Wie joll man mun gu einem Glipjendurdmefjer den fonjugierten
finden? Geht man wieder auf den Kreid juviid, jo hat man die Kon-
jteuftion Des rechten Winkeld zu exfehen durd) dad Jiehen pavalleler
Geraden und das Halbicren oder Werboppeln von Streden. Dies hat
Steiner®® audgefithet unter der Borausfehung, dap ein Luadrat gezeidymet
porfiegt, und ©. Wiener** hat diejen Gebanten auf die vorliegende
Yujgabe angewandt. Man denfe fid) (Fig. 18) dem ﬂf),ﬂlfll[hl?]lhml Sreis
ein Quadrat umjdrieben;
wm nun ju einem b= X\ | A

: [\ /
lichigen Durdymefjer 2u, BN\
pert  fenfrechten Durd)- : /- \//
mefier 2v, 3u finben, / e i
ucffer 2w, gufinben, \\ %\ /

jdhneibe man thn mit einev p
€eite ded Quadratd, pro- Sig. 15,

jiziere Den Schnittpuntt

pavallel mit einer Nachbarfeite auf dic Gegenjeite und von da pavallel einer
Diagonale auf die Nadybarfeite; dann geht duvdy den fo gefundenen Puntt
ber gefudhte Durdymefier 2 v,.  Dieje Konftrution (Gujt barauf Hinaus, daf
2u, juerft an einer Mittellinie und darm an einer Diagonale nad) 2v,
gefpiegelt wird, alfo an 3wei Geraden, die cinen Winkel vou 45° hilden;
bie Folge dicfer Spicaelungen ift cine Drehung von 90° Bildet man
die game Figur affin ab, fo geht die fenfrechte Spiegelung in jchiefe
Shiegelung itber. Fiir den Schitler ift o3 einfeuchtender, daf fid) die

20 Yaf. Gteiner, ,Die geometrijden KLonjtvuftionen, ausgefiibrt mitte(8 der
gerabert Qinie unb eined fejten Kreijes?, § 9 (1833), Gel. TWerfe I, S.477.
B, Wiener, Abhandlungen uiw., €. 70.




26 II. Die Gllipje ald affined Bild des Sreifes.
RKonjtruftion felbft duvd) Pavallelprojeftion auf die Cllipje wivtlich iiber-
tragen lapt.

32. Nad) dem Lehrjok des Thales form man einen Kreis punfhwetic

aud den Enbden eined Durdymefjers erhalten, in-

i dem man je 3wet durd) diefe Punfte gehende

— Ctrahlen jum Sdnitt bringt, die aufeinanbder

@ fenfrecht jteben. Da fenfredjte Geraden durch

s Barallelprojeftion in Ffonjugierte iibergehen, fo
Slgais folgt fiic die Gllipfe der Sat:

Die Sehnen, welde die Enden eines Durdymefiers mit
einem Punfte der Cllipfe verbinden, Haben fonjugicrte Rid:-
tung, und umgefehrt, 3ieht man durd) die Enden eines Durd-
mejjers Strahlen, die paarweife fonjugiert jind, fo {dhneiden
jte jid) auf der Cllipje (Fig. 19).

Wenn aljo von einer Cllipje 3wei fonjugierte Durdymefier nad) Linge
und Ridjtung gegeben find, fo ijt jie eindeutiq Beftimmt.

nmerfung 1. Beidhnet man aud beliebigen fidh wedjjelweife Halbierenden
Streden 2u und 2v ald Mittellinien bad Pavallelogramm unb erricjtet iiber einer
Seite bad Duabrat, fo wird biefelbe Affinitdt, die bas Quabrat in dad Pavallelogramm
itberfiihrt, ben Jnfreis besd Duabratd in bie fMurve abbilben, die man nad) ben vor-
ftehenden Borjdriften aud 2u und 2 v erhilt, Gine jolche Kurve ijt aljo ftets eine
Gllipje; davaus folgt: Das afjine Bilb einer Ellipfe ijt eine GLlipfe, im
Sonberfall etn Hreis.

Anmerfung 2, §. Welljtein2 gibt cine einfacdhe Sonjtruftion bder Ellipje
filx ben allgemeineren Fall, bag ein Durdhmejfer nebft ber ifm fonjugierten Nidhtung
und ein weiterer Punft der Ellipje gegeben ijt. Das Berfahren berupht bavauf, daf
jebe8 wolljidndbige BVieved (ober jebes Drveied jomt Ddrei durd) eimen Punit aehenben
Gdtrandverjalen) ol8 affines Bilb eined Hifenvieveds, d. h. eines Dreiectd mit Hihen=
puntt gelten fonn. Zem Edjiiler biirfie aber ber hier eingejthlagene Teq verjtind-
lidjer fein.

33. Udjen der Glipje. Projiziert man cinen Kreis fenfredht, jo
gehert Diejenigen beiden aufeinanber fenfredyten SKreisburdymeffer, deven
einer dev Tafel parallel ift, in fenfredhte Gllipjendurchmefier itber, in i
»Acpjen” ber Cllipfe, b. h. in bdie beiden fonjugierten Durdymefier, dic
aufeinander fenfrecyt ftehen. Hat jebe Clliple, auch eine durdh jhicte
Projeftion des Sreifes entftandene, Achien, und wie findet man fie?

Dem 3u projisierenden Kreife fei ein Quadvat umjdyrieben devart,
baB atvei Gegenfeiten dev Tafel parallel lanfen. Ofne das Bild 3 dnoern,

2 Weber u. Wellftein, a.a. O, S. 428,
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fann man die freisebene in der Sehftrahlrichtung pavallel verjdyieben unbd
dadurd) eine Quadratieite in die Tafel verlegen. Dad ADHHIID Ded Quadratd
ift dann ein Parallelogramm, weldes eine Seite mit dem Quadrat gemein
hat; auf biefer Seite oder ihrer Verlingerung — auj der Spur s —
jdneidet dann jede Ge-
rade der RKreidebene ibhy
Bild, wenn nidht beide
ber Spur parallel laufen.
Wir legen endlid) bdie
freisebene um die Spur
in die Tafel um (Fig. 20).
Sollen nun  3wei auf-
einander fenfredhte Sreis-
durdymefier in ebenfolde
Ellipfendurdymefjer  ab-
gebildet werden, o mup
ber dtber der Entfernung
bex Spurpuntte als Durd)-
meifer ervichtete ,Hiljs-
freig” bie MWitte O Ded
Quadratd und die Mitte M ded Parvallelogramms enthalten. 1lmgefehrt
jdneidet der Hilfsfreis, der durd) die betben Mitten O und M geht und
bie ©pur s zur Jentvalen bhat, die Spurpunfte der Wdjen aus. Die
Qingen a und b ber Halbadyjen Finnen aud bden Kreidrabien evmittelt

werden, deven ABbilder fie find.

Anmerfung 1. Spiegelt man bdie Mitte O bed Quadbraid an ber Spur s
nac) O, jo Liegt audy diefer Punft auf dem Hilfatreis und fann daher jur Konftruftion
beruft toerben. Uuperdem geben die Dalbierenbent bes LWinfels O MO’ unb feinesd
Nebemwinfeld die Adjenvidhiungen; endlid) ijt

MO = g (a4b), MO = I (a —h).

Unmerfung 2. Der Crifengbeweid der Wdjen follte nidht unterdritdt werden,
obwohl bie fonjtruftion nur felten im Unterridht Vertvendung finben wird. Ju ems-
piehlen ijt die jhaBungdweife Cingeihnung dber Adjenvidtungen; die grofe
Achie [iegt in Den beiben fpiken Winfeln, welde die Diagonalen bezw. die Mittellinien bed
geqebenen Parallelogramms bilben. Hiernad) ift leicdht die Mittellinie und die Diagonale
au finben, welde die grofie Adje in threm fpifen Winfel einfdliegen; bdie Normalen
biefer Sinien entfalten bic fleine Adhfe, fiir beren Eingeihnung nux ein fleiner Spiel-
vaum bleibt; bie qroBe Adhje wirh ald Lot der fleinen Adhie gefunden. Da bie Ellipje
au ben Ahjen fymmetrijch ijt und fie redtwinilig jhneidef, Tann man mit ihrer Hilfe
bie Kurve ausd dem fonjugiert umjdhriebenen Parallelogramm jdarf treffen.
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34. Brennpuntte der Glipje. Die Achien dev Ellipfe find die Mittel-
linien bes fonjugiert umichriebenen NRedjteds; man denfe fich itber der
A fleineren Seite biefes Nedtedd dad Quadrat

5 exvidjtet und dann dad NRedhted wm bdic
gemeinjame Seite foweit gedreht, daf bie
Gegenfeiten der Spur fenfred)t itbereinander
3u liegen fommen (Fig. 21). Jept Fann
dad Nedyted al8 dyiefer Sdnitt einer qua-
dratijdhen Siule aufgefaft mwerben, und
dic Cllipie al8 Sdnitt des der Sdule ein-
gefdyviebenen Sreidaylinders. Hieraus folgt

o ber Sak:

Jede Cllipfe fann al8 Sdnitt eines gevaden Kreidjylinders
aujgefappt werden.

Die Brennpunite evgeben fich Hievaus nad) Danderlins Berfahren;
man vergleidye 3. B. Weber=-Welftein.

*30. Yufgaben. 1. Die Crdfugel foll in der Ridhung der Sonnen:
ftrablen fenfred)t projiziert werden: a) jur Beit der Tag= und Nadytgleide,
b) sur Beit der Sommerfonnentvende.

3u a): Die Adyje der GEiptif fei jheitelvecht angenommen, die Erd-
adje aljp um 23'/2° gegen die Scheitellinie geneigt; bas Gradneh werde
in Majden von 30° 3u 30° geseichnet.

3u b): Bur RKonftruftion Hes Bildes fann die vorige Beidnung
(als KreugeiB) benubt werben; auper dem UWmrif ftellen wiv mir einige
Parallelfreife dar. Sie eridieinen als ahnliche, dhnlic) liegende Ellipien;
bie Yquatorellipfe Bevithrt den Wmvifkreis in den Gnden bdes wageredhten
Durdymefjers, beim Ibergang ju den Pavallelfreifen der Heifien und der
gemdfpigten 3one viiden bie Bevithrpuntte aus der grofen Achie der Ellipje
nad) oben, um fiiv den Polarfreis in dem oberjten Punft Hes mvrifjes
gufammengujallen, fo dafy der Umriffreid dex Srivmmungsfreid der Bild=
ellipfe ift. Die Parallelfreije der falten Jone find gang fidytbar, fie be:
vithren den Umrif nid)t mehr, umjchlichen den Jordpol und Jdhyrumpfen
jdhlielid) in diefen Punft jujammen.

2. Dic Cudfugel joll fdjief auf die Ghene des Hquators projisiert
werden.

Der Umif ift eine Clfiple, die Pavallelfreife bilden fid) fongruent
ab; der Mquator und dic folgenden Pavallelfreife beriihren die Wmrif-
cllipfe; der Pavallelfreis, dev von den Lichtftrahlen gerade qejtreift wivd,

—
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exjdpeint als - Krivmmungsiveis im Sdjeitel der groen Achie; die hheren
Pavallelfreife umjchlieRen den Pol, allmahlich in diefen Puntt itbevgehend.

86. Sriimmung. 3um genauen 3eidnen der Clliple braud)t man
Sriimmungstreije; ein Gingehen auf diefen Begriff ijt aber aud) fitr das
Verftandbnis der Crdabplattung niglich. Die Kritmmungsmitten bder
Scheitel werden durd) Cote ausgejdnitten, die man aus den Eden des
fonjugiert wmidyrichenen Rechteds auf die Diagonale fillt, die nidyt dburd)
dic Detreffende Gede Dhinburcigeht. Die Kritmmungshalbmefjer [r, fiir
den Sdeitel dev fleinem, 1o fitr Den Der grofen Achie] folgen aus dev
Proportion:

a:b—r ua=Db:r,

Die Ridtigheit der Gleiung ber, = a® fann aus der fenfrechten
Projeftion der Kugel im Anjd)lup an die erfte Aujgabe des vorigen
Pavagraphen gefolgert werden.?® Wir jahen namlid), daf die den Polar-
freis darftellende Gllipje den Kugelumrif um Krimmungsteeis im Sdyeitel
ber fleinen Achie Hat. Jun beftimmt aber der Kugelvadiud r; mit dem
Halbmefer a ded Parallelfreifes ein vedtwinfliges Dreied, dad r; 3ur
Hypotenufe, a gur einen Kathete und die fleine Halbadhje b des3 Parallel=
Freigbilbes aur jugehorigen Rathetenprojeftion hat; Ddie andeve Kathete
fiegt in der Grdachfe. Da man umgefehrt jede Ellipje auf die angegebene

Weife fann entjtehen lafjen, jo folgt allgemein 1, = %

Gany dbhnlich) geht die Formel b* =a«r, aud der Anfgabe 2 Hervor
burd) jdhiefe Projeftion der Kugel.

Hier ift die grofe Halbacdfe a der Wmrifellipfe Hypotenuje eines
rechtwintligen Dreieds, defen cine Kathete der den Sdheitel treffende Seh-
jtrahl und Ddefjen andere Kathete der Fu diejem Sebftvahl jenfredyte Kugel:
halbmeffer b ijt; die Kathetenprojeftion von b ift der Halbmefjer ry des
Parvallelfreijes, alfo b* = a-r,.

Anmerfung. Die Krimmungdmitte eined Diagonalpunftesd [vergl. N 30]
wird auf jeiner Normalen alg Miitte der Strecte bejtimmt, welde aus ihr die Adjen
ausjdneiben.24

37. Shlufbemerfung. Der llbergang jur rvedhnenden Behand-
[ung (iRt fid) bereits nad) N 33 mit Hilje Ddes itber einer Achie ex-
richteten  freifed bewerjtelligen, oder nad) 34 auf Grund der Bremn-

23 Diejen jowie den folgenben Beweid verbante i) Herrn H. Wiener,
24 Bergl. die Fupnote S. 24,
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punftseigenidjaften. il man darauj eingehen, baR dad Verhaltnis bex
Sliadhen bei affiner ALHilbung unverdnbert bleibt, fo findet man, daf
alle Tonjugiext umjdyrichenen Pavallelogramme inhaltdgleic) jind und dap
fie gur Flache der Ellipfe in demijelben BWerhaltnid ftehen wie ein Quabrat
ju bem ihm eingejdyricbenen Kreis.
Aus der Proportion
mr¥id4r®*=E:4ab folgt fii die Flache der Gllipfe E=abm.
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