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Beitvige jur Methodik des Untervidyis in der ebenen
ud [phicifyen Trigonometrie,

A. CGlhene Trigonomefrie.

I. Berefhinung ber trigonometrifen Funtionen ecines Winfels aus ciner
gegebenen Funtion.

Die Lojung diefer Aujgabe wird wejentlid) erleichtert durd) die Yn-
wendung der Funftionen Kojefante und Sefante. Gs ift cosec o =

1 . ; St
sing UMD sec o = —_ Bejeiinet man die Hypotenufe eines reht-

winfligen Dveieds mit ¢ und die Katheten mit a und b, jo ift
a® + b* = ¢ Wird dicfe Relation der Reibe nady durch 2, b2 a2
bivibiert, fo ergibt fidh:

a® i o s
o {j} = 1 ober sin®*s - cos?a = 1,
a? c? o ;
;i T 1 = 5 ober tang?a + 1 = sec’a,
b2 c? a
e Tl i ober 1 4 cotg2a = cosec?«.
Die adt in Betvadht Fommenden Formeln find:
sina - coseco = 1 1 -+ tang®*c = sec?a
coSa - seca — 1 1 -+ cotg®a — cosec?a
sine y
tanga - cotga = 1 S tang o
sinfa -+ costo = 1 ConErS o cotga.
sino

Sft tvgendeine Funttion gegeben, fo Hat man ohne weitered die alges=
horige veziprofe Junttion, und bdie iibrigen vier Funftionen werden dann ge-
funbern, wenn einer der Heiden Werte in eine geeignete Formel eingefebst wird.

Beijpiel. Gegeben cosa = 2

13*
. 138 o~ . . e
€3 ift seca = . ot man diefen Wert in bdie Formel 1
9 v v = c 169
tang®a — seco cin, fo ergibt fih 1 -+ tang®a = 3, worqus
g 14 ¢ £ fi
tang®o — -2;, aljo tanga = ]f’”) Jerner cotgar = = und aus

*) €8 wird hier vorlaufig nur dbas + Jeidhen genommen.
SdmeDhl, Beifrige 3. Methodif b. Unterrichts i b, Trigonomelrie. 1
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1 + cotg®a = cosec?a folgt 1 —+ m — cosec® o, Woraud cosecta
169 13 12 :

— 14, aljo coseca = i, und daber sina = g gm nu?: Sita

: : g 2 R

1+ costa = 1 folgt sin®a 4+ 45 = 1, alfo sin*a = M 0b sina
12 1 = . Sino !

= 1, und bann coseco = g Ober aus "o — tanga folab sin
o 12 12 S : 18

= '35 — 73 UND coseca =

II. Beriinderung der trigonometrijjen Funttionen bei junchmendenm unbd
abnehmendem {piken Winfel,

Nm diefe Berandevungen zu zeigen, famn man die Sdjentel bes
TRinfeld ald Rabdien cines Kveifed anjehen; s ift dabei nod) nidht nbtig,
bie Lange ded Radiusd ald Mapeinbeit ju nehmen.

; LDyl AB , A’B’ :
1) In Fig. 1 ift sina = T+ ud sine! = OA7+ looraus folgt
: _ S oB B/
sina/ >> sina. Gbenjo ift cosa = und coso' = OF  \oraus

OA 0A”
folgt cosa’ << cosa.  Aud) die Gremgwerte dev Funttionen fiiv einen

wig: 1. Eig 2;
ipiben Wintel laffen fid) aus der Figur Beftimmen. Begeichnet man den
Radiug ded Kreijes mit r, fo ift sin 0° = - = 0 und cos 0° = ’r
i 1 3 0
= 1; ebenjo sin 90° = 'r = 1 und cos 90° = - = 1%

2) Die BVerdnbderung der Fumftionen seco und coseco und bdie
Grengwerte fonnen nad) derfelben Figur bejtimmt werden.
o B CD cD’

3) Sun Fig. 2 ift tange = mlb tclllga‘ = 56 aljo tango/

0]¢
> tanga, colga = & und cutgrx = u), alfo cotga! < cotga.
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Jerner ift tang 0° = f = 0 und cotg 0° = 5= . Ghen-
fo ift tang 90° = % = o unb cotg 90° = - = 0.

Anmerfung. Eobald alle Eigenjdaften der trigonometrijdjen Funtiionen
eined jpien Wintels gum Verftinduis gebradt find, fann bie Auflbjung ded redi-
wintligen Dreiects vorgenommen werben; jiic ben Anfang empfiehlt e8 fich, dabei
nidht jofort Qogarithmen bder trigonometrijhen Funitionen anjuwenden, jondern exit
bie natinliden TWerte bderfelben ju benuben.

. Sorfiellung bder trigonometrijien Funtfionen cines fjpifen Winfels
burd) die Mafzahlen von Streden.

Nimmt man den Radiud des Kretjed als MaBeinbeit an, jo ijt die
Mapzahl der Kathete BC in Fig. 3 gleid) dem Sinus ded jpigen Wintels 2,
bie Mapzahl der Projeftion des jweiten Schenfelds OB auj bden An=
fangsfdjentel bes Wintels o, OC, ift der Kofinus des Winfels 2. Er-
vichtet man bie geometrijche Sangente im Endpuntte des Anfangsjdentels
big aum CSdnittpunfte mit dem jweiten Scdenfel, AD, fo ijt Dbie

Py

NG

Fig. 8. Fig. 4.
Mafzahl derfelben die trigonometrijhe Tangente bes Winkeld o Madyt
man die analoge Konftvuttion fiir den Komplementwinfel des Winfels «,
32 BOE, fo ift bie Mafzahl dev Tangente EF gleid) der Kotangente des
Winkels «. Jn Fig. 3 ijt ein Wintel gewdhlt, der fleiner ift ald 45°%
G5 empfiehlt jich, auch diefe graphijhe Darftellung fit einen Wintel
iiber 45° auajufiihren (Fig. 4) und fiir einen Winfel vou 45° (Fig. 5).
Sn dem lehteven Jalfe werden die Relationen sin 45° = cos 45° und
11:
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tang 45° = cotg 45° beftdtigt. Um Ddie Mapahlen fitr die trigono=
metvijhen Funftionen cines fpigen Winfeld durch die angegebenen Kon-
fteuftionen durd) Mefjung au exhalten,
empfiehlt es fich, bap biefe Daxftellung
an einem Winfel von 40° in einem
Sreife mit dem Nading 1 dm aqusge-
fithet toird. Dann werden bdie betreffen-
pen Streden in Sentimetern gemefjen
und in Dezimeter vermandelt. In Fig. 6
find biefe Sonjtruftionen audgefihrt,
wobei jih folgende Bahlen ergeben:
sin 40° = BC = 0,64; cos 40° =
0C = 0,77; tang 40° = AD = 0,84;

7,79 o
/) ._ﬁ
40° 76
A2

0.84%

0D -731dm
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cotg 40° = EF = 1,19; sec 40° = OD = 1,31; cosec 40° =
OF = 1,56. — iiv dicje Darftellung cignet jid) aud) jehr gut ein
Winfel von 30°, weil biefer ohne Transdporteur geseidynet werden tamn,
unb weil die Funftionen bdiefes Winteld auj einfacdge Weife durd) Aus-
rechnung gepritft werben fonnen.

IV. Griveiterung des Begrifies der frigonometrijden Funttionen.

1) Der Durdhmefjer bed Umbreifes cined Dreiedd ABC, in dem
ber Winfel BAC = o fpik ift, werbe mit 2r begeidhnet (Fig. 7).
3ieht man burd) einen Cnbpuntt der Seite BC = a, B, den Durd
mefjer BA’ und verbindet A” mit C, jo ift 9< BA'C = o und sina =

Fig. 7. Fig. 8.

; 4 e X i g g A 2
91»' Mit Hilfe der Formeln sinff = 2)-1‘-, sin -{:-z—: ergibt fid) bann

der Ginusjah: a:h :c = sino:smf :siny. Macht man diefelbe
Konjtruftion in dem Dreied ABC, in bem ber Winfel BAC = «
fumpi ift (Fig. 8), jo it 3C BA'C = o' bder Supplementwintel von o,
und 8 ijt sina' = 3_1] Wenn aljo in der Relation a = 2r sina
der Winkel « frumpf ift, fo ijt filv den Sinud dicjes Winfel3 ber Sinus
bes Supplementiwinfeld ju fehen. Damit gelangt man ju ber eriten
Grweiterung ded Vegrifis dber Sinusdfunttion.

2) Der Kofinusias laht fih mit Hilfe bes Setantenjabes jolgen-
dermaien entwideln. Sn dem Dreied ABC jei I CAB = a fpif und
CA << (B (Big. 9). Man bejyreibe mit CA al8 Radius von C aus
cinen freid, der die Seite BC in G und AB in D jdneidet; man ver:
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{angere BC itber C Hinaus bis an bden Kreidumfang und falle von C
aud dag Qot CF auf AB. Dann ift nad) dem Sefantenjah:
BE - BG = BA - BD, :
ober, ba BE = a + b, BG =a — b, BD = ¢ — 2p if,
@+ b-a—Db)=c:(c — 2p).

Fig. O
Nun ift p = b cosa und daher
4_! a2

a2 — b? = ¢ — 2¢ - b cosa oder
a2 = b? -+ ¢® — 2bec - cosa.

Big. 10
Nadht man diefelbe Konjtruttion in bem Dreiet ABC, in weldem
97 BAC = a ftumpf ift (Fig- 10), jo hat maun fitr BD 3u fepen ¢
3] ne
2p, aljo:

(@ 4+ b)-(a — b) = ¢ (c+ 2p).

p ift aber gleih b cosa’, wo o' = 180° —a ijt, und daber
a? — b? = ¢ 4 2¢ - b cosa' ober

a? = b 4 ¢ + 2be -« cosa.




Frigonomefrijde Funftionen. 7
MWenn bdie Formel a® = b 4 ¢ — 2b e cosa fiiv einen ftumpfen
Oinfel o angewandt werden joll, fo ift fiix den Kofinus diefes Winfels
dber Rofinus des Supplementivinfeld u jehen, aber mit dem entgegen=
gefeten Borzeidyen. OHiernad) ift, wenn o > 90° ijt, cosa =
— cos (180° — ). iir den Sinus eined frumpfen Winteld hat fich aber
bie Notwendigteit cined Beidenwedields nidt ergeben.

sine .

Aus der Formel tange = - jolgt bann fiir einen ftumpjen
Wintel tanga = — tang (180° — o) und cotga = — cotg (180° — a).

V. Die trigonometrijjen Funftionen von Winfeln in den vier Quadranten.

ltin bie Vegrifie der trigonometrijhen Funftionen fitv Wintel, die
qeofier al8 90° find, ju evwmeitern, werden folgende Erfldrungen auj-
geftellt:

1) Der Sinus eined Winteld ift die Mapzahl der Sent:
redyten, dDie von dem Gudpuntte ded 3weiten Sdenteld auj den
eriten Sdenfel (63w. auf die Berlangerung dedfelben iiber den Scheitel
hinaus) gejallt ift.

2) Der Kojinus eines Winfeld it die MaBzahl der Pro-
jeftion des yweiten Sdjenteld auj den erften Shenfel (b3w. auf
die Berlangerung besfelben itber den Sdheitel hinaus).

3) Die Tangente eined Winfeld ift die MaBzahl der Sent-
redhten, die im Endpuntte desd crften Sdhentelsd His jum Sdynitt-
punfte mit dem 3weiten Sdentel (bzw. mit dex Verldngerung bded
ymeiten Schenteld ither den Scheitel hinaus) ervidhtet ift.

4) Die Rotangente cined Winteld ift die WaBzahl der
Genfredyten, die im Eudpuntte ded u dem erjten Sdentel jent-
red)t ftehenden Halbmefjerds bis jum Sdnittpunfte wmit dem
sweiten Sdyenfel (63w, mit der Verlingerung des jweiten Schentels
itber den Sdeitel Hinaud) evridhtet ijt.

Dabei ift vovaudgefest, daf der Halbmefjer des Kreifes gleid) der
Cangeneinbeit ift.
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Winkel im jweiten Quadranten.

Fiiv etnen Winkel B 2 ';'2'{,9 jind bie Funttionen jolgenbe: sinf =
BC, cosf = OC, tangB == AD, cotgf = EF (Fig. 11). Konjtruiert
man u dem im erften Quabranten liegenben Winkel o, ber da3 Supple-
ment von B ift (z = 180° — £), die Funftionsjtrecen, jo ergibt fid),
baf dieje fitr beide Wintel die=
jelbe Grope haben.  Ber-
gleicht man die Nidhtungen der
sugehorigen Strecen, jo erqibt
fih, dag bie Sinusjtreden in
ber Nidtung itbereinjtim:
men, dagegen die Strecen fiir
die Drei itbrigen Funftionen
entgegengejete Ridtung
Haben. Bezeichnet man die Ridy-
tung dex ju bem erften Schentel
fenfrecht ftehenden Strecten von
unten nad) oben ald bie pojitive, und bdie von ovben nad) unten alsd
die negative, cbenjo die Ridhtung der ju OE fenfrechten Streden von
(int3 nady rechid ald die pojitive und bdie vour redhtd nady linfd8 als
pie negative, jo ergeben fich die Sibe:

1) DieFunttionen eines jpigenWinktels jind jamtlic) pojitiv.

2) Der ©inusd eined Winteld tm zweiten Quabranten ijt
pofitiv, der Kofinus, die Tangente und die Kotangente find
negativ.

Fig. 11,

3) Giir dad Aujjudhen der Funftionen etiwed IWinkeld un weiten
Quabdranten gelten folgende Formeln:
sinff = sin (180° — f)

cosff = — cos (180° — )
tangf = — tang (180° — f)
cotgf = — cotg (180° — ).

4) Dabei wird die Drehungsridtung des jweiten Scenfels, durd)
die ber Winfel B entftanden ift, ald die pojitive Drehungsridhtung
begeidhnet (entgegengefest ber Drehung des Ubrjeigers). Dreht man den
aweiten Sdenfel, i3 er mit dem erjten Schentel eine Gerade bildet, o
exgeben fid)y die Grengwerte:
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sin 180° = 0

cos 180° = — 1
tang 180° = 0
cotg 180° = — w.

Anmertung 1. Die Konjtruttion bder Streden filr die Tangente und Ko:
tangente ift nidht unbedingt notwendig, ba bie Vorzeiden diefer Funttionen fich aus
ben Borjeidjen ded Sinus und besd Kofinus ergeben. Ahnlides gilt fiir bie Tangente
und bie fotangente von LWinkeln, bie im britten unbd vierten Quabranten [teqen.

Anmerfung 2. Die Funftionen Desd Winteld8 7 laffen fid) aud) aunf den
Wintel FOE = £ — 90° juriidfiihren; dbann mup aber die entjpredende Kofunition
gefet werben, 3. B. sinf = cos (32— 90°). Die obigen Formeln find aber bes-
halb vorjuziehen, weil Dei ihmen ber Jtame Der Funttion Deibehalfen wirh. Dexr
Qernenbe Hat jidh feft eimgupvdgen, daf bei bem Wintel und feinem Supplement:
winfel bie Funition betbehalten wird, abgejehen vom Vorzeiden, daf aber bei einem
ipigen Winkel und feinem Komplementwintel bie Kofuniftion gefeht werben muf.
sing = cos (90° — o), cosu = sin (90" — o), tang« = cotg (90° — ), cotgw
= tang (90° — w).

Winkel tme dritten Quadranten.

Bei der Konftruftion der Funttiondftreden find abjidhtlidh die Budh-
+2D fia.bcn Beibclja[tc!t mt_)rben,. toie .ﬁ“-
/ bei Der Ronjtruttion jiiv Winkel im
sweiten und im ecften Quabdranten
angewendet wurden.  Dasjelbe
wird bei dem Winkel im vierten
Quabdranten der Fall jein. Fiix
einen Winfel ¢ ? ;?g.; ergibt fid),
pafp Der &inusd und ber Ko-
jinud negativ jind, und dap
mithin die Tangente und bdie
fKotangente pofitiv find
(Fig. 12). Bugleidh) ergibt fid)
aud der gigur, dap ber fpike
Winfel COB = 7 — 180° bie-
jelben Funftionen Hat wie der gegebene Wintel v, abgejehen vom Bor-
jeidhen.  ©3 Deftehen aljo jolgende Formeli:

siny = — sin (y — 180°)

cosy = — cos (y — 1809

tangy = tang (y — 180°)

cotgy = cotg (v — 180°).

Fig. 12,
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Fiiv die Grengtoerte beftehen bdie Fovmeln:

sin 2700 = — 1
cos 270° = 0
tang 270" = =

cotg 270° = 0,

Mnmerfung. LB man dbie Funftionen bes Winfel8 4 auf den Wintel BOG
= 270° — ¢ uriictfithren, Jo Hat man bdie Kofunftion zu jeben. Die Formeln
gint = — cos (270°—), cos 7 = — sin (270° — ), tangy = + cotg (270° — «),
cotgy = + tang (270° — +) jindb aber vollftindig iiberfliijfia. Denn bie oben
gegeberten Formeln find in ihrer Anwendung einfadher, weil bei thnen ber Name
ber Funition Deibehalten twivd.

Winkel im viertew Quadranten.
: 4 SRS : e DR (0 G et
Die Vorzeiden der Funftionen eines Winfels o > ‘0., im vierten
< 860

Quabdranten jind folgende:
Der Sinus ift negativ,
der fojinus ijt bojitiv,
mithin jind bdbie Tan-

“C A gente und die Kotan:
60° 8 sirn — Gente negativ (Fig. 13).
cos+ Doy fpige Winfel COB =

-"ffg}g: 360° — 3 hat, abgefehen

p IV vom Borjeiden, diefelben
Funttionen. Mithin be=

Sig. 13. ftehen folgende  Formeln:
sing = — sin (360° — 3)
cosd = cos (360° — 9)
tangs = — tang (360° — &
cotgd = — cotg (360° — 8).

it den. Grengwintel 360° beftehen folgende Werte:
sin 360° = 0

cos 360" = 1
tang 3600 — 0
cotg 860° = o,
Anmervfung. Wenn o ein fpiber Winfel ift, jo ift sin V0° 4+ «) =
sin (90° — o) =cose. und cos (90° + wu) =— cos (90° — o) = — sinw. Ober
man fehe sin (90° 4 2) = sin 90"+ cose -+ cos 90°:sinu = cose unbd

cos (90" + o) = cos 90° cose — sin 90° gine. — — sin a,
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VI. Aufjudien der zwei Winfeln, die su einer Funtlion gehoren.
1. &inus.

a) Wenn ber Sinud pofitiv ift, jo gehoren bagu zwei Wintel,
pon dement der eine im erjten und der andere im 3weiten Quadranten
liegt. Der letere, x,, wird aud bem fpigen Winfel x; erhalten, indem
man x; von 180° jubtvahiert (Fig. 14).

Beifjpiel. log sin x = 9,34547 — 10;

X, — 12%48" x, — 1802 — x; =.167%12",

b) Wenn ber Sinud negativ ijt, jo gehoren daju 3wer Winfel,

pon Dement der eime tm dritten und der anbdeve im dierten Quabdranten

Fia. 14, Fig. 15,
liegt. Aus dem in den Tafeln gefundenen piten Wintel x findet man
ben Wintel x,, wenn man x ju 180° abdiert, und den Wintel x,, wenn
man x von 360° jubtrabiert (Fig. 15).
Beijpiel. log sinx = 9,92865 — 10 (n)¥);
X = 58°2'50""; x, = 180° + x = 238°2'50", x, =
360°—x = 301°57' 10"

2. Kojinus.

a) Wenn der Kofinus pofitiv ift, jo gehoren zu demielben 3wei
Wintel, vor dener der erfte im erften und der jweite im vievten Qua-
branten liegt. Der leptere, x,, wird aus dem fpiken Wintel x, erhalten,
inbem man ihn von 360° jubtrahiert (Fig. 16).

*) Surd) bie Vegeidnung (n) joll angebeutet werben, dbak dev natitrlide Wert,
sin x, negativ ift.
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Beifpiel. log cosx = 9,46833 — 10;
X, = 72°54'12"; x, = 860° — x, = 287°5'48".
b) Wenn der Kofinud negativ ijt, jo gehoven zu demjelben 3wei
Winfel, bon benent ber exfte im 3weiten und der zweite im dritten Qua-

B
: i =
q\’; Ll .} A
B
ig. 16. Fig. 17.

dranten liegt. Au8 dem in den Tafeln gefunbdenen jpiken Wintel x
findet man ben erften Winfel, indem man den jpigen Wintel von 180"
fubtrahicrt, und bden zweiten Winfel, indem man ihn zu 180" adbiert
(Fig. 17).
Beijpiel. log cosx = 9,85248 — 10 (n);
v == A 4Y 3B D Rer ses i S (00— == T3 5 L8 L O
X, — 180° 4+ x = 224°36' 10"\

(s R or o

3. Tangente und Kotangente.
a) Wenn die Tangente (und Kotangente) pojitiv ijt, jo gehoren
au Dderfelben zwet Winfel, von denen der erfte im exften und ber jweite
im dritten Quadrvanten [iegt (Fig. 18).
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Beifpiel. log tangx = 9,78695 — 10;
x, — 31928 42"; x, = 180° + x,
log cotgx = 1,09848;
x, = 4°88'27", x, = 180° + x, — 184933 27".

b) Wenn die Tangente (unbd die Kotangente) negativ ift, fo gehoren
su Derfelben 3wei TWintel, von denen dev erfte im jweiten und der jweite
i pierten Quadranten liegt (Fia. 19).

[

(8]
£
s
1o
O?_
o
£y

Beijpiel. log tangx = 0,72486 (n);
x = 79°19'44"; x, = 180° — x = 100° 40’ 16",
x, — 360° — x = 280°40’ 16'".
log cotgx = 9,07450 — 10 (n);
x = 83°13" 48"; x, = 180° — x = 96°46'12",
xr=—1360% — X = 276246 12",

V. Trigonometrijdje Funttionen von Winteln, die grofer find als 360°.

1) Wenn bder yweite Schentel eined Winfels vom Anjangsjdentel aus
eine volle Umbdrehung madyt, und wenn die Drehung bann in demjelben
B Sinne fortgefest wirh, fo bejdyreibt der
gedrehte Sdhentel einen Winkel, der
N quiBer ijt ald 360°%. A3 BVeijpiel dafii
: it in {ig. 20 die Entftehung eines
/ ' TWinfelds von 480° davgeftellt. Diejer
C K

intel Hat Diefelben Funftionen wie
ber Winfel 480° — 360° = 120°. €3
ift aljo sin 480° = sin 120" = sin60°,
cos 480" = cos 120" = — cos 60"
ujw, Madyt der Schentel OB bes Wintels

dig. 2. BOA = 480° nod) eine volle llmdrehung
in demjelben Sinne, jo entjteht ein Winkel von 180° + 2 - 360° = 900°.
Die Funftionen foldjer Wintel, bie gqroper ald 360" find, werden auf
Wintel unter 360° uviidgefithrt, indem man von dem gegebenen Winkel
entroeber 860° oder 2 « 360° pder 3 - 360° . . . jubtvabiert.

Peijpiel. tang 380° = tang 20°; cos 820" = cos 100 =
— cos 80° cotg 1265 = cotg 185° = cotg 5°.

N
b
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2) Bu einer gegebenen Winfelfunttion gehoren nidht mur die wei

Winfel in Dden Dbetreffenden Quadranten, jonbern nod) unendlid) viele
Wintel, die man exhdlt, wenn man 3u jedem der beiden Winfel 360,
2-:360° 3-360% ...k-360% ...

Beijpiel.

abbiert.

log cosx = 9,73812 — 10 (n);

x — 56°49' 87"; x, = 180° — x = 123° 10’ 23" -
k- 860%; x, = 180° 4+ x = 223°49' 37" + k - 360"

VIII. Trigonometrijhe Funftionen negativer Wintel.

1) In Fig. 21 ijt die Entjtehung des fpigen Winfels BOA = «
durd) die Drehung bed Edjenfelds OA in pofitivem Sinne bis nad) OB

$ig. 21

Dargejtellt. Wird der Schentel
in entgegengejepter Ridtung
gedreht (in negativem Dreh-
ungsfinne), fjo entfteht bei
aleidjer Groe bder Drehung
ein Wintel, AOB', ber dem
Wintel AOB gleidy ijt. Weil
aber die Drehung ded 3weiten
Sdenfeld8 bei AOB' in ent:
gegengejetem  Sinne  exfolgt
wie bei bem Winfel AOB, jo
bejeidhmet man  Den  Winfel

AOB’ al8 einen negativen Winfel und den Winfel AOB alg einen

pojitiven Winkel.

Konftruiert man die JFunftionsftveden fiir bden

Wintel — o, fo ergibt fi), bdap der Sinud negativ und der
fofinus pojitiv ift und dap mithin die Tangente und bdie
fotangente negativ find. €3 beftehen mithin folgende Formeln:

sin (—e) = — sina
cos (—a) = - cosa
tang (— o) = — tanga
cotg (— =) = — cotga.

2) Diefe Formeln gelten gunddyit filr negative fpige Wintel; fie find
aber aud) allgemein giiltig, wie in folgenden Falle nadjgewiefen werden
joll.  JIn Fig. 22 ift ber Wintel AOB’ negativ; jeine Funttionen werden

davgeftellt durd) die Streden B'C (+), OC [—), AD' (—), EF' (—).




Trigonometrijde Funttionen. 15

Der Winkel AOB, der an abjolutem Werte dem Wintel AOB' gleid) ift,
bet bem aber die Drehung in pofitivem Sinne exfolgt ift, Hat dbie Funttionen
BC (—), OC (=), AD (4), EF (-4). €3 finden aljp 3wifden bden
Junftionen ded negativen und ded pojitiven Wintels diefelben Begiehungen
ftatt mwie bei den beiden fpigen Winfeln in Fig. 21.

3) Die Funftionen eines negativen Winfeld von beliebiger Grdpe
werden auf einen pofitiven Winfel juviidgefithrt, indem man 360° ober
cin Bielfad)es von 360° 3u dem Winfel abbdiert, jo dafs eine pofifive An-
3abl von Graden entiteht.

F’
+ ’
C
B
Fig. 22,
Beifpiel. sin (— 560%) = sin (— 560° - 720°) = sin 160° =
sin 209, '

4) Bu einer gegebenen Wintelfunttion gehoren nicdht nur bie wei
Winkel in dem betreffenden Quadranten, fonbdern nod) unendlid) viele
Winfel, die man erhalt, wemn man vor jedem dev Beiben Wintel 360°,

2.860° 3-860° ...k-360° ... jubteahiett. (Bgl. VII, 2.)
5) Durd) die vorftehenden Betradtungen ergeben fidh die Formeln
sin (@ —f) = — sin (B— a), cos (& — B) = -+ cos (B — a).

Anmerfung Die in VIT und VIIT entwidelten Gigenjdajten der trigo=
nometrijjen Funftionen finden ihre Anwendung in der Analyiis, wo ber Wintel
al3 bie Qéange bed ju bemfjelben gehivigen Bogens in einem freife mit bem
Sadbius 1 betradtet wirh. Dann treten jitv bie GroBen 90°, 180°, 2700, 360°, k - 360°
bie Begeidynungen %:, ™ :7:, 2%, 2kx auf. Durc) bie vorfehenden %equd)s
tungen, bei bemen Der XWintel ald Drehungdgrife anjgefaht wird, find bicje Begrifje
Deveitd griindlid) vorberveitet.
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IX.

Die allgemeine Giiltigeit der Formeln fiir sin (ot ) und
cos (o f) Lapt fid) fiiv Winkel in beliebigen Quadranten, aud) fiir foldpe,
die groper find ald 360°, nadymweifen, ofne dap €8 baju einer eichnung
bebarf. Jn folgenden Beifpielen joll der Fnber den Quabdranten begeichnen,
und bdie Begeidnung ohne Jnder joll den ugebrigen fpigen Winkel
bebeuten, 3. B.: oy =180° + a, B; =B, - 360° = 36(° -+ 180°—¢.

1) sin (x + B).

% =180° —a, £, =180° + B; 00+ B, = 860°+F—o = — a.

sin (#; + fBy) = sin (B — o) = sin8 cosa — cos f§ sin o =
(— sin fi) + (— cos &,) — (— cos ;) - (sin o) = sin B, cos oy +
cosfil; « sina, = sina, cosf; -+ cosa, sinf,.

2) cos (ay + B).
2y = 180°—a; oy, + B = 180° — (a—B).
cos (o 4 B) = cos (180° — [o — f]) = — cos (a —B) =
— €080 « cosS 3 — sin o s8in 2
— sina, sinff = cosa, cos
3) sin (a2, — B;).
a; = 360° +- 180° + a, f; = 360° + B; a;—f; = 180° + (a2 — B).
sin (a; — f;) = sin (180° — [8 — o)) =sin (8 — ) = sin % cosa —
cos B sina = sinf; - (— cosx;) — cosfB, - (— sina;) =
sin a; cos 3, — cos o, sin ..
4) cos (ay, — ).
a9 = 720° + 180° — a, B; = 360° + 180° — B, oy — B; =
360° — (a—B).
€08 (29 — fBs) = cos (360° — [« — fi]) = cos (& — B) = cos . cos f -
sina sin f = (—cosay,) « (— cos §;) + (— sina,,) « (— sin §,)
= €08 a,, coSP; | sina,, sinB,.

P = — (— cosa, cosf)
]
iJ

sin o, sin §,

X.

1) Cinjadye Entwidlung ber Formel sin (z - B) = sin a cos f
-+ cosa sin 3. Der doppelte JInhalt desd
Dreted3 ABC, 2 A\, ijt gleid) be sin(a, +a,)
(Fig. 23). Andererfeits ift 2 /\ =ch sin o,
~-bh sin ay, wenn AD =h fenfredt 3u BC
gesogen wird. Ausd be-sin (o, + ay)=
ch sin e, - bh sin o, folgt, wenn beide
Seiten dburd) be bdividiert werben:
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sin (2, + o,) = _I{_) -sine, -} I!i - sin o, oder
sin (¢, - a,) = sin a, cos o, -}- cos ¢, sin o,
2) Ginjfache Entwidlung ded Kofinusdjaed mit Wnwendung des
‘Lrojeftionsdjafes.
Om Dreted ABC (Fig. 23) it

a=Dbcos T+ ccosf Sl el
b=ccosa-tacosy | —b bili—b
c=acosB+bcosa  —ec |—e ¢

Werden bdieje Gleichungen bder Reibe nad)y mit den nebenftehenden
Fattoven multipligiert und die Produfte addiert, dann erhalt man:

a?—b*—c?=—2bccosa oder a =02+ ¢?—2beccosa
—a?+Db®—c*=— 2accosf ober b*=a®-} c®—2accos
—a*— Dh*-+c*=—2abcosy odexr ¢ =a*-+h?— 2abcosy.

3) Weun die Hypotenufe a eined rechtwinfligen Dreiecdtd und eine
fathete ¢ nur wenig voneinander verjdhieden find, fo witd der Winfel
7 jehr grop, und feine Vejtimmung durd) den Stnus wird ungenaw. Jn
diejem Falle wendet man bejjer die Formel t:m}_';; f= f: ; ©an. Um
biefe Tovmel abjuleiten, verlangere man die Hypotenuje BC desd redht-
winfligen Dreieds ABC (Fig. 24) iiber B hinaus und made die Ver-
{angerung gleih) BA; dann ift DC=a 4 c. Ferner trage man BA

c

Tia. 24

auf BC von B aud ab, BE=BA; bamn it EC==a—ec. Cnbdlid
verbinde man A mit D und E.  Damn ijt:

O 1
e sin 3 B sin -,5:3 ; s
T T el 5(;—1; FE Ll
sin ( “Hi {) cos ;3
A 1
; A gin ; 3 sin ;3 7
gy ————=——— = — tang ; i
: ke 1 1 = 2.
& c sin (90° + ;B) cosg 3

Sdhmehl, Beitedige 3. Melhodif b. Unterridhtd i. b. Trigonometrie.
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Durd) Multiplitation diefer beiben Fovmeln erhalt man:

Lol gln 3 1n A —C
e 1 und daber tanggf=\/ —
nmerfing Die Kathete b fann dann aud) nad) dex Formel berechnet
= Tz
D eLte Do 1(’ ber b = (a + o) tang 5 B.
tang i?'

B. Bphavilthe Trigonomeivie,
I. Nedtwintliges Dreiced,

1) Su manden Sehrbiidhern, 3. B. in dem Spieterjden, werden
suerft die Formeln jiir bad affgemeine (jchiefwintlige) Dreied entwidelt
und davaus die Formelm fiir Das recdhtwintlige Dreied abgeleitet. I
falte fiir ywecdmapiger, gucrft die Formeln fitr das redhtwintlige Dreiec
auf bejondere Art u enbwideln, toie ¢8 Deifpiel8weife in bem Lehrbud)
von Reidt geihieht. Bezeichnet man die Hypotenufe mit a, die Katheten
mit b und ¢ und die gegenitberliegendben Winkel mit & und v, jo be-
ftehen die 6 Formeln:

1) cos a = cos b cos ¢
& sin b - sin ¢
2) sinff = — baw. siny = ——
Bin & BIn &
ks tang ¢ tang b
g)icog Bl — === hjin. COBY =
tang a tang a
tang b | tang ¢
4\ o s S e LA L
ng i — : nin. tang v = —
4} SARE.R sin ¢ {,‘;ll gt sin b
> coR £ Cco8 T
5) cosb = —F hym.icos e = ===
sin ¢ sin &

6) cosa = cotgp - cotg 7.

Die vier erjten Fovmeln Haben ihr Analogon in der chenen Friqo-
jometeie, wihrend fiir die Fovmeln 5 uud 6 jolde Dei bem ebenen
Dreied fehlen. Die gedadhtnismipige Handhabung bicjer Formeln ijt
nidt Leidht. Die Anwendung diefer Formeln auf dad redhtwintlige Drei-
o wird aber wejentlid) erleichtert durch die Neperjde MRegel, die aber
in manden Lehrbitdern, 3. B. in bem von Reidt, nidt 3u finben ijt.
Gie lautet Befanntlidy: Der Kojinus eines Stitdesd ift gleid bem
Produfte der Hotangenten dev anliegenden Stiide und gleid

i
‘

e e
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bem Probdufte der Sinus ber getrennten Stiide, wenn man fiix
bie Satheten b und ¢ ihre Komplemente 90° — b und 90° — c fent
und den rechten Winfel nicht mitvednet.

Wenn ausd den gegebenen Stitden die ilbrigen drei Stiide bevednet
werben follen, fo ordnet man bie 3wet Stiide mit dbem gejuchten Stitcke
Jo an, baP 3wei Stiide bem mittleren Stitdt entweder anliegend ober nicht
benad)bart find (wad immer nuv auf eine Art miglich ift), und loft die

nad) dev Neperjdhen Regel enthaltene Gleidhung nad) dem gefuchten Stiicke
al8 Unbefannte auj.

Betjpiel.,

Gegeben a = 109°12' 50", ¢ = 41°25' 6",

1) b, a, ¢; cosa = cosb - cose; cosh = Zﬁ_i
log cosa = 9,51732 — 10 (n)
{ log cose = 9,87500 — 10
log cos b = 9,64232 — 10 (n)
b = 116° 1’50,
2) a, i, ¢; cosff = cotga - tangc
log cotga = 9,54221 — 10 (n)
log tang ¢ = 9,94 556 — 10
log cos f = 9,48777 — 10 (n)
107° 54’ 20"
[s 3 1 - L 31 » ———3 Ein L
3) 8, ¢, y; sinc = ging siny; sing = e

log sinec = 9,82056 — 10
log'sina = 9,97511 — 10
log siny = 948545 — 10
s — 1440 0RO RTE
Die Veftimmung des Winfels v dburd) dben Sinug ift Hier nidyt
jweifelhajt, da bier der Sab ur Anwendung fommt:
am redtwintligen Dretedt ift die Kathete mit ihrem Gegenwintel
gleichartig, d. h. gugleid) entweder fpil ober ftumpf oder recht.
Auperdem ift der Sah gu beachten:
Wenn bie Katheten eined rvedhtwintligen Dreieds gleidjartig find,
jo ift die Hypotenufe fpih; find die Katheten ungleidhartig, jo ift bdie
Sypotenufe ftumpf.
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Wenn die dret Stiide eined vehhwintligen Dretedsd bevedhnet find,
jo (@Bt fih aus ihren bet bder Wufldfung angewandien Tunftionen
nady der Neperjchen Negel immer eine Nelation bilden, die als PBrobe
fiiv bie miagcfithte Redhmung dienen fann. Diefe Probe, die in ben
Qehrbitdern faum erwdhnt wird, findet fich in ber ujgabenjammbing
vort Jeidt.

1 obigem Beijpiele find die bevechneten wtlufc b, B, 1. G8rijt

Cos i’ﬁ — cos b siny, aljo log cos@ = log cosb 4 log sinv.
log cosb = 9,64232 — 10 (n)
log siny = 9,84545 — 10

log cosp — 9,48777 — 10, (n).

2) Wenn die Hypotenufe a und eine Kathete b wenig voneinander
verjdyieden find, fo wird die Bejtimmung des Wintels { nad) der Formel

sin b

sin = o ungenau, und man Imbmnt nd) pann BGeffer der Fornel
tang (45° -+ l ) = V tang ; ( —%— b) - cﬂtg b) Dieje wird

folgendermafen entmidelt:
FliI] )
gin "I.

__sina+4 sinb
=5 gin a

Aua sin ff = folgt 1 - sin 3

: sin a —sin b
wd 1 —sin § = e S
510 &

Durdy Divifion:

- 1

|4 sing _ sina + sin b 2q1|1 (45° +alJ) 23]1]gfn-’-h]c0h {‘L—-

1 — sinf sina — sinb 2 cos? (45° -+ - ’, 2(:051, (a4 b)sin —(d.-—b]
und baber ;

tang? (459 - : - 5 B) = tanui (a 4+ b) - cotg : (a—Dh).
Tiir bie Bemﬁnmtg der anbcrcn .ﬁatﬁete ¢ wenbde ntan die Fovmel

an: tzmgic= \/ tang : (a-+ b l) tang a,—l))

Gntwidhmg. s cos ¢ = oo
: cos b

folgt:

cosb + cosa cos b — cos a

1 4 cosc = = und 1 —cose = - I’b’sh =
1 4 cose cosb -+ cosa ] 2 sin (9‘ + b] sin z (a——h
e e ANg S G 2

cos ¢ cos cos a 2 P (a 3 b) cos . (q—b}

und daber
tang? l_c — tang ;(a -+ b) - tang i(a—l)).
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Jitr bie Verednung ded Winteld 7 wende man die Fovmel an:
ey
tang ;¥ = '\/ &in (a + b)

Cntwidlung. Aus bder Fovmel cosy = cotga - tang b folgt:

_ tang a — tang b tang a + tang b

— COS = - cosy =
1 { tang & und 1+ cosy s p
sin (a —h)
1 — cosy tang a — tang b g 1 cosa cosb
PR il B G A ok v - o - = S ) -
1 4 cosy tang a + tang b ober tang 2 sin (a 4 b) und l.(lf)l?l
sin (a —b) cosa cos b

e sin (a4 b)
3) Wenn eine Kathete b und thr Gegenwintel § gegeben find, fo
werben bie {ibrigen Stiide nad) den Formeln berechnet:
sin b

sina = ——
sin 8

s - . cos &
8 — R 1 s .
, sinc cotg £ « tang b, siny S

Sind Ddie beiben geqebenen Stiife wenig voneinander veridjieden,
jo wird die BVeftimmung der gejuchten Stitcfe nad) diefen Formeln un:
genau, und man fann dann jolgende Formeln jur genaueren Bevedynung
amwenben:

tang (45° -+ ;a] =— V tang i(lﬁ -+ b) - cotgi (F—h);
: i “sin (B D)

tang (45° + 3¢) = \/ sin (5—h)’

(3 -+ b) - cotg 5 (E—D).

Diefe Fovmeln werben dhnlid) wie die unter MNr. 2 angegebenen
entwicfelt.

LRl

tang (45° %T) = Y cotg

Il. Sdicjwintliges Drciced.

1) Camtliche Anfgaben itber dad jdiejwintlige Dreted lafjen fid)
mit nwendung de8 Kofinusjases I, desd Kojinudfabes II, des
Sinusjages und Dder Neperjden Analogien [dfen. Wenn 3. B.
dbie Stiide b, ¢, o gegeben find, jo wird junadit die Seite a nad) dem

Sofinusjag I beredhnet: cos & — cos b cos ¢ + sinb sinc coso.
Fiir b = 87°14'9", ¢ = 121°28' 9", o= 161222/ 30" ergibt
fic) folgende Audrechnung:
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log cos b = 9,90099 — 10 log sinb =9,78183 — 10
log cos ¢ = 9,71770 — 10(n} log sinc¢ = 9,93091 — 10
log(cos b-cos ¢) =9,61869 — 10 (n) . log cos . = 9,97664 — 10(n)
cos b » cosec = — 0,41561 log (sinb - sine - cos n) — 9,68938 — 10(n)
sinbsinccose= — 0,48908 sinh - gine « cos . = — 0,48908.
cosa— — 0,90469

log cos a = 0,95 650 — 10(n)
a= 154° 46" 50",
S manden Lehrbiichern wund Aujgabenjammbungen wird, wm bdie
lnterbrechung ber logarithmijdhen Rechnuug ju vermeiden, die Cinfiihrung
eined Hiljdwinfeld empjohlen. MNad) diefer Wethode fann man jepen:

5 colg b cos ¢ .
sa == sinb cosa = sin c),
cos a osa ( = -+ sin ¢)
cotg b . >
Set man cotgp = =, o erhalt man:
cosa = sinb cosa (cotg ¢ cosc - sinc)

x : cos® - cosc¢ -+ sine - ginyg
= gin b cos a {— i3 )

gin @
sinb - cos o COS @ cote b
= ———.cos(p—c)oberda - = —=— und
sin @ 3 8in o CcOoS o
CO8 cotg b .
. === ijt:
E1N 'T'J cos '-:4

sinb - cotg b cosh - cos (2 —¢)
cosaT—t— - cos (p —o) = e

cos Co8 2
Hiernad) geftaltet fid) die Rechnung folgendermapen:
log cotgb = 0,11 917 log cosb =9,90099 — 10
log cosa = 9,97664 — 10(n) logcos(p—c)=9,96476 — 10
log cotge = 0,14253 (n) log Z = 9,86575 — 10
¢ — 144 14/16”  log cosp =9,90926 —10(n)
c = 121° 28' 9V log cos a = 9,95649 —10(n)
o — ¢ 220 46" 7" a = 154° 46’ 40"

MWenn der Sdyiiler jededmal bdie Entwidhimg maden joll, jo er-
forbert Die leptere Methode viel mehr Beit ald bdie erjtere. Itad) der
eftenn Methode fann man log cos b und log sin b, fowie log cos ¢ und
log sinc je auf einer €eite dber Tafel auffucdpen; Ddazu Fommen nod)
5 weitere ufjudhungen. Nad) bder lehten Methode find 8 6 Aunj-
jfudungen. Wenn . aber die Subftitutionsformel und bdie Schluijormel
gedadytnismapig eingepragt werden jollen, o wird dadurd) die Anzahl dev
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auswendig 3u lernenden Formeln nocy vermebrt. Dabet ijt 3u bebenfen,
bafy fitv bic anbeven Fille, wenn 3wei Wintel und die 3wijdenjeite, die
drei Geiten, die drei Winkel gegeben find, wicder anbdeve Subftitutions-
formeln ju merfen find. Die Edywierigkeiten werden nod) groper, wenn
bie Ctitde des Dreiectd nicht mit den Budjjtaben a, b, ¢, «, §, 7 be-
seidynet find, jondern cine andere weniger cinfache Bezeidynung haben, wie
¢8 bei ben Aufgaben in der fphivijchen Aftronomie und mathematijcden
Geographie der Fall ift. Die beiden fofinusiake find aber bet ibrer
Ynwendung duperft leicht und bequem 3u handhaben. — Wenn ausd

r

b, ¢, o bie dritte Seite a gefunben ift, jo fonnen bie Winfel £ und v
in den meiften Fallen nad) dem Sinusjah bevedynet werden. LWenn man
bie filtt dad allgemeine Dreied geltenden SKritevien anwenbdet, jo fann
man in dielen Fllen feftitellen, ob der fpite ober dex ftumpfe Wintel
genommen werden mup.  Kamn durd) diefe Sriterien nidht entjchieden
werder, weldhe Werte Ju nehmen find, jo find die eperjden Analogien
amumwenden, Diefe tonnen aud) danu benubt werden, wenn beijpicl8roeife
aus jwei Seiten und dem eingejdhlofjenen Winfel nidyt bic Dritte Seite,
jonbdernt nur die beiden anderen Winfel gejucht werben. S meinen Ele=
menten der {pharifden Aftronomie und mathematijdhen Geo=
qraphic Habe idyin § 5 alle einfd)lagigen Fille an Beijpiclen bejprodyen.

Der fotangentenjah fann vdlig entbehrt werden. Was die
Ynwendung der Gaupijden Formeln betrifit, jo moddte i) dieje
gegenitber den Neperfehen Analogien dod) nicht empjehlen, wenn jene
audy einen Borteil mehr gewdhren. Diejer bejteht 3. B. barin, dbap bei
ber Veredmung der Winkel § und 7 aus b, ¢, « bie bdritte Geite a
sugleic) mitbevechuet wird, wihrend diefe Seite bei Der Unmmwendung Dder
Unalogien nach) dem Sinusjak oder nad) einer von den weiteren Ana-
fogien gefudht werden mitBte. Trohdem ift Die Mmwendung der Jeper=
jchen Analogien devjenigen bder Gaubijden Gleidungen orauziehen, da
fie fidy bem Gedachtnis leichter einpragen und da bas NRednungsdjchema
fich bei femen einjacher gejtaltet.

M. Dirvette Eniwidlung der Neperjdhen Analogien.

Die Neperjden Analogien werden gewdhnlicdh aus den Gaupijden
Fovmeln abgeleitet. Wenn man aber auj die Amvendung bder [eBteven
versichten will, fo empfiehlt o5 fich, bdie Ieperjchen nalogien divett
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qus bem Kofinusjal abjuleiten, weil fidh bdie dabei vorfommenbden
Gntwidlimgen wefentlic) einfacher gejtalten al8 bie bei den Gaupijden
FSormeln. Die nadjtehende Entwidhung habe id) entnommen aus Lacroiz,
Trigonometrie, itberfest von Jdeler, Verlin 1837, Eeite 80—83.

NAusd den Fovmeln

cosa = cosb cose -+ sinh sine cosf
umd cosb = cosa cosc - sina sinc cosf folgt
cosa — cosb cosc = sinb sinc cosa
cosb — cosa cos¢c = sina sinc cosf.
Hieraus folgt durd) Divijion:
cosa — cosb cosc gin b cos =
I g D =S i [o DbEl
cosb — cosa cos ¢ sin a cos {
(” cosa — vosh cose gin 3+ cos o
cosb — cosa cos ¢ sino . cosf
Sn (1) wird auf beiben Seiten 1 abbdiert.
cosh — cosa cosc + cosa — coS b cosc¢ __ sin (24 Ah
coeb — cosa cosc = ginwcosp " X
(1 ) (cosa 4 cosb) (L—cosc) sin (o -+
¥ cosb — cosa cosc ~ ginccensB
Sn (1) wird auj beiben Seiten 1 fubtvabiert.
cosa — cos b cosc — (,m;h - cosa cos ¢ hlll — )
o008 e . Dber

cosh — cosa cosc T ginzcos B

cos b — cosa cosc

wird durd) (1) dividiert.

(cosa —cosb) (1 + cosc)

'wlil

73

gin . cos f’

(cosa — cosh) (1 4 cosc) sin ( 3—:;,':
(cosa + cosbh) (1 —cosc)  sin (B4 )
Sl .
Sy 1 TRt et N
€ i cosa — cos B2 2 Bin : (:1 + b) sin 2 (a—Db A
Jan 1 cosa + cos b c 1 1 =R
Z 2 cos; (a + b) cos ; (@ —h)
2o g 1+ coso 5 9 1
tang ; (b 1 8) tang ; (b —a); T —o—-, = ©0¥8" 3
(e L g ;
sin (; — @) M e e HOS e A\t
sin (34 @ 2 sin 5 (B + @) cos 5 (B — )

Daher geht durd) Cinjepung dbiejer Werte 1y iiber in:
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=

Sk g
1 1 . sing (% —e) cos; (7 — o)
(2) tang; (b --a) tang 5 (b — a) cotg® ¢ =- ?» e =
sing (B + o) COs 5 (8 + =)
sin b gin B

Yus dem Sinudjab . = ——— folgt:
* sina gin o :
sinb —sina sin B — sin
e e e e ober
ginb 4+ sin a sin b + sin o

b oh | 1l pie fa B : 1 .
sin 5 (b —a) cos 5 (b 4+ a) gin 5 (f — =) cos 5 B4 =
T SR e T [Ty e EEe T
gin 5 (b—-a) cos ; (b —a) sin 5 (B =) cos 5 ({ —2)
e ; =
< 1 1 sinj (3 — o) cos % B -+e
Lbl‘l‘ (:-‘:) tﬂngé (b == 11) L‘Ot,‘: 5 (l) "|— 'd.} 5 = T
3 sing (3 + @) cos 3 B —

Wird (2) mit (2) multipliziert, jo erhalt man:

tang® ; (b — a) cotg® ;¢ = —F—
i 2 sin? 5 Bt =
Hieraus folgt durd) NRadizieren:
1l 7
8in ; (p —a)
1. 1 240
L tang 5 (b==a) coigigc.=r—3 -
BN 5 g -~
MWird 2 durd) I dividiext, jo ergibt fidh:
e ] cos ;‘ (B — o)
II. tang ; (b—t-4&) cotgs.Cc — —73——
cos 5 (B + =)

Die Formelt T und 1T Fonnen aud) in der Form gejdhricben werden:

L e
4 Bln 5 '\"J'."'—‘J)
I. tang 12 (el = tang.‘_-, Cs

> >
cos 3 {e—§)

1. t:mg; (a+b) = — — tzmg; c.

)
cos 3 (x4-B)

Die 3. und 4. Analogic faun man aud den Formeln
coso = — cosf cosy -+ sin B siny cosa und
cosfp = — coso cosy + sina sing cosb
in analoger Weife ableiten.
Ginfader geftaltet fidh ihre Entwidlhing, wemn man die Formeln
T und IT auf das Polavdreied amwendet. Begeichuet man bdie Seiten
besfelben mit a’, b/, ¢’ und die Winkel mit o', {', ¥, fo ift:
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} (a—b) =5 (180° —a! —180° +f)) = — L — ),

L (a+b) —1(360° — of — B!) — 180° — 5 (@' + ).

Ebenjo .l(a — P =— i(a'—h'] unh.i(ac%— f)=180"— .1_,(:1' 4+ b,
; e = 90° — 3 ol

Daber ijt: tang ; (a —b) = — tang é (2 — @)
tang 1 (a -+ b) = tang (180" — é[rx' -+ @']) = — tang z (' 481
sin 3 (a—f) = — sin 5 (2" —1b)

sin l (0. + ) = sin ; (a' - b’

cos i (2 — B) = cos l (a' —b')
1 :
cos 1 (a - 8) — — cos 5 (a' 4 h')
1 JERE]
tang 5 ¢ =’cote =7l

Sebt man dieje Werte in die Forneln T und IT ein, jo erhilt man:

st o .
— gin 5 (& — D)

- 1 . Lo

III. — tang 5 (o' —p') = e W COTg R

sin ; (a" D)
A i

1y :

] cos 5 (o' — D) o

IV. —tang L(a! 4+ f) =+ coig ; 7.
— CO8 ; (& —=Db’)

Diefe Formeln Eomnen wieder anj das wrfpriinglidye Dreiect ange=
wandt werden und lauten dann:

sin l, (a — D)

1 - g =1
1. tang 3 (0@ —P) = 1 cotg 3 7. ?
sin 5 (a =~ b)
1
5 1 S (,ﬂﬂg{l‘.--]!) e
IV. tang 5 (24-8) = — o cotg ; 1.
cos 3 (a - D)

Kurze Beit vor der Drudlegung der vorliegenden Arbeit befam id
Renntnid von einer Entwidhing der Neperjdhen Analogien, bdie bon
Herrn Profefjor Dr. Karl Sdmidt in Maing im 6. Hejte dev Unter-
vidtsblatter fiiv Mathematif und Naturtifjenjdaiten, Jahrgang 1997,
mitgeteil(t wurde. - Dicje Ableitung griindet fid) auf die befannte Fovmel:
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Divefte Entwidlung ber Neperjdhen Analogien.

tang p
sin (s — a)’

wobei tang p = ‘\/ “‘“E__?“”‘E' - 1_5_)__51.“.1 6 — 2k
sin 8
Aus (1) folat:

(1) tang % E—

¢ 1 1 tang® o " sin (s —c)
2) t ot fos = =
(2) tang ; a-tang; f = §in (s — a) sin (8 - D) sin 8 und
e 1 1 gin (s —b
(3) tang ; a:tang ; B = \mf-&-_ 1}3
ober anbderd gejdrieben:
in. o Si L.
) PRiel A GRS o ainf(g—1¢)
o % SiOOE '} ] sin s
LhE S
(,) Bl 5 (e COB g 1t gin (s — h)
Cos : o 8in 1) B sin (s —a)

98enbet man auf diefe beiden BVerhaltnidgleidhungen den Sab von
ber forvejponbierenben Abbition und Subtraftion an, jo ergibt fidy:

1 1 e el
COS 5 o COB 3 (4 -+ sin 5 o 8in g B sins |- sin (s — o
B = = = = _— [ ober
1 1 =T b 3 B
COS 5 * COS § p—sin ; o sin g sins — sin (s — ©)
1 1
cos ; («—0) 2 sin (B () cos 5 C
T e
Cos 5 (e —— B) cos ( S——Z(_.hlllz c
1 a
cos 5 (x= — ) 8in 5 \d.—}— la) CO8 5 2 )
T 1 - 1 noer
cos é () cos; (@ b) sinjc
L ]
1 3
_cosg (e.—B) i L
() —=——— .« tang s ¢ = tang ; (a4} b).
\ T 2 52
€os 5 (% -~ .1}
arerner:
T 6o S (s
o COS = _— - 7]
sm‘% 4.CO8 3 lJ _(0»« 3 & 81 .1.“2_,_ = gin (8 — b) — sin (s — a DbCL
sin 1 « cos s 8+ cos ; «sin g sin (s —b) iy St
AT P 2 T
s I o 1
sin 5 (o —f) 2 cos (s— 5 (tl + b)) sin 5 (a — b)
e ; =— £ S, Ubt‘l‘
sin 5 (o +F) 2 sin (s = (.\ } I;)) cos 5 L a— b)
Ty % 1 i
Bin 5 (= — ) CO8 ; C sin 3 {a—b)
vy A AN Ee] T e oder
sin ; (v +4-B) sin 5 ¢ cos ;5 (a—Db)
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s L
. Bing (= —B)

PN e e t;mg E c = 1.1-111}_1{% (a — b).

Al LB
sin 3 (& §3)

Die Mollweidejdhen Gleihungen in Dder ebenen Trigonometrie
laffen fid) aus ber Fovmel:

1 P o o R PO N A i
tang ; a = —— o W0 p = ‘\/f : ?‘_(f‘_.s b)s—o¢) ift, in gany
analoger Weife ableiten. — Nod) eine anbdere Ableitung der Neperjdhen
Gleidymgen teilt Herr Projejjor Dr. Sdmidt an bderfelben Stelle mit.
Diefe gritndet {id) auf Hilfddreiede, die man erhalt, wenn man der Reibe
nad) a-+b undb a —b oder o 4 und oo —f in die Figur bringt.

Anmerfung. 1. Gine geometrijde Eniwidlung ber Neperjden Analogien
ift mitgeteilt in der Beitjdrift filr mathematijdhen und naturwijfen-
jdhaftliden Unterridt von B, &. Teubner 1901, 8. Hejt von Abalbert
Breuexr, £ I Profeflor an ber Staatsrealjdule im IIL. Begivfe LWiens. Diefe
Ableitung, die aber tweniger ecinfad ald dic mitgeteilten ift, gritndet fih auf Be-
tradjtungen an der breifeitigen Yorperlidhen Gefe und ihrer Polarede.

Anmerfung 2. In manden LehrbitGern finbet fidh jur Beredmung bdes
ipharijhen Grjefied aud wei Seiten und bem eingejdlofjenen Lintel bie Formel
enfioicfelt :

Lol ol it

A 8in 5 a sin g b siny

tang ;e = =

2% 08 ~a cos = b inli inlb 0
S ATrO8 ih == = Sl nas e

Cos 5 5 [~ 8in 5 a sin 5 b cosy

Bur bequemeren [ogarithmijdhen Redynung fee man:
tang © = tang 1 a cos 7,

L=l

B e e
tang ; a sin 5 b siny cos ¢

Dann ift: tang ; e -
cos (g — 5 b)

Man gelangt aber in diefem Falle viel rajder und einfadier jum
Biel, wenn man nad) der teperfden Unalogie

cos 1 (a — b)
iang% (0 +p)=—

el o
ms;:—z[a—i-b)

53 |

% (o 4 B) bevechnet. Dann Hat man diveft die Winkeljumme und darvaus
den jpharifden Crzep.




Bwei Aufgaben aus der fphivijdhen Aftronomie.

IV. Bwei Anfgaben aug der |pharijdhen Afivonomic.

Jn der Darftellung der Himmelstugel befolgen bdie Lehrbither feine
cinbeitliche Methode. In einigen wird der Nordpuntt rvedhts und dev
Oftpunft nad) vorn gelegt, und dad Azimut von Norden aud qevedymet,
wdhrend trofjdem bann ber Stundenwinfel von Siiden aud angenommen
wird. Wenn nun in einer Aujgabe eine Nadymittagszeit und ein wejt=
lidhes zimut in Betvad)t fommt, jo liegen die ju jiehenden Kreife auf
der nicht fichtbaren Seite der Himmelstugel, was die Darftellung erheblich
erjdhwert.  Qegt man den Sidpuntt nad) rvechtd und den Weftpuntt nad)
porn, fo witd man dag Wsimut und den Stundenwinfel von Siiden
aus rvedmen. WVei cinem oftlichen Ayzimut und einer BVormittagszeit
fallen dann die Kreife auf den nicht fichtbaven Teil diefer Kugel. MWandye
Qehrbitcher, 3. B. dad Spieteriche, legen den Jtordpuntt tmmer [infs
und 3dahlen bas Azimut von Norden aus nad) Often bis 180° und in
entgegengefester Richtung von Norden aus nad) Wejten bis 180°, wihrend
ber Stundemwinfel immer von Mittagd 12 Uhr iiber Wejten gerechuet
with. Solde Annabhmen erjdhweren in vielen Fdllen die Aufjafjung
und das BVerftandnid der betreffenden Aujgabe. Nadh meiner Crfabhrung
werben biefe Sthwierigfeiten vermieden, wenn man fitv die BVor-
mittagszeit den Nordpuntt nad) red)td und den Oftpuntt
nad) vorn legt. Dann werden Wzimut und Stundenwinfel von
Norden aus, bayw. von 12 Uhr mitternachtd gevecdhnet im Einne ber
ideinbaren Drehung ber Somme. Fiiv die Nadymittagsdzeit lege
man den Sibpuntt nad vedtd uund den Weftpunit nad
porn. Dann werben Wimut und Stundenwinfel von Gitden aus,
baw. von 12 Ufhr mittagd an gerednet. Bu jedem Falle will id) eine
Aufgabe jur WAnjldjung bringen. Jd) bemerfe dazu, dap die Jeidnungen
nidht den Anforberungen der jdhiefen Pavallelprojettion entipredjen; denn
ba8 Sdyragbild einer Kugel ift ja fein Kreis, jondern eine Cllipfe. Die
vort mir audgefithrten Jeidnungen find alfo mehr jdhematijc) aufzujaijen.
Ob man die erftere oder die weite Axt wihlen foll, davitber bejtehen in
ben Kreifen der Fachmdanner verjhiedene Meinungen, wie id) aud johrijt=
(ichen und mitndlichen Auperungen ju erfabhren Gelegenheit gehabt Habe.
Yusfithelich ift Ddiejer Gegenftand hehandelt in meiner jpharijden
Aftronomie und mathematijden Geographie, 3weiter Ab-
jhnitt, § 7—19.

Yufgabe 1. Wm wieviel UHr wahrer Jeit und in
welder Himmelsdgegend geht diec Sonne in Mitnden am
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1. Augujt auf? Geographijde Breite von Mitndjen » = 48°8'46";
Deflination der Sonne 6 = -} 17°58' 56",

Auflofung (Fig. 25). ZSN.N, ift der Mervidian von Miinchen (C),
N,OSW ijt der Horizont, PP’ bie Weltadhje (NP =), AOQW ijt
Der é;jimmclﬁﬁquntur, FAEU ift ber ‘Barnﬂe[freib‘, ben die Sonne am

Fig. 25.
1. Auguit durdlauft. Durd) den Wufgangdpuntt A, wird der Defli-
nationsfreid PAP’ unbd der Sdeitelfreid ZA,N, gezogen. Dann fann
die Aufgabe auf zwei Arten geldjt werbden.

a) Mit Anwendbung des bei No rechtwintligen Dreiedd PALN,, in
dem die Hypotenufe PA, = 90° — & und eine Kathete PNy = o gegeben
find. Ausd ber Gleichung cos t = cotg (90° — 9) - tang o folat:

cost = tang ¢ - tang ¢

](Jg tang g =9,51132 — 10 ggn 45 907 : 15 — 4b
log tang p = 10,04760 —10 = =5
log cost = 9,55912 — 10 525:15=85m
t — G8Y%45" 20", 75
?9 1h = ],3‘:-
a0
Aus ber Gleidhung cos (90° — 3) = cos ¢ - cos w folgt cos

A
sin &
T coso




Bwei Aufgaben ausd bev jphirijhen Aftronomie.

log sin ¢ = 9,48957 — 10
log cos ¢ = 9,82427 — 10
log cos w = 9,66530 — 10
o = 62026/ 17",
b) Mit Anwendung ded nautijden (rechtjeitigen) Dreieds ZPA,, n
bem Die drei Seiten gegeben find: PZ =90 —o, PA,= 90° — 3,
LA — 90
Aus der Gleidhung cos 90° = cos (90° — @) - cos (90° — &) +-
sin (90° — @) - sin (90° — 8) - cos (180° — t) folgt 0 = sing sing
cos ¢ - cos & » cos t, woraud cos t= tang 2 - tang ¢, welde Gleichung
mit der oben gefundenen itbeveinjtimmt.
Aus der Formel Hin-i‘;'-ofj’-_ 5 = S“‘é.i.(:%ogl;.l jolgt sin o =
cos § » sin t.
log cos d=9,97825 — 10
log sin t=9,96944 — 10
log sin ® = 9,94769 — 10
o = 62° 26’ 20",
Ober aus der Formel cos (90° — &) = cos 90° - cos (90° — @) +
sin 909 - sin (90° — ) - cos ® folgt sin & = cos ¢ - cOS @, loTAUS

sin o - > % S
cos © = ——, welde Formel mit dev oben gefundenen itbeveinftimmt.

et
08 v

Die Sonne geht in Mitndpen am 1. Augujt auj wn 41 35m 15 por-
mittagd bet einem WAsimut von 62° 26’ 17, von Norden nad) Often;
b. . biec Morgemweite ift 27° 33" 43",

_ Anmerfung. lber eine britte At ber Aujldfung vgl. Shmedhl, Sphirijde
jtronomic und mathematijhe Geographie, Seite 28, Wnmerkung.

Aufgabe 2. Am 16. Januar, als bic Deflination der
Sonne & — — 22°28' Betrug, wurde 59™ 52° nad threr Kul-
mination die Hohe derfelben h = 20°50" beobadtet. Welde
geographijde Breite hatte der Beobadhtungsdort?

Muflofung (Fig. 26). Dev Sitdpuntt witd nad) vedhts gelegt; Ddie
Fique ift im itbrigen in dhnlicer Weije hergeftellt wie bie bei Dber
1. Aufgabe; nur ift zu beachten, dafy ber Parallelfreis, den die Sone
an diejem Tage durchliuft, Jidlich von dem Uquator liegt. Der Jeit
59m 595 entjpricht ein Stundenwintel voi 59™ 52% - 15 = 14°58", Jn
dem nautijen Dreied PZYE find gwei Seiten und ein gegenitberliegender
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Wintel gegeben; PX=90° 48, Z¥ = 90° — b,
muf guerft den anberen gegeniiberliegenden Winfel bevechnen.

Aus dem Sate:

sin ©w =

sin (1‘_%0'3 Ty 0y

Sphiivijde Zvigonometrie,

wig. 26,

___ sin (90° |- 7)
sin t ~ Tsin (90° —1
cos 5 » sin t
cosh

log cosd = 9,96572 — 10
log sin t = 9,41205 — 10
logZ = 9,87777 — 10
—log cosh = 9,97063 — 10

log sin®w = 940714 — 10

o = 14947" 40",

2 ZPE— 1.

) folgt:

Man

180° — @ > t, tweil 90° & = 90° — b ift; daber ift 180° — w
= 165°12' 20" und o = 14°47' 40”7, DaB bas Wimut der Sonne jur
Beobadtungszeit jpib ift, geht aud) jhon ausd dben Vebingungen der Anj-
gabe felbjt hervor. Die Seite 90 — o wird nad) der Neperidhen Analogie

berechet.

1
tang ; (a —b) = — - tang

Ausd biejer folgt:

!
tang 5 ¢ =

e ill
sin 5 (= — )]

LT

sin 5 (e.~1-B)

oo 1 1
sin ; (« - f) + tang 5 (@— b)

STy
sin 5 (« —f)

e

e T ——————

ot s b e 2 TR vt 5 T2
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MNan feht 90° + 5 =112°28'" =a 180°—w = 165" 12/ 20" = «

90° —h= 69°10'=bh t= 14°58' =3
a—b—= 43°18 2 -+ B =180°" 10" 20"

5 (8 —b)= 21039 2 (a4 B)= 90° 5'10”
a+b=181°38' o — @ = 150° 14/ 20"

3 (a+ b)= 90°49’ 5 (a—B)= 75° 710"
log sin 5 (o 4 B) = 0,00000
log tang % (a — b) = 9,59872 — 10
log Z = 9,59872 — 10
— log sin 3 (2 — f) = 9,98518 — 10

log tang E ¢ = 9,61354 — 10
5 C = 22°19'43""; c=44°39'26"=90"—o, alfo
o = 45° 20" 34/,
Da sin %(o: -+ B) ungenau ift, o wendet man befjer die anbdere
Analogie mit den J?uiiuu@funftioneu an.  Dann ijt:
cos (a—[— B) tang ; (a.—}-b)
tang e e
cos 3 1 (e« —-B
log cos ; (¢ - B) = 7,17693 — 10 (n)
log tang %(a + b) = 1,84605 (n)
log Z = 9,02298 — 10
log cos 5 (@ — B) = 9,40960 — 10

2
log tang ! ¢ — 9,61338 — 10
2 05— 2201017/
¢ = 44°38' 34" = 90° — o, aljp ¢ = 45°21' 26/".
Der Beobadytungdort hat eine geographijdhe Breite von 45°217/26".

_..___=l=-=!_
ey,

Nadtraglide Bemerfung ju dem Safhe 1), X.
Wenn in der Fig. 23 ber Winfel C al8 {tumpf angenontmen wirh, fo erqgibt
fi) bie Formel fiir gin (o — B).

Beridtigungen.
Qu Fig. 15, Seite 11, ijt ber vierte Quabrant mit IV (jtatt II) ju begeidnen,
Qi Fig. 18, Seite 12, ift der dritte Quadrant burd) IIT ju begeidhnen,
Sdmeh, Beitvlige 3. Drethobif b, Untereidisd i b, Trigonometrie. b
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