Ueber Summirung unendlicher Reihen.

Dic Summe einer unendlichen geometrischen Reihe wurde zuerst von Archimedes bestimmt.
Von Archimedes bis zur 2ten Hilfte des 17ten Jahrhunderts befasste gich Niemand mit diesew
Gegenstande. Von da an fihrte dic Ausbildung der Analysis des Unendlichen alle bedeutenden
Mathematiker zu” Untersuchnngen fiber unendliche Reihen.

Die Leipziger ,Acta Eruditorum® brachten 1682 die Abhandlung von Lieibnitz: ,De
proportione circuli ad quadratum eircumsecriptum in numeris rationalibus.® TUnter vielen interessanten
Gegenstinden dieser Schrift, die anf Quadratunen des Kreises und der Hyperbel fithren, gibt
Leibnitz die Summen verschiedener unendlichen Reihen an, aber ohne Beweise; zum Beispiel :
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Die Beweise dafiir g“h Jacob Bernoulli in der Abhandlung: ,,T:'Il.cmil'ls de seriebus illﬁ[liti&,
earumque summa finita.”
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In der Reihe — + — 4+ 1 4 4 . .sind die Zihler 1, die Nenner die um
A ] 15 24 38 48
1 verminderten Quadrate der natirlichen Zahlen, mit Ausnahme von 1%

Bernoulli gt‘hl von der unendlichen harinonischen Reihe aus:
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C=A — A | T: = j daher D = —_;-{'.'- —— %-%- £_+TI$+§14 e = :
Nimmt man die ungeraden Glieder der harmonischen Reihe:
E = : L 1 = : [ _,lr; i !Il + 111 <+ . - und setat
F = .;_4_ :r"_ ; _',__I._l‘ g F'] 4 1!.1 +...=E — 1,80 wird
E—F=G=2+ ; + 242+ > 4+ ... folgich G =E—E +1=1und
H=36=tt+p+ztatet - =%




Die geraden Glieder der harmonischen Reihe sind:
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In édhnlicher Weise summirt Bernoulli noch viele andere Reihen, in denen die Zihler
constant und die Nenner die Quadratzahlen sind, vermindert um irgend ein Quadrat Q, oder die
Trigonalzahlen, vermindert nm eine Trigonalzahl T; eben so unendliche Reihen von Briichen,
deren Zahler in arithmetischer, und deren Nenner in geometrischer Progression wachsen. Die
Probleme der Wahrscheinlichkeits-Rechnung fithrten Nicolas Bernoulli und de Monmort zur
Summirung unendlicher Reihen um 1712, und Moivre forderte diesen Gegenstand bedeutend durch
Untersuchungen iiber recurrirende Reihen, die er in dem Werke: ,Miscellanea analytica de seriebus
et quadraturis, Londini 1730% bekannt machte.

Alle diese Untersuchungen bezogen sich jedoch nur auf bestimmte Arten von Reihen:
allgemein fiir belicbige Reihen waren die Methoden von Stirling und Leonhard Euler, die im
Folgenden niher betrachtet werden sollen. Stirlings Methode ist in dem Werke bekannt gemacht:
.Methodus differentialis, sive Tractatus de Summatione et Interpolatione serierum infinitarum,
Londini 1730.%

Die ¢ine Reihe definirende Differentialgleichung ist diejenige, welche die Relationen
der Glieder allgemein ans den gegebenen Abstinden derselben vom Anfange der Reihe angibt.
Die Glieder sind aufzufassen als Ordinaten auf einer gegebenen geraden Linie, deren gemein-
schaftliche Distanz die Einheit ist. Die Anfangsglieder der Reihe werden mit A . B . C . D ...
bezeichnet, irgend ein Glied mit T, die darauf folgenden mit Tr, TH, T™ , ., Ist der Abstand
des Gliedes T von irgend einem Gliede der Reihe = 2z, so werden die Abstinde der Glieder
Tt, T, Tut . von dem genannten Gliede = z + 1, z 4+ 2, z + 3 ... Ist die Reihe
1, ix, #x2, &x% Afxt, A%x%..., in welcher die Relationen der Glieder folgende sind:
B = JAx, C = #Bx, D = 3Cx, E = {Dx . . ., eo ist die definirende Gleichung:
T = :i -Il'--Tx, wenn z den Abstand des Gliedes T vom ersten Gliede der Reibe bezeichnet;
denn setzt man fiir z successive 0, 1, 2, 3 . . ., so erhilt man
24
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Bezeichnet z den Abstand des Gliedes T vom zweiten Gliede der Reihe, =0 ist die definirende
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Gleichung T' = T-| ? Tx, worin fiir 'z zu setzen ist: — 1,0.1.2,3 ..., um die Glieder
=+ 2

, der Reihe zu erhalten. Nimmt man fiir z die Werthe 1 . 2 .3 . 4 .. ., 50 wird die definirende
- — ! N, i - a " = iy * 1 - - &
Gleichung Tf = “_P *Tx. Es kionnen daher unzihlige Differential-Gleichungen dieselbe Reihe

definiren, je nachdem in diesem oder jenem Punkte der Anfang der Abscisse z genommen wird.
Eben so definirt dieselbe Gleichung unzihlige Reihen, wenn man verschiedene Werthe fiir z

g = Tx, z = 1}, 24, 3% . . ., so werden die

annimmt. Denn wird in der Gleichung T' = =
4
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Relationen der Glieder: B-= §Ax, C = ¢Bx, D = 4Cx, E = &Dx ... . und die Glieder
A, $Ax, £ Ax3, 134Ax? L ..

Das Fundament von Stirlings Operationen ist die Reduction der Gleichungen auf folgende
gwel Formen:

T=A4+B.z+C.z2(z—1)+ D.2(z—1)(z—2) + E.2(z—1)z—2)(z—3) +...

T= A L __H ] L'.. 1 __....‘D___ el ) o
= z: | zG+1) | ZTEILHE+D " iGFEDEFAGEFD
Soll der Ausdruck (2= 3) .z {(z -+ ]:l (p: + 4) ||:11gci'f:rmt wf‘rr]en._, g0 getzt man

(=3 2@+ 1)+ =2.2(z—1)(2—2) (2 — B+ b.2G—1)(-—2) +c.2(r—1) +d.1
und erhilt durch Mu]tiplication
2 L2z — 122 —122=2(z—1)(z—D(z—3)+ 82z —1)(z—2)+22(z—1) — 207
Um die Multiplication in den einzelnen Fillen zn ersparen, berechnet Stirling eine Tabelle

1 1
@=1) M=l —3 A== 0mn—=a "

fiir die Coefficienten, aus den Reibenentwickelungen von

indem nur die Ziahler beachtet werden:

1 1 1 1 | 1 1
1 3 1 15 al 63
1 i3 an 90 301
1 10 (54} A0
1 15 140
i 2]
1

Die Zahlen in den verticalen Columnen geben die Reductions-Coefficienten, Man erhilt
z =z, 2=z2+tz(z—1), e =2-13zz—-14z@z—Dz—2),
gt=z4-Tz(z—=1)4+6zz—1)(z—2)+z(z—1)(z—2)z—3),
=24 102E-1)+2zE-1)(z=2)4+ 10z (z-1)2z—2)(z—3) + z(z-1)(z—2)(z—8)z—1) ...

In :'i_lm]hrher Weise wird die andere Umformung vollzogen. Soll der Ausdruck reduecirt werden:

A B C D K
i+ T e T aimemern T eoememes T emery ek T
g0 wird
A 5o A 2A 24A
= et ey ey ey
B gl B 1B b B
(Z+2) @+8) deFD T 2EENEED | i EINEED
C oA : € 6C 12 C
(+32) z+3) @34) Ve e® e ern e T ier e
ok D LA . ot I 8D
(+2) .. @tE) @D EFD @) @) .. (D) ;R
: x E 1T E
@) L Gre t o e T
die umgeformte Reihe ist daher :
e\ (B--2A) (C—4BL24) (D—68C 4 6B) (E—8D+120)
= 2 T ied T rernem T i ern e U rery T GEn T

Um Briiche zu transformiren. deren Nenner Potenzen gind, setzt man
1 8 b @ d
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und erhilt durch Multiplication z3 + 15z + 85z® + 225z* + 214z + 120

= a.z%+ (14a+b) z* + (Tla+12b+c) 2* + (154a+47b+9e+d) 22 + (120a+60b+20c+5d+e) 2;
tulglicha:l,h:l,c:l.?!,dzi.'2.3,1’.1:].‘.".3.4,.

Man kann auch hiebei die Multiplication fiir einzelne Falle vermeiden, wenn man n mit
1 +n,2+n,3+n,...(n + n) mualtiplicirt und die Coefficienten der gleichen Potenzen von
n zu folgender Tabelle zusammen stellt:

1
1 1
2 3 1
el 11 (i 1
24 all 20 10 1
120 274 225 85 15 1
720 1764 1624 130 175 21 1
040 13068 13132 G769 1960 322 28 1

40320 109584 118124 672584 22449 4536 046 36 1

Die Zahlen in den verticalen Columuen sind die gesuchten Zihler, so dass
1 1 1 1.2 1.2.3

& = cERy T —amwen T rererneEn T TeED e
'-sl” " zr.zﬂla T 'f-é??i}t?%iﬁﬁi i if.r,zq-l'}'_.i. P T z-;z+1:.?n..¢z+5_-. 5
o e L e e T ) e
T e e A e SO
i FE ) o
i;lw: it Wwy&f g 2 (241) .IL.’.u;v.+Li;u + z{z+1,ul...[-;.+7] T r.gz+1;1,L_U, {(z+8) s
Soll die Potenzen-lieilie :_, + i' 7= ;'. =+ [I. + fﬁ + . . . in eine Factoren-Reihe

umgeformt werden, so benutzt man die Zahlen ans den horizontalen Columnen , setzt & = a,

= at+h, y=2a+3b+e, d= Gatll b+6e+d 6= 24a+50b+35ec+10d+e, ...
i e b i RS oy Jols M doell e Bl T d e

eEi41) 2 (x4 1) (242) # (z=p=1) (22} (z2-4-30) e{z41) . . . (z44)

Wenn die Glieder einer Reihe gebildet werden, indem man in dem Ausdruck
T=A+B.z+C.z(z—1)+D.z(z—1)(z — 2)... fir z die Zahlen 1.2.3.4. ..
schreibt, so stellt Stirling die Proposition suf, dass die Summe der Glieder, deren Anzahl = z ist,
bestimmt wird durch 8 = A.z + (z+1) [iB.z + }C.2 (z—1)}) + tD.2 —1E—2).. ]
und fithrt den Beweis in folgender Weise:

WenS=A.z+1B.z2(z+1)+1C.z(z+1)(z— D+4D.z(z+1)(z—1)(z—2)..
sein soll, so geht der Ausdruck in 8 — T iiber, wenn man fiir z den folgenden Werth (z — 1J.
nimmt, so dass S—T=A(z 1)+ iBz(z-1)+ jCz(z—1)(z—2) + Dz (z—1) (z--2) (z—3). ..

Wird diese Gleichung von S subtrahirt, so erbilt man
S8—8+T=T = A(z—z+1)+iBiz@tl—-2+1) +3C.z2@z—-DE+tl—z+2)...

— A+ B.z+C.z(z—1)+ ..., und da dies der gegebene Ausdruck ist,
so ist die Proposition bewiesen.

und die Reilie wird:



Fiir die Summe der Quadratzahlen ist

T=zt=z+z(z—1),mithin A =0, B=1,C=1,D=0..,
S=(+ 1) [z+4z@—1)] =425+ §2* + }u

Fiir die Summe der Kubikzahlen ist
T=z23=z +dz(z—1) Tt z(z—1)(z—2), mithm A=0, B=1,C=3, D=1, E=0...
S=(z+1) [hz+z@—1)+ {z(z—1) (z—2)] = {z? (z+1)2.

Soll 8 = 1+ + 2+ + 34 + . .. bestimmt werden, s0 ist
T=zi=z+Tz(z—1)+bz(z—1)(z—2)+z(z—1)(z—2)(z—3),

mithin A=0B=5L =T D= A E—"F == ea
S=E+tDEzt+iz—1)+32(z-1)2—2) +4z(E—1)E—-2)z—8)|={2"+{a'+|2'— =
Wenn die Glieder einer Reihe gebildet werden, indem man beliebige Zahlen, die sich um
die Einheit unterscheiden, in folgendem Ausdruck fiir z schreibt:
A B c D E

PP Y Y P VY ey ey Py T Ty R TS T T Ry e SR
so ist die Summe der Reihe
v B C I E
e Tl vy - BPAS:: =% SR B S PP (PP L
= : 22 (z41) 2 dz{z41)1242) * fzjz41)z+2)z-a) % br(z-1)... (244 "
Wird fiur z der folgende Werth (z + 1) genommen, so erhilt man
G AR C : gl ol e ih e (1
=1 2 (z241) 1z 2} d{z41)z42)12+43) A5 4(z-41) ... (244) b (z+1)...124-5]
und wird diese Gleichung von S subtrahirt, so ist

- O m o A B C = D E
S e e e B e e e e g ey P
AR for B e c T D i1 E
T 241 TEHl(EFT) B+l Er2iEts). Tl ... 544 B (BT80S
A B C F I E

7 I N : PP TR SR _E
zlz41) i3 z z41) (z4-2) zlz41) (242 )(z43) w z(z=4=1) . .. (z4+4 £ (241)...12+8)
Dieses ist der gegebene Ausdruck, und die Formel fiir die Summe S ist richtig.
Enthdlt T unur ein Glied, so findet wan die Summe der Reihe, indem man den letzten
Factor im Nenner weglisst und durch die Anzahl der iibrigen Factoren dividirt.

g e € 3 e 1 1 ; 1 1 1
Soll die Reihe summirt werden AT -+ 2710 o T 10.13 + 6.13.16 =7 13.16. 10 ey
. : : : 1 1
welche durcl 3 iefi EA T =— = , wenn
che ch die Gleichung definirt wird T GI NG E D TiGETDGE+ )’
man forz = L . 13 .24 ... .setzt; 50 a8t B = S e — } erhilt man die Sumwme
# L : dz (z 4 1)

v | 0 5 E 3 . s .
der ganzen Reihe 5 = i .JLJ:; der zweite Werth fir z = 1} gibt die Summe weniger
k. Lo 4 ¥ =

a: 3. . : : .
dem ersten Gliede - °*%_ = ! —= L _ 1  Diese Formel zibt auch die Summe fir die
od.4.7 168 24 28 s
Leibnitzechen Reilien. Die Reihe —il # ‘l.} + 1-1_ + JI{ + 1— + ;_ + ... wird durch die Gleichung
i x 0 a ai L]
v 1 : ; =
definirt T = T em die Zahlen 1 . 2.3 .4 .5 ... fir z gesetzt werden.
Um TaEn 1t summirbare Factoren zu zerlegen, setzt man
1 R e AR e e 1
z (x4~ z(z41)  z(E4+L(+2) T e@+1l)  z(zd4l) (z242)
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Al Al } ALy -?._z_{il-i; o 2= 1 gibt die Summe der ganzen Reihe 8 = i— o _,—I_} = iia
z g1b\-. die Summe. vermindert um das erste Glied 5 = -::— ot ﬁ — f—‘! = % = —: Fiir die
Reihe -‘+ + — +63+ﬁ+...ist F:{--I(al_l_—ﬁ, wenn' z = % 1% . 2% 3L . .
= 41;; B —l , fiir den ersten Werth 2z = }, 2 = #, gibt S =y = } — L.

Soll die Reihe der reciproken Quadrate summirt werden 1 + } + | + & + . . ., so ist

Jhrz Rl e :
T — —: die Zahlen aus der ersten Columne der 2ten Tabelle geben:

z 3!

e 1 4 1 S e N = e T +
Tz 1) ;(£+1}(1.+?'} 2z + D+ 2+ g (2 4 1) s ilE 4
: 1 1 L 1.0 i 1R i d
D e @+ 1) + 5z (z 4+ 1) (z 4 3) ¥ 1 CFDeEFrDeE+s biiz+D... *.T;.'i— s
: 1 kT 2B __ac P A
Bezeichnet A = - B = L e D= e R g0 wird

S=A+iB+3C+4iD+{E+ {F +
Diese Reihe convergirt schwach, wenn man sie vom ersten Gliede an fiir z = 1 berechnen wollte.
Addirt man chdoc]] diec ersten 24 Glieder 1 +-+ + 4 + 4% . - . + xim,s deren Summe
= 1, 604 123 403 591 000 854 . . ., so gibt der 25 ste Werth fiir z die Summe der unendlichen

A 2B . 8C o 4D

. - = = 1 2
Reihe vom 25sten Gliedean. undda z = 25, A=—, B= -, U= —_,
25° 26’ 27 25 20

so wird die gesuchte Summe &' = A + tB 4+ JC + {D + L E + . . ., wovon fiir 15 Decimal-
stellen 30 Glieder zu berechnen sind, deren Summe == 0, 040 810 663 237 225 579 . . ., dazu
die Summe der 24 ersten Glieder addirt, gibt 3 = 1, 644 934 066 848 226 433 . . . Die
Summe der reciproken Kuben ist nicht so einfach zu berechnen, weil die Reductions-Zahlen der
zweiten Columne sehr stark, und nach keinem so einfachen Gesetze wachsen, als die der ersten.

il

Um den Vortheil seiner Methode anschaulich zu m-tchrm. summirt Stirling die Heihe
7 - 1

welehe Brounker fiir die Quadratur der Hyperbel fand i_ + 4 + I_—lﬁ + _Jﬁ; + . . . Die defini-
rende Gleichung ist T = ol - I LSRRI S o Sl N el
; Ttez+ D Pz 2z 4 1)’ 2 4 < e
Um T auf eine summirbare Form zu bringen, setzt man
1 B b e d & 1
- —_— = + — T e — + — —_— o
2z (3ed1) ((;- lj t (24=1) (z42) L (z4=1) (z4=2) (=43} AT .’{.f.+|.) {_:r+-1}| z (&1} ... (z45) t
AR e SRR el e S SRS BT T
und findet ~ durch Multiplication a =, = L S d e e
: 1.3.5.7.9
I = + .« .3 daher
;o LA 1 il 1.3 S 1.8.5
IZE+D  BzE+DGE+D @ BIEFDEFDEF 2t D...GT+D
Qi 1 A |____ 1.3 1.3.0 1L.3.56.7

1z @ 16z(z+ 1) ¥ Bz D(z2+2) * 128z G4+ Dz+ D+ D = Tz D...(z +4)
Der leichteren Uebersicht wegen setzt man
A=D1 B= AL oL $03 T
2z Jg+4 3z 46 2y 48
S=A+4B+}CH+i{D+LE+F+ 4G+ tH+.

.,,I
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Die Reihe convergirt um so schneller, je grosser z ist. Berechnet man die Summe der
13 ersten Glieder durch Addition, und nimmt fiir z den 14ten Werth = 131, so ist die Summe
der unendlichen Reihe wvom 1l4ten Gliede an sehr einfach fir 10 — 12 Decimalen zu berechuen.
Firz =13} ist A =34, B= LA, C= 4B, D= 3%C,E=_2%D ... Die Summe von
16 solcher Glieder ist = 0, 018 861 219 477 . . ., dazu die Summe der 13 ersten Glieder mit
0, 674 285 961 078 ... addirt, gibt die Summe der unendlichen Reihe = 0, 693 147 180 555 ...
Diese Zahl ist der natiirliche Logarithmus von 2. Stirling bemerkt bei diesem Beispiel, dass es
1 1 1
i 5.6 + 7.8

s = " + ... durch gewdhn-

e P & A 1
unausfithrbar ware, die Summme der Reihe 3 4

liche Addition fir mehrere Deeimalstellen zn berechnen, indem fir 9 Stellen Tansend Millionen
Glieder zu addiren wiren, und gibt die Summe von je 100, 1000, 10000 bis Tausend Millionen
Glieder so an: 0, 690 653 446 ..., 0, 692 897 242 ,.., 0, 693 122 181 ..., 0, 693 144 680 ...,
0, 693 146 930 ..., 0, 693 147 155 ..., 0, 693 147 187 ..., 0, 693°147 180 ..,
Um die Convergenz der Reihe fur eine betrdchtliche Anzahl von Decimalstellen zu priifen,
habe ich die 62 ersten Glieder der Reihe — + & + - + T . —
ihre Summe ist = 0,689 131 181 071 879 791 234 708 551 970 708 826 245 515 125 884 078 162 . . .
Der 63ste Werth fir z = 621 gibt die Summe der unendlichen Reihe vom 63sten Gliede an,
3507 972 2T G590 T AL S I e e (S04 Deci
malen sind 114 Glieder zu summiren, von der Form A 4+ B+ C+ 4D+ LE4LF4 .. .
deren Summe = 0, 004 015 999 488 065 518 182 523 H69 487 467 741 829 985 008 476 177075 . . .
Addirt man hiezu die Summe der 62 ersten Glieder, so erhilt man
Log. nat. 2 = 0,693 147 180 559 945 309 417 232 121 458 176 568 075 500 134 360255 237 . . .

: : 50 7 - 9K
und es ist A — 1 gt A (.__ili L F_rh O

Bezeichnet T einen Ausdruck von der Form
Z-+n
I e | ; 8 f [ {
et b= = —— e ..|.. =T S—— = b ee |
2 z(z+4 1) ez +DE+2)(E+ D
und werden fir z Zahlen gesetzt, die sich um die Einheit von einander unterscheiden, so ist die
Samme der dadurch gebildeten Reihe vom ersten Gliede an:

z@+ DG+ 2

L1
s s Xl =) (,‘i—ll-‘i_'_}_ I (y — 2 hx) (F — 3 ex) : (¢ — 4 dx) I
F=ox =9z '_u-s;z(-f-'Tn"'E‘:Z'xtnm+1:-{z+2}+n:l—x:z:a+i}...w.+-'31 (1—x)z...(z+H A=t
- ve_ it L e L, T y_:__‘.’hx o d—=3ax _ e=—ddx L
Wenn a = g b = = 0= =y d=———, ¢ = R gesetzt

wird, so izt

4n
e e L At 2 A e o O L S = ]
: e z(e4+1) ' zz4+DE+2) ' i+ DE+2)E+38 J' (g +1)...(z44) i |

Wird fir z der folgende Werth (z 4+ 1) genommen, =0 erhilt man die Summe der Reihe,
vermindert um das erste Glied,




e4n—1 i
:."- dmaa b‘ Lo '[' — ) a . .___h - - = 2 — — - w
% by it 4+ D4+ 2) 5 E+DE+E+8 - (E+1). (z+lr+
=1t
=t nE N h:(_ s ox g tl.'»: . i
Ve Fi+l T aFneFy T GEDe+DE+s | GFDG+H T |
Di abé ax L RE ax bx ANe3 bx 13 f:‘hs i
sl iz+1)" G@E+DE+2 2@t z(z+ D+ 2)’
cx ox .i (k4 dx — dx 4 dx

DT asd  TerDEFD  £...G+9) GFD... @t z...@+8) ...@+d

<=1
i ma ey P {ax ;. (bx—ax) (c.\:—‘lh.\}_ 2 b (dx — & ex) 3
sowidS—D=x |T + o0y + mipers T ierneroern L |

und wenn wan diesen Ausdruck von

21
g | a b : 2 e [+ S d :
=2 Qg T gD ' deThaEd T G DE+ D+ { ‘

subtrahirt, so erhilt man

Z=rn
e e ja(l—x) , b(l—x)4ax el —x)+ 2bx d (1 — x) 4 Gex
Seidle=t b At LR EED L A ¢+Haz+*zm~d*+"';
£=n 4 J
A e R s S L £ o O b - et A e TP
T b | gz 4+ 1) it z(z+ Lz+2) T ziz+ )z DEzF+3) 1

weil a(l —=x) = a, b(l—x) + ax = #, ¢(1 —x) + 2bx =y, d(l—x) + dex =d ...
T ist der gegebene Ausdruck, daber ist die Formel fir die Summe richtiz,

Wenn 1 4 4t 4 §t2 + $t2 4+ §t4 o 4 t® 4+ ... definirt durch T =t . _‘Lf summirt

werden soll, wenn z = 4.1} .2} .34 ..., so gibt die Vergleichung mit dem allgemeinen

1 At t
Aus o T e — — ] — = =0 .. H = - .i = = D T : ]
usdruck: x D L, b, =0, y | = 2 i =

2 he Jt3 d ot 3.2t 4 dt 4. 3,24
4 = — — —_ _ — = = — - = — — -2 e

11— =T 2 (1 —f)a’ - L —t 2(l — i’ % 1—¢ 4 2(l—r)f

=1
1 1 t : 2tz §.213 4.93.2¢

reow

=t!— _— Lot e e Nt . — e —
o A1—t)z H1—0z(z+1) ' 2(1—rtPz(z4-1)z42) ’Ll—r be(a— (e 22 4-0) + 2(l—t)*z(z4-1). . (24-4)

2 - ¥ : 1
Der Werth t = — 1 gibt die Reihe 1 — § 4+ L — + 4+ 4§ — /4 -. . (—1). SE i
welche Leibnitz fir die Kreisfliche fand, deren Durchmesser = 1, ohne sie zu summiren.

Die Summe 1st;

e 1 1 1 3.8 : 4.8.2 5.4.3.2
T D bl 17 % T +-}-:|- T T L 7 —I—#' 1 PPy
4z 24z(z4-1) 9 a4 D)(e+2) | 222(z- 1)z 2z =3) 2.2 z-|—J) z-,_--l) 22022 4-1) ... (240)

Wendet man Newtons Bezeichnung an, indem man ]Qdﬂ"-i folgende Glied durch das

i . y 1 A 258 4 aE

haroa 3 wdriickt . By — . M Y AL = : i

vorhergehende ausdriickt, so wird S 75 4 e fo i + ”+b by -4 T i

Der erste Werth z = } gibt die Summe der ganzen Reihe, der zweite z = 1} die Summe der

*

+ ..

o
Il

Reihe vermindert um das erste Glied, u. s. w.
Stirling berechnet die Summe der erten 12 Glieder u.lurch Addition, und die Sumwme aller

: L 2R "8G ;4D 5K
g e T A e et it T ' it L
iibrigen Glieder, da 2z = , his 10 Decimalstellen durch = -1— L T U oL + T T k




H

Man kann jedoch mit verhéltnissmassig geringer Miihe den Kreis bis auf viele Decimal-
stellen berechnen, wenn man mehrere ;‘Ln{";l:ligsglieﬂcl' :Ldlli]‘t, ‘und fiir z eine um so grissere Zahl
erhilt. Zur Probe habe ich die ersten 62 Glieder der Reihe 1 — L+ 1 — 444 ... 4 4y — 145
bis 84 Stellen berechnet. Die Summe der positiven Glieder ist

= + 1, 913 346 896 239 804 901 399 125 113 610 736 651 501 733
303 370 360 B6H 652 510 436 624 478 281 472 076 723 T14 . . .
die der negativen = — 1, 131 980 728 748 451 466 330 588 547 124 987 763 373 930
176 106 996 439 157 669 947 647 703 861 388 663 603 111 . . .
die Summe der 62 Glieder
= + 0,

w00
=1t

T81 366 167 491 353 435 068 H36 566 485 748 888 127 803
127 263 564 426 494 840 488 976 T4 420 083 413 120 603 . . .
Fiir die Summe der iibrigen Glieder erhilt man, da z = 62}, A = ‘% = iy I8t:

2B a0C I 8K b B
L = S

127 126 131 133 135 147

(3

wovon 140 Glieder fiir 84 Decimalen zu berechnen sind, deren Summe
— -+ (), 004 031 995 906 094 874 H47 124 279 334 126 832 Y21 489
2922 K80 412 028 748 895 659 100 179 681 488 139 129 062 . . .
kommt dazu die Summe der 62 ersten Glieder, so wird

% = 0, T80 398 163 397 448 309 615 G660 545 819 875 721 049 292
349 843 TT6 455 243 T36 148 076 954 101 571 552 249 665 . . .
) — 3, 141 592 653 589 793 258 462 643 583 279 502 884 197 169

309 875 100 820 974 044 502 307 816 406 286 208 998 . . .
Nach mehreren anderen Beispielen kommt Stirling noch einmal anf die Summe der Reihe

zuriick 1 — 4+t — 4+ 44—+ .. deren Ableitung jedoch zu weit fithren wiirde.
Wenn eine beliebige Anzahl von Gliedern addirt ist, dann wird das folgende mit A bezeichnet und

der dazn gehdrige Werth von z bestimmt, dannist B=4 A. E{'Z-IT-Y;; - %1}1, C=1B. {_‘3%_.-33 . 'f;ifij -
= e 3 bt i S ol s A i8S e wom Ohe
D=}C. S e o E=1D. AR und die Summe der Reihe vom Gliede A
§ == |@2+1)A—(22+45B 4 22z+9C — (224+13)D 4 Cz+1D) E— ...}
Werden wieder die ersten 62 Glieder addirt, so ist A = 1; z= 0621, B = -11;&- Gz'TEA‘
Ll g e e e e i
C = WB7 ].j —== lJD : 13—12 C. ]_.. —— ]LT“'ITE'L e 'Llll[l
S = (is [63A — 65B 4+ 67C — 69D + 71E — .. ]

Die Zahlen A . B .C . D ... nehmen so schnell ab, dass man fir 90 Decimalstellen
nur 42 Glieder zn berechnen hat.

Eulers Methode Reihen zu summiren unterscheidet sich von der Stirlings wesentlich durch
Anwendung der Differential- und Integral-Rechnung. Sie wurde bekannt gemacht im 8ten Bande
der Petersburger Commentarien fiir 1736, in den Abhandlungen ,Inventio summae cujusque seriei
ex dato termino generali* und ,Methodus universalis series summandi ulterius promota®.

Ist y irgend eine Funktion von x, und man vermehrt x um dx, so geht y itber in
y +dy, und in y + 2dy + d?%, oder y + 3dy + 3d% + d%, wenn x 4 2dx, oder
x + 3dx statt x gesetzt wird.

3
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Wird x um mdx vermehrt, so geht y iiber in

Ist m eine so grosse Zahl, dass mdx als eine endliche Grisse angesehen werden kann, so

erhilt man y + -rlidy - -lfl:ii dry + 3 n;s éd*‘}r - 1—% dty -} ..., oder wenn mdx = a,
n

y t @y o et dYy : )
S o e A R Dl S e e 10 el

= [iH; gE‘SEf_?.T. Wird, Y, +

Ist y eine solche Funktion von x, dass sie, fir x = 0, verschwindet, und man setzt

X = — a,80 dass x - a = 0, 8o wird
x dy x? dy %3 day b diy
0= ice T T il R Dk e
ARz dy x? d2y Ent x3 d3y L o
e e 1.2 dx 1.2.8 o 1.2.3.4 dxt

Wenn irgend eine Reihe gegeben ist A 4- B 4+~ C + D ... -} X, in der A das erste Glied ist,
B das zweite, und X dasjenige, dessen Index = x, so heisst X das al]gcmnim! Glied dieser Reihe.
Bezeichnet 8 die Summe der Reihe, so heisst S das summatorische Glied; und wenn die Reihe
bestimmt ist, so werden X und 8 durch constante Grossen und x ausgedriickt. Da S die Summe
so vieler Glieder bedentet, als x Einheiten enthdlt, so erhilt man, wenn x — 1 statt x gesetzt
wird, die vorige Summe, vermindert um das Glied X. Durch diese Substitution geht S fiber in

S — X, und die Vergleichung mit der vorigen Formel gibt y = S, a = — 1,
: o ds dis dts
BN san 00 40 i P BT (o :
X S vk, 1.2,.3,dx °  1.2.3.4.dx*
X LIS P __I.l.-'-"i S i ‘E‘i' i L 2
1.dx I.2.8.dx? 1.2.8.4.dxt ° &L dx?

Das allgemeine Glied ist hier durch das summatorische bestimmt, man kann aber auch das
snmmatorische Glied durch das allgemeine ausdriicken. Setzt man

s = dX dix diX X
S — e o — +d .= . — +
dx eX 1 ﬁ dx r dxt T d=t T = dxs |
£ oy - ix o odax diX
5 S =eafXdx+ BX F+yp. - Fd. =4 5.2
&0 wird i “'* L oS d x dx? d x3 s
= dX d2X d?X R LD diX
= . — 4+ e . — == Rt T N
dxa 5 dx ! Iﬂ d x? S dx? ! d dxt ' E d xb 2
s dax dixX dix Bx,
= s G- o, S T
E!‘.\'." + d x? + ﬁ dx* ¢ i x4 l dxs °*
dis d3X : fikh.e dsx
A= : £ —— . — P i ==
dx? - dx? P dx' 25l d x*
b ' ithq A5
— = -} s L !
dxb e d x1 Iﬂ d x* 3
ds= ik o o d*X
Werden diese Werthe in die Gleichung gesetzt:
d= d= i d1s 45 d5s dos
e G LT L sy e, n I

so erhilt man:
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- dX d*X 8 d*X dix dsX
- o . e ——e gy —— A Sl SRR L
X eX + ﬁ dx = dx? 2 dx3 + dxt + i dxb
dX d2x d¥x 3 deX dsX
= A 8 . 2, dx? 3, dx? * e dwt 1 T
dix dix fiLh. & dsX
: e L G d. S
TP B.dx?2 ' 'ﬂl 6, dx? + ¥ o, dx?t + Go.dx® +
(i 1 8 dix AT drx
™80 T * Ry dxt R Y TR
d+X . dsx
te-mpam t P8 mas T

d%X

S T
P e 4 = '3 i ({4 e }' ﬁ 12 ft |
ot = h. |'-a' T = 0, T T T e ﬂ. d — 5 + 6 _,__E =i
di= -y B it & i o it
— = = L= — =) e e e e — — = (), wor:
' 3 T g 21 T 130 r W 5 34 ' 120 70— U woraus
1 e e 1 o = 1 =
o = Lib=mgari= gt hdsamt T
Die Rechnung kann beliebig fortgesetzt werden, und gibt folgende Coefficienten:
1 1 1 i 3 : 5 G91
¥ g 25 =t e o e i} R i <
=+ 1 Esipinal + B e L 611 Wyt 7. 87 3 1o? 2t 111, 6 ? 13!, 210°
3 3617 2423279 - W . . . 1 i : '
0, ++ -]-_-IJ_, 0,— ]__‘I ,r-_':;,_ 0,4 i ,Z—Jﬁ, 0. .. -Ihe Substitution dieser Coefficienten ribt das summataorische
al.2 il ] B -
3 o X dX dvx dfX 3diX I 5 dvx
Nied 8 = .I:‘\.[].'{ e e e T SR e O R = . e s it P BT el o
Glied : SUSE o LB e T2 dx de T w TG axt 100 deT ¢ L1106 ax®
& 61 d1X i 35 41X 0 BBI7TAMX o, | 242327949X
181 . 210 , dx'' | 15t. 2 . dx"™ 171 . 80 . dx™ ' 19! . 1890 , dx™

Dem Integral JXdx ist eine solche Constante hinzuzufiigen, dass fiir x = (), auch S
verschwindet. Nach dieser Formel kiénnen Reihen summirt werden, deren Glieder ganze positive
Potenzen von x enthalten, deren Differential-Quotienten einmal verschwinden. Soll z. B. die

n n n n n
Potenzen-Reihe der natiirlichen Zahlen summirt werden 1 4= 2 4= 3 4+ 4 ... 4 x. =0 ist
1 3
2 11{1+1 dx “_l]!-'l\: . R u[zk_H}t
X =xJXdx = C 42 eei—anwo e SN e e e
n =+ 1" dx dx? X dx?2 k-1

n—(2k 4 1)

=nn—1)Mn—2)...0m — 2k) x

n-4-1 n n-—1 n—3 n—>5
y - x ; X — 1) (n — 2} nin —1).,.,.(n — 4)
= o T s &t LE e e T (LS N Tl U i)
'_'(+n+14-_r'|.-3.:i.-5 6! - S TG
n—7 n—9 n=-=11
gn (n—1) ... (n—6) _ an (n—1) ... (n—8) _ 60ln (n—=1) . ...(n=10) ..
T 5 11 . 6 % 13l . 210 R
rs o » Sy . ~ x3 % S ¥ :
Nimmt man fir n die natiirlichen Zahlen, so wird 8x' = - 4 =, 8x* = Ix? + I x? 4 ¢x,
S_\::! = -&K* _:-_ '&EJ + lez —= L'\:E X _;:_ 1.:'21 SI‘ = 1. x3 + "if-“'-ll S ';le‘:l o ?.ilﬁx'!
Sx3 = fx® 4+ Lx® 4 fAxt — ¢4x* ... Die von x unabhingigen Glieder, die bei den

ungeraden Potenzen vorkommen, sind wegzulassen, weil die Constante so beschaffen sein muss,

dass fiir x = 0 anch 8§ = 0 wird,. Wenn in dem allgemeinen Gliede der Reihe andere als ganze
positive Exponenten vorkommen, kann die Summe nur durch eine unendliche Anzahl von Gliedern
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bestimmt werden. Euler wendet jedoch seine Methode auch auf Reihen dieser Art an, die wenig

convergiren. Bei der harmonischen Reihe 1 4 & 4+ § 4+ 4 + £ - .- + % ist das allgemeine

dX 1 4axX 1.2.8 4X b*

. ; 1 o e
Clid X= =, JXdx = C+ Topx, == — —, "= = _ _ e st e P
x L dx x?' dx? x dx® i ol
d'X T F ‘
= :' . .. und das summatorische Glied:
ax'
- e 1 1 1 1 1 691 1 3617
=0+ Lwog. x + —— —— i —_ = B S e e e ——ls
= ¢ LT 2x 12x2 13 120 x4 252 x0 = 240 x* 132 xmw 32760x1 12501 i 8160x M
a p s . o L s 1 = -
Die Constante kann hieraus nicht bestimmt werden, weil fir x = 0 = und alle fibrigen
X

Glieder unendlich werden. Wenn man aber eine beliebige Anzahl von Gliedern addirt, z. B.
1 + 4+ 4+ 3+ 2+ 4++ 4+ 2+ ¢+ & = 2 028068263 968 253 968 .. .,
dann x = 10 setzt, und
5 =0 + Log. 10+ Eie}_l_éli-'h '1-301nub_95-}]'.'uﬁ+zwl.w_ 13??5(:!“ 15!7“{‘1]_:.1]1"_ 1z.lmu+.§'
berechnet, so kann die Constante bestimmt werden. Die Summe der positiven Glieder ist
= + (0, 050 000 833 375 021 093 . . ., der negativen
= — (), 000 833 337 302 345 T09 . . ., die Reihe

101

= 4+ (0, 049 167 496 072 675 484 . . ., dazu
Log. nat. 10 = + 2, 302 585 092 9494 045 684 . . ., gibt
— 4+ 2. 928 968 253 968 253 968 . . ., folglich
C = (), 57T 215 664 901 532 900 . . .

Ist die Constante bestimmt, so berechnet man mit Leichtigkeit die Summe von jeder
beliebigen Anzahl von Gliedern fiir so viele Deeimalen, als die Constante enthidlt. Fir die Summe
von 1000 Gliedern ist Liog. nat. 1000 = 3 . Log. nat. 10, und man brancht von der Reihe nur

3 Gliede balpuifid el nglito 00 B onnigean  Srnin
slieder + o — m—mms T 5 To004° deren 3 :

= 0, 000 499 916 666 675 000 . ..

Log. nat. 1000 = 6, 907 755 278 982 137 U2 cilei:
C = 0, 577 215 664 901 532 200 . ..

S (1000) = 7, 485 470 860 550 344 92 . ..

Soll die Reihe summirt werden: 1 + § + § + + + .. ., so ist

. L X 2 43X Biidi6
X=, L JXix=C+4Llog Qx— D3, = =g ae ~ — @i=
dsX e S P e D ke el T L I LN K
ER e T T TR TR
5:(L_:+__L,]JU”.:;;1_1\.,-___’.__— A TR RS 6T Wit e gt S s
et e 2(2x — 1) 6 (2x— 11 5 (2% — 1)1 63 (2x — 1)
5 128 256 . 691 2048 1024 . 3617
BTex—10F ®@Ez_Dn%  HHEx—nH» FEx—1" t@mer—nr

Hier kann die Constante nicht so einfach, wie bei der vorigen Reihe durch Addition einiger
Glieder bestimmt, aber aus der vorigen Constante abgeleitet werden.
Wird die Reihe 1 + 3 + L + 1 + § + ... ins Unendliche fortgesetzt, so ist ihre

Summe = C' + } Log. ~o, weil alle iibrigen Glieder verschwinden. Wird von dem Doppelten

dieser Reihe die einfache liarmonische subtrahirt:

e e mdme s Rl &

e
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D44+ F PP A b A =204 Log oo
=l -G —ad—+—F—t == — .. =st=(0-H=Egrss)
o O T e T e
Die Reihe 1 — & + 4 — § + & — { <+ ... istder natiirliche Logarithmus von 2, daher ist
Log. nat. 2 = 2 C!' — C, C!' = }(Log. nat. 2 4+ C)
Log. nat. 2 = 0, 693 147 180 559 945 309 .. .
C = 0, 577 215 664 901 532 900 . , .
Log. nat. 2 + C = 1, 270 362 845 461 478 209 . . .
C!'= 0, 635 181 422 730 739 105 . . .
Fiir die Summe der reciproken Quadrate 1 4+ 1 + } 4+ s + o5 + ... dst
i FAA s b e adind12 ae@iX o 3088 S 400K il buaB B 5508
K == ;p Q}de = L’ -xv, d_,\' — x—:l-_n E" = !\'.‘l-_.‘ (i_}';_"' — - = = 1
(2k+1)
1 T ] A ] ]
dxt =~ s m(!k-‘-ij Co5 ((Zk+3)
JBen =ty 2 e e B e JER et ST Al Gl T 8617,
B0 : Tim g T Ro  Bo 3 30xv  BExM e 3730 %2 Gx° ek 510 x1 Fi

Die Summe der ersten 10 Glieder ist = 1, 549 767 731 166 540 690 . . ., dazu kommt,
well x = 10:

B I et o s R e T SRR LR

200 8000 ' 30.10° 42107 ' I

. 1
O —=

30.10° 66100 1 B7a.l0on . 610% 1 ELi0®
Fiir 18 Stellen reichen diese 10 Glieder aus, deren Summe
= — 0,095 166 330 681 685 742 ...
1, 549 787 751 166 540 690 . . .
= C — 0, 095 166 335 6581 685 742 ...
E— 1, G44 934 066 848 226 432 . . .

Diese Constante ist die Summe der ins Unendliche verlingerten Reihe, denn wenn x = o=, bleibt
£ )
8 = C, weil alle iibrigen Glieder verschwinden. Soll die Summe der reciproken Kuben berechnet
: X - 1 i . 1 dX 3

wcrden 1 _=|_| .|l + 117 _|_ 1:.]{ -+ ..., 8O 18t }._ — U? J'de —— f_. —_ R ‘I; _— — F:
i S L R e T A e R 1 =3 AL T D
s = TRl e e x® Ak

o 1 I i SO ISR ey 5 891 3%, %617

e C = 2 xt + E’-Ji_' o 1 E 12 x* = 12 x4 ol 20 xwo B 12 xn -Eil:"lU—K‘I T 4 x4 A Eﬁx'ﬁ i .y

Die Summe der 10 ersten Glieder 1 + L 4 Jr 4+ ¢ . . . + 145 + by st
= 1, 197 531 985 674 193 251 . . .
: 1 ! 1 L 1 RO AN e e
=Y~ 306 T 00 ooo | w1 510" Taoiow  imwew T dmion Ziow Teion— et
Fiir 18 Decimalstellen sind 10 Glieder der Reihe ausreichend, deren Summe
0 o— 0y 004 524 917 485 401 030 . . .
+ 1, 197 531 985 674 193 251 . . ., folalich
C =1, 202 056 903 159 594 281 . ..

Die Constante ist ebenfalls der Summe der ins Unendliche fortgesetzten Reihe gleich.

Il
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In der zweiten Abhandlung: ,Methodus universalis series summandi ulterius promota®,

hemerkt Enler, dass die Formel

I X dX [iEh.6 dsx 347X

e S e L R e
nach der man aus dem allgemeinen Gliede die Summe einer Heihe vom ersten bis zu einem
hestinmmten Gliede berechnet, auf Reihen nicht anwendbar sei, in denen X keine algebraische
Funktion von x ist; auch nicht auf solche, in denen X zwar eine algebraische Funktion von x ist,
deren Differentiale aber complicirt sind, und anf schwach convergirende Reihen fithren. Nach
vielem Nachdenken aber sei es ihm gelungen, aus demselben Princip, mit dessen Hilfe er die
genannte Formel gefunden, zwei andere abzuleiten, von denen eine geeignet ist, Reihen vom ersten
bis zu einem hestimmten Gliede zn summiren, die zweite aber die Summe von einem bestimmten
Gliede bis ins Unendliche gibt. Nimmt man eine Reihe an, deren allgemeines Glied zwar
algebraisch auszndriicken ist, in der aber die Indices in einer arithmetrischen Progression

a a+b a42b addb 3
fortschreiten, wie S = A + B - C + D ... 4+ X, in welcher die Indices um b wachsen,
und setzt statt x den Index (x — b), so erhilt man die vorige Summe, vermindert nm das
Glied X. Die Substitution von (x — h) gibt:
§_ X g5 b.ds  w.as CA O T
15 i 4! . dxt ol
- b . 48 . 4% 3 . 438 I b, S
S S T T R T T B T e T e
Dieselbe Umformung , wie vorhin, gibt:
“Kdx Xz b dX bt . dIX . dXs R TLI £33 BbY L deX

§ = J2& i) LER P

T.2.3:3 . 4dx 61, dxd 71 6. dx® L0l dx? 111 Gdxt
BILbLY . dVX 35b% . dUX 3617 bV . dBX
13! . 210 dx"! 151 . 2dx™ 170 . 30dx® '

Die noch hiuz.uzl_i_f'i'lgcnl]u Constante muss der Art sein, dass fir x = a, §S = A wird, oder

by a

8S=0, firx =a— b
1
Setzt man X = x, so dass die Slumuc folgender HC”IE‘ zu hP‘-‘.timluen etz

n
a—l—(a EJ)—-—{‘1+ Fa] +‘(""LJ}1)}+(d—|—|]U S
fi=1 n—1 e n—a3 n—a
; e X 1 e GEb s 5y
o wird J Xdx it T = aln-(—2x, 5= b= - T
n-+1 | : n—-’u
T - X — hn=1){n—2)b*. x n{n—1})...(n—4) b,
b_-{n-{-l)_h A 6! 4 B
n41 n—3 I
DETCNEART, Sr® i nbin : n(n—Hn—Ab.x  n(—1)...(n—4b*.a
(n+ )b 1_1.3 1 .55 :z+ [ .8 7%
Werden fiir n die Zahlen 1.2.3.4... genommen, so werden die Summen der Reihen:

a +(a+b) +(at+2b) +(a+3b) .. +x =TV EETD
a2+ (atbpPr+@t+2byP+(at+ib)? ... +x* = L et U 2 err-+}-$1=-h+b it
a0+ (a+b)+(a+2bP+ @+3by ... +x0 = LoAEAEIWE I

: - k x3 — Ga% L 15bxt =L 15 h[l.1 +H_Hr2‘: — 10 b#*a% — bix 4 h’a.
at@+b) +@+2b)+(atdb) ... 4y = XSOV T T D
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Um  die Summe einer unendlichen Reihe von einem bestimmten Gliede X, dessen Index
X H-}_—]J x4-2b  x4-3hb
= x, zu berechnen, setzt man X + Y + Z + U + ...~ = 8, und die Suhstitution von
(x.+ b) statt x gibt:
S - K = 5 i h_,ﬁ + h? | 48 L LS b3, 88

1. dx 1.2 . dxt N [, dxd 51 . dxd
X o 2ORNTET M e WO e LT85 . a

1. dx 1,8, 0% L, 2.8. a5 I, dx at . d=®

S et

und dieselbe Umformung, wie vorher
"X . dx X b . dX : b5, dsX b7, diX
S = — J_ e e TR e =T, i ek g
: i ATy SRS PR T T T .6 2o Lo s

5bY ., d°X 691bM , VX 35b% . AUX |, 3617b% . duX

111, & . dx? 131, 210 . ax ! 150 . 2 . ax" 170 305 dx ™

i}
Dieser Formel ist eine solche Constante zuzusetzen, dass 8 = 0 wird, wenn x unendlich wird;
denn wenn X das letzte Glied in der Reihe ist, so muss die Summe der Formel verschwinden,

= - b A " ) s * 3 »

wenn die Reihe eine endliche Summe hat, fiir welchen Fall die Formel berechnet ist.
Ist z. B. X = L oder die Reihe zu summiren: 2 = e :

gt z. b, A = — oder die Reihe zu summiren: = + —m— A s

x1? 2  (x4b)  (x42b)  (x4-3b)?

_J'de 1 :!__"1 iy 2 B el | 5153\'. T . diX BL 51 ll_"K

iy —

. +y BO 18t

A% T i e xb 2 odxt o 1! dxt
1 b b3 h# h? 5 he
S = = e — — S —— e o - —
b « K + 3 x1 + 6 x? 30 x* + 42 % 0 %0 + Bt P e
Der Ausdruck bedarf keiner Constanten, weil er verschwindet, wenn x unendlich wird.
Diese Formel ist jedoch nicht auf Reihen anwendbar, deren Glieder abwechselnde Zeichen
-~ S ab a42b a-db X x4-b L o
haben. Soll die Reihe summirt werden A — B + € — D ... 4+ X — Y = 8, in welcher Y
eine jhnliche Funktion von (x + b) ist, als X von X, so ist
r [ C < 1X ( s, 43X
Y ey M DOy A IR : bt . X, b X
-i L. dx —l_ 12 dxa + O R i b L odxd | A1, dx* = B
und wenn man in der Fﬂ]'mu] fiir 3. (}: )

2 b) statt x schreibt, so wird
S—X 1LY =278 2b.dS8 44 4 b2 i:r-:_ £ 8 b? "..WH'“ 16 b, diS B2 b, (0598
. dx Lo 2 sdas e R e

=07 dx

i TR e A T L
r ¥ y -~ dS 4 b2 43S 3, d3s 16bY . 498 | 32k, diS
=kt - AR B SR e (o U B TR T
s + X .h L dX o, b2, d2X Ve oy Il'.\_.__ “||1 o @3 X = LI di

1. dx 1.2, da R T T il dxt 51, dxo

1S b 12X 1) d*X a°X : :
und wenn man = = e, = 4 o — -+ S 4. e + ... annimmt, so wird

dx dx Tdxr f RS X d=
b A8 _ . dX o3 abh g . 41X il fhy. X ;| 2bd. X 5. by X 3

d =
dx P dxd " dx? dxt dx®
2h2 . 428 2 b, A*X Ihig R Iy SdIX AW A

dx? dx? dxd T
b . 48

s =

2 b4+ | diS

T 3daxt

4 b4 diS 4 bie . d5X
U it v v

b.dX K Y o ks . 45X

1. dx N A b o o, dx®

15 dx®
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: . : . ¢ i h?
Die Gleichsetzung der homologen Glieder gibt: 2be = — b, 2bf — 2b%e = — —;,
b i
2_{!

3b

i 1
At mithin tx=—-§,|ﬁ_ 5

2by — 2b%8 + 4 ble = — "; 2bd — 2bzy + $b38 — 2ble = —

2bs — 2b%0 + §bly — §bY + 5 be = — o
= — %, E = — J;‘;: ... und wenn man die Rechnung belichig weiter fiihrt
u“d diﬁ w&rlhu ﬁ"lr “'.' #? J"; ﬁ} E v o e S'I.-I.Iilﬂl.i.tuij't:

dx b . dx bt ., diX b, d3X b, dEX b% . diX bt d'X _ 33bT.dK
Fax  4dx* 34 | 16dxt | 2adx* _ 160dxt  790dx? B, 2dx®
be ., d'X 135 b® , dieX b |, di'X 2007 by, dnX b2 49X 38199 b1 dWX by.deX T
8. d=* 100, 2d=™ 100, dz¥ 121, 3dxh® 121, dx® 141, 2dxn  14ldx®

w8

Durch Integration dieser Gleichung erhidlt man:
S = X db.dX | b, dX 3'bt. d3X hi. d*X be . d*X b, dfX 43b1, dPX bR, drX
— ¥ I —_— — — —_—

T T e T2dx? 16dx 74 dx® 160 dx® 6l axt 8. 2dxt 6 .dx®
135 b* . d°X b10.d1OX 2097 b".dNX b, d1X 38199 b¥, d¥X _ bM,duX
100 . 2dx? 100 . dx® 12k, Zdx" 121, dxn 141 . 2dx¥ 14, dx™
A—B+C—-—D...4 X —7Y. Addirt man dazu
b.dX b? . dX b . dIX bt . d¢X -, b%, d'X | be. b1 diX
e e e A e U R G T bl dz® T E e A
bo . d"X b* . doX [ BREREE LLE o L', dNX
S A e S R b e A S B R e
8l . dx" ar . 10! . dx't 1. d''x
so fallen alle geraden Differentialquotienten aus, und es wird

S+Y=A-—-B+4+C—-—D+4 ...+ X
e x iy b . d2 qo B SE MR, ATRT A

TG e T b, 41 . 2dx? 6! . 2dx® 8l . 2dxT
2073 b1, diX
120 . 2dx"'

33227 b , dUX

=}

Die Constante ist so zu bestimmen, dass 8 = A wird, wenn man x = a annimmt. Nach dieser
Formel berechnet man die Summe einer Reihe vom Anfange, bis zu einem bestimmten Gliede X.

Soll dagegen die Summe einer Reihe von einem bestimmten Gliede bis ins Unendliche
% x+h x-4-2b  x4-3b ; ]
berechnet werden, wie 8 = X — Y 4+ Z — U ... =0, in der Y dieselbe Funktion von

(x + b) ist, als X von x, so ist
e b.dX , b, dX b3 L d3X B, X
Y=X+ AR AR Nl P L
Setzt man (x - 2b) statt x, so erhilt man die Summe der Reihe von 7 ab, oder 8 — X + Y.

Fir (x + 2b) statt x, wird der Ausdruck:

- 5 b . dB 4 h? . diS BIA . d3S 16 b% . diS a2 bt | d3S
§—X 4 Yv—=51D-00 s o - O

i .d= 3.2, dc 1.2,3.d0 4. dvt a1, dxb

2h . dS 4+ b2 . 438 8h? , di8 16 b8 . d1S 32b* , d*S8
— X+ ¥ =" 4 + s T ta e o= e

1 idx 1.2.dc 1.2.98.dxs &, dxt =t 5. dx?

b AE R b 4 b ddx 1 bt . 11X 1B b8 o d%3C

1 a1 . dx'

T.dx | 1.%2.ax i.2.3.dd +oe

bl dx®




Um das summatorische Glied durch das allgemeine auszudriicken, nimmt man:
dx d2x X 41X dex X

i I i — — - o — o —
dx + ﬂ d x? =15 i d x? }-. d d x4 ot dx? + i d x5
— 2ba . dX Ehﬂ,dlx_,_'_’hf.ri!x_|_?hd,ﬂ*x Et;s.(l"}[_l_ﬂbq.d“}i
dx dxa dx? i Fr T dx® X
92 b, d2X 2 b8 . d3X 2hiy . dIX 2 hid . d*X 2 bty , dOX
T dx? s dx@ dxt dx® 1 + S T

4 b3 . d'X 418 . d‘}L_ -lh":rl 3 rl"x. + 4 b . d*X
; 3 dx®

-4

T T 3ded 3 3 dx?
ob . d'S = g - kg . d*X il LT d¥X
dd< T ddxt it Fdx T T 8dxt
410 . ds8 dibtx . %X 4ibsg . @*X
iGdzt 15 dx? ~ 15 dx?
4b0 ., At 4 Abe . dX
dodxt ~ d5ax*
Diec Summe dieser Glieder ist gleich dem zweiten Ausdruck fiir
- et b1, 43X bt . d3X , bYL.aiX , b, #X e, deX
.S g e e e e T LT e e e T e T e s 6. dxt
daher gibt die Vergleichung der homologen Glieder
b

h? 3 b?

1
“=._1,ﬁ:_j'1r:016=+4!._23'E=”1“:':_m

)
1 dX - . b3 , d*X dhb? . dex 17 b, dX
5 ‘ *

g, 2dx*
T

dx dx 3,2, dx! . 2ds' 61, 2dx
X ,dX b3 |, d3X 3ht  d*X b, dTX
: — +

R TR Nt b2, diK , i
Bis= 0 7. - . Tde o, 2dx’ Bl . 2dx?

Dic Constante muss so beschaffen sein, dass S verschwindet, wenn x = 0 wird.

i

sy

Euler setzt die Reihe bis zum 13ten Differentialquotienten fort, und berechnet den Kreis
bis 12 Decimalstellen.

Fiir so wenige Decimalen convergirt die Reihe stark, und man rechnet nach Eulers
Methode eben so schnell, als nach Stirlings; dies dndert sich jedoch bei mehr Decimalstellen. Um
die Rechnung nach beiden Methoden zu vergleichen, habe ich Eulers Formel bis zum 55sten

Differentialquotienten erweitert, und
. dx 1, 3K apd . d%% . 17b7. 47X 156bv . d®X , 2073bn . JuX
§=C+x -2 e e e T T
38227 b13 . dBX 920569 b15 | d18X Dg820619 1T . dVX 11096520056 b1 . d¥ X
14! . 2dx™ 6T faxt 18!, 2dx"* e
51043281731 b1t . dBX 2005151042481 b . dBX _ 191329672483063 b8 . d2FX
53] . 2dx 241 . 2 dxP 86! . 2dxit
. AN 1201885088448017715 b2 . dBX 129848163681107301933 b3t . daX
I 300 . 2 dx® %) 331 ., 2dxt
14761446738784164001387 b2, d¥X l_SE-Iﬁl;':Er-lITESSISE'I’JII;.’E-FB Bir L d43%Ka
;g 341 . 2d=3 36! . 2 dx?®
9ER465531464165471452681379 131 , d¥X 42433626725491925313195071185 b . dwX
38! . 2 dx™T °F: T4, 2dx
T403610342002172448449261632091 b4 | 41X 1419969729459188512167200628047961 b13 | 441 X
T2, 2dst! 5 e A4, s
29?670324{:15.‘!-491.—':4'.‘!3-&:‘-.":710?—3856&9‘33I:”,d'5.'{+ﬂﬁu-i-lS.':BHTTai'c'alii*:i-l?ﬂﬁﬁt‘.rj‘sﬂu}ﬁ'a":J'r"l:j:S'ETh‘:.rl"-}(
461 , 2dxi? 481, 2 dxt?




16800450341 2930657791 7H620380101660685275 b4 | d1PX
501 . Sdxiv =il
i {5353!TR:TGU-H?&EG-E-}!’!:_iﬂﬁ]H?T-lli-‘:iiiﬁ?ﬂﬁ:?ﬂflﬂ?sﬂﬁ bt ., _d-"‘zl.
) bl . 2 dxs!
II-HG{!S?STHHE‘EElG'."‘,-E'_’S-‘::I3-1TL?I‘.'JJa'Jl:EiTSSﬁ[';.‘i'FT'T?'E?-_l? hax | a3
bdl | 2.d4xM
4107133497ﬂ53l:1ﬁﬂ!|‘?lTl,'}'-Ll:iSil.‘ILFH'-Z}-ET'EH‘.1-‘:'5-}!!5”735] b33 | d%a X

561 . 2 dx*?

. . erhalten.

Euler summirt als Zahlenbeispiel die Leibnitzsche Reihe fir den Kreis, dessen Durchmesser = 1.

: 1 “ i - 1 & ey
":. i B _5 b S 4 e Gl 6 — Fir X = — erhilt man die Reihe
X

i} i i o

1 ax
x! gx? N
1 kg E. 7 b 155 b? 2073 b1
5 L g PR L R T e LI I R i0.3,x%
38227 bW 929569 b!? 28820619 b 1109652805 b | 51943281731 b¥!

R 16 .2 . =" 18 . 2 %" 207, 2 x® 22 , 2 , xn
ruck ist keine Constante znzusetzen, weil alle Glieder verschwinden, wenn x unendlich

Diesem Ausd
wird. Fir b = 2 erhdlt man die Reihe 1 — % +§ — 4 4+ § — 4 + ..., und setzt man

25, so erhalt man die Summe der Reihe von o5 = yfy bis ins Unendliche :

P —

e £ s e it et et iz S T ey
100 1002 1001 100 1005 1000 1001 . 100
929568 , 1024 . 41 2202291 . 32768 . 4% 2219305681 . 65HG3E |, 47
- e S Saby
10016 100 100

a 8 256 , 8. 481 "8 S 4% - 138, 31 . 4" 691 . 256 . 41 o+ 6461 . 2045 | 44

Diese Formel

gibt die Zahl 7 nur bis auf 16 Decimalstellen, indem durch das Anwachsen der
Coefficienten die Convergenz nach dem 17ten Gliede aufhort.

Die Snmme der positiven Glieder 1st
: = + 0, 020 800 032 809 915 445 636 .
der negativen = — 0, 000 002 560 894 300 092 875 . . .
der Reihe = + 0, 020 797 471 915 615 352 761

Addirt man hiezu die 12 ersten Glieder 1 — 4 + 3 —+ + & — v - - -
= (, T64 600 691 481 832 954 440 . . .
so wird ’: = 0, 785 398 163 397 448 307 201
und 7w =73, 141 592 653 589 793 228 804 . . .
wovon nur 16 Stellen richtig sind. Um mehr Decimalstellen zu erhalten, addirt man die 62 ersten
Glieder 1 — 4+ + 4 — 4 ...+ 131t — tiy, deren Summe
= + 0, 781 366 167 491 353 435 068 536 H66 485 T48 888 127 803 127 263 364 426 494 8B40 . . .

- & 1 ; E AEEALE : ;
Dann ist x = 125, — be = to5p und man erhilt fir die Summe der unendlichen Reihe

s — TIT Tty = T
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£ 4 32 Bt 8.8 17.8.8  31.128.80 601.256.8H 612048 , §u
1000 10002 10001 1000 * 10008 ' 1000 100017 10009
Ja02991 . 32768 , &8 5% 291930581 . 65536 , 8T 4 4722116521 , 524288 | 51

100018 = 10000 L0002
OGE38R680827 . H24288 ., B 4 1471766T114151 . BIBBGOB . 8%  2093GB0BTH2H2GTL , 16777216 . 8%
10005 CRFITER T
BG125672063201181 . 1342178328 . 827
. i e
868320396104950823611 . 2147483848 . 8% 200390615747646519456961 . 4294967206 | 8%
W i 1000# AR 3 1000 3
141 2065955074655 1130667441 . 34350738368 | 848 i) B4G8T25345008385062039014237 . 34359738368 . ?'U
LO00= 1000w
35955987457 24630706901 2458671 . H4075L813888 . B2
10001 |
1290245208599262 2837883 7238013451 lﬂﬂﬂi_rl_li.ﬂ?-'?ﬂ . 3:

1000 1002

1000
I‘,-"ﬂ{j?EH?.I:}IJ[]EHE!{I-H.‘!ESZ-]-IL|1I?$',’TTL?33{?[ . B7T96093022208 _:_'1
100045
2988055279249 19978235921 2646589 23904459 . 4395046511104 . 81
o 10007 EENE;
BTAB1R01365 1768631167020 17006406678 TH3L . ]407:-]T:IHNHEJL'+152-‘3 . gA0
100050

349117525849704640 261245210864 128525272141 . 281474976T10656 , 8%°

100052

48745995308 245045290420 26 26864 T30303001T6T61 . 2201799513685248 | 8 B4
= =T 100031
BRATIDA56850448098858162019 7185510 24674 203570247 | 22517909813680248 | g0
=g 5 TR “:,nu's f e T o

+

Die Summe der positiven Glieder ist + 0, 004 032 000 002 097 156 260 G656 T47 837 Gl1 816
T69 745 432 315 451 806 901 759 .
der negativen — 0, 000 000 004 096 002 281 T13 532 468 484 983
B4T 986 209 755 039 278 156 624 . . .
die Summe der unendlichen Reihe = + 0, 004 031 995 906 094 874 547 124 = 126 832
921 489 222 580 412 0285 745 134 .
Addirt man hiezn die Summe der 62 ersten Glieder, so wird
T = + 0, 785 398 163 397 448 309 615 660 845 819 875 721
049 292 349 843 TT6 455 239 975

folglich: 7 = 3, 141 592 653 589 793 288 462 643 383 279 502 B4
197 169 399 375 105 820 959 . ..

Die bis zum 5bsten Differentialquotienten fortgesetzte Eulersche Reihe gibt nur 55
Decimalstellen richtiz, und die weitere Ausdehnung derselben wiirde fir mehr Stellen keinen
Vortheil gewihren. Stirlings Methode ist daher zur Berechnung vieler Decimalstellen vorzuziehen;
besonders die zweite, vorhin nur angedeutete Formel. Wenn man von der Reihe 1 — § 4+ § ..

. + st — wiy die ersten 312 Glieder addirt, so wird z = 3121, A = iy und man berechnet
die Reihe von iy — w4+ . . . bis ins Unendliche durch eine stark convergirende Reihe.
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Fir die Summirung der Potenzen der natiirlichen Zahlen, und deren reciproken Werthe,
sind die Eulerschen Formeln vortheilhafter und allgemeiner.

Eulers Methode hat den Vorzug, dass sie die Formel fir die Summe aus dem Differential-

quotienten ;E unmittelbar durch Integration ableitet, wihrend Stirling die Summenformel fertig
x

hinstellt, und ihre Richtigkeit dadurch beweist, dass er sie wieder auf den urspriinglichen

Ausdruck zuriickfithrt.
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