Ueber die Yorzeichenbestimmmung in Formeln der Determinanten-
Theorie. — Anwendung auf die Herleitung des Sylvester'schen
und Jacobi'schen Satzes; Veralleemeinerung des letzteren.
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und permutirt man in dem Product £ " &, Sininalais . " die unteren Indi-
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Ce8 (15 G2 - -»..qu auf jede migliche Weise, wabrend die oberen eine unverin-
derte Reihenfolge behalten _{Uder auch umgekehrt die oberen unter ]heii)u}m]tung
der unteren), so wird die Summe der resultirenden 1.2 .... 2 = n! Producte, jedes
mit einem soszleich festzustellenden Vorzeichen versehen, die Determinante
jenes Systems genanut; sie heisst fiberdies »*" Grades, weil jedes ihrer Glieder
ein Product aus n Elenienten ¢ ist.

Unter den n! maglichen Permutationen, welche aus n Grissen gebildet
werden konnen, pllegt eine als den iibrigen zu Grunde liegend angesehen zu
werden; die Reihenfolge, welche die n Permutationselemente in ibr einnehmen,
mag rangirt genannt werden: das in der rangirten Reihenfolge eine vom An-
fang entferntere Stelle ¢innehmende Permutationselement, heisse ein héheres,
das eine dem Aufang nihere Stelle einnehmende ein niederes Element, als
jenes, worauf eben seine Stellung bezogen wird. Derangirt heisst entsprechend
jede Complexion, in weleher die Elemente eine von der rangirten abweichende
Reihenfolge besitzen; und ins Besondere wird jeder einzelne Fall, in welchem
ein niederes Element hinter einem héheren steht, ein Derangement jener Com-
plexion genannt.
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Bei der Bildung der Determinante des Systems (1) seien pi, pz.....p, resp.
g1y Q2-----¢n die rangirten Reihenfolgen, auf welche alle Permutationen der
oberen resp. der unteren Indices bezogen werden. Unter der Voraussetzung,
dass die oberen Indices in jenen Eingangs erwithnten, die Determinante n'®
Grades zusammensetzenden Producten durchweg rangirt bleiben, erhilt jedes
der Produete zum Vorzeichen (— ) ‘E’“, wenn A die Anzahl der Derangements in
geinen unteren Indices bezéichnet.

Um. die Apzahl von K Derangements zn bezeichnen, welche sich'in einer
Complexion vorfinden, mag iiher diese Complexion die rangirte Reihenfolge
gesetzt und vor das Ganze ein J geschrieben werden; die Determinante des

Systems (1) werde durch @ vertreten. Die Gleichungen:

LD i{_, .”‘} Ej‘*]..,,,ei’ﬂjl.udff--a'(”"E_"""f.“)

eene B = Perm. (91 %2.... 9a)

enthalten dann r]ie Definition der Determinante n'** Grades,

Wird in der (jmuplu.\:iuu D1 e s Bny deren rangirte ltt'ihf‘.llf'ull"& gl sein
mag, eins der Elemente um ene Stelle vor- oder rickwirts geriickt, so tritt zu
den selion vorhandenen Derangements eins hinzu im ersten Falle, wenn das vor-
stehende Element ein niederes, im zweiten Falle, wenn das hinterstehende Element
ein hiheres, als das geriickte ist; dagegen fillt unter entgegengesetzten Verhilt-
nissen in beiden Fillen eins von den vorhandenen Htrl':ingt-:rwnts fort: unter allen
Umstinden wird dalier durch eine ,,Riickung® die Anzahl der in ¢ .....@a ent-
haltenen Derangements um = I geindert, Jede fernere Riickung bringt dieselbe
Wirkung hervor; nach 2 Riickungen ist daher die Anzahl jener Derangements
am () oder 42, nach 3 Riickungen um o4 ! oder 42 geandert ete., iiberhaupt
nach einer ungraden Anzabl von Riickungen um eine positive oder negative
ungrade Zahl, nach einer f_v"vm!n:,u Anzahl von Riickungen um eine positive
oder negative grade Zahl. Es ergiebt sich somit der Sats:

Wird in einer Complexion die Reihenfolge der Elemente geindert,
su ist die dadureh entstandene Differenz in der Auzahl von Derangements
modulo 2 congruent der Anzahl von Riickungen, durch welche die ge-
inderte Reihenfolge aus der urspriinglichen hervorgegangen ge edacht

werden kann.**



e M

Nimmt man an, dass die Rickungen alle in einem Sinne d, h. alle ent-
weder vorwirts oder alle riickwiirts und: diberdies in der Reihenfolge vor sich
gegangen sind, dass im crsten Falle mit dem vordersten Element begonnen, mit
dem nachst vorderen fortgefahren wurde u. s. w., im zweiten Falle dagegen in
umgekehrter Aufeinanderfolge: so ist die Anzahl von Riickungen identisch mit
der Anzahl der Deranzements, welche die in ibrer Reihenfolge gefinderte Com-
plexion bezogen auf die urspriingliche Reihenfolge als rangirte besitzt, und man
erhilt die geinderte Reihenfolze mit e’y .....an bezeichnend,
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(a) d ( ; i —'J( ; ;| —d mod. 2, eine
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Relation, welche das Mittel liefert, statt irgend einer rangirten Reihenfolge eine
andere als solche einzufiihren; sie schliesst den Satz in sich:

»Die Anzahl von Derangements einer Complexion bezogen auf eine
beliebige andere Complexion als rangirte Reihenfolge ist modulo 2 con-
gruent der Differenz der Anzahlen von Derangements, welche diese
beiden Complexionen hezogen aunf eine heliebige dritte, als rangirte
Reihenfolge geltende, besitzen.*

Wenn die Riickungen in der Complexion eg......a, sich auf die Ver-
tanschung zweier Elemente beschriinken, ergiebt sich ein nicht minder wichtiger
Satz. HEs sei nimlich die Anzahl der zwischen den beiden zun vertauschenden
Elementen liegenden Elemente g; um zunichst das erste jener beiden Elemente
hinter das zweite zn bringen, sind g-1- 1 Rickungen erforderlich; um dann das
zweite an die frilhere Stelle des ersteren zu bringen, reichen, da seine Stelle
schon frei ist, g Riickungen aus: im Ganzen erfordert daher die Vertnusghtmg
der beiden Elemente 2a-4-1 Hﬁtrkuugen, und es gilt., was auoch q immer sein
mag, d. h. welche gegenseitize Stellung die beiden Elemente auch haben mogzen,
die Relation

(].‘r) &("; ....... .....-.-”.+-.a+.-”.+.-u.+...“H)

i SRRy ey S/ WS EE Ol s M i (NS EE
”I ------------ I.--GG--ln.l-h-ld‘-l—lbIO----”
=0 x i (e i @, e rr" = 1 mod. 2’
TR T S SRS R R () S 1 O
d. h.: ,;Werden in einer Complexion zwei beliebige Elemente vertauscht, so
ist die dadurch entstandene Aenderung in der Anzahl der Derangements
stets congruent 1 modulo 2.
- - Ly T L A
Wenn in d | i )Ruukungen der Art vorgenommen werden, dass
I aemass "
mit jedem unteren Element zugleich das fiber ihm stehende Element der ran-

girten IReihenfolge die Riickungen mitmacht, dass also in dem durch solche
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aleichzeitigen Riickungen der correspondirenden oberen und unteren Elemente
a al
La#nsa n

hervorgegangenen Ausdruck J( ) jedes 'Element sein frither tiber
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ihm stehendes Element wieder iiber sich hat, und wenn die Anzahl dieser gemein-
schaftlichen Riickungen mit » bezeichnet wird, so ist

r?|_.,...—JrJ ﬂ[....;..,”:n
ﬁ( j i » mod.
By asanssn )y ennns Tty

Oy e ensns a -
und & , =t p'mod. 2
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folglich: 4 ‘r - i rﬁ( G ,”) = 5( : i ) mod. 2
VO, valfn ey % n Ty %y

Es ist aber nach Gleichung (a):-
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Daher (e) 4| \ ):TT d ) mod. 2, voransgesetzt, dass
o .

Lasanes By avaiian ¥R
e T o an durch dieselben Riicknngen hervorgegangen ist, wie
50 vene Oy BUR B ooue. Oyt 3
., Werden in einer Complexion beliebige Umstellungen der Elemente
vorgenommen, So 15t die Anzahl der Uel'unf__i;culcuts jener {.'mnph.'ximu
Hezogen auf eine beliebige rangirte Reihenfolge modulo 2 congruent der
Anzahl von Derangements der Complexion in ihrer nenen Ordnung be-
zogen auf eine durch diesélben Umstellungen aus der rangirten Reihen-
folge hervorgegangene Complexion.™
Wenn' die Elemente der rangicten Reilenfolge nur durch an ein und das-
selbe Symbol gesetzte Indices, welche durch die natiirlichen Zahlen vou 1 an
vertreten' werden, von einander unterschieden sind, so mogen diese Indices
Rang-Indices genannt werden, .

Die Complexion e ......a, enthilt ausser den Derangements, welche 2 be-

"
liebige Theile von ihr @;...... e} und &g o 4......q, in sich besitzen, noch die-
jenigen, welche durch die in' epy y......a, befindlichen, in Bezug auf die Ele-
mente @y ... ;. niederen Elemente, oder, was dasselbe ist, durch diein ¢;..... ek
befindlichen in Bezug auf die Elémente «y . yi.-... e, hiheren Elemente hervor-

gehen. Die Anzahl dieser letzteren Derangements dndert sich nicht, wenn

i caeits ¢, fir sich rangirt gedacht wird; es moge dadurch e......e n
By G eennn i iibergehen, wobei dann ¢, 7y......7 die Rang-Indices der Ele-

mente a; @ ...... O sind. Das niedrigste Element in @ ......a, a; hatdann
1 E 3

in der Complexion e 4......@, 11 — I niedere Elemente, das nachst niedrige
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a;, deren i — 2 ete., das hichste o deren ip — k. Die Suomme der Derange-

ments, welche die Klemente @ , ;...... ¢, gegen die Elemente a,......a; be-

sitzen ist daher 75 —(14-2+......0)=>7¢ _ YD ng man hat
sl Tk X

die Relation:
o) (S ) g () s ke
o, s ey By abiuiaes TR “.4'.__'_; Tl f ok “
d. b, ,,Wird eine Complexion beliebiger Elemente der Art in 2 andere ge-
theilt, dass die eine die ersten & jener Elemente in unverinderter Reihen-
folze, die andere die iibrigen in ebenfalls unverinderter Reihenfolge
enthiilt, so ibertrifft die Anzahl der in der vollstindigen Complexion ent-
haltenen Derangements die Summe der in den beiden Theilcomplexionen
enthaltenen Derangements um ebensoviel, als die Summe der Rang-In-
dices jener ersten k Elemente die Summe der natiirlichen Zahlen 1 his k
itbertrifft.*
Mit Hiilfe der Rang-Indices lassen sich iibrigens die Gleichungen (a), (5),
{c), (d) in betrichtlich einfuchere Form bringen.

Statt der anf die rangirte Reihenfolge a;....... @, bezogenen Complexion
e......, welche die Elemente g,......a, simmtlich und nur in verinderter Reihen-
folge enthilt, werde die Complexion Ay g ennsnn Qi substituirt, wobei @; = q; ;

g = a;, ete. ... ¢, = a; ist undnatirlich 4 45...... i, die Rang- Indices vorstellen.

n
],
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Es ist ohne Weiteres die Identitiit von d T mit & | 5
ay gy, @, i 12 In

zn erkennen; und, wenn iiberdies festgesetzt wird, dass bei Complexionen, deren
Derangements auf die Reihenfolge der natiirlichen Zahlen bezogen werden, das
Uehberschreiben dieser letzteren unterbleibt, ist ebenfalls identisch

. 4
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Die Gleichungen (a), (8), (¢), (d) transformiren sich durch die letzte Relation
unmittelbar in die folgenden: .

(a) & ( 'j """ 2 ) 0 (e el G s i, ) mod. 2

(E'J} J(‘;iln?‘ﬂr,_.f 'r'h, 'ély_}_;.mi:h_,l ‘lh il."._i_,;-r-‘lu} ok JL"”I----?:Q_JT !'h I_r.r-i-.f""iﬁ—.f 1:51'. tljr,_i_f....f"}

= 1 mod 2
L R R U R R s ; 2 -
(¢ d s % = d (1 v0s0. 7y) mod 2 (unter der Voraussetzung, dass
..... n
) .....i” aus 1.....n durch dieselben Riickungen hervorgegangen ist, wie
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3.
Die Gleichungen (2), welche die Definition der zum System (1) gehirigen

Determinante enthielten, gehen, wenn man & ...... %, durch ¢; ...... %, ersetzt,
]

nnmittelbar iiber in:

' J (1) () (Pu)
(2a) @ —_\('—f) Eoiy Cqiy vt Bg; 3 =10ty th hes ity

#1-higl AL ; g = Perm!(f T -n}
- A ; : i ML
Werden die Factoren des Product’s E;;'M} E.;E-Flﬂ ..... Em.-p”} beliebig versetzt,
] 2 ) :

so dass die Reibenfolge der obern Indices py ps ..... P fibergeht in pu, po..... i

und die der unteren Indices g; gy ... i in gy g, so ist offenbar
G 8 o SR LR T AR n durch dieselben Riickungen hervorgegangen, wie
n { ] =l = | =]
o anfe LUl o, ‘ans 4 40, 7, und es erhilt daher die Formel (¢*) Geltung
e . ‘I“] l‘”g saaw 'l"u . .
O (41 %2 venren te) =4\ . ® mod 2, welche durch Hinzuziehung der
1 B oemrn n

Formel () iibergeht in:
o ( By sawnogodos=08 44 <. s liiva sl gicagieih e ', ) mod 2.
Beriicksichtigt man ferner, dass modulo 2 congruente Zahlen als Exponénten
fir die Basis (— 1) stets durch einander ersetzt werden diirfen, und fithrt endlich
Ay e il BEREE T i B s olfr e e k, statt @y .. ....4, ein, so nehmen die
Gleichungen (2a) die folgende Form an:

LR
: .0 \ (Phy) (Pha) (PR, )
(3) % 2/(—:’_} € E e me it 5 = O (A sy )
- Ty Tha

Ry = P (e T o

Die Gleichungen (3) besitzen vor den Gleichungen (2) den Vorzug grosserer

Allgemeinheit; in ihnen lisst sich aberdiess die Variabilitit der unteren Indices
anmittelbar in die der oberen Indices transformiren; man hat:

B i by =" Perm (1. f)
BT S S SEE e
LD (pr) (Phg) (Phy )
(3u) % —_/ (— 1) th Er,r;—.. ...... E’i‘.ﬂ: e T e

Ke—dutime ). s kn )
Die Determinante ﬁg@, welche zu ihrer Bildung alle #® Elemente des

Systems (1) in Anspruch nimmt, wird die vollstindige Determinante dieses
Systems genannt, im Gegensatz zu denjenigen Determinanten von niederem Grade,
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als der n'*, zu deren Bildung nur ein Theil jener #? Elemente verwendet wird.
Solche unvollstindigen Determinanten des Systems (1), bei deren Bildung eine
gleiche Anzahl oberer und unterer Indices ausgeschlossen, dagegen alle Elemente,
die nicht mit den ausgeschlossenen Indices behaftet sind, verwendet werden,
heissen in’s Besondere partielle Determinanten des Systems (1) oder der Deter-
minante /:9 Es ist ohne Weiteres ersichtlich, dass die Gr:nlcrniedrigung, welche

eine partielle Determinante erfibrt; der Anzahl der ansgeschlossenen Indices einer
Art gleich ist.

Fiir die partiellen Determinanten wird im Folgenden, Je nach Bediirfniss,
eine zweifache Bezeichnungsart angewendet werden: entweder werden die bei
ihrer Bildung auszuschliessenden Indices neben das bisherige Determinanten-

7 eichen !:?9 in Klammern beigefiigt und zugleich der sich unten :m@ befindende

Grad-Exponent um die Anzahl der ansgeschlossenen Indices einer Art vermindert

werden; oder an Stelle des Zeichens ﬁﬂ “'i"dt/fs{f eintreten, neben welches
letztere dann die bei der Bildung der betreffenden partiellen Determinante zu
verwendenden Indices in Klammern huigcf'ﬁgf und auch unten der ernim]rigle

{_};':idt?xlmrhmt gesetzt werden soll.

Es ist daher identisch:

/;}(( fiy ".«) X E,{j (h}.+1,..... a’m)
;U ’i"[ ...... &}. '-? ,-kf.:"i'{ A ol %
A fi=(n=4)

Es ist selbstverstindlich, dass jede in Bezug auf das System (1) partielle
Determinante in Bezog auf das aus den betreffenden Elementen bestehende System
als vollstindig angesehen werden darf; und dass daber die zunichst fiir vollstindize
Determinanten geltenden Gleichungen (2) oder (3) auch fiir partielle Determi-
nanten in Anwendung gebracht werden diirfen.

Unter der Voraussetzung, dass fy...... By und Byl ky zwar beliebige,
aber nach der Reihenfolge der natiirlichen Zahlen geordnete Zahlen aus der
Rethe I...... nsind, und dass by , 4...... %, und Iy 4 1+++-+-k, diejenigen, eben-
falls in natiirlicher Ordnung befindlichen Zahlen sind, welche nach Wegnahme
von fig...... hy resp. by...... k; von der Reihe 1....... n tibrig bleiben, gelten

daher die (iluiuhungen:

h AR L () () (7))
Jrasame ?- ; |"I] I‘II-_I ; k- i A
A(ﬁ L;{)_>fufj El‘rh Fg“g ...... EJ“'A;L:d(f,.....,i";l‘}

o '!,'J_ = Ferm, :)'{1 e 'E:.:‘. "|




R kb * h N l_iaﬂ |: hy j |r4”.’
und (;1 [ kl):/qui(ka—l--f'” kn)—\{—-fj E ;il'r-...F{P 5
1 eee By — R R / A1 Uy

| .= Ferm, [

;J.—:—I""
I;”:&I:irl+lr.;....gﬂ:|

_|_|I' CR

A .'i—
‘_". L L* {J"JI‘} (rhy)  (Phy e Ir]‘ [-"'".-.]
/[1-—1") Fq_fj....fj 'TE} F‘r”}.l__;_}....ﬁ a8,
Tl = Perm. (k.. k4 ); f_., + I i = ST FrEE [kl-é- S

s ist aber nach Formel (#) der voricen Nummer:

e }a)_cﬂh; BN M 1T T ) ): LG,
5'>_h_ a1 L.
.\ (7 2

ipan
AL s 1) = 0(lgnnss- L= d oy I+ Db~
F e i .';| i Sk
t £ | il .+I] . AL l
L E LA Lito >F_ k£ — —— wober H fir # (hy..... fin)y
f L} =L
Lifar g il e l,) gesetzt, SJ’L tiir ?a’ _eingetreten ist, weil i .....1; stets
die Zahlen Fy..... k2 in verinderter Reihenfolge bedeuten, endlich d (4 ..... fia)
sowohl wie d (A At e e h,) fortgelassen sind, weil fiy.... 05 und /i SR . &, nach 3

der obigen Voraussetzung keine Derangements enthalten sollen. Es folgt daher:

L4 14 =L— H-+ ‘;'.h _ --Eﬁ- » multiplicirt man daher obige Gleichung mit

Zh ——-21

(— !} F5E. , wobei dieser Factor wegen seiner Unabhingigkeit von den
Summationsvariabeln I anch unter das Summenzeichen gebrac ht werden darf, g0
resultirt:
S-S
b ,r;.’---?- ) 4(1: :,) 5.{:? (f. ..... rJ) 3h
LY N R A AN R Ry
e “H— L E{J:;Hﬁ““FH-,.‘;,_)EE.F;,H_Q | .”Fta',-,” )
! al, % © Uy il
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Die rechte Seite dieser Gleichung wiirde identisch sein mit dem in Gleichung (3)

fiir ]:';‘9 aufrestellten Aunsdruck, sobald 7 ..., .. {, die Werthe aller Permuta-
n

tionen von f......% annehmen konnte. Die Bildung aller Permutationen von
2 Blementen kann aber in der Weise vorgenommen werden, dass simmtliche
Combinstionen ' Klasse aus diesen Elementen gebildet werden, jede dieser
Combinationen auf jede nur mogliche Weise permutirt und endlich jede Permu-
tation der Reihe nach durch jede mogliche Permutation der dibrigen (n—1) Ele-
mente erginzt wird. Macht man dahber in der letzten Gleichung die Indices

kg ..voeo ky zn neuen Summationsvariabeln und bildet beiderseits di¢ Summen

unter der Bedingung, dass &y ......k; alle miglichen Combinationen 4" Klasse
: R S B

von I......n bedeuten soll, so geht die rechte Seite iiber in /S, und man er-
L2

hiillt, wenn noch € ([....n) zur Abkiirzung fir die Combinationen i** Klasse

der Zahlen 1......n Ci]]:__{t‘*.{'lulllll'l wird:

e \ = 1}‘.".' —’__Q'

D _ N T T (b k) T (s

Y= =D A ik G )

---r?h / 'Lﬁj 'I'] ..... '{;{ ':.-_;{:f ": vuwen "2_
R CRERSs Ty R RS A 2 T

als Ausdruck fiir die Determinante n*®™ Grades. s ist dieser Ausdruck noch
einer geringen Verallgemeinerung fibig, die sich aut Wegschaffung der be-
schrinkenden Bedingung, dass Jy....hy hy g g..... Do v kg by ganee fiy
sich in natiirlicher Reihenfolge befinden sollen, bezieht.

/ i ey ¢
Ist in /2"19’ ( fik e ) sowohl @ ......q; als auch #......0; nach der

[ F x
B e e

™ R 1] r . A L
Folge der natiirlichen Zahlen geordnet, dagegen in ﬁ"i“/(l{l‘! L," )-’:’1 Y

seaasa gy

die Indices ay.....a3 5 0% .... 0% die Indices &;......0; in beliebiz verinderter
1 A3 i i I

Reihenfolge, so hat erstere Determinante zu ihrem Ausdruck nach Gleichung (3)

' ey ) N i ‘!__'IH {'IJF."'} I"“u"--"' I:'“r.".‘:I
_?/( : 1) \l:--m e by d=d(a1..0..0a)
A

. Era . Enl e el
'rjp...‘..'r'.".' / il LR |£",I
Er B ey Ij‘}r — Perm, :-'.J FEpgn .'J}._'I B—d L.'Jll anaiee '.'{.?.- J

und die letztere Determinante nach Gleichung (2a)

4 i i !'l” i A | { \ (] L
1 O ey L Paly) .l|"||‘_,,:| Wraiey i T b
) S L e (e

da Ha a g
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Fyoooph = Perm. (0 L W) = Perm. (b by)




Es ist aber nach Gleichung (a’):

BAiA SNy, £ )
ri'( 5 5 ) =— ¢ (frocvarfs)—d (B il b ) mad 2.
Alacrees B2 T
ik bl B — 8 (M. b

r:{ '.lrl
b SRATE - ; IR i E g A
Multiplicirt’ man daher die fir /{J/( 1 s )1\11!;5‘.‘51(‘”'[0n]qlm]mtlg
‘ peeen Uy

N PR o) Ut Vg

beiderseits mit (— /) 41 'so wird ihre ‘rechte Seite

i}

i
identisch mit dem fiir /:‘i'{ ( Bynlb a6 ) hingestellten Ausdruck. Es ergiebt
sich darans die Regel:

;»30ll eine Determinante hezogen auf ein System, dessen Hlemente ihre

ceordoet haben. statt dessen

Indices nach der Folze der natiirlichen Zahlen
auf ein System, das zwar aus denselben Elementen aber mit belichig anders
gl.*_[_!l'(l[[['ilfll Indices |_Pl‘_':;‘|.1‘ll:..| I'rt!?,'i_'l"___.fl,"]:l werden: so 15t diese letztere noch mit
demjenigen Vorzeichen zu versehen, welches den Derangements der Auf-

einanderfolge der Indices in d

er neuen Urdnung entspricht®.

Der Vereinfachung wegen mag dieses Vorzeichen, welches aus der Umstellung
der Indices der Systéms-Elemente hervorgeht, dadurch vertreten werden, dass
diese Indices, statt wie bisher in einfacher Klammer, in doppelter Klammer neben
das Determinantenzeichen /’/ cesetzt werden; man hat daher unter der ohigen

Voranssetzune, dass a e die nach der Folee der natiirlichen Zahlen :4'1’_‘”1‘1[—
: : )

neten Indices a* .... {f",‘ und .‘lrl ey diean derselben Weise ceordneten Indices
1 o

r-"-| L h ; i} ["J] naae 'i';]. ) — d {'I"| saiae 'I’J}'_ ) e [ ""] eaa “.}- )
: " : ' i | ] i—q ; |"."[ Pk ".-'l:‘- ]
~

Y i / .
((E1leda iy il e S
||'|]|'i ﬂ“l:'l] /E'gf (( b i )} — /ﬁ{){ (\ b Fes . EWEal 1‘1I|:J|t'!5ll|'l:_l.'1'_lll. I.].Jq- IE]".‘-
- — il - # e __':’- -

[ 1= f':‘l; bedeuten:

A A,

Doppelklammern in zweifacher Weise auftassen lassen: entweder vertreten sie
das den Derangements der von ihnen eingeschlossenen Indices entsprechende
Vorzeichen: oder 5i1,~|:r.|:'t.~__:_c-u an. dass diese Indices in der Reihenfolze der natiir-
lichen Zahlen zu denken sind. Die Ausdehnung der Anwendung solcher Doppel-
klammern auf die zweite Bezeichnungsart partieller Determinanten, die in Dei-

fiigung der bei der Determimmantenbildung auszuschliessenden Indices neben das
erchon Z) bestandl, ergiebt sich auns dem Vorstehenden von celbst: entweder

werden auch lier die zuriickbleibenden Indices durch die Doppelklammern in




el [ e

die Folge der natiirlichen Zahlen gebracht; oder es wird durch sie, wenn die
Art der Untersuchung es vortheilhafter erscheinen'lisst, keine bestimmte Reihen-
folge der Indices vorauszusetzen, das den etwaizen Derangements der zuriick-
bleibenden Indices entsprechende Vorzeichen vertreten. Je nach Umstanden
wird ¢s geeignet sein, die Doppelklammern in der einen oder der anderen Be-
deutung aufzufassen: fiir solche Fille, in denen aus gegebenen Elementen resp.
Indices die Determinante zu bilden ist, wiirde die erstere Bedeutung vorzuziehen
seit: fitr allzemeine Untersuchungen dagegen, deren Natur es widerspricht, sich
an andere als durch sie selbst bedingte Voraussetzungen zu binden — die
letztere.

Indem den partiellen Determinaunten, als deren Productensumme @ oben

Tl

dargestellt wird, solche Doppelklammern beigegeben werden, streift die dortige
Gleichung die Voraussetzung ab, dass die Indices h.... hygl Maly goidi o B

hY na

Eavann By Brggee.. by je nach der Iteihenfolge der natiirlichen Zahlen geordnet
zu denken sind, und man erhilt nunmehr als allzemeinen Aunsdruck der voll-

stindigen Determinante ™ Grades die Gleichung:

IR \ _ :\_’_.""‘ _r + byoovs MAY T ol Ay
4) é‘?) : et _“_S‘?T" (( ki....iky )J [M‘?) (( ko by ))
n fl H—
fep ooy Cytaain)
Die entsprechende Gleichung:
byl = Cy{doeaom
480, ) . D A ((706) B ((53508))
" i H—,

in welcher die oheren Indices als variabel, die unteren als constant anftreten. be-

darf keiner besonderen Herleitung : sie folgt unmittelbar aus der Gleichberech-
: : : i3 % )
I:.'I:_;ll“:_f der oberen und unteren Indices in -‘1?).

Wird das in Gleichung (4) ausgedriiekte Princip der Zerlegung einer De-

terminaute in ein Aggregat von Producten je Zer partiellen Determinanten anf

r\.
3 B |

. fi h. 4
LD Loesse % : - 2 e 1 1 -
/:'.'r' . ) von Neuem angewandt, indem diese partieile Determinante
A j

fir eine vollstindige in Bezug auf das System der mit den zuriickbleibenden

Indices behafteten Eleniente angesehen wird, so erhilt man, wenn u eine be-

liebige zwischen 4 und n liegende Zahl bezeichnet:




D (11)-

*g : 3.-1 L .LA
e s A i—

YR R A h Kk A )
N )
e —ﬁl. kl;.__l_f...-‘lu _ | BERCR M | ;;_l_lll..‘.ll'!r *
/ |“-" u—_u
1 Ty (RTINS ore
wobei S- it — 51.1'1 die Summen der Rang-Indices vorstellen, welche
O R RS T I R

Phyy goeee Py, YOSP: Oy 4 geens O in Ph.... 2, resp. ¢ ....¢, 3 besitzen,
falls die beiden letzten Complexionen die nach Ausschluss von py ... Py, resp.
hy.oo. Thy BUS Pr.... Py, TeSp. f1.... 4, zuriickbleibenden Indices - Heihien dar-
.*g.tc”q:n.

Um das Yorzeichen hievin durch /4 ... ,:"elu resp. £y ge..a by selbst, d. h.
dureh die auf die li]'spriiugﬁnhell Indices-Iieihen PrreesPn Te8P. 1 o.u. g, be-
ZOgEnen Rang-Indices auszudriicken, ist es nothig, noch einmal auf die Gleichung
(d) am Sehlusse von Nummer 2 zuriickzugehen,

o L L
lis war dort }_ = 2 {m._,+” =d(hetpy) — 0. .qp) — d(Gyg... %)
gk v
Da auf der rechten Seite dieser Gleichung von simmtlichen Derangements der
Complexion #;....7, die Derangements der Theilecomplexionen 1;....4. und
Tpag -1y in Abzug kommen, so stellt sie die Anzahl von Derangements vor,
welche die Indices-Gruppe gy 4....7, gegen die Indices-Gruppe 4 ....7; (ohne
Riicksicht auf irgend welche in jeder einzelnen Gruppe fiir sich bestchenden . ¢
Derangements) besitzt.” Solche Derangements von Indices - Gruppen gegenein-
ander mogen fiir den Augenblick durch Vorsetzung des Buchstabens d vor die
nebeneinander gestellten und durch verticale Striche von einander getrennten
Gruppen bezeichnet werden; so dass man also die identische Relation hat:
d (ay....a, Oggfeeeely | Ugtgeeestly oonn| u!:_-__f....a‘,j — {

0 (a1.-.0,)—d(ar...e,) —dla .y g...03) — f'l'f"-'rff,lnlr, o “;1’) o — t}ll:ﬁy_,__r vandy, )
Mit Benutzung dieser Bezeiclmung hat man daher:

B = ) i) = d (Mg e B RaE )

A—-1..... I
Es ist aber:

ifl;nrri..fi;l fn';‘_l_;...l'lf” "'l",u-}-.f--"r‘n J hiIIL.I?fl...Iff_j_ | 'F‘?.-F-I"':‘u ) -i— d {"il"J.-ei—.lf";'rlu | lrl'lu.:._;---lrlf,,)

i

3 Db~ D L a (R e cha )
P

=

und anch:
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d( bty | By gy Pl p gy ) = d (g | By gqehy )+ d ey | Ryggeatin )
||"'Uf1-«ff:. hager-hiy ) + Z" — et

Eliminirt man aus diesen 3 Gleichungen d (hy...Ay | Ay g... '&.ﬂ hgegee s hin )

und d(hy gk, .“ R Ay, ), so resultirt:

Sk =d(hdy ﬁ,-._,f__,,,h“)+>_{;__ ZI sl | 1600 i)

=S EeTE i

I|J'k‘!‘l .-'t} .l‘rfJ_; .lrru}—' >J‘l! ;‘.flil—;‘.)

R
In derselben Weise

S dih k| Btk Z& B

Al p A=p=1..
Folglich = -
‘>—h, —% —Zﬂ bd (haehy | Ry g gehy) — & (kyoky | Ry goky)
RI— i ,-'—‘—I AT eas it A1 y :

Setzt man nun fest, dass du, Anbringung verticaler Trennungsstriche
zwischen einzelnen Grupper derjenigen Indices, welche sich neben dem Deter-
minantenzeichen der einen oder der anderen Art befinden, der betreffenden Deter-
minante das den Derangements der Gruppen gegeneinander entsprechende Vor-
zeichen beilege, also dass man die identischen Relationen hat:

(([:]..:{” Uyt p.tg |.on “.“'E‘I"'“*' )) L
.r_'%li'; by.b, | ‘!’«-{—I"f‘a' bu_i_f--ﬂr.l" 44

d (a1..a, A fo Bg | oon| Bpef oo By) — d (b0, b“'{‘f""'ﬁ' '. h.ﬂ‘l‘f"h“] ay..a,
S )
(=1 AG3))

und

Ep. ((ﬁl..u« (.l“_l_lr..ftﬁ : ”,uJ,—Ih”.- ) t:
E) I|IJ[---'!r-‘;. | L“'l"'r"ﬂlf? | wan EJ | !..I‘JJ,

d{ar.a, | a,q.a @yt foey) — d (by. by | boa g

e P o i - [l L=t *, " i e ] s ‘I:'.""l_‘_"l“’LIF-J I] 1y . C"'y-
(_' ‘r] 1 Eﬁ) ((EJ]--I’.?.,))’
hyea iy
rP!!t die obi; g8 [rll.mln:lutr fiir [) (( )) itber in:

Ep b, Ry 5
) ((a5n)) =

R=—A4

D o d 41(( siia) B ((sialetine)

n—p

H_H "‘F — (iu__;_ (I...n; exel, Ii,.?.'kg_}
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In derselben Weise folgt, wenn v eine zwischen n und n, ¢ eine zwischen

¥ und h::ﬁml]iuhc-, sonst beliebige Zahl hezeichnet:

B ) |

n—ii
\\ . \\ S t\ll‘ £h ( 'I"ri-!-:'.-p /] T VRS S 'i'fr-|-."-- My
A1 e 5 e KPR L ) 55, . |

.,’l T o LI T o 4 q TR A ) l? t( o S e e T J)
i x—u | - oy '

-‘-|_,:1.—] cer k= Ly (Foomg exel, kLK)

JI' i "-'.“. 'r'.'f—:—f i "I'_u "I'_n'--I-J' . 'I":
{F) l kadifa ki [ Rudfo. Fy )
e } :

0 TS h

£ | .l T i K v R i b
\ e i 2 Al (- /ﬂ] IO Y W
// — r,;f dlp » i--f..-[*_,f'_":“r ((J'_-J__i_” \.)) _f/’( -',-I x -I'i‘. o7 11ty {-” -Z'.” Lt -'\.'J.

—* =

Rpdf vee ll'.:l' =L, L R S

Substituirt man in Gleichung (4) der Reihe nach die eben fiir die partiellen
Determinanten (an—A)e", (n—p)*", (n—2)"" w. 5 w. Grades hergestellten Aus-
driicke und beriicksichtiot zugleich, dass

Sk A Db ot o Dl i L =Dk
Y i | j_..;.,ll__.” l;:’-:'ll...l" a1, -1 BN |

und desgleichen

i1 .0 T P g

ist, so resultirt:

H—A Lo

Ll T

Die entspre .chende Gleichung fiir variable obere und constante untere Indices
erhilt man unmittelbar, wenn statt der s die I's als Summationsvariabeln an-
gesehen werden; ihre besondere Auffiihrung mag daher unterbleiben,

Nimmt man an, dass i=p—l=v—u =lete, ,... =1 —o=n—1—1 ist, s0

ghen simmtliche partiellen Determinanten in Elemente des Systems dber. Das
g |

Vorzeichen jedes Product’s wird

s =X n f 4 'I'I.'J' A ”'u' t .-‘-'-'I' | -Ifj ! ' L1 J""'r‘l.' ..."I'-i-:--.r'“ \
kAR ";?f{ji )) /4’/(( gyt e r,}) I /‘:l':/((" - rfi),} /_'? (( feyoiky j _;_ s F-'::: sve g E_r,,,j
A =T

(T B A, T 5 By, e J:'.,_, = e R Rt e < o P i R - ) [, .':',—_l l.._.':'!. l"r a Ll in; exel
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N AT G et 1 L e ke R
,'T..n-—lf .lr....u- ,-I'

{,"_'-'r.z S =
>k >k 11 Sl PO Ry e e A

e - n—1 a=r'1
T =1

:f_r JIJ I
da aber d (&, ). sowohl wie d( k, ) 0 ist, so folut
>__."r Pod (il Tie oos il ) dlhyeeia b)) — {"_;J 5
I oy |
o i . A I"—lrl n
und aneh l‘?_l':' rﬁ'{_.l'.', foar) o mnrli. spdics d(_."q ..... k) -— { -

; . Flhyla b)) —di ko &)
und daber das Vorzeichen jedes Produetes (— 1) :

es wird die Uebereinstimmung dieses speciellen Falles der Gleichung (5) mit der
obigen, zur Definition der Determinante n'® Grades dienenden Gleichung (3)
hierdurch ersichtlich. Die in den Gleichungen (4) und (5) ausgedriickie Eigen-
gchaft der Determinante a't Grrades ist suzenscheinlich keine andere als digjenige,
welehe das bekannte Theorem von der Zerlesbarkeit einer Determinante in ein
Aggregat von Producten partieller Determinanten aussprichit. Abgesehen von
der ihnen eigenthiimlichen und fiir jeden bhestimmten Fall einer Determinanten-
Entwickelung vortheilhaften Art der Vorzeichenbestimmung der einzelnen Terme,
eigenen diese Gleichungen sich durch die streng algebraische Form, in welcher
sie die Determinanten allzemein darstellen, zur vortheilhaften Grandlage fiir
allremeine Untersuchungen auf dem Determinanten-Gebiet: in’s Besondere wer-
den durch sie die meist vmstindlichen Feststellungen der Vorzeichen bei Trans-
i entbehrlich erseheinen.

formationen ganz ind £

Wenn in dem System der #® Elemente, auf welehes sich die Determinante

g e : A T "
g/ bezieht, die Indices p; und p;, mit einander vertauseht werden , so andert
gich auf der rechteu Seite der E;]L-i,rE:nng {4y Nichts bis ;|||t'_¢]:u~‘_ durch die 'llui;pgl-

- 4 T AL TR - g - :
klammer bei -rr|{(( J o J) vertretene Vorzeichen, welches in das entgegen-

[ 5
Y & mwsw s di A

gesetzte iibergehen muss, weil & (A by by .00 chr) und F(de by s oo hR)
uni eine Binheit verschieden sind. Aus demselben Geande geht in Gleichung (4a)
I P e o . =

: 7 !)) befindliche T.'-'up]rcl—

f
ll-]...----l'-‘.

das Vorzeichen, welches durch die bei /:rf'/((
T |

klammer vertreten wird, in das entzegengesetzte iiber, wenn im System der




Elemente die Indices gy, mit gy, vertauscht werden. Da jedem bestimmten oberen
Index im System der Elemente eine sogenannte Horizontal - Reihe, jedem bestimm-
ten unteren Index eine sogenannte Vertical-Reihe des Systems entspricht, so
folgt aus Obigem der bekannte S Satz, dass die Vertauschung zweier parallelen
Reiben im System der Elemente einen Zeichenwechsel der Determinante nach
sich zieht. Aus diesem Satze pflegt die fiir die Determinanten- Theorie iiberaus
wichtige Eigenschaft der Determinanten, durch Gleichheit zweier oberen oder
unteren Indices im System der Elemente zu verschwinden, als Folgerung ent-
Commen zu werden: da die Vertauschung jener Indices einerseits, wie die eines
jeden andern Paars, das Vorzeichen der Determinante findern muss, andererseits
aber auch als die Vertauschung von Gleichem keine W erthinderung der Deter-
minante hervorrufen kann. Die Gleichung (4) oder Gleichung (b) lasst diese
Eigenschaft der Determinanten anch direkt, von dem ersterwithnten Satze unab-
hingig, erkennen, indem fiir den Fall, dass A= 2, Iy = hy — h gesetzt wird, die par-

: i B { B 1 A (pa) (P& L ':'.l'n:l
tielle Determinante 2% Grades /,/é"?{?‘((-':, ; )) (F “i':x-, Eyq --I}— & r;;. TIF.,.!.-. )
| L L rg -3 k1

i

identisch und wunabhingig von deu Werthen der Summationsvariabeln ki, fy
Null wird.
Wenn man in Gleichung (4) eine bestimmte Combination der unteren Indices,

ebWa s s - i, heransgreift, so wird, weil jede Combination unter dem Summen-

‘l)!a —‘) /}p Lt Ji'.'l,i
zeichen rechter Hand nur einmal vorkommen darf, (—1) 1. o )

das Resultat der Zusammenziehung aller derjenigen Factoren \'01‘51151[011 mussen,

] )
mit denen sich ‘f]f e f.*) in der vollstandigen Determinante f )Illll]tl]rll-
/ snmes .i‘lg
>..|'4 l—'\}r_ f? L’J ...... |'I-'_|.‘
eirt vorfindet, d. h. es ist (—1) T W P '5"((1 ...... ))dr-: Coefficient
n—4Aa
/{ff B vosons B2 Sk —5i /p}( hiien hay )
von "!' (('-": ...... ?}",) und umgekehrt (—1) 1.4 """”;"L/—Erg (("'l ----- "--"1)) der
2
.|'l|'1 ...... JrIPl' . ;.:ﬁ_} . . s :
Coefficient von )(( )) in '?j')' Dieser Zusammenhang zwischen
..... ij g4

I'|—

den erwihnten 1“&1tml!{-n Determinanten 4" und (n—4)*® Grades rechtfertigt
nachtriglich die 2 ¢ Bezeichnungsart der letzteren, w elche in Beifiigung der 1H:

ihrer Bildung anszuschliessenden Indices neben das Determinantenzeichen fl i
bestand; es schliesst sich {ibrigens diese Bezeichnungsart an die fiir die Coeffi-
cienten der partiellen Determinanten 1% Grades d. h. der Elemente gelbst sonst

iibliche Bezeichnungsweise an,

S

i

b
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‘}h ....2_4' -51;9 |‘li|_.,.,..;|',i_
Die Auffassung der Determinante [— 1 e G BT U'? filiendne . i
-' .'r[...-...l‘rl,
als Coeflicient von ffrﬂ (( ,?) fithrt #n der fiir die § Spec 1.|.115|.1nu-
: Tl s s s nas
A

allgemeiner Theoreme nicht mnm_—ht.:g:-:: .rkcnntn iss, dass die Determinanten
(ken Grades der Hinheit -Ils.lrh gind. Denn es izt dieser ."A.Llﬂll:‘-:.i!nllr Z1 Fu]_!.;u

\__\murl "} I'l-'[....,-l'l.'l_. .I' |'Ii|_.......l'l|'_.| A\
(—i) fin I f,n’)( R4 B der C oefficient von /Hf,' Sty )

in /(; : da aber dabei sowohl > b wie S;’ = -2 e - g, ausserdem

|'-'[ ey Jr ..... _,!'.? -.Illl’j ..... J.ar“ 2
‘7{( R D = ,,!], f--.-.rr) /) und endlich ':_?)(( N i )) -_./.;{ﬂ
N g (]
ist, so folat, d"'ﬁ"""_.-"fr”' der Coefficient \-4|1|.[5;) i ﬁ? ist, d. h. die Determinante

{14

(e Grades ist gleich /.

Den unmittelbaren Inhalt der {';]ui;-hnmarun (4) und (5) bildete das Theorem
von der Zerlezbarkeit einer vollstindigen (oder als vollstindiy angesehenen)
Determinante in ein Aworegat von Producten aus partiellen Determinanten, wobei
die linke Seite dieser Gleichungen d. i. die vollstandige Determinante als durch
die rechter Hand befindlichen Summenausdriicke dargestellt angesehen wurde.
Die umgekehrte Auffassung, welche den Summenausdruck als zuerst bestehend

gelten lasst und aus ihm die vollstindize Determinante entstanden ansicht, fiithrt

unmittelbar zur Umkehrung jenes Theorems, d. h. zur Zusammensetzung von
Determinanten niederen Grades zu einer Determinante hoheren Grades. In Bezug
auf die, rechter Hand nur 2 Factoren in jedem Term enthaltende Gleichung (4)
wiirde diese Umkehrung lauten:

,Wenn in dem Product zweier belichigen Determinanten i** und
vt Grades, die unteren Indices der Art als variabel angesehen werden,
dass die der ersteren Determinante nach und nach alle Combinationen
Ater Klasse aus den zu beiden Determinanten gehirenden 4 -| » unteren
Indices, die der anderen Determinante die jedesmal von diesen -Lw noch
iibrig bleibenden » Indices vorstellen; und wenn jedes der so entstehenden

Produkte mit einem Vorzeiclien (— 1) bR B versehen wivd (wobei
S sowohl wie S&  die Summe der Rang-Indices bedeutet, welche
sammtlichen nhcren-rmp. unteren Indices einer der beiden partiellen
Determinanten in den rangirten Rethenfolgen der G esammtheit aller

oberen resp. unteren A-- v Indices zukommen): so ist die Summe aller
[ i )




G S

dieser Produete diejenige Determinante (4--2)"** Grades, welche in ihren
oberen wie unteren Indices simmtliche 2 -} v Indices jener beiden Deter-
minanten umfasst.*
Das hierdurch ausgesprochene Zusammensetzungs-Princip fiir Determinanten
driickt sich aus in der Gleichung:

o Seors T ,,.,)),»zf(("m) AR

Bk = Oy (1 aadg ¥t Yi k. ky B K= r"j..l"',.

Da, wenn hier einer der Indices fy...... k; einem der Indices &5 ...... K,
gleich ist, die rechte Seite eine Determinante mit 2 gleichen oberen Indices wird,
also verschwindet, und da die Gleichung (4) als in der Uli‘iulmulf {ﬂ) f.*ul':ll:lltun
anzusehen 1st, w eil letztere in erstere ub{]ﬂ‘{hr sobald y—=n—24, ;.. = arrH SEE

by by — 1..n und &5..05 5..1%, = [..n gesetat wird: so folgt .un.h._ dass, wenn
in Gleichung (4) einer der oberen Indices, welche zur partiellen Determinante
s Grades gehoren, durch einen der tbrigen #—4 Indices ersetzt wird, der

Summenansdruck rechter Hand verschwindet. Es filhrt dies zur Gleichung:

T e A ey
DB B -B

ke ok = g FIAT

AL

deren Richtigkeit einleuchtet, sobald man beriicksichtigt, dass alle Combinationen

At Klasse der Zahlen f. . n, mit Ausnahme von /iy .. &j mindestens eine von /.. Aj

verschiedene und natiirlich zu den tibrigen (» — 1) Indices gehdrende Zakl unter

sich haben: dass also von allen Termen, die durch die Variabil

itat von Ay ... ... '3
auf der linken Seite entstehen, nur der eine, der Combination Ay ......4; ent-
sprechende Term zuriickbleibt, und dass dieser Term eben zu Folge der Gleichung

(4) gleich ﬂs;’} ist.

M
Werden den Summationsvariabeln #/,..... 471 einige von den Werthen I.....n
nnzugianglich gemacht, so ist zu unterscheiden, ob unter den unzuginglichen

Werthen sich einer oder mehrere von den Indices Ay......%; vorfinden, oder ob

sie sammtlich zu den Indices hyys...... h, gehoren, Im letzteren Falle vermag
noch immer eine der Combinationen €y gleich by.....0 hy zu werden nnd es bleibt
der Werth jenes Aggrezats @; im ersteren Falle ist fy...... hy nicht mehr von

mn
(13 2u erreichen, und jenes Agoregat wird gleich Null. Die beiden folgenden
Gleichungen driicken das Vorstehende aus:

i) I;.:ﬁ
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N "‘b-fr“—-\}di'c_ 1 g B T k I @
i , DR S | '.p veas 4
{‘” ;{- 'U L 'r"'l_j‘?r!l((k:....'r-'?)) H‘?)((.‘:.:....k;{))— £
5 A e —2 3

Five k= O3 0T -1

und .
Rde Al =y (e oen 'I‘}‘.—.:n h;,l_;_”,:l,_]-....'L” )]

3 N " r , ‘ el cfl

i

byl b= R Sy
' Die Gleichung (7) ist streng genommen identisch mit Gleichung (4), und
Gleichung (7a) identisch Null. Ihre Bedeutung erhalten diese Gleichungen erst
durch den Umstand, dass jede unter dem auf A%5...... h'; beziiglichen Snmmen-
zeichen sich befindende Function von By ......JH; aufzefasst werden darf als
dieselbe l*‘uu:_-li.')n der constanten Indices J...... iy nund als selelie natirlich vor
das Summenzeichen treten darf; und dass umgekehrt jede vor dem Summen-
zeichen befindliche Funetion von fiy...... h, als Function der variablen Indices
Ribas s 7, unter das Summenzeichen gebracht werden darf: ein Umstand, welcher

zu weiteren Transformationen als Mittel dient,

Die Allgemeinheit der folgenden Entwickelung wird dadurch nicht be-
schriankt werden, dass in den Gleichungen (7) und (7a), welche ihr zom Aus-
gangspunkt dienen sollen, statt der constanten oberen Rang-Indices Jy..... T30

SRR PR I, die Rang-Indices 1.....4, 4 -} p-- 1....n substituirt werden,

da die dem System der Elemente zu Grunde gelegten rangirten Reihenfolgen

i

Prese- Py reSp. g1.... g, durch Willkiirlichkeit ibrer Anordnung unter p; ....p3
Pht g 1-e- P GONZ beliebige von den zum System gehorenden oberen Indices
REETRS o ] :
zu verstehen gestatten. Dureh diese Substitution geht in jenen Gleichungen’
T By s . : !
S hoop 2T D eher. was der Kiirze wegen mit 1. bezeichnet werden mag., Die
_I. a 2 3 = =
wra

Gleichung (T) erhilt dadurch die einfachere Gestalt:

N e g () B - B




Erweitert man diese mit dem Faetor

LI AT A ]
- 2n—{ 2y ) nnd giebt der

Complexion A%.... W ) die Bedeutung, die Indices 7....1 zu Il....4,

A4-p-t-1....n zu erginzen, wibrend n-l-7....2n—(pu--4) die Rang-Indices
ht-]iuhiger. nemn llill;’:ll;_{ﬁﬂ‘ﬂtf‘l!l[?]' unterer Indices Qrate 92 —(ut-1) in der ran-
mirten Reihenfolge ¢i....¢qe vertreten: so darf dieser Factor nach der

! n— (1)

am Schlusse der vorigen Nummer gemachten Bemerkung linker Hand unter das

auf &’ beziigliche Summenzeichen treten, indem dann A% ... 4" dieselbe
- 459

J-—-iu
Bedeutung in Bezug anf A’ ....}; annimmt, wie es sie vor dem ."«Llnunmmmr:hen
in Bezug auf 7....2 besitzt, d. h. in dem dort jene Indices die Erginzung von
Byo.oolyza f.. .ok, Adp--1....n vorstellen. Isolirt man in der so erweiter-
ten Gleichung die von den Summationsvariabeln I/ abhingigen und die davon

nicht abbingizen Terme, so erhiilt man:
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Bezeichnet man mit N % die Summe der lulu“'-[mh{t‘ , welche Pheyeecons L in
R
P Pifpt-Lopn als rangivter Reihenfolge einnehmen; mit > i die Summe der
e
Rang-Indices, welche ap, ... 9, 00 9 .oo T 900 oo oe Tan () als rangirter
\ .'e —‘> B
Reihenfolge einnehmen: so ist leicht ersichtlich, dass der Factor{—1) AN
2

unter das Summenzeichen in letzter Gleichung gebracht werden darf, ohne die-
e, T Y ~
selbe zu andern, da >’_" _an und fiir sich gleich =1 5= ist ““dj}- ¥ vor das auf
e £ TR
h' beziigliche bummc—nzeu-h{-n gebracht, diesen selben Werth annehmen wiirde,
Wird nach Hinzufiigung des erwibnten Factors die Summation in Bezng anf »’
vermittelst der Formel (6) auszefiibrt, also
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gesetzt und noch 2 —(Z{ u) durch » ersetzt, so geht jene Gleichnng

iber 1n;
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Durch dieselben Umformunzen, wie Gleichung (8) ans [leilﬂllll!g (1), geht

ans Gleichung (7 a) die folzende Gleichung hervor:

\ L~ '}.-_'I"_' /4?/ (b= gy A1 Ao, n—v4-1
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A=fer
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sie kann iibrigens auch als unmittelbare Folge der Gleichung (8) selbst angeschen
werden, indem unter der Voraussetzung Po—pglonnee Py = Padgeees-s Padto die
linke Seite der Gleichung (8) in die linke Seite der Gleichung (8a) ibergeht,
wihrend die rechte Seite jener Gleichung durch die erwihnte Voraussetzung in

o) . 3 - : 5 G =
/’“ri) eine Determinante mit ¢ Paaren gleicher oberer Indices zum Factor erhilt

und daher verschwindet.

Die Gleichungen (8) und (8a) sind, abgesehen von der in diesen Blattern
angewandten Bezeichnungsart der Determinanten, so wie von der Darstellungsweise
der Vorzeichen, dieselben, welche in Reiss’ Beitriigen zur Theorie der Determi-
nanten pag. 9 Gl (4) und Gl (5) als spm:it!]l& Fille ans dem dort behandelten
allgemeinen Erweiterungs-Princip der Determinanten abgeleitet werden. Die
ihnen dort zu Grunde liegende allgemeinere Gleichung, welche rechter Hand ein
Aggregat von Producten 2er Determinanten aufweist, wiirde durch eine Aus-
dehnung der Variabilitat von #4..... 4%, in Gleichung (7) hervorgegangen sein
und zwar der Art, dass den genannten Summationsvariabeln anch andere, als
zwischen 1 und = liegende Werthe zugiinglich gemacht worden wiren. Fiir den
Zweck der folgenden Entwickelung bedarf es jener allzemeineren Gleichung nicht;
die Gleichung (8) ist es vielmehr allein, die in ihren weiteren Consequenzen ver-
folgt werden soll. Ihr Inbalt, als besonderer Satz formulirt, lautet:

Wird in einer als Aggregat von Producten 2er partiellen Determi-
nanten dargestellten vollstiindigen Determinante die einer der beiden
partiellen Determinanten zugehtrige Reihe der als constant auftretenden
Indices um eine beliebige Anzahl von Indices aus der gleichartigen Indices-
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Reihe der vollstandigen Determinante, die Reihe der variabeln Indices

dagegen um zwar ebensoviel, aber sonst vollig beliebige Indices vermehrt:

it o sieht sich dadurch die vollstindige Determinante mit derjenigen De-

I terminante multiplicirt, welche zu Indices die bei jener partiellen Deter-
minante hinzugefiizten Indices hat.*

Die zu den unteren Indices der partiellen Determinante i Grades hinzu-
getretenen Indices q,17..... «@npy WOTED vollig willkiirlich geblieben, . Nimmt
man nun an, dass die letzten @ derselben gleich den letzten o Indices in der Reihe
G . 7, 8ind; also dass @4, o4f..---  Prfrr = Qumgel oot s 7, 8ind, so gelien

die Gleichungen (8) und (8a) iiber in:

\\ L_‘g T p=—nL.m E} ! A
/f J"_,:' »“c/li(( L“"{-;h n— Jr'.r”:‘ ;,_E_er” L 1._,.:) ﬁ‘j&((;:,“h ))._
= #
e B B SR N PP
_;,_-”%/(u——ﬁ foon, nt-tinty —r_r)/

I : :...f. { LoA—gy A+ 12 te, n—v L ﬁ’j el N
//’ oL P (ﬁ'h,f:;“ n—o-1.n, w1l |'—-rj’) ’f ((.".-1,_,-:-3

By.o ok =03 (1....n)

Und beachtet man, dass hierin die partielle Determinante (A4 2)* Grades alle-
mal wegen Gleichheit 2er unterer Indices verschwindet, sobald eine der Sum-
mationsvariabeln by .. 000, Iy einen der Werthe n—a4-7...... n annimmft, 8o 18t
ersichtlich, dass die Variabilitit von f3...... Fs oaaf die Werthe [......n—0 in
diesen beiden Gileichungen beschrinkt werden darf; man erhilt daber:
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Ersetzt man hierin n— o durch #% also n durch »'+¢, so wird:
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zwei Gleichungen, die aus den Gleichungen (8) und (8a) als der Art hervor-
gegangen angesehen werden konnen, dass die Indices- Reihen simmtlicher dort
vorkommenden Determinanten nm dieselben Indices vermehrt worden sind. Die
erste von ihnen enthalt daher folgende Ansdehnung des oben aus der Cleichung
(8) formulirten Satzes:
wWerden in einer als Aggregat von Producten Zer partiellen Deter-
minanten dargestellten vollstindigen Determinante der constanten Indices-
Reihe der einen partiellen Determinante eine beliebige Anzahl der gleich-
artigen zu dem System der vollstindigen Determinante gehdrigen Indices,
der variabeln Indices-Heihe derselben particllen Determinante dagegen
ebensoviel beliebige Indices hinzugefiigt und dann noch den oberen und
unteren Indices beider partiellen Determinanten dieselben, sonst beliebigen
Indices hinzugeﬁl;__l;t.: so sieht sich dadurch die vollstindige Determinante
nicht nug in ibren Indices-Reihen um die letzt hinzugetretenen Indices
\'L:ruu-.hrt; sondern auch mit derjenigen Determinante multiplicirt, welehe
simmtliche hinzugetretenen Indices zu ihren Indices hat.*

(Die Gleichungen (9) und (9a) stimmen iiberein mit den Gleichungen (7)
und (8) in der oben erwihnten Schrift von Reiss; sowie auch aus der letzteren
von ihnen und aus der obigen Gleichung (8a) die dorticen Gleichungen (9) und
(10) durch die Annahme ¢=4 und »=n—27 hervorgehen.)

Von hesonderer Wichtigkeit sind die aus den Gleichungen (9) und (9a)
durch die Annahme ¢=—v hervorgehenden Gleichungen; es wird durch diese
Annahmc, wenn noch schliesslich »* wieder durch » ersetzt wird:

\ (( A nt1n )
o _1} A Bon R.,?:}J"ﬂ.[— ))[j’)(({l 5.3)) ﬁ’((#; ﬁj,)@
AT N L e :
n{‘a-..,fn‘;':_' f,-';‘vl'\.f. “ﬂ}
i
&
g




{..2—p, A1 240, n+TLim+ .
(#‘.1..,.. ........ ﬂi,n—‘fﬂ )) {-’) JE[ ) 0

(IU&\ — fl % /i]’(

A
k=)

Die erstere lehrt:

. Wenn in einer als Aggregat von Producten Zer partiellen Determi-
nanten dargestellten vollstindigen Deter minante die Indices-Reihen beider
partiellen Determinanten nm dieselben beliebigen Indices vermehrt wer-
den, treten diecse Indices auch zu den Indices-Reilien der vollstindizen
Determinante hinzu, und ausserdem wird diese letztere mit derjenigen
Determinante multiplicirt, welche zu ibren Indices die hinzugetretenen
Indices hat.*

Da in den Gleichungen (10) und (10a) die Variabilitat der & ...... k; ohne
Weiteres auf die 1||."ir£!]'1Ei£' o Ll i --v ausgedehnt werden darf, weil fiir jeden
gsolechen Werth eines der K's die |J:|L't.it'1|ca Determinante (4--»)"" Grades wegen
Gleichheit 2er unteren Indices verschwindet, so ergeben sich, wenn wieder

a4

n-a—n' gesetzt und dann = durel # ersetzt wird, die beiden folgenden

(zleichungen:
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zwei Gleichungen, die I:ILE]].'i:_"'L.'IIS auch unmittelbar ans den Gleichungen (3) und (8a)
hervorgehen, sobald man annimmt, dass qpyfeviee e @uiy = Gapttse=r+Qn ist.

Die erste dieser beiden Gleichungen und die Gleichung (10 verdienen cine
besondere Beachtung wegen der Form, in der sie das Produet einer vollstindigen
Determinante in eine ihrer partiellen Determinanten davstellen; es mige daher
in ihnen die vollstandige Allgemeinheit in Bezug aufdie zur Darstellung gewihlten
Indices wiederhergestellt werden, indem die Rang-Indices 7......4 durch die
belicbigen Rang - Indices Ay ...... hy undn—v4-1...... » duroh fods,

FEBP. Tg o pg fvssies . 1, ersetzt werden, wodurch L wieder durch Sk zn ersetzen
E
nothig wird und wegen der etwaigen Derangements, welche die Indices-Gruppe

Phy iy b Phy, ZOEEN Phy + oo« Py TSP Gy gos - e - G5, BEEOD Gy oev ooy
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besitzen, der verticale 'l”renulm,f_gsstri:'.h mit der ithm oben I::e‘tgele;_;f.en B!adcutung
zwischen den erwihnten Indiccs—[}ruppeu gich einstellt. Die beiden Gleiulmngcn
sind in dieser allgemeinen Form:

N }“ _‘f-" i eee by | B - g eeeslt
ST ) B

Jep—i
J‘I k=
nt1....ntr LD
3r+f...,n-|—]r)) q
u-o]'-.ll
und
NS e,
(Ila}\.-('— DTt Al ’r‘."—"+f““’r“" ED) (% <8
i ?._-'Ip kiiionky | oy gty 2 r’l. ok "',

J'.",.__J'\'_g =l

i /«{17 (( [ PERD PR S ))B

——E rn—r—l—!“" ty Q;'

Der in Gleichung (11) ausgesprochene Satz lisst sich auf das Resultat der

Zerlegung einer Determinante in beliebig viele Factoren ausdehnen, sofern man

nun mehr statt von Gleichung (4) von Gleichung (5) in Nro. 3 ausgeht. Diese
Gleichung war:

\?— A ((“""’;;)) A AT BT
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ki,,:k_;' — {I j F.','+Ir 3] ” = .."—-?- (1. np exel, kll J.J:_} ...,.:_ﬁ'u_i_-;_.-_-'i-r = Lp_g ({..n; exel. !"1"-'.
Beachtet man, dass, unter der Voraussetzung £y, ..... k. vonstant, die Aus-
fiihrung der Summation in Bezag auf ke-1...... k. aus den beiden letzten Fac-
: : 8 I hy- iy | A g e et AR P
toren die Determinante (n— )™ Grades @ 5 i |,{}+f ‘.“ e ';Itl-r-f .45
L2 feyoaidey | Ry goasliy | el K geaaRg

hervorgehen lisst und dass desshalb auf sie als auf eine in ein Aggregat von
Producten Zer partiellen Determinanten zerlegte Determinante die in Gleichung
(11) enthaltene Regel angewandt werden kann, dass also durch Hinzufirung
» beliebiger Indices an die oberen und unteren Indices-Reihen der beiden par-
tiellen Determinanten die als vollstindig geltende Determinante in ihrer oberen
und unteren Indices-HReihe um dieselben » Indices vermehrt und ausserdem mit

L der zu diesen v Indices gehbrenden Determinante multiplicirt wird, so folgt:
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Werden hierin fiir den Augenblick alle & als counstant angesehen bis auf die
zu einer beliebizen der unter dem Summenzeichen befindlichen partiellen Deter-

minanten ~ruhr":;-irrm: Indices., es sei dies die partielle Determinante

1".' i ~
/q?( (( ..-|- ﬂ. , so wiirde die Ausfihrung der Summation in Bezug
P ) li i

L ot

auf die variabel gebliebenen k&, s....k; aus dem ehen erwahnten Factor und ans

et v SR A e e !
@ ((” ',;} ;,Lﬂ_r I{,H )) die Determinante (n-}-v—g)*" Grades
AP - R S T

= |J—|’
A7 e i Bt Sl ; !
." : 2 hervorgehen lassen, eine Determinante, welche
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die Indices L v oben und unten h@sit:tt, so dass, weon man
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liesse, die in Gleichung (11a) ausgesprochene Transformation Platz griffe, d. h.

! 2 % ’ =1 ... 519
zu jener Determinante (n--v—g)"*" Grades der constante Factor & (” 1 n-l--r)

.
hinzutreten misste. s ist ersichtlich, dass sich jedesmal, wenn eine der fol-
u'g”[]gu I:.utullu n Determinanten unter dem Summenzeichen in ihren beiden In-

{Iup.-]{mhm um dieselben v Indices vermehrt wird, dasselbe wiederholt, d. h. dass

der constante Factor /{{ﬁ (: i:: : :) hinzutritt und gleichzeitig die mit
=

dem Zeichen ﬁ@ versehene partielle Determinante von den ihr beigefiigten

Ausschluss-Indices digjenigen verliert, welche die betreffende erweiterte partielle

Determinante besass. Setzt man dies Verfahren so lange fort, bis die letzten

Ausschluss-Indices verschwunden sind und daher anch alle Summationen erledigt

: . i LD ; S A W
sind, so hat offenbar das zuriickbleibende /;9 den Factor f.,{ﬁ (:;_[_‘f a0 :z | 11)
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hﬁ‘i""hr)) i\ go viel Mal bei sich, als die Anzahl der partiellen Determinanten /iﬁi(( % ” ))
[ .73

jf’_ s |‘e ...Aﬁ.
e f‘ﬁ (( f;r“. )) ﬂ (( ”—H )L )) betragt, und man erhilt daher
)) l ;]m Gleichung:
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wobiei » die Anzahl simmtlicher partiellen Determinanten vorstellt, die sich unter
dem Summenzeichen linker Hand als Factoren jedes Term’s vorfinden.

A

Der in dieser Gh:it:]]ung Llllﬁgl‘ﬁ}ll'f}tfilﬂﬂﬁ S:tz findet sich in der mehrfach

i

-
,

o o

erwithnten Schrift von Reiss pag. 14; auch der hier eingeschlageng Beweisgang

schiesst sich dem dortigen an, abgesehen von der formellen Darstellung der Be-
weismittel. Mag auch der Ausdruck des Satzes selbst von dem dort gewahlten

unterschieden werden durfen. Bcrl"l.cksiu]ltigt man nimlich, dass die rechte Seite

der Gleichung (12) unabhingig von den Grossen 4, p.... ¢, ist und nur in dem
| Exponenten r— I noch erkennen lasst, wieviel partielle Determinanten

. als Factoren der Glieder des Aggregats, in welches @ urspriinglich  zerlegt

n
wurde, auftreten; aber weder, welche noch wiewiel Indices die einzelnen
partiellen Determinanten in jener Zerlegung besassen, so ergiebt sich fiir den
Inhalt der Gleichung (12) der folgende Ausdruck:

»Werden in einer, als Aggregat von Producten partieller Determinanten
dargestellten Determinante den Indices-Reiben simmtlicher Factoren die-
selben sonst beliebigen Indices hinzugefiigt, so ist das Resultat dieser Er-
weiterungen nur von der Factorenanzahl in der urspriinglichen Zerlegung
abhingig.*

Dass dieser Satz ohne Weiteres wiceder die Gleichung (12) ziebt, als deren

Inhalt er erscheinen soll, folgt unmittelbar aus der weiter oben gewonnenen Er-
kenntniss, dass die Determinanten 0%* (3rades der Einheit gleich sind.  Wiihlt

man namlich als Darstellung der Determinante @ einmal die in Gleichung (5)
n
der dritten Nummer hingestellte, deren jeder einzelne Term » Factoren enthalten

4*
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mag, dann aber als zweite Darstellung derselben Determinante die identische

r—1 ; = i
Relation ﬁ) /,gﬁ| !C‘?‘?) so muss nach obigem Satze das Ergebniss der
o) ; n

Erweiterunz simmtlicher Factoren in heiden Darstellungen dasselbe sem, weil
die Factorenzahl in beiden Fillen dieselbe ist. Es ist ohne Weiteres ersichtlich,
dass die Gleichstellung dieser beiden in ihren simmtlichen » Factoren erweiter-
ten Darstellungen eben die Gleichung (12) ist.

Dass hierin der sogenannte Sylvester’sche Satz, sofern er die Erweiterung
sammtlicher Elemente einer einfachen Determinante durch Hinzufiigung be-
lichiger, aber fiir alle Elemente sich gleichbleibender Indices betrifft, als beson-
derer Fall einbegriffen ist, Hisst die Zerlegung der vollstindigen Determinante
n'™ Grades in Producte aus n Factoren d, . die zur Definition der Determinante
nts Grades dienende Darstellung erkennen; oder mit anderen Worten: der In-
halt der Gleichung (12) geht in den fiir einfuche Determinanten geltenden Syl-
vester’'schen Satz iiber, sobald die in Gleichung (5) mit inbegriffene Gleichung
(3) der dritten Nummer als Zerlegung der Deterininante zu Grunde gelegt wird.
Die Gleichung (12) geht dann tiber in:
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H—=6Ch....h,); K=28(ki....k; ), was 1 Worte gekleidet den er-
wihnten Sylvester'schen Satz aussprechen wiirde.
Zu einem Ghnlichen Satze, wie der aus Gleichung (12) abstrahirte, gelangt

man, wenn in Gleichung () simmtliche partiellen Determinanten dureh ihre

Coefficienten in fg ersetat werden., Bezeichnet man das Ergebniss dieser Er-
n
setzungen der Kiirze wegen mit ' und beriicksichtigt, dass der Coefficient von

h 'S
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durch (—1) 7 2;; _S /7((‘f % )) /2477((;;; )) durch
(——h%r “ Arr u@ (F‘L’I - ))m ...... /gfv[((“ﬂ'f ’T‘f)) durch

TR

h — Nk
r—z,}%:.., %—! ;ﬁ,f (I‘EH“"T" )) and endlioh
_ﬂ__{;-d] ﬁ'ﬂ_!_f...ﬁ‘;
? ) .II“. welty | ﬁ;_]_i_f.,.fr‘u 'i"-“‘l-f""h'f Forok:
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ooy Z'{ faooieg | A [ fi I
=i ‘.r' /{[f peaadiy | A--1rs LRI B o i )) argetzt werden
") (( .It}‘ | Jrl? 1_‘ e IE:.” | sasns ;L“.j:_;.. J"r

muss: 8o erhilt man, mdem noch

D iR i D kil DA _-Si | SE; —Dk
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durch seinen Werth - 1 ersetzt wlrd, f.he Gleichung

E_\ \ P @((’l’i,f(")) @}((ﬁjj ‘;‘))ﬁfi(( ;,,._:iiiiiiiii))

kiiaky = 0y (Liam)il . a-|—1 = Cr—g [l--'

wobei jeder Gruppe von Su;nnlatiomﬁv:iriﬂbeln nunmehr alle Werthe von / bis n
zuginglich gemacht werden durften, weil alle durch die frither nicht zulissigen
Werthe hervorgehenden Terme in Folge des Eintretens 2* gleicher unterer In-
dices in die partielle Determinante ##* Grrades

h Jea | had-1echu | bg -G
4 (( ;! ﬂj: | Aj 5 .{'I: | ﬂ:- 1 : }JI )) vernichtet werden; nimmt z. B.
G A waliife | T dasssfiE

T

eine der Summationsvariabeln kst 1....kr — einen der ihr friher nicht zuging-
lichen Werthe ky.....k, etwa k, an, so findet sich in der erwithnten partiellen

Determinante £, sowohl unter den Indices E‘i.....ﬂ‘d, wie auch unter den Indices

ky-1....k. also 2 Mal. Durch diese Ausdehnung der Variabilitit der s in
oE dem eben fir F aufzestellsten Ausdruck, kann die dort bezeichnete Summation
; als eine (*—1)fache (r bezeichnet die Anzahl der Factoren in der nrspriinglichen
¢ 'fu:rlugung), fiir jede der Indices- Gruppen 5‘1....1".')‘1 a'::'i_ a4 I....J{‘Iu: ete....k, b fioivekr
: besondére, von den iibrigen unabhingize aufgefasst werden. Fiihrt man zuoerst
die Summation in Bezug auf die Indices-Gruppe k;....%7 aus, in dem man nach

_ Formel (111) setzt:
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go folgt:

E-@> \><—n%’i e (k) B((“*”’))/éf ([l

fi- |- ) i [ 1=}

Fjef- 10k }k—?{f #); aej kgt-1--ky = Cr—g (L.
"v[an erkennt sogleich, dass jede fernere Summation in Bezug auf eine deriibrigen
unteren Indices-Gruppen vermittelst derselben Formel (11a) diese Indices-Gruppe

und die ihr correspondirende obere Indices-Gruppe unter dem Summenzeichen

verschwinden lisst und dafiir cinen Factor %ﬁ') hinzubringt. Nach Ausfithrunz
g _FI

| . : : L L. ) e
aller (»—1) Summationen ist daher die rechte Seite in ﬁd iihergegangen und

man erhilt daher die Gleichung:
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Ware man statt von der Zerlegung der x‘n]l‘ct‘inniif_gcn Determinante @ von der

TR E n
Zerlegung der partiellen Deter mumnte gr 7 bei Herleitune der letzten
1 taan IJ{J =]

J:--l'i

LD

Gleichung ausgegangen ‘und hitte also in

4=

;_, 1 U n; exel. 1.4 1J; "I”-JL-L—J‘"'I'.-“ 3 (1.n; exel, H..A’z . e e - —— {'r- S Ij..u; excl. .‘:|.J::ﬂr . I...I?”j

O
M=

[ R




a1

gimmtliche Faktoren durch ihre Coefficienten m F;) ersetzt, so wire statt des

letzten Factors in dieser Zerlegung
D

Yf; --5"5 | Ze .—>: 9000 AL PO S e | S m:. rL,
{—I_J .. = '_“ ’:1--'{‘_1 | '{'f:-{-l"ﬁllu =) "ra-f—l J{ L !_l

eingetreten; dieselben Umformungen, welche vermittelst der Formel {llu} zur
Gleichung (13) fiibrten, wiirden auch hier durch die (»— 1)fache Summation den

Factor ﬁ,ﬂ (#—1)mal hervorbringen, aber ausserdem den Factor

o U\{ >j /4!(( 5 )) zuriicklasgen: und man hat daher:
}:.fr m:?k ‘12: : |‘!",| - +1. .l"f-; Zé? -I'l-’i .ﬁm vir | - :I‘ ffr.gll 9
T Toe { Fot1..k 4 \ by ky e An.l Lokellnly
-'L - T :1 .r~ 0

AR _ f_} I:]-“H, excl. |‘r[ H |'I .'- — 'I—” (I,..a’! excl, #]..,J‘-’ﬂ'? EJ"'{UJ

(—117--4* |j9 A w ((“""' ))

Mit iuu-ksurht du—.mi dﬂ.bs in den Gleichungen (13) und (14) die rechte

Seite weder die Zahl der Indices, welche zu den einzelnen Factoren der

urspriinglichen Zerlegung gehéren, noch auch die Art der Gruppirung der In-

o dices in dieser Zerlegung in ihren Ausdruck irgendwie mit anfnimmt, sondern

g ir;t;ir) nur die Anzahl der Factoren, ans welchen die Terme der Zerlegung bestehen,

! fiir ihren Ausdruck braucht, ergiebt sich der, dem auns Gleichung (12) hervor-
) gegangenen vollkommen analoge Satz:

,Werden in einer, als Aggregat von Producten partieller De-

terminanten dargestellten (vollstindigen oder partiellen) De-

terminante simmtliche Factoren durch ihre Coefficienten in

@ ersetzt, so ist das Resultat dieser Ersetzungen nur von der
R

Factorenanzahl der urspriinglichen Zerlegung abhiingig.*

Wie bei Gleichung (12) ergeben sich aus dieser Fassung des Satzes die
ihm zu Grunde liezenden Gleichungen (13) und (14) wieder, wenn man als 2
verschiedene Zerlegungen der Determinante in Producte aus » Factoren erstens die
allgemeine, deren Factoren partielle Determinanten 4%, (g — Ayen ete. .. . (F—a)"
Grades sind, und dann die aus der identischen Relation

B-A~ B B ) -4 B

f==[




g T

hervorgchende gelten lasst; durch die Verwandlung der r Factoren je beider
Zerlegungen in ihre Coefficienten und durch die Gleichstellung der beiden sich er-
gebenden Ausdriicke, finden sich die Gleichungen (13) und (14) wieder.

Wie das in Gleichung (12) enthaltene Gesetz, sobald die Zerlegung der
Determinante in Producte ans den Elementen selbst zu Grunde geluf_vt wl.lrd{:,
den Sylvester'schen Satz ergab, so folgen durch dieselbe Specialisirung aus den
Gleichungen (13) und (14) die bekannten Sitze iiber Determinanten adjungirter
Systeme: ,,Die Determinante des adjungirten Systems ist der (n — ) Potenz
der Determinante des urspriinglichen System’s gleich® und ,,die partielle Deter-
minante g*" Grades des adjungirten Systems ist dem Producte aus dem Coeffi-
cienten, welchen die entsprechende partielle Determinante im urspriinglichen
System hat, in die (¢ — 1) Potenz der vollstindigen Determinante des urspriing-
lichen System’s gleich®: zwei Satze, deren erster von Cauchy aufgestellt worden

und deren zweiter, zugleich allgemeinerer unter dem Namen des Jacobi'schen

Satzes in der Determinantentheorie eine wichtige Stellung einnimmt. Die linken
Seiten der Gleichnngen (13) und (14) gehen namlich bei der eben vorausgesetzten

speciellen Zerlezungsart in die (vollstindige resp. partielle Determinante) des

adjungirten Systems iiber, wihrend die rechten Seiten ‘die in diesen Sitzen

bezeichneten Functionen werden.
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