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Einleitung.

Wenn sich die Seiten eines verfinderlichen n-Ecks um n feste Punkte drehen, withrend
n(n—1)
2
n—1) (n — 2 . - : . 2 . .
A ‘].)l” ) Sehnittpunkte Kegelschnitte. Da 5 Bestimmungsstiicke, die voneinander un-

n—1 ihrer Schnittpunkte auf festen Geraden fortriicken, so beschreiben die fibrigen

abhiingig sind, fiir einen Kegelschnitt ausreichen, so genfigt als n-Eck auch ein Dreieck. Der
Lehrsatz lautet fiir diesen besonderen Fall: Wenn sich die Seiten eines verfinderlichen Drei-
ecks um drei feste Punkte drehen, withrend;2 Ecken auf festen Geraden fortriicken, so beschreibt
die dritte lcke einen Kegelschnitt. Diese Erzeugungsweise der Kegelsehnitte hat Maelaurin
aufgefunden'. Sie ist ein Beispiel zu der von H. Grassmann entwickelten geometrischen Er-
zeugungsweise ebener Kurven. — Der Grundbegriff der Grassmann'schen Kurventheorie ist
das plammetrische Produkt. Unter dem planimetrischen Produkt zweier Punkte hat man die
durch sie begrenzte gerade Linie zu verstehen. Das Produkt (A B) bedeutet also das von
A bis B gemessene Stiick ihrer Verbindungslinie®. Das planimetrische Produkt zweier ver-
schiedener gerader Linien bedeutet ihren Schnittpunkt. Das Produkt (ab) ist der Schnitt-
punkt der unbegrenzt langen Linien a und b.
Ausser diesen Erklirungen kommen noch folgende Festsetzungen in Betracht:

1. Das Produkt (A B) wird Null, wenn die Punkte A und B zusammenfallen.

2. (ab) wird Null, wenn die Linien a und b sich decken.

3. (Aa) wird Null, wenn der Punkt in der Linie liegt.

Planimetrische Produkte mit 3 Faktoren.

A, B, C sind drei Punkte einer Ebene mit der vorliiufigen Einschriinkung, dass sie
nicht in gerader Linie liegen. (A B C) stellt den Fliichenteil vor, der mit dem Parallelogramm
ABCD gleiche Grosse hat und worin A B mit CD der Linge und Richtung nach fiberein-
stimmt. Liegen die drei Punkte A, B, C in gerader Linie, so ist (A B () = 0. Die Gleichung
eines beweglichen Punktes X, der mit den festen Punkten A und B auf derselben Geraden
liegen soll, lautet (X A B) = 0.

Wenn a, b, ¢ drei gerade Linien einer Ebene sind, die dureh einen Punkt gehen, so
ist (abe) = 0. Die Gleichung einer beweglichen Geraden x, die mit den festen Geraden a
und b durch einen Punkt gehen soll, lautet (xab) = 0.

! Nilhere Literaturangabe findet man in der Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften I11 ()
Kegelschnitte und Kegelsehnittsysteme von Friedrich Dingeldey, Darmstadt. 5. 34.

* Grosse lateinische Buchstaben bedenten Punkte, kleine Buchstaben gerade Linien. Die planimetrischen
Produkte werden, um sie von algebraischen zn unterscheiden, in Klammern gesetzt. (H. Grassmann, .Die lineale
.'\11.‘.|‘||’:]1Tl'|1rlHS]Ellr(", |,.|_-[p:1:ig 1844 & Esl'."': Werk 1.)

(Schlegel, .System der Ranmlehre®, Leipeig 1872, 1. Teil. S. 102 u. #.)
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Die Verbindungslinie zweier Punkte A und B schneide eine derselben Ebene angehorige
gerade Linie a; (A Ba) ist der Schnittpunkt.

a und b seien zwei sich schneidende gerade Linien, A ein Punki in derselben Ebene,
aber ausserhalb der Linien. (ab A) stellt die Verbindungslinie zwischen dem Schnittpunkt
und A vor.

Produkte mit mehr als drei Faktoren.

Fiir die Kurventheorie kommen nur solche Produkte in Betracht, bei denen zuerst
zwei gleichartige Faktoren, Punkte oder Gerade, alsdann immer abwechselnd Gerade und
Punkte bezw. Punkte und Gerade auftreten, abgesehen vom Sechluss, weil nur solche Produkte
veometrisch Punkte oder Linien bedeuten. Bestimmt man den Wert eines gemischten Pro-
dukts durch Ausfithrung der fortschreitenden Multiplikation von links nach rechfs, so erhiilt
man schliesslich ein Produkt von 3 Punkten oder 3 Geraden. Dieses Produkt ist inshesondere
gleich Null, wenn es drei Punkte darstellt, die auf einer Geraden liegen oder drei Gerade,
die durch einen Punkt gehen,

Ferner hat man noch folgende Sitze zu beachten:

1. Das Produkt eines Punktes A mibt Null ist gleich Null.
2. Das Produkt einer Geraden a mit Null ist gleich Null. Hieraus folgt
3. Ist ein Faktor gleich Null, so ist das ganze Produkt Null. —

Wenn die festen Geraden mit a und b bezeichnet werden, die Punkte, um die sich
die Dreiecksseiten drehem, mit A, B, C, mit F und G die Ecken, die auf den festen Geraden
fortriicken, mit X die dritte Ecke, dann lautet die Gleichung des Kegelschnifts, der in der
von Maclaurin angegebenen Weise erzeugt wird, durch ein planimetrisches Produkt ausgedriickt:

(BXaAbX(C)=0 oder (CXbAaXB)=0.

Die erste @leichung sagt aus, dass F, X, C in gerader Linie liegen, die zweite

{#leichung, dass G, X, B ebenso zueinander liegen. Siehe Fig. 1.

Fig.1.

Aus der Zusammensetzung des planimetrischen Produkts kann leicht ersehen werden,
dass der Kegelschnift durch folgende fiinf Punkte geht:
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1. B, denn wenn X in B fillt, so wird BX Null, also auch das ganze Produkt Null,
der Gleichung wird geniigt, das heisst B ist ein Punkt des Kegelschnitts:

2. C aus demselben Grund;

3. K den Schnittpunkt der Geraden a und b. Es fiillt nimlich BK a A b wieder in
K zuriick, das Produkt nimmt die Form (K K () an, was aber gleich Null ist. Mithin ist K
ein Punkt des Kegelschnitts;

4. P den Schnittpunkt der Geraden A B mit der Geraden b. (BPaAb) fillt in P
zuriick, das Produkt nimmt die Form (P P C) an, was aber gleich Null ist. P ist auch ein
Punkt des Kegelschnitts;

5. T den Schnittpunkt der Geraden A C und a. (CTh A a) ist Punkt T, das Produkt
bekommt die Form (T T B), was aber gleich Null ist. T ist auch ein Punkt des Kegelschnitts.

In den folgenden Paragraphen wird untersucht, wie bei gegebener Lage der festen
(Geraden die drei Punkte A, B, (' liegen miissen, damit Kegelschnitte bestimmter Art entstehen.

§ 1

Es erweist sich als zweckmiissig, zuerst die Fiille zu behandeln, in denen ein Zerfall
des Kegelschnitts eintritt, Die Gleichung desselben ist, wenn man Dreieckskoordinaten zu-
grunde legf

an X2 4 2ais Xt X2 1 e X2 + 2818 X1 X3 + 2ass X9 X8 4 agy x5 F=10.
a11 12 A8
Wird die Determinante A = | ann  ass  as

A A3 A3

gleich Null gesetzt, so erhiilt man die Bedingungen fiir den Zerfall,

Entwicklung der Kegelschnittsgleichung (BXaAbXC) = 0 in Dreieckskoordinaten.

Das Koordinatendreieck sei BCK. Die Gleichungen der Dreiecksseiten sind x — 0,
xe =1, xa =10, die der Geraden a und b 1. a:1x - s x¢ — 0, 2, by i + be xo =10, weil sie
durch den Schnittpunkt von x1 =0 und x2 = ( hindurchgehen.

Die Gleichung der Geraden BX ist, wenn &, &, & die lanfenden Koordinaten sind,
Xi, X2, x3 die Koordinaten von X; B, o, o die Koordinaten von B; o, 1, o die Koordinaten von (;
ci, cs, ¢y die Koordinaten von A

it Coiits
XI X2 X3 |=0d h x3&—x &L=1{
[ a vy

Die Gleichung des Punktes G == (B Xa) in Linienkoordinaten ist, wenn 11, pe, pa die
variablen Linienkoordinaten sind :

o e 9

o xs —xp|= 0 oder g Xsp1 — a1 Xepe — a1 xapy = 0.

il il2 o
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Die Gleichung der Geraden (B X a A) lautet

&l Ea (=] r
AvXe —alXs —ar x| =0
(]| [+4] Ca

oder & (— ai e3 Xe -+ a1 2 x8) — £ (B2 03 x2 -+ a1 ¢1 X5) - &3 (a1 1 Xp | a2 ¢ x2) = 0.
Der Punkt F = (BXa Ab) hat die Gleichung

:J.! 1.'..:_'3 !Lf'i
ai(caxs —csxe) — (azesxs+ @i cixs) (ael+azes)xe|=0
b ba o

oder — (a1 e1 -+ a2 c2) by xa p1 + (a1 et + az cz) b1 Xa pe - [a1 be (2 X5 — c3 x2)
+ (82 caxz + are1 xg) bn] ps = 0.
Die Punkte F, X, C liegen auf einer Geraden, deshalb muss

X1 Xz X8
—(atct +asce)baxe (arer +asce)bixe aibe(c2xs —esixe)+ (azcaxe - acrxs)bi | =0
L] 41 o

sein. Diese Determinante ist gleich

atbe(cexa —esxe)x1 + (azcsxe+arcixs)bixi 4 (a1 e1 4 asce) be xaxs =10

oder
(a1 e1 4 as c2) bz X2 x3 -+ a1 (b e1 + be cz) x8 x1 + (82 bi — a1 be) es x1 xe = 0.

Das ist die Gleichung des Kegelschnitts in Dreieckskoordinaten. Die Determinante A
ist a1 bz ca (a1 e1 - az ¢s) (b1 e1 + bz ez) (az by — an he).

A wird Null: '

1. wenn a1 =0, d. h. die Gterade a= a1 x1 + a2 x2 = 0 redugiert sich auf x2 = 0;
Punkt B liegt auf a.

Der Kegelschnitt zerfiillt in das Geradenpaar a = x2 = 0 und b2 cz x3 + bt cs x1 = 0.

2. wenn be=0, d. h. die Gerade b==hi x1 -+ b2 x2 =0 geht in x1 =10 fiber. Punkt
C liegt auf B;

Der Kegelschnitt zerfillt in das Geradenpaar b= x1 =0 und a1 ¢ x3 - az ea xe = 0.

3. wenn es=0. Punkt A liegt mit B und C auf einer Geraden. Die Kurve zerfillt
in xs =0 und (a1 e1 - agc2) ba xz + a1 (b1 ¢1 4 bz e2) x1 = 0;

4, wenn aicit + azce= 0. Punkt A liegt auf a. Die Kurve zerfillt in xi — 0 und
ai (bt ¢1 + bz c2) xs + c3 (a2 b1 — a1 be) xe = 0;
5 wenn biel 4+ beeza=0. Punkt A liegt auf b. Die Kurve zerfillt in x2 = 0 und
(a1 c1 + azce) bz xs 4 (azhi — a1 be)es x1 = 0;

6. wenn azbt —at be= 10, Die Geraden a und b fallen zusammen, was sich als
unbrauchbar erweist. Aus den Angaben kann man auch ersehen, wie die Kurve zerfillt,

wenn gleichzeitig zwei oder gar drei Faktoren der Determinante A Null werden, soweit
solche Fille iiberhaupt moglich sind.

§ 2.
Einer besonderen Untersuchung bedarf es, wenn B, C, K auf einer Geraden liegen
und wenn die Geraden a und b parallel sind, weil dann das frithere Koordinatendreieck

unbrauchbar wird. In diesen Fillen empfiehlt es sich, ein rechtwinkliges Koordinatensystem
zu Grunde zu legen.
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1. Entwicklung der Kurvengleichung in rechtwinkligen Koordinaten.

Man macht den Schnittpunkt K der festen Geraden zum Anfangspunkte und die durch
B, C, K hindurchgehende Gerade zur X-Achse. Die Koordinaten von A seien m, n; von B
p, 0; von Cs, 0. Setzt man die Koordinaten von G gleich x1, xi tgd, von F gleich x1, x2tge,
die des Punktes x gleich x, y, dann lauten die Gleichungen der Geraden F G, BG,CF

x1 xitgd 1 X1 xibg a1 xx o xetges vl
m n L|=U] p 0 1|=0] s 0 1|=0
X oxetge ol X ¥ 1 X ¥ 1

Siehe I"ig, 2.
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Nach Elimination von xi und x2 erhiilt man die Kurvengleichung in der Form:
ye[np—ns—mptgi+ pstgd+ mstge —pstge] - xy[nstgd—nptge
+ mptgétge —mstgdtge] - y[npstge—npstgd]=10
IMe Kurve zerfiillt also in ein Geradenpaar, das die x-Achse y =0 enthiilt.
Anmerkung: Wird das veriinderliche Dreieck durch die Geraden FG, CG, BF
gebildet, dann findet man ebenfalls ein Geradenpaar, das y = 0 enthilt.

2. Die festen Geraden a und b seien parallel. Entwicklung der Kurvengleichung.

Wenn A, B, C die Koordinaten omn p;r t,s haben in bezug auf das Koordinaten-
system der Fig. 3, wenn ausserdem ¢ den Abstand der Parallelen bedeutet, dann sind die
(leichungen der Geraden BG und C I

L gl i L ]| 1 0
a 4 = {)
P el ) i S|
a i | | e (A |

== . - ali ey - L : T, prd
xi, ¢ bedeuten die Koordinaten des veriinderlichen Punktes G, xi, o diejenigen des eben-
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falls veriinderlichen Punktes F. Eliminiert man xi, so erhiilt man die Kurvengleichung in
der Form:
(nt—et—np)y*+(es+nr—en—ns)xy+(cns—ers)x
Fenp+ert4+nps—nrtjy—enps=10.

; A Y-Aehise
G b

X Hehse o/
T >4
Fg.3
Entsprechend § 2. 1 tritt ein Zerfall der Kurve ein:
1. wenn B auf a liegt, d. h. r=c¢. Die Gleichung der Kurve kann in die Form
(v —¢)[(cs —ns)x+ (mt—et—np)y | nps]=0 gebracht werden. Die eine Gerade ist
y =—c==a, die andere (nt—ct— np)y -+ (es—ns)jx+nps=10;
2, wenn C auf b liegt, d. h. s =10. Die Gleichungen des Geradenpaares sind dann
y=o0=b und (nr—cn)x+ nt—ct—np)y+enptert—mnrt=0;
3. wenn A auf b liegt, d. h. n=20. Ks ergeben sich die Gleichungen y — r und
sx—ty=0;
4. wenn A auf a liegt, d. h. n=e¢. Fiir diesen Fall sind die Gleichungen y =5 -
mM—1r)x4-py—np=10;
onl
prs 1= (. Unter Beriicksichtigung
t 81l

5. wenn A, B, C auf einer Geraden liegen, d. h.

dieser Bedingung ergibt sich die Kurvenvergleichung:
[x(e—1r)+y(p -t)+rt—ps] [ylrt—ect—ps)+ecps]=0.

Bemerkung: Liegen A, B, C auf einer Parallelen zu a bezw. b, dann zerfillt die
Kurve in ein Geradenpaar mit unendlich fernem Schnittpunkt. Man braucht nur n=r—=s
zu setzen um die Gleichung desselben (y —n) [y(nt — et —np) + epn] = o zu erhalten.

Der Abstand der Geraden y —n=o0 und y (nt — ¢t —np)-+ecnp=o0 wird um so
kleiner, je kleiner die Entfernung BC wird. Wenn p=t, d. h. B und C zusammenfallen,
kommt die Doppelgerade (y — n) ? = 0 zustande.

6. Wenn B und C auf der Parallelen zu a bezw. b liegen, d. h. r = 8. Die Kurven-
gleichung nimmt dann die Form [(nt —ct —np)y +ec(s—n)x+ecnp](y —s)=o0 an,

8 3.
Die Parabel.

Die festen Geraden seien parallel. A liege auf der Mittelparallelen, B und C auf
der Senkrechten zwischen den Parallelen, aber symmetrisch zu ibmen. Die drei Punkte bilden
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also ein gleichschenkliges Dreieck. Die Seite, deren Ecken anf den festen Geraden sich
bewegen, drehe sich um A. Siehe Fig. 4.

Fig

Haben die Punkte A, B, C die angegebene Lage, so entsteht eine Parabel, Auf dieser
Parabel liegen B, C, P, T und X der Scheitel. Man erhiilt ihn dadurch, dass man F G senk-
recht zu a und b zieht und BG und CF bis zum Schnitt verlingert. Der Nachweis, dass
eine Parabel entsteht, kann in folgender Weise erbracht werden: PT und B C sind parallele
Sehnen der Kurve. Die Gierade A X, auf der X und der unendlich ferne Punkt der Kurve
angehoren, ist also ein Durchmesser. Der eine Endpunkt dieses Durchmessers ist im Un-
endlichen, folglich auch die Mitte desselben, was nur bei einer Parabel eintritt.

Die Brennweite wird um so grosser, je niher BC an A liegt. B und C kinnen auch
ausserhalb der festen Geraden, aber doch symmetrisch zu ihnen liegen. Auch dann erhiilt
man eine Parabel. aber eine solche, die mit ihrer konkaven Seite nach rechts gerichtef ist.
siehe Fig. 5.

g N

Die hier mitgeteilten Ergebnisse mogen auch durch Rechnung unter Zugrundelegung

eines rechtwinkligen Koordinatensystems bestiitigt werden. Die folgende Entwicklung bezieht
o
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sich auf Fig. 6. Zur Erliuterung derselben diene folgende Bemerkung: K sei ein Kurven-
punkt mit den Koordinaten x, y, B habe die Koordinaten o,r € o,8 A m,n.

e

"}’:/ﬂ:&se A v Aehse
G G Jrl g

v

X - Aehse Y, ; - % Ky
< S

Pt
H-Aehse e o e 0 4
-< = 74
Aus den Gleichungen der Geraden
m—xt 2n 1 m- X1 0
GE= 0 r 1| =0und F K= 0 g 1| =0
X Y 1 X ¥

worin F Fi = G (h = xi erhilt man nach Elimination von xi die Kurvengleichung
L my?—sn—sx—2mny+ms(2n—s)=10, wenn man beachtet, dass s + r=2n ist.

Man hat nun die in der Theorie der Kegelschnitte wichtigen Determinanten A und
Ass zu untersuchen. Hat die allgemeine Gleichung 2. Grades die Form

anx*4-2aiexy +aey?+ 2aisx +2amy + a1 =0, so hedeutet A die Determinante

all a1z 413
a2l a2 ara
ail aiz aks

und Ass die Unterdeterminante von ass. Vorausgesetzt wird, dass aw = aw ist.

— 8% (n — 8) “m

A wird in unserem Falle , also von Null verschieden, wenn s,-;{u,

Ass wird Null. Die durch die Gleichung I dargestellte Kurve ist eine Parabel.

o ks : : ; : m (s — 1) ; :

Die Koordinaten des Scheitels sind x = o e Um die Brennweite zu
bestimmen, muss man die Scheitelgleichung herstellen. Sie lautet auf das Koordinatensystem
i s n—sls .

X Y bezogen Y2= t ) X.

Bemerkung: Es ist klar, dass auch eine Parabel entsteht, wenn in Fig. 4 die von
G ausgehende Dreiecksseite durch (! und die von F ausgehende durch B gelegt wird. Diese

Parabel, die konkav nach rechts ist, besitzt die Scheitelgleichung Y2 — Uz r)r}:. Da m

negativ ist, n — r ebenfalls, so wird der Parameter doch positiv. Siehe Fig. 7.




Von Interesse ist auch festzustellen, welche Kurven entstehen, wenn die Dreiecksseite,
deren Kcken auf den Geraden a und b verschoben werden kinnen, sich um B oder € dreht.

¥ 4 A y-ﬂcﬁse
&

|

X
/ £} \\\\ 2

- Aehse

£ Z
Fig. 7

Man wiirde demnach noch 4 Kurven erhalten. Das planimetrische Produkt, nach Fig. 8
gebildet, lautet (XBaCbAX) =0 oder (XAbCaBX) =0, der Ausdruck dafiir, dass
X, A, F bezw. X, B, G in gerader Linie liegen. Die Kurve geht durch A, B, den Schnittpunkt
der Geraden a und b, hier den unendlich fernen Punkf, durch P und O, wie aus dem plani-
metrischen Produkt sich ergibt. Die gegenseitige Lage dieser Punkte bedingt eine Hyperbel.

A Y- Aehse

- -
-
\.
i
"
L

v
Fig8 \‘/‘*

Die Kurvengleichung lautet in bezug auf das rechtwinklige Koordinatensystem der Fig. 8
IL m(s—2n)y*+ (2n*—ns—s¥)xy-t4n*(s—n)x+m@n—s)2y=0.
Fir die Determinante A findet man den Ausdruck m n®s? (s — n)2(2 n — &), der nach Voraus-
(n(2n—s) —s%)?
verschieden. Die Kurve ist also eine Hyperbel. Von den Asymptoten ist eine der x-Achse
4n?(n — 8)
2nf—ns—s?"
s kann bei besonderer Lage der Punkte B und C allerdings vorkommen, dass A
oder Ass Null werden. Fiir A ist das der Fall, wenn m=o0, d. h. Punkt A in der Mitte

von B C liegt; vgl. §2,5. Ass kann Null werden, wenn s = — 2 n; dann liegt eine Parabel vor.
9%

v '_X Aehse

setzung von Null verschieden sein soll. Ass wird — ebenfalls von Null

parallel. Ihre Gleichung ist y =
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Die Fig, 9 bringt den Fall zur Darstellung, wo die Dreiecksseite, deren Ecken sich
verschieben, auch um C sich dreht, jedoch die beiden andern Seiten vertauscht sind.

A Y Aehse

AL

-] =
k J H'“'=___ 4 X'Jf’:t‘_{;._se
7.9

Nach dem planimetrischen Produkt (AXaCh X B) =0 oder auch (BXbCaX A) =0
gehiren A, B, P, T und der Schnittpunkt der Geraden a und b, also ein unendlich ferner
Punkt, der Kurve an. Diese ist eine Hyperbel. Auf das rechtwinklige Koordinatensystem
bezogen, lautet ihre Gleichung:

III. msy*+ (ns —r?)xy+2nr(n —s)x —ms(Zntr)y+2mnrs=0,

(r® —ns)
4
abgesehen, ungleich Null, FEine Asymptote ist der X-Achse parallel. Thre Gleichung lautet:
: 2nr(n—s)
s —qns
Bedingung Ass =0 fiithrt zu dem FErgebnis, dass wenn man s=4n und r = — 2 n setzt,

eine Parabel entsteht.

Es ist klar, dass ebenfalls 2 Hyperbeln entstehen, wenn die Dreicksseite, deren Ecken
auf den Geraden a und b verschoben werden, sich um B dreht. In Fig. 10 sind 5 Punkte
angegeben, die der Kurve angehoren. Es sind die Punkte A, C, P, T, X.

A Y Achse

Die Determinante A —=mnr?s(s — n)? Apn = — beide, von besondercn Fiillen

Auch hier wird, wenn m =0, ein Zerfall der Kurve eintreten. Die

G |P
| _/i,,__h___ e e
/
| /‘f 4 l.ﬁ
| s 7 \‘\
b \
_f"l?l;:’f % A
- _‘—H—\-"\-—\_\_\__\- — \ —— —_—
o ! i, \ X-Aehse
BNl e vl = r o

R F 7 0 F Y
190
IV.mry*+(r—s)xy+2nsn—r)x—mr(2n+s)y+2mnrs =0 stellt die

Gleichung der Kurve vor. Sie ist der durch Gleichung II dargestellten Hyperbel kongruent,
wie durch Vertauschung der Geraden a und b und der Punkte B und C sofort einleuchtet.
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Fig. 11 enthiilt 5 Punkte, die der zweiten Hyperbel angehtven, die dadurch zustande
kommt, dass die Dreieckseite F G sich um B dreht, dagegen ' X um A und G X um C.

A ,,i’:fff‘aﬁse
(r @
T\) '
A -"H“";}x
b

lii
Fig 1/

Die 5 Punkte der Hyperbel sind A, ¢, O, T X. Thre Gleichung lautet:

V.msy*+ (r*—ns)xy 4+ 2n?(s—r)x —ms?y = 0. Die Kurve ist der durch
Gleichung IIT dargestellten Hyperbel kongruent, wie ein Vergleich mit Fig. 9 ergibt.

8 5.

Die Punkte A, B, C werden so gelegt, dass die Verbindungslinie A B den Geraden
a und b parallel ist,

Die um A sich drehende Dreiecks- yt
seite kann mit ihren Ecken auf den
festen (ieraden verschoben werden. Siehe —
Fig. 12. o

Aus dem planimetrischen Produkt Tl 3
ergibt sich ohne weiteres, dass die Kurve
durch B, C, P geht. Ausserdem geht sie o X
durch den Schnittpunkt der Geraden A B o
und b, ler den unendlich fernen Punkt,
und durch den Schnittpunkt der Geraden 5
a und b, ebenfalls den unendlich fernen E’j!ﬂ
Punkt. Da die Kurve demnach durch 2
unendlich ferne Punkte der Geraden b geht, so ist diese eine Asymptote.

K bedeutet einen Kurvenpunkt, der durch die in der Figur angegebenen Lage der
Dreiecksseite F G bestimmt ist.

Vertauscht man die um B und C drehbaren Seiten miteinander, so kommt ebenfalls
eine Hyperbel zustande. Ihr gehiren die Punkte P, C, T und K an, ferner 2 unendlich ferne
Punkte der Geraden a, die also eine Asymptote der Kurve vorstellt. Auch wenn C auf b
liegt, wird man eine Hyperbel bekommen. Siehe Figur 13.

¥ .
>4




T

Da die Punkte A und B zu den Parallelen gleichmiissig liegen, so ist klar, dass, wenn

die Dreiecksseite, deren Ecken auf denselben verschoben werden, um B gedreht wird, eben-

falls 2 Hyperbeln entstehen. Die Hy-

y"* perbel der Figur 14 enthilt die Punkte

A, C, P, den durch G F hestimmten Punkt

K, ferner 2 unendlich ferne Punkte der

Linie b; diese ist also eine Asymptote.

! Vertauscht man die um A und C dreh-

~ baren Dreiecksseiten miteinander, so wird

S MA die Hyperbel mit den Punkten A, C, T,

Ay K und der Asymptote a gebildet. C kann
- 4 ¥ auch auf b liegen. Siehe Figur 15.

Wenn die Dreiecksseite G F um

. (! sich drehen kann, so erhilt man in

Ey 73 beiden Fiillen Geradenpaare, vgl. § 2, 6.

Die folzenden Gleichungen beziehen sich

auf die Figuren 12—15 mit dem cingezeichneten Koordinatensystem. Die Koordinaten von A

sind o,n von B gleich t,n von C gleich t,s. Der Abstand der Parallelen wurde gleich c

gesetzt.

¥

L.E.r*
G P
i 7
A :
P
l ¢ B o
X

Fig. 14 £g. 15

l.cty? + (cn—e¢s—n? + ns) xy + (n*t—2cnt—nst)y +-cnst=0

2. etyi+(m®—mns)xy -+ (cng—cn¥)x+ (nst—ent —est—nft)y-+-en?t=0.

3. nty*+ (cs—cen+n®—mns)xy—(est+n?t)y +cnst =20

4. (nt—ct)y2+ m®—ns)xy + (cns —en¥)x + (¢cst —n*t)y +cen*t—cnst=0.

(c—n)(n—s)2cnst
i
(c—mn)?(n —sg)?

Agg — — ] von Null verschieden

1. Kurve A = von Null verschieden

und < (0 also Hyperbeltall.
Wendet man die Regeln fiir Asymptotenbestimmung algebraischer Kurven an, so er-
hiilt man eine Asymptote vy = 0, d. h, die Gerade b.
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2, Kurve A = (c —m)(c __‘_‘%[’_] s)?en?t
AR v sl
Ass = 1
beide ungleich Null und Ass < o wiederum Hyperbelfall.
Man findet eine Asymptote y =c d. h. a
fe—m?m—gonst
+
Ajs —

3. KEurve A — -
_(e—n)2(m —sg)*
4
aunch Hyperbelfall Eine Asymptote ist y = 0 d. h. b.
(c—mn) (e — 8) (n—s)2en?t
: ;
Agi =— —

4. Kurve A =
n?(n—g)?
vy

Es liegt also eine Hyperbel vor, die eine Asymptote y = ¢, d. h. a hat. Die Gleichung
der zweiten Asymptote ist in allen 4 Fillen nicht einfach, so dass von ihrer Angabe hier
abgesehen wird. Man kann sich noch die Frage vorlegen: Unter welcher Bedingung wird
eine der Hyperbeln gleichseitig? Die Bedingung, dass die allgemeine Gleichung zweiten Grades
eine gleichseitige Hyperbel vorstelle, lautet ain + ass = 0. Da an immer gleich Null in
unserem Falle, so reduziert sich die Bedingung auf a2 =0, d. h. der Faktor von y? muss Null
sein. Dann zerfallen aber die Kurven.

§ 6.
FEllipse und Hyperbel.

Die festen Geraden a und b schneiden sich unter dem Winkel w. A liegt auf der
Halbierungslinie des Winkels, B und C liegen auf dem Lot dieser Linie symmetrisch zu ihr.
Die Dreiecksseite G F kann mit A o
ihren Endpunkten auf den Ge- J
raden a und b verschoben werden
und sich um A drehen. Punkte,
die der Kurve angehren, sind
B, C, D, P, T. Siehe Fig. 16. Der
in dieser Figur angegebenen Lage P
von G F entspricht der Kurven-
punkt K. Es ist auch klar, dass
die Halbierungslinie des Winkels Y, &
eine Symmetrieachse der Kurve
ist, wobei D und K die Scheitel
gind. Aus der Lage der Punkte
B, C, P und T den Scheiteln gegen-
iiber folgt, dass eine Ellipse
vorliegt.

Je niher B bezw. C an
den Geraden a und b sich be-
finden, desto weiter wird der

<Y




Scheitel K von D entfernt sein. Liegt B so, dass A G gleich dem Abstand des Punktes B
von der Halbierungslinie ist, dann wird der Scheitel K unendlich weit von D entfernt sein,
Die Ellipse ist zu einer Parabel geworden. Wird der Abstand des Punktes B grisser als
A G, wobei aber der Punkf noch im
Winkelraum o sein kann, dann wird die
Parabel zur Hyperbel. Die Scheitel
der Kurve liegen um so niher anein-
ander, je niiher B an a liegt. Wenn
B auf a ist, wird aus der Hyperbel
das Geradenpaar a und b; vergl
§ 1. 1. Fiir den Fall, dass B ausser-
halb des Winkelraums sich befindet,
kommen wieder Hyperbeln zustande.
Die Reihenfolge der Kurven-
umwandlungen wird eine andere, wenn
Punkt A auf der andern Seite von B €
liegt. Siehe Fig. 17.
B, C, D, P, T sind Punkte der
Kurve mit den Scheiteln D und K.
Man sieht, dass eine Hyperhbel in
: . Betracht kommt. Je nidher B und C
f'}f f;y N an die Geraden a und b riicken, um
7" ~_4 so niher kommen sich die Scheitel.
Diese decken sich, wenn B und C auf
den Gieraden liegen. Aus der Hyperbel ist dann das Geradenpaar a und b geworden.
B kann auch ausserhalb des Winkels @ liegen, aber doch so, dass sein Abstand von der
Halbierungslinie kleiner ist als A G. Die Kurve, die so entsteht, wird wieder eine Hyperhel
A sein; der Scheitel K befindet
sich links von D. Fir A G
gleich dem Abstand des Punk-
tes B von der Halbierungs-
linie geht die Hyperbel wie-
der in eine Parabel iiber.
Diese wird fiir die Abstinde
grogser als A G zur Ellipse.
X Die Reihenfolge der Umwand-
lungen ist also umgekehrt wie
im ersten Fall.
Endlich hat man noch
zn beriicksichtigen, dass A
ﬂrj 7 innerhalb des Scheitelwinkels
w liegen kann. Sishe Fig. 18.
B, C, D, P, T gehoren wieder der Kurve an, die D und K zu Scheiteln hat. Die Kurve ist
eine Ellipse.
Dies wird immer der Fall sein, solange A G grisser ist als der Abstand des Punktes B

l‘yll
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von der Winkelhalbierenden. A G gleich diesem Abstand, ergibt eine Parabel; A G kleiner
als dieser Abstand, ergibt eine Hyperbel. —

Man kann auch durch Hechnung zu den angegebenen Sitzen gelangen. Die Kurven-
gleichungen beziehen sich auf das in die Figuren eingezeichnete Koordinatensystem. Die
Koordinaten von B heissen p und r, von C p und —r, A hat die Koordinaten m und o,

i > ) - : (0 : ;
der veriinderliche Punkf G xi1, xi tg 5 I ebenfalls veriinderlich x2, — x2tg _-. Die Gleichung
der nach Fig. 16 miglichen Kurven launtet:

L *—mrtg t:j} x* 4+ (mp—p?) y® + (mprig ; —mr¥)x=10,

Entwicklung dieser Gleichung.

Man stelle die Gleichungen der Geraden BG, CF, F G auf und eliminiere x1 und xe.

X1 xitg “: 1 X2 — xeig U: 1
BG = |y : 1|=0 CF: p s ARG
y 1 X ¥ 1
x1 xbg T 1
FG = | m B 1|=10
Xg —mtg—?;- 1

2 n® 5 SR K
A e m_ pri(pte 2 z) .[111 = .P} Ann=rpr(mig E?— — 1) (p—m). Ass wird positiv, so-
4 =

lange m tg Tj = A G>=r ist
Wenn Ass positiv ist, stellt die Gleichung 2. Girades eine Ellipse vor. Der Parabel-
fall Ass =0 tritt eine, wenn m fg :2 = AG=r wird. Der Hyperbelfall A3 negafiv liegt

vor, wenn m tg :;} <r. A wird Null, wenn p tg ‘;— =r, d. h. B aunf a liegt. Dann artet die

Hyperbel in das Geradenpaar a und b aus, vgl. § 1, 1.

II. Die Gleichung der nach Fig. 17 moglichen Kurven lautet ebenso wie Gleichung I
Man hat zu beachten, dass p — m eine negative Grosse ist. Solange A G griisser als r ist,
wird Ass hier negativ, also Hyperbelfall Dagegen ergibt A G kleiner als r den Ellipsen-
fall, weil dann Ass positiv wird.

III. x2(r® — mr tg-::] —yi(mp+pf)+x(mprtg [r: +mr?)=0.

- -

Die Gleichung bezieht sich auf Fig. 183.

3 .2 or g o o b ()
e T_Iil_ {_p ig Ty r)* (m - p) Ass = pr(mtg t; — 1) (m —+ p)

4




m tg -
m tg

m tg

AG=>r
= AG=r Ass
—AGF=r Asa

— 18

=1 Parabel

negativ Hyperbel.

Ags positiv Ellipse

In den vorhergehenden Paragraphen habe ich schon daranf aufmerksam gemacht, dass

L

Py 1

o F

‘}!

N

einer zweiten Kurvenreihe; siehe Fig. 19,

bei gegebener Lage der Geraden und der drei Punkte 6 Kurven miglich sind.

Wenn man

FaT
s

Fiy. 20

o 4
- R
X
B

Fig. 21

halb des Scheitelwinkels liegt.
wenn B und C auf den Geraden liegen. ein Zerfall in das Geradenpaar a und b eintreten.

F\ﬁ

die um B und C sich drehenden Dreiecksseiten miteinander vertauscht, so gelangt man zun
Auf diesen Kurven liegen die Punkte B, C, D, P, T.

Ihre Scheitel sind D und K.
Die Kurve, die man nach
Fig. 19 erhilt, ist eine
Hyperhel. Aueh wenn B
und C auf den Geraden oder
ausserhalb derselben liegen,
gibt es Hyperbeln.

Nach Fig. 20 sind nur
Ellipsen miglich, migen
nun B und C innerhalb des
Winkels sein, auf den Ge-
raden, oder ausserhalb der-
selhen.

Fig. 21 wveranschau-
licht den Fall, dass A inner-

Die entstehenden Kurven sind Hyperbeln; allerdings wird,
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IV. Die Gleichung dieser Kurven lautet:
(mrtg uf +r) x4 mp—pY)y2  — (mprig {j +mri)x=10

9 n oF ! )2 ()
i3 m?pr? (ptg g r)#(m — p) A= pr(mie (:_ )
A= . i 2
Solange m <p, d.h. A links von B C liegt, wird Ass <0 Hyperbelfall, vgl. Fig. 19;
m=>=p As; >0 Ellipsenfall; vgl. Fig. 20.

Liegt A innerhalb des Scheitelwinkels, so sind die Determinanten A und Ass
m?pr*(p tg {: — 1)%(m + p)

A £
Ass ist immer < 0 Hyperbelfall.

~und —pr(mtg t: 1) (m + p)

A wird Null, wenn B auf a liegt, weil dann p tg b; =r. Die Hyperbel zerfiillt in

das Gteradenpaar a und b.
Eine der Ellipsen wird zum Kreis, wenn ain = asz, d. h. in Gleichung 1

r2 ml'tg-:' = mp— p? oder ; e mff, wo z=AG—=mitg f;:-,d.h..r_\BGTIm.ﬂBDhrl,

:
woraus folgt 3= D B G = 90°.
Konstruktion des Punktes B vergl. Fig. 22.

g b o e

Man errichte in A die Senkrechte zur Halbierungslinie des Winkels. Diese schneidet
die Schenkel in F und G. Ueber D G konstruiere man den Halbkreis, der durch A geht.
Auf diesem Halbkreis liegt B. Die Konstruktion der andern Kreispunkte C, K, P, T ist einfach.
i — p
2 e

In Gleichung IV muss m r tg S+ rr=m p — p® sein. Hieraus folgt ;] =
d. h. A AHM ~ ABDM. Dennoeh 3= ASD = 90°.

ax
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Konstruktion des Punktes B vergl. Fig. 28.

Man errichte fiber A D einen Halbkreis. Auf ihm liegh 8. S verbinde man mit A und D.
Durch H auf der Verliingerung von A S gelegen ziehe man die Parallele zu A G, so dass

H

-0

BH =2z=A G wird. Die
Konstruktion der {ibrigen
Kreispunkte C, K, P, T kann
aus der Figur leicht ersehen
werden,

Eine der Hyperbeln
wird gleichseitig, wenn a1 +
agz = 0, also in Gleichung IV

| 9 a3
mrigs + r* =p*— mp.

p—m
r 4z
also ABDM ~ 2~ A HM,
d. h. = DEM = 90°.

Konstruktion des
Punktes A vergl. Fig. 24.

B wird mit C ver-
bunden und iiber D M ein
Halbkreis gezeichnei. Auf
thm liegt K. K verbinde
man mit M und ziehe durch
H die Parallele zu BC, so
dass G H = BM = r wird.
Die Konstruktion der Hy-
perbelpunkte P und T ist
einfach.

. " I
Hieraus folgt — =
l'l

§ 7.

Die 4 Kurven, die
man erhiilt, indem man die
Seite F & sich um B oder ¢

drehen lisst, sind ebenfalls untersucht worden. Die Figuren 25 und 26 enthalten jedesmal die
5 Punkte A, C, D, P, T die den Kurven angehiren, die dadurch zustande kommen, dass F G
sich um B dreht. K bedeutet einen Kurvenpunkt, der der angegebenen Lage von F G ent-
spricht. Beide Kurven sind Hyperbeln. Sie zerfallen in Geradenpaare, wenn A mit D zu-
sammenfiillt. Das erste Geradenpaar enthiilt a, das zweite Paar b.

Die Gleichung der 1. Kurve lautet:

(4]

Lrigy (ptes +0)x+(ptg5+1)m—p)y + Bmrig? 5 —mptg? 5+ pte’ 5

(L)}

— ) xy—mrig “: (pte {'; +r)x+mr(r—3ptg )

= =

==t







A=m?r?ig* T— (p tg tz ~+ 1) (p fz {L: — )% (p — m)

(3mrtg ;’ m p tg* t;, + p* tg® r’: — 1?2

[ ) o
Am =rtg 5 (ptg o+ r)?(m — p) S i ———
! Die Untersuchung, dieser Determinanten bestiitigt die Hyperbelnatur der Kurve,
| vorausgesetzt, dass m <p, wie es ja bei Fig. 25 der Fall ist. m = 0 macht A = 0, Am <0,
Das ist aber die Bedingung des Geradenpaares. Die analytische Untersuchung ergibt{weiter-
hin, dass in dem Geradenpaar a enthalten ist. Auch wenn B und C ausserhalb des Winkels w
sich befinden oder A im Scheitelwinkelraum liegt, gibt es Hyperbeln.
m>=>p kann ein A ;:'[! hervorbringen.
Dhe Gleichung der 2. Kurve lautet:
i {1 (0] ot v ) = (0]
ILrtg— (ptg : r) x2+4 (r — ptg -—2-—_| (m —pl y* + (p® tg? 5 dmor by 5
(0 L] ] L]
-m p tg* ‘: rFjxy +mrtg 5t —ptg s )x+mrBptg 5 +r)y=10
AR 0] W,
A = m*r* tg* 5 (r —ptg 5 ) (r <+ ptg ) P (p—m)
e , s {n L !
(pEtgs— Smrig - —mptg® : r-)
({1 () ) 2 =]
Am=rtg —-(r—ptg 5)(p—m) ]
m= 0 liefert A =0 Amwr<0. In dem Geradenpaar kommt b vor.
. < :
Wenn m <p, dann Ass 0. Dagegen m>p macht Ass <0 Hyperbelfall.
| 4\ |
{ Y K
1
; a
|
P
G i
_p W
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Die Figuren 27 und 28 beziehen sich auf den Fall, dass die Seite F' G sich im C dreht.
ks ist selbstverstiindlich, dass wegen der symmetrischen Lage von B und C zur Halbierungs-
linie des Winkels w dieselben Kurven entstehen miissen, wie bei der Drehung der Seite G F
um B. Die Lage derselben zum Koordinatensystem ist aber eine andere,

Die Gleichung der Kurve, die die 5 Punkte A, B, D, P, T der Iig. 27 enthilt,
ist folgende:

(1]
)

I r tg U: (p tg : +r)x*— (ptg (; +1r)(p  m)y*—(Bmrtg :: — mp tg®

-4 E"—’tg“; — ¥ xy — (ptg 3 +rjmrtg {; x—mr(r—3ptg T}y:n

= , 0 (0] R
A =m?r? tg? 5 (ptg 5 Fr)(ptg T r)? (m — p)
s o (3mrtg t: — m p tg*® “: + p* tg® U; r<) ¢
A =rtg 5 (ptg 5+ r)?(m — p) - i - -

Die Kurve ist kongruent mit Kurve I.
Die Gleichung der 4. Kurve (vergl. Fig. 28) sieht folgendermassen aus:
L]

IV. rtg {; (pte ': —r)x—(ptg ﬂ)] - 1) (m —p) y*— (p? tg* ﬂ; -3mrig

o 0 : L] {1}] ’ = ) .
mptg® , —r’)xy—mrtg ; (pte r)x—mr(Sptg ; +riy=0

A = m® r* tg® :': (pte “; r)(ptg 3 + 1) (p — m)

(0 to® G g Yo 0] for (RS a2
¢ 3 . (p*tg® 5 —3mrig , —mptg* 5 —r?
As=rtg , (ptg 5 —1)*(p — m) — - PRSI
Hier besteht Kongruenz mit Kurve II.
§ 8.
Konstruktion der Brennpunkte aus den Grassmann’schen Elémenten.
1. Parabel. \‘}-’.ﬂcﬁse
G R 2
N 2
SN
i
J
XAchse ' S
<

, Fig29

Man bestimmt den Scheitel 8. BR die dritte Proportionale zu x, v den Koordinaten
des Punktes B in bezug auf das angegebene Koordinatensystem ist gleich dem Parameter.
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1B 1 =3 :
Man trage H auf der Mittelparallelen von S aus nach links ab und erhilt so den Brenn-

4
punktfiF.

2. Ellipse. //—\ /

/
el
1
/’Ei B
= N/
ﬁEH“‘“xR M A ! Fi
““-x.HL\ | 52
R‘J-"\\‘_‘ i foss
Az e

~—

~y Figl
1

Man ermittelt den andern Scheitel K. DK ist eine Achse der Ellipse. Ueber DK
errichte man den Halbkreis, durch B ziehe man die Senkrechte zu D K und verbinde T' mit M.
Zieht man noch die Parallele zu D K durch B, so erhiilt man M R gleich der andern Halbachse
der Ellipse. Die Brennpunkte kinnen dann in der bekannten Weise konstruiert werden.

3. H}'pa[‘bel. /’H’;ﬂ

G-
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Man bestimmt auch hier den andern Scheitel K. D K ist also Hauptachse der Hyperbel.
Die Konstruktion der Nebenachse ergibt sich aus der Parameterdarstellung der Hyperbel
x—=asect y=btgt Man wzieht BR I AD und von R die Tangzente an den Halbkreis
tiber DK. Den Berithrungspunkt T verbinde man mit M. Zieht man noch durch B die
Parallele zu M T, so erhiilt man N R gleich der Nebenachse der Hyperbel. Damit sind auch
die Brennpunkte bestimmt.

§ 9,

Auf Grund des von Maclaurin angegebenen Lehrsatzes liisst sich ein Mechanismus her-
stellen, mit dem Teile von Kegelschnitten gezeichnet werden kinmen. Siehe Fig. 32. Auf

- K777 e
2 ANZ/ 02

einem Brett 2 em dick, 60 em breit, 70 c¢m lang, das auf zwei 3.5 em hohen Fussleisten
befestigt ist, sind zwei Messingstibe AB und CD 0.5 cm dick, 2 em breit, 54 em lang, an
ihren Enden auf der Unterseite mit 0,5 em dicken Messingpliittchen versehen, festgeschraubt.
In der Figur liegen die Messingstiibe parallel zu einander mit 20 em Abstand. 8i und S: sind
zwei Schieber, die in ihrer Mitte 2 kurze Eisenstiibchen jedes 2,5 ¢em hoch tragen. Symmetrisch
zu den Messingschienen liegen die Spalte Mi Ni, M2 No, Mz Ns, in denen die zylindrischen
Messingstiibchen T, Ts, Ts, Durchmesser 0,5 em, Hohe 7,5 em, festgeschraubt werden kinnen.
Um die Messingstibchen konnen sich drei schmale Messingrahmen, in die die Eisenstiibchen
der Schieber passen, drehen. Jeder Messingrahmen ist aus zwei 41 em langen, 0,6 cm breiten
und 0,6 em dicken Messingstiben zusammengesetzt. Der Hahmen I liegt direkt auf den
Schiebern, wihrend die Rahmen II und III mit dem einen Ende auf I ruhen. Damit III
horizontal liegt, muss auf den Schieber 81 noch ein Metallplitichen von passender Dicke gelegt
werden. Die andern Enden der beiden Rahmen liegen auf dem Brett E, das zugleich zur
Befestigung des Papiers dient. Um eine Kurve zu zeichnen, bringe man den Mechanismus
zuniichst in eine solche Stellung, dass Rahmen III Messingstab Ts beriihrt, was man durch

Verschieben von 81 und S: leicht erreichen kann. Durch die Oefinung G der beiden Eahmen
4




wird ein passendes Bleistift senkrecht zu B gesteckt, mit leichtem Druck festgehalten und
dann der eine Schieber bewegt.

1lig.33

Der Figur 32 entsprechend wird man auf diese Weise einen Parabelbogen erhalten.
(Fig. 38). Aus den §§ 1 u. 6 der Abhandlung ergibt sich ohne weiteres, wie man mittels
des Mechanismus gerade Linien, Ellipsen- und Hyperbelbtigen zeichnen kann.

Dem Herrn Geheimen Hofrat Professor Dr. Dingeldey spreche ich fiir die Anregung
zu dieser Arbeit, sowie fiir die Unterstiitzung, die er mir hereitwilligst hat zu Teil werden
lassen, an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank aus.

Darmstadt, Februar 1908.
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dann der eine Schieber be

je einen Parabelbogen erhalten.
hhne weiteres, wie man mittels

| zeichnen kann.

Der Figur 32 en
(Fig. 83). Aus den §§
des Mechanismus gerade

o
(40]

A3

3

@)
i@
&

Dem Herrn Gehe } y spreche ich fiir die Anregung
zu dieser Arbeit, sowie Wreitwilligst hat zu Teil werden

lassen, an dieser Stelle
Darmstadt, |
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