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Dicscs bestimmte Integral, welches in der Theorie der planetarischen Stirungen und in einigen Theilen
der mathematischen Physik eine wichtige Rolle spielt, ist fir den besondern Fall, dass der Index £ eine
ganze Zahl bedeutet, lingst ein Gegenstand der Untersuchung geworden, besonders hat Bessel in seinen
in den Abhandlungen der Koniglichen Academie zu Berlin im Jahre 1824 abgedruckten: . Unter-
suchungen des Theiles der planetarischen Stirungen, welcher aus der Bewegung der
Sonne entsteht® dasselbe behandelt, auch eine elegante Reihen-Entwickelung filr diese  Function,
welche er mit 27t 1’:{, bezeichnet, gegeben, die frither nicht bekannt gewesen Zu sein scheint

Vor einigen Jahren gelangte ich, mit shnlichen bestimmten Integralen beschiftiget, zu einer
Entwickelung dieser Funetion in eine Reihe nach den arustr.igcndun Poienzen des Modulus k, welche fir
jeden Index & giltig ist. Die ungemeine Einfachheit des erlangten Resultates, und der Umstand, dass
es mir nicht miglich war zu ermitteln, ob dasselbe bereits bekannt sei, veranlassten mich in einem
Schreiben an Cauchy dariiber anzufragen. Der grosse Mathemaiiker hatie, einige Monate nach dem
Empfange meines Briefes, die Glite mir mitzutheilen, dass meine Reihen -Entwickelung ihm neu gewesen
und er dieselbe in einer Sitzung der Pariser Academie, am 17 Juli 1854, in meinem Namen, dieser
gelelrten Kirperschaflt mitgetheilt habe, zugleich mit allgemeinen den Gegenstand betreffenden Unier-
suchungen. Auf diese Weise kam es, dass die neue Formel zuerst in den ,,compies rendus® gedruckt
wurde. Im Jahre 1855 erschien darauf in den Sehriften der naturforschenden Gesellschaft in Danzig mein
Aufsatz: ., Untersuchungen fdber die Function lﬁ, mit Anwendungen auf das Kepler'sche
Problem®, in welcher Schrift ich fiir die neue Formel den Beweis so mittheilte, wie ich ihn gefunden.
Fiir den Fall, dass % eine ganze Zahl bedeutet bin ich, wie man im Folgenden finden wird, von Reilien

ansgegangen, welche nach den Cosinussen und Sinussen der Vielfachen eines Winkels fortschreiten, so
1. a.
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dass sich die Diferenzialgleichung der Function ergab, ohne die Entwickelung derselben in eine Reihe dabei
als bekannt vorauszusetzen. Aus der so erhaltenen Dilferenzialgleichung konnte man nun umgekehrt
leicht die specielle Bessel'sche Reihe erhalten.

In den folgenden Paragraphen habe ich, im Anschlusse an den obepgenannten Aufsatz, ausser
dem bereits frither gegebenen Beweise fiir die neue Fermel noch zwei andere mitgetheilt, auch eine
allzemeine Relation aufgestellt, von welcher die bekannte & (—]'F'I;l -+ l'r'!'}ti) = ]J':f._, wo &, eine
ganze Zahl bedeutet, ein besonderer Fall ist. Die Zurlickfiihrung einiger bestimmten Integrale endlich,
auf die Function léf mittelst Einfilheung eines imaginiiren Modulus & glauble ich ihrer Einfachheil wegen
nicht unterdriicken zu diirfen, zumal da sich unier Anderm fir die Summe der Quadrate aller Glieder der
Exponentialgrisse ein bestimmtes Integral auf diesem Wege herausstellte.

Es ist, wenn & eine gerade Zahl:

PN TR oo
== cos fes. cos (k.sing) . de

o

i 1 e

= J_.sin le.sin (k.sing) . ds
o

und die Erklirung der mit Ii bezeichneten Funetionen ergiebt mit Benulzung des allgemeinen Theorems,
nach welchem sich jede Function in eine Reihe nach den Sinussen und Cosinussen der Vielfachen

und wenn & ungerade;

enlwickeln lissi:
L] 2 4 1
) cos (k.sing) = Ip +-21; . cos22+ 21, . cos de21; . cosbe.....
I 3 5
sin (k.sing) = 21, . sine +21;.s8in 3e+4 21, . 8in 564
denn wenn man in der ersten dieser Reihen mit de mulliplicict, und dann von 0 Dbis 27 integrirt, so
fallen ausser dem ersten Gliede alle (brigen weg, und man erhiilt identisch:

By

£ i ]
J cos (k.sing).de =2x.1,
1]

Wenn man ferner in derselben Reihe -auf beiden' Seiten nach einander durch die Cosinusse - der
geraden Vielfachen ven & mulliplicirt, und dann immer zwischen 0 und 27 iptegrirt, so erglebt - sich

s ; #ln ;
jcus (k.sing) . vos2is . de = 2 I%J cos 2is . c082ie .ide =2, [IE.

L] (1]

identisch:
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indem man auf beiden Seilen
n von & mulliplicirt und darauf inlegrirt.

Ebenso iiberzengt man sich von der Richtigkeit der zweilen Reihe,

durch die Sinusse der ungeraden Vielfache

Setzt man in die Gleichungen (1) ’;

— & statt & so ergeben sich daraus die folgenden:
] 2 4 i
@ H cos (k.cose) = L — ol . cos2e+21;. cos 4s—21; . cosBe+ ...
1 1 3 3
[ sin (k.cose) = ol) . coss — 2lp. cos get+ 2l . coshe—....
welche von Jacobi im 15. Bande des Crelle’schen Journals fiir die reing und angewandte
Mathematik, Seite 12, aufzestellt sind.
& 2~

Wenn man die Gleichungen (2y nach & differenziirt, findet man:

k.sin (k. cose). sine== 22 Loosin2e— 240 posimds o 2.6 I} . sin 6

1
k.cos(k.cose).sine=2.1. 1;. sine

&40

——aTh [:..sinﬂeﬂ—ﬁ.ﬁ. I..sin5¢— ...

Es ist aber auch, wenn man jede der beiden Gleichu

ngen (2) mit k.sins multiplicirt und nach den
Sinussen der Vielfachen ordnet,
k.sin(k.cosg) . sine = k [l:r - |i] 5in2s —k {f} -+ IIL},Slu de -+ k '['; nE ];J .5in 6 —

k .cos(k.cosg) . sine =Kk (1 + h.} sine — (L + ]::.).Siil 36+ k (1p+ li}.slﬂ 58 —
also:

E(1 1) = 2.1.1;
r(IhtTh) = 2.2.0;
LR ) = 2.3,
KB+ = 2.4.5

FLHI5) =2.5.1;

u 5. W.
i. h. allgemein
(B cariie mivas e s ol k (ihzl - 1A if‘) = .. li,

Aus der Gleichung (3) ersicht man, dass, wenn von den

annt sind, man die librigen aus diesen
holte Anwendung

T 3
Functionen Iys Yz 1zs Lis
durch lineare Gleichungen finden kann,
dieser Gleichung leicht zu folgender
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auch filhrt die wieder-
allgemeinen Relation:
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2R 2A ’f:—' "a':.-Efu—I 2h—4 'Ju_ﬁ_ gi—_ug-z 2h—8.
I:“‘"l +_ lx- - I 2 l;: A
! ; 2h.2h—1.2h—2 ..... (h+1) o a1 1.3.5...@=1) _j
RTINS = 8 m e St e i I e e T
wo £ irgend eine ganze Zahl bedeutet.
§ 3.
Durch Differenziation der Gleichungen (2) nach b erhilt man:
a1y 1 d T} d1f
(5) sin (k.cos &).cose = g -+ 2. . 052 —2 . i .cos5ds - 2 . —+ 008 Ge—..
dll, dly dlj dl},

() Qus{ﬁ',uusg}_cubs:E;H-_-.l:{lﬂs-ﬂ.-‘}}-,cl}sﬁé-,--2 . -0 Sg— 2. T Le03 T,

es isi aber auch, durch Multiplication der Gleichungen (2) mit cose, wenn man nach den Cosinussen der
Vielfachen von & ordnet:

sin (k.cos).cos8 = [{—I—(!;—I;,.] cns?e—(l;—li} EI}SJE—‘—(I&.—[g‘) c056s—.

cos(k. cos £). cos £ = (Ip—13).cose —(Tx—0).cos 32+ (lh—12).cos 56— ...
also:

il
= ‘ff’_
= dk

di2

1 a £

=y =de g

dll

1 5 &

e =y =2 o

'l'-”!l

] ) &

h—h =25
U, 8 W

dll

i 2 &

h—h = %5

-

I'l T ]l o=, ﬂij

& =t ik

y ) d‘i}:

1&. = I.{: — ?_d:ﬁ?
I 5. W




Aus diesen Gleichungen ergiebt sich in Verbindung mit (3)

2 0 dll L 4 1t
I- =| —2.__£=_2__I _'I- s f
S e sk k TE
: i dly 5 oo 0 9 a1
h=h =2 4= Ll =2 ¢
cHival dik Pr ARt k
a di:‘ 5 4 i f-”:i
=l —2. &=%8 L —J, —2 &
il . E o ak
u. 5. W.
WOranus:
! 1 dl!
=4k
Sl Ll T
IE = E ; i1 "”,ﬂ-
k r
1 40
=23 —"#%
X LT
u. 8, W.
und allgemein:
ST R |
b 2
“' dk
hervorgeht.
Aus dieser Gleichung erhiilt man durch Differenziation:
i h
r!'il 7 .,“
G, D - o T [, £y p
- lh‘:‘] Py _Zk:l_ . lli". I'l'_ ;rl._ " _-l'f-l':-' ¥ J]_ ] kY ﬂ]bﬂ? dﬂ
At — by BED Rt
==tk und
di®
(1) At —f CGFD b (ht1) "k
e B Tl ey T i
3 |FI- f‘
;1 y 4 diy L (1 _;.'_‘_) o _
dk? k- odk & I A e N

&n

: b/ i -
von welcher Differenzial gleichung der zweiten Ordnung die Function Iy ein partikuliires Integral ist.
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§ 4

Luriickfihrung einiger bestimmten Integrale auf die Function I

#ln
15 e L0t | cos (m . sing). de.
0
Es ist:
e t94 cos (m.sine) = | cos[m.sine+ in.coss] 4 4 i.sinfm.sine— in. cose]
+ 4 cos[m.sine—in.cose] — {'i.sin[m,sing 4 in . cosé]

oder, wenn man

m = f,.C05 &
in — a.sine
selzt,
e COSE cos(m.sing) = I} cos [a.sin(s4-e)] 4 Leos [a.sine— a)]

1
L 1
+ & E.sin|a.sin(e—a)] —i.sin|a.sin(e+4 )]

Da aber allzemein

2n
sin Ca . sinw). dw = 0, so ergiebt sich

Bl
J cos (. sinw) . de = E:T.i:_.;., und
(1]
!j

(1]
1 [ B
i plt« COSE 08 ['-m_ : E'-illa':] = Iﬂ e In s
T = J o —nt.,
Allgemeln ist, wenn m = a.cose, und # = a. sin e geselzi wird,
@ "n
; : L 0
€05 [m . sine 4 n . coss) . de = cos [a.sin (s «)]. de = 27, ]1 = Tl
et . [ 0 l/ mipn?
{2 ¥
_ ; : ) 0 0
cos [m . sins —an.cose].de = § cos[a.sin(s—a).ds = 2m. % = 2m.1" |
- 3 | mt-n
' #in ol i
: 1 h :
o cos [m,sine 4 n.,coss).de + — cos [m.sine—n.cose|.ds = 2 ———
dn & 2 ® [/:r: e
- L]

gewissermassen als Corollar aus dieser lelzten.
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|
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" [ EH
2 e cos (his —m.sins—n.cose). de,
i

Setzt man wieder
Moo= {I.C08 @&

n = a.sn e, 50 ergiebt sich
2 ol aln
cos [he — a . sin (& + )] . de = cos hee cos (fe — a. sin u) . die - sin e sin{f—a.sinu). du
0 o er e
wWo % — E 4 &
Da aber

a2
’ sin (e —a.sinw).de =10
er o

2

1 7 . X h

5 cos (he—a.siu).de = lg
]

2
1 fi
= cos (he —m .sine —n.cose) de=1" ,—__ .coshe.
2n § ]fmf—}-u

a

2
1
s J‘aiu (lie —m .sine —m . cose). de.
L1}

Es ist, wenn m = a.c0se, # = a.sing, und # = & + «,

2 i
fsin (he —m.sine—mn.cose).de = fs'm [he —a.sin (e e)].de
L

Li}

aln
= j sin [hie— a . sinu — kel . du
.

o

2
= co8 hee r:qiu (e —a.sinu) . du
2

[ e
— sin e ) cos(hue — a.sinu). du
L

v o
. - il feee, also

i o 3
- sin (he —m.sine —n.cose) . de=—1 . gin he.
H3 ] 3 l_/nl‘—[-nl

= —2m.]

i
R S ———————




! 1 n
. 4.5 e COSE  eng (. cos ). de
i
l ]

P ES i.'1l

\ .

: gt tisE  ono E:f-l‘!.l.‘-ﬂs §) = ’}t E‘{" i) . c05E e ﬁ{:i—fnr},rusel
‘ — =" t cos [(m - in)coss| 4 cos [(m—in) cosé] i
= ﬁ-g sin [(m - in) coss] - sin [(m — én) cose] E

' Hier kommen bel der Inlegration von 0 bis 27, da

'J ol

i sin (k. cosg). ds = 0,

1 o

die in @ multiplicirien Glicder nicht in Betracht, man hat demnach

1 2 [ 1 I
[ ¢C0SE wog (. cosE) . ds — - cos [(m - in) coss]. de -1 = cos [(m — in) cos e . de
{8 2n o) , dn dm .

L]
s 0 i}
= "4 } [m-i:-:l!' + Im—ﬂi E
= it o : 1 R s 1 (””'.. !
= l_(z} cos 2o l‘;m(z} ma-m—{-h-ér—a}; EJ cosBe—-..
Wo i = a.cose, und # — a.sine geseizt sl

i LR
B == 08 228 pos (k. sine) . d
T cos &= .cos (k.sine) . de,
L1]

Ef.«l._ﬂfe:-i_ cos (2h—4) .64 ...

3
2h.2h—1.... (hi-1)
T P
50 isty wenn man auf beiden Seiten mit cos (& .sing) multiplicirt und darauf integrirt, mit Berlick-
sichtigung des Umstandes, dass

ol . ol
J cos (2he— k. sine). de = [t‘us (2hs 4 k.sing) . de,
| 4

L} L]

Da

= T
220 oos®e — cos 2 4 2% cos (2h—2) .6 +

+ 4

) |

L G ] 2h i 2h.20h—

92h— :fcusﬂ’h cos (K.sing). de = Errt |}:r -+ ilf ‘ I'{f';e -+ f'f*l_-’f* 1|2ﬁ;-1 o e
0

2h.2h e (A1) L] S
n=t AT e |
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Es ist aber die hier auf der rechien Seite stehende Lirisse:
1 1.8.5....@h=1) |k
T L

o, 22H
"_.I

demnach

i [ Fd ; A
o cos2Ps . cos (K, sine) . ds = ‘_,-_3"‘3_--#1;{1_’_'—_” ].!:

n
n

welches Resultat Bessel auf anderm Wege erhiilt, auch spiiter von Jacobi aus allgemeinen Betrachtungen

gefunden ist.

Setzl man in den Ausdruck fir das Integral 1.m = 0, so erglebt sich

. ol

=t m.CO5 & ]

Do J : r'fjf- = Iﬂ:f
. i - j

wo i = }/— 1. Es isi aber

. y "N 2 i 1 7y : 1 TR \
]E'u. — [ (3) TR (g) T e (2) —+ . iv 5 demnach
@27
A L P B e Sy 8 syl vl et
i J"* e =12 (2 T (1.2) ('2 LR TE 5k (2 Ty

1] -

' Die Summe der Quadrate aller Glieder der Exponential-Reihe fir e*, wird also durch das bestimmte

Integral:

i @l
! e 22005
| e R e
| In :

" ansgedriickt.

Setzt man in den fir das Integral 1. gefundenen Ausdruck » = m, 50 ergiebt sich

1 aln 5
als M C0S & - e - e
i o cos (m . sing) de = lp= 1.

0

‘ Der Ausdruck fir das Integral 2. giebt, wenn m = 0, also & = 1 gesetzt wird

g [ 5 -
2e . cos (hs — n.coss) de = €05, -E / !:‘? also
]

1 =2n L
% cos (n.coss) de = ln
]

1. b.

e .

e — . — =
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R . ¥ -
| e cos(e—n.cos5&)de = 0 '
[ :
A8 2
N ift:u&(h-—n cose) e = I
| 2 . e T
a
2
fcus(&e—u.cuszjci!’s =0
0
' 2
fcns (4e—n.coss)de = +In
: . ’

. 8 W,

=

ml_
1

1 1
1
d, h. _‘,;!ﬁns{fw—kcuscj de, wenn & ungerade = 0 und wenn % gerade = |’:» wo das obere
i}

Zeichen gilt, wenn & eine Zahl von der Form 2m und das untere, wenn & von der Form 4m.
Setzt wan in den Apsdruck fiir das Integral 3.m = 0, so0 ergiebt sich

1 oln i
= sin (ke—m.coss) ile = — sin T;,lﬂ., also
1]

1 ¥ln
o ‘ sin(n.cose) de = 0
.

o

G
1 i =% i = T
Q“J sin (g —n.cos5e)ds = 4

o

1 aln
3 sin(2e—mn.coss)ds = 0
g

E ]
1 i :
i f:m (de—n.co5s) ds = - 1
e a

; 8
/‘ sin(d4e—mn.cos8)de = 0
Te .

L]

In
1 e .
I, sin(56—mn.cose)ds = — Iy
i

i 8, W.
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und allgemein

| [Fi]
57 sin (he — k. cose) de,
o

wenn & gerade: gleich Null, und fiir gin ungerades & gleich == lﬂ,i wo das obere Zeichen gilt, wenn
i von der Form 2m—1, und das untere, wenn E vou der Form 4m—1.

§. 5.

[n den vorhergehenden Betrachtungen wurde unter & immer eine ganze Zahl verstanden, ein Fall,
der fir die bisher gemachien Anwendungen dieser Functionen auszureichen scheint. Wir wollen aber
jetzt diese Vorausselzung aufheben und statt % setzen ki }/—1, wo % irgend eine beliebige Zahl, gleich-

viel ob eine ganze oder gehrgchene bedeutet, Es ist

win 1= &l =i Ve e
J cos (h]/—1 . s—k.sine) = ‘ cosh]/—1.z.c08 (k.sine) de -|—J_‘siu BV —1.s.sin(k.sine) de
L

a o ]
oder, Wenn man fiir cos .}/ —1.& undsin fh]":l' . & die Ausdriicke durch die Exponentialgrissen setzl:

[Fd

H 2
r?:u:; (k. |/ —1.6—k. sine) :J‘fr‘;' ’-I_-*‘_—'F“'J .cos (k.sing) de 4 V=1, j (ehe—eht) sin(ksing)ds
er g o 2 ey o oam

Da nun beka nntlich

he . n—1 ¥

b i o sin e (h.sing —mn.coss) , nln—I1 >

[cﬁ*-sm"f.ds = = . 9y n—1, ke sipn—2g, de
L]

'3 B 4n’ iI= s 4=’
i by m—1 .
he T _ & end gth.cos s n.sing | n{n—1) ; —3
e f.cog”s. de = — — - i 2L e ens” :
,‘ e FERERIL I g s &.tle

go erhilt man zuniichst

he el he
J et.le = e
1

dies gelt filr & = 0 in -, fir & = 27 in 1 g2k ger. Ferner is

re" he s = — -}—c"‘r".
L b ¥

welches fiir 6 = 0 In — 4, fir £ = 27 in — j};-s'—”‘-" iibergeht. Es ist demnach

Jﬂn

Fis —ha
(._'e + e ) thrdd] 1 r J',!f‘.—f —E.Irl-."'li'-I
0 3 I"L‘:— = B % L& (- e

. b.*

.
'-'h___._ I —

e Tt P - -
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Daraufl folgen die Glieder

CRRY- | ]
—3 re*'”.k’. Tads und —1 c_"‘,k’."—:['-é-’,ff
L3 .= .

Diese nehmen fiir ¢ = 0 resp. die Werthe

.3 1
A= itie T 1 S
RGO T e ™
heben sich also auf, und fiir #¢ = 27 kommt

v'.a.ﬁ.-; ____—E.ﬁn
—fi——.k und . ———.k, woraus
AR ) T3 R ol Ty SO
2n
- ha — fir, - 1
' 3 1 ]
J_: L e = — g (20— 2y, —%— hervorgeht

(W 4-2%)
Die nun folgenden Glieder sind

b sint n sin’
+4 J ehe k', I-_—:,_ﬁ;!’e und -+ .J_“Je_"”, [ e '—r."s,

welche fiir # = 0 sich wieder vernichien, und fiir ¢ = 27 resp. in

e‘!.l'.l.f: A ‘_—Ebﬁ Fal
- = und  — ——— = lbergehen, so dass
1 2h. (A 42"y (h' - 47) 2h. (R +200h +4°) : "
2
II.|'I:J - ¥ it I'E.Ir]:'l —2hn
f (e gl g = e ) gy
] % 1.2.5.4

2R (A2 (- aY)
Fiilrt man in gleicher Weise fort, s0 ergiebt sich

i 4
”.Eﬁﬂ—_imsﬁ" sine).d —(ar e e i = L3 -
L3 2 e L v = 15 A2T AR R4 (AR A ARG
Was den imaginiiren Theil des obigen Integrals betrifft, so ist resp. fir e = 0 und ¢ = 27
L] & _121‘;"-1: 1
JE"“. Eodneds = ———— = — =t
. f i B A4
e ) P —2hn,
—‘c_’r”.ﬁ',:tms.rff L (AT
; % e T TR
- : g ] 1 rothm — 2 hm L3
jene heben sich auf, und diese geben addirt — (e*"" — ¢ Yi=——
A1
Ferner resp, fiir ¢ = 0 und # = 2
-‘(Jl‘-! I!I-'-I' _'Ii_hl__lf_ de = — .-.....__..'i‘:!.._.__.-._ u —_— - &
Y A Y (A 1A 457) (A1) +35%)

] ; i & A — 250
— |c_"”,ﬂ-1.it-'---s— = e ————— il = ;{—F, —_
e £.2.3 (A1 437D R 10A 57D

-
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wo wieder jene sich aufheben, diese aber addirt:

2hx — 2An &
— (=" —¢ — T
( ) RN )
geben. Fiibrt man auch hier in gleicher Weise fort, so ergiebt sich
a2 2
{n"“—-e_""-‘) in (k. si Vo _(ezﬁ”__;=_=*“} [ : i iz i Bl
el sin(k.sine).de = 2 LT O sY) | e DY) )

also ist

n
2hn —2hx, " 1 ' (]
—_ e e —e YA R e 7 it A Rt e AN
f‘@'“swl”_" e—k.sing).de = ——— |l — T EEEn R Rk re) )

pla) s Vo il oo Nl Y S o Lo E .
J | R D s | (REDRID RIS |

Geht man wieder von den imaginiiren Grissen zurlick, indem man in diese Gleichung — &)/ — 1
fiic % setzt, so ergiebt sich

i 4
A - s s i wb & st - T
slnzﬁnﬁus (he—k.sing) . de = 1+ 5 F s =i T =2 (P—1) (o —07)
f h & =1 '{'1 — e 'FI ~ -+ . *
1.13] . iam -|—f,r FE_-";‘_‘_I' VTR — '|'} H,T; 35 { i —1) (hi—3%) (h1—5%) ' =l |

Diese nene Entwickelung fiir die I'Funktion, welche, wie man aus der Ableitung ersieht, fiir alle
Werthe von A, sie migen ganze oder gebrochene Zahlen sein, giiltiz ist, enthilt die obige von Bessel
gegebene Reihenentwickelung als speciellen Fall, wenn man, was hier sehr leicht ist, die Werthe der die
Form § annchmenden Glieder bestimmt. Fir ein ungerades & giebt der Nenner der neuen Entwickelung
ilie Constante
o (h—1) (' —8%) (" —5%) . . . . [K*— (h—2)"] = 2k (h+1) (A4-B) (hF5) . - - . (2h—2) X
(h—1) (h—3) (A—5) . . . . 2
_ahyas k=21
und fiir ein zerades A:
ok (h:—2%) (k' —4°) ('—6") . . . . [h*—(h—2)?] = 2k*(h1-2)(h4-4) (h16) - - - - (2h—2) >

(h—2) (h—4) (—6) . . .. 2

i
by ars ik = 250N,
also, wenn A eine ganze Zahl ist, gleichviel ob ungerade oder gerade,

I M) 5 ottt

A e T e s 1.28.0FD). (h+2.(h+3) 5

fi
Ik —

e ——— e S

e — -
= -
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Wenn man unter /& irgend eine, gleichviel ob ganze oder gebrochene Zahl versteht, so giebt die
neue Entwickelung folgende Diferenzialgleichung der zweiten Ordnung, welcher 1£ entsprichi :

f.t" h fﬂ? g
A Sl [lj—__‘} sin 2k
o= rf.ﬂ'—l.ﬁﬂ'.ﬁ' & j*‘ T

dieselbe geht fiir ein ganzes % in die von Bessel tiber, indem fiir diesen Fall das letzte Glied verschwindet.

EU8

Cauchy gelt, um die von mir gegebene allgemeine Reihen-Entwickelung des bestimmten Integrals
zu beweisen, von folgenden Beirachiungen aus.
Man hat

(1 f‘"! ey T Lkl ."_3 ..... 1 s fl‘,':]”
) ens & T (U dn) (EF 2T e e (B NAT) i

und erbiilt daraus: 1, wenn man o = 1 selzt,
nl o w128, '...',:." o
(B s Gt e e e e
2, wenn man Ax = 2 seizi,
3 - ) £ 1.2.:1..,._.__?_!____'___
0k J 'r_—'T = Ln'—u,'u [ T ) e @4+n—2) (vn)

Andrerseits kann man auf verschiedene Arten die Funktion : in Integrale umformen, deren end-
liche Differenzen sich in gleicher Weise bestimmen. Man Lat z. B.

L B ‘, —tx

und man schliesst daraus, indem +r = 1 geselzt wird,

fﬂ e r l}"n f‘_”’. F“
woraus folgt
X : _hln B
() ... .;-.r-i—l}{bﬁl-‘{) ----- ) T8 ., PR - dt.

Man hat auch

i i in
i R e J el da,
a =1 0

woraus man, wenn Ar = 2 geseizt wird, erhilt

n — i R Pt AR opd
A e T (2isine)™. ¢*** . da,
@ £
]




mithin

P
i N (:Lsmn} ot
{?) Tt m— e —n2 e (@ n—2) (w0} H:’.niiijz.z.ﬂ ,,,,, n" ., de.

Denkt man sich nun eine Funktion nach dem Maclaurin'schen Satze in eine Reihe nach den
aufsteigenden Potenzen der Veriinderlichen unter den bekannten Bedingungen entwickelt, so darf man auch setzen

R [(k) = a,+a,. %2 4 a,. f—L+.....
wo die Coefficienten die bekannte Bedentung haben.

Demnach ergiebt sich aus der Formel (3)

ta ik o Ek ek
o J_:! Jlk(1—e= Y] dt = T +.t{.r+1}{r+2} =
und aus der Formel (7)

in pinxt _
(10) . .. e f(—ik.sine).da = X.%,

[t

wo X den Werth hat
fidg k & i
{_11) X—ﬂ-u.:r—‘r I“(..I.' lj{l‘l‘l.} f’.(.i.-‘—'-!]l-i'_'{—-l!-l-?}_r .....
Wenn man, der Kiirze wegen, seizt

E B e"‘“‘rif[—t'k.s!na} = A Bi,

50 giebt die Formel (10)° ‘
2 :
!J"Arfu = X, sin2mz,

i)

(i
oln
B{h.c = X(1—cos2mx).
Demnach
fﬁda
(143.. .. = tang .
f4ti’n:
Wenn man
fe) = e
:—-'-“__ - =— i - = = "




|
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setzt, so giebt die Formel (10)
Inxi
[ —

i
’ elaar—k sl go — X,
e

V]

und demnach

1

2n
J—‘cus (e — k , sinee) . dee = X. sin2smx,
¢ 1]

(A5) . -«

LU

wo
1 &

ﬂ' 3

#ln
f sln (ex — k. sine) . de = X (1—cos2mx),
.

X= >+ aghastn " e—De@+a 1

Die erste der Formeln (15) stimmt mit der allgemeinen Entwickelung fiir 12 itherein. Wenn man

das zweite Integral durch das erste dividirt, so ergiebt sich

in
rs.in (cexr — & ; sinee) , de
et

— - — = {pngmx,

8ln
' cos(cer — K . sinee) . de
L3

welche Formel auch aus (14) folgt. Das Verhilinise dieser beiden Integrale ist daher ganz unabhiingig

von der Grisse k, welche ich in meiner Abhandlung den Modulus genannt habe,

Die ferneren Untersuchungen, welche der verewigie grosse Mathematiker Frankreichs an seinen

Beweis meiner Formel geknlipft hat, hiingen nicht mit diesen unmitielbar zusammen, weshalb ich sie
hier iibergehe und auf: ,comptes rendus® 1854. Juli 17 und Juli 24, zu verweisen mir erlaube.

§ 7.

Nach Cauchy's Beweis ist mir noch ein zweiter bekannt geworden, welcher die Einfithrung der

imaginiiren Griissen nicht fordert und aus doppelter theilweiser Integration hervorgeht; derselbe ist in den

folgenden Betrachtungen enthalten.

Es ist

aln 2w
j coslfre—£K . slne) , de = J’.cur\' {he) . cos (k. sing). ds 4
er &7

2 .
sin (he) . sin (k. sing) . ds
i}

f=n i .90 2 i—=0c oy | #in
- f“]}a.l‘ ® E!‘ i e I'—l] -..I{' iz - 'ﬂl
— ¥ A : S i E L 8 S b s Al 2 i+1
I T T coshe . sin'edet 5 15— TERE sinfesin & .de,
1]
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Die Coefficienten der Reihe hiingen also ab von dem Integrale

g (e,m = |sin (ke 4 ) .sinf™e. de,

wenn man ¢ = 0 und o« = ’; setzl.

Wenn man, ohne liber die Constante e zu bestimmen,

y = sin (ke - )
selzl, so dass
dy

iy 1
ia

=y = h,cos (het-a), “% = y' = —K.sin(hetea) = —h'y

ds
wird, so ergiebt eine doppelte theilweise Integration

r
_‘FETT (g, m) =J y" .sin™e. de

£l
1 " " — 1 s + - t 5
= y.sin™&— my.sin™ le. cose -+ m.,J y {m—l .8in™ — %z .cos e — sin™ s f s

— y.sin™s—my.sin™ e cose+m 1 m—1 . (&m — 2) — mgp (5,m) E
oder

(h'—m') g (&m) = —y. sin™ e - my . sin"™ I cose—m(m—1) g (s,m—2).

Integrirt man nun von 0 bis 27 und setzt

2
f(m) =-J sin (ke - «) , sin™ e.de,
- 1]
gp halt man
o o— 1

[ m) = . ~ f(m—2),

em'

vorausgesetzt, dass m — 2 nicht negaliv ist, und hieraus durch Wiederholung

i ;r:rnigi—i.m-—z ..... m— 241

"y = (— - v A c Oy
f (m) 1) R A= m— D", [A'— (m — 24 2)7] [ (m i),

vorausgeselat, dass m — 2i nicht negativ isk.
Hieraus ergiebt sich
flir m = 2
e e 2

ot e . (0)
[ 1)-}12—2’.}!2—{1....1lﬁ-u—lzfj;‘ fl._ ek |

f20)

I

fiir m = 2i4-1

; = tann 8 iy :
fRI+D =0 g o Vi)

f(1).

Il c.




Es ist aber

]
f() ZJ_'%in (he -t ) . ds = ;; 1 cose — cos (2w -+ «) 1

ik
f( :J_::]u (he + &) . sine. de = ;;‘-I y 3 sin (2 + &) — sine) E
g =

alzo:

o
T o 128t 28
in (he .sin®e. d —) cosee — cos(2hm -
{l}Jsm(m—l—u} sin*z. ds (—1) P g TR ! § 8(2km - a) [

i = F .
mz&ﬁ"liﬁuwﬁ.siu“’rh.rrs =l [ @k @) —lie

Setzt man nun in der ersten Formel e = -, und in der zweilen ¢ = 0, und substituirt die so0

erhaltenen Werthe der Integrale, so ergiebt sich

i cos(he—k.sne).tde = T —— 3 3 A 2 LT e
sn2hmg f ( ) f gl A =28 = e D R I I Oy e TR

welches mit der von mir gefundenen Formel Ubereinstimmt.

Die oben angegebene Relation zwischen den beiden bestimmien Integralen

[ ri aln
j sin (ke — k. sing). de und J cos (ke — k. sinel, ds
e

L1} L]

geht aus der letzten Herleitung cbenfalls sogleich hervor.. - Selzt man niimlich ‘in (1) &« = 0 und in (2)

g=2 Tuiilt
= Z» so erhilt man

In
fﬁllll (he) . sin® s de R PR o, AT g 1 — cos 21"“'71

aln 3 - ;
!J, cos (ke) , sin* e de = ( Vo——  e— i';mszﬁr: —1 1 ;
2 — . - e R = E

demnach

#a @7
j sin (ke — k. sine). ds = tang lire J cos (he — k . sine) . de.
.

L 1]
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Man ersieht aus diesen allgemeinen Relationen, dass, wenn & eine ganze Zahl bedeutet,

#2n i
J sin (ke — k. sing) . de = 0,

= -

welches auch direct leicht zu zeigen lst.

§ 8.

Aus der allgemeinen Refhenentwickelung ergiebt sich, wenn man nach einander b1 und & —1

statt & setzt

W2
1 s T P :440) kiis = & * Y .
iin-s.;;i;ﬁj,,J 30&[1.& 4 D). e—Lkising.de = kT T o) Ats) T =) (—8%) (At ..k
| BN D NawEuY.S
| T A2k 1 RE—2%) hih+ 4) o e

#2a
1 . . 1 k2 et
i — == 1] — R o et = o
! Fi!!E:..ﬁ— I-.;"”J :05 EU' Ia't ﬂ..f\]l'll-].[f.t' A—1 |" {ﬁr_j:,:ﬁ.,_g} i {.-ﬁ’—jlm:—s:) (h—3) + vemn e

k__l_ &
—I_ Tlil"- _E:'Ii- I E&-‘__'z,_}ﬁ(h_——'i-f R

[ gnd durch Addition:

- [ 14
| | Y
o (m.-ﬁgfcus (k) & b slng) e ST -‘TJ :us[{ﬁ —1).&—k.sing.de

2h 2hi? 2hAL

! = 1 T R—) =8y " =1k SR 5%y T "

2hk 2h4?

25 Hhi =27} +- ROhF = 39(A" —1%) BEL M

27
s 1 i gl 2
Tk sin 2 j‘;“f (he—k.sine) . de— —-.

e ist also allgemein, wenn % irgend eine Zahl bedeutet,

sin 2hin
aq

- -ﬁ'—j I I‘I*"j At f
In dieser Gleichung ist die bekannte oben angegebene, fiir eine ganze Zahl k giiltige:

als besonderer Fall enthalten: das letzte Glied wird niimlich, wenn /% eine ganze Zahl ist, gleich Null.




§ 9.

Obgleich die Hérleitung dieser Relation aus der Reihe sehr einfach isi, so ldsst sich dieselbe doch
o atuch unmittelbar durch theilweise Integration erhalten.
Es ist niimlich

™ L]
J cos (he — k. sing) . ds -}‘— cos™(k . sine) . sin fis -} :J sin ke . sin (K , sing) . cose. ds

@
- :: sin (& . sin) . cos dis -i—l cosle.cos (k. sine) . cose. ds
also

2n J{. #2n
€0 (he — k. sine) . de — ‘,*-J cos (he—Fk . sine) . coss . de I:‘ sin2hm

w ]

& 2 £ 2 i
= 5 Efﬂﬂﬁi{ﬁ—l}.s—,ﬁ-'sillf] e - E'J:J susi{ﬁ—;—lj,s—k.ﬂiﬂr].rff T3 sin2hm

o

iibereinstimmend mit dem obigen.

§. 10.

Wenn man die Dillerenzialgleichung der zweiten Ordoung in §. 5 unabhiingiz von der Reiben-
Eniwickelung als bewiesen ansieht, so muss auch die Function |£f,_ wo f irgend eine, gleichviel ob ganze
oder gebrochene Zahl bedeutet, sich umgekehrt als particuliires Integral ergeben. Die Untersuchungen,

welche hier eintreten, beziehen sich demmnach auf eine Differenzialgleichung von der Form

i,
+ Pz +Qy = B,

wo P, @ und K Fupctionen von & sind.  Filr den Fall B = 0 erhiilt man alles was sich auf den Fall
bezieht, in welchem /% eine ganze Zahl ist, wie ich in meinem oben angefilhrien Aufsaize eniwickelt habe.

Fiir die Behandlung der allgemeinen Differenzialgleichung bietet sich zuniichst die Variation der
willkiibrlichen Constanten dar, indem man von der Voraussetzung B = 0 ausgeht und dann in bekannter
Weise fortfilhrt. Auf diesem Wege gelangt man auch zu einer Verallgemeinerung der semiconyergenten
Reihen fiir ]J':‘,‘, welche nach den absteigenden Polenzen des Modulus & fortschreilen.
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