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Theoremata nonnulla de secundi ordinis superficie
cum diseiplinae mathematicae elementis

composuit

J. B. Czwalina.

Sacpumtmtrn pracceptoris, qui res mathematicas docet, interest, theoremala, quae in hujus disciplinae
elementis declarantur, comparare cum aliis, quae subtilioribus studiis constituuniur, atque hoc modo
demonstrare, et hacc et illa esse eadem. Hac ratione non modo intelligentia augetur, sed etiam conjunctio
singularum matheseos partium in lucem profertur. Quamobrem mihi quoque opera non periisse videtur,
quam in his comparationibus inveniendis consumsi; atque si totius disciplinae perscrutationem neque spatinm
neque facultas permisit, tamen nonnullas ejus partes, quae ad superficiem secundi ordinis perlinent, lectori
propositurns sumn.

Ut vero considerationes omnibus perspicuae fiant, nonnullae definitiones praemittendae sunt.

Si linea quaclibet per punctum aliquod ducta superficiem in duobus punctis ila secal, ut
intervalla inde a puncto illo usque ad puncia sectionis aequalia sint, id punctum superficiei centrum nominatur,

Cuique lineae per centrum currentl diametri nomen atiribuimus, planitiei vero per centrum porrectae
nomen planitiei diametralis.

Sed etiam, ubi nullum superficiei centrum est, loquimur de diamelro et de planitie diametrali,
gqua de re hanc addimus definitionem. _

Si centra omnium parallelarum superficiei sectionum rectam efficiunt lineam, ea linea est diametrus.

Planities diametralis, si omnino invenitur, nobis erit illa planities, in gua centra omnium chor-
darum parallelarum jacent.

Generalis superficiei secundi ordinis aequationis forma haec esi:

ar? 4 by? + ez* 4 2dyz + 2exz - 2fxy 4 2gx ++ Wy + 2 4 k=0,
quae a sysiemate coordinatarum, quod cujusvis generis esse polesi, pmuine non pendet.  Novem quogue non

pendentes coefficientes insunt, ita ut superficies novem punctis semper constitui possit.  Ac primum quidem
Y. a.
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demonsirare volumus, in unoquogue chordarum parallelarum systemate centra harum chordarom in una
planitie posita esse, — Hune ad finem sumamus, lineam, cul tolum systema parallelum est, axem esse
may z. Si porro cerli wob x et g valores proponuntur, duos wei = nosira aequatio valores praehet, iis
segmentis respondentes, quac continentur fiis lineis, quae et ex puncto aliquo planitici wdy » et i
axirod = ductae sunt parallelae et valoribus zov et y respondent. Tales roit = valores sint Z, ez Sl
igitur aequationem supra dictam ex gradibus wo® = transformamus. facile ordinatam zob z, quae ad cen-

trum ita ortae chordae perlinet, constiluere possumuos. Haec ordinata erit
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Aequaiio nostra erit :
ez - 2dy | 2ex - 20) z 4 a2 -+ by? - Ay + 2gx - 2y -} k= 0.

Unde
{dy 4+ ex 4+ @) bz
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Quae com planitiei acquatio sit, omnia parallelarum chordarum centra in una planitie posita sunt.
(uum praeterea cuique linearum systemati talis planities respondeat, perspicuum est, innumerabiles esse planiiies
diametrales. Ponamus, planitiem zé@w (xy) ipsam esse planiliem diametralem; necesse est, aequatio super-
ficiel talem accipiat formam, ut
Iy =0
fiat, quia coordinaia centri = = 0 erit; ita ut illi positivo valori re® z respondeal aequalis ac negativas,
Unde sequitur, ut coefficientes roii = evanescant, i e dy 4 er 4~ i = 0 fiant, et aequatio
ax® = byt - ey L 2gx - 2hy 4+ kL oezt = 0 sit.
=10 positum pracbet aequalionem ipsius sectionis diametralis. Quae si est curva, quae cenlrum
habeat, non parabola, atque a eentro facimus initium ecoordinatarum el radios conjuzatos axes rav (ty),
aequatio ejus
ot - Ayt - v =
erit: aequatio autem cojusvis superficiei, quae talem habet seclionem, ideo
er? = Byt - g2t — i
Ad hane igitar formam quamque secundi ordinis superficiem referre possumus, cujus sectio non
sit parabola. Si vero est parabola, aceipiet, coordinatis recle apleque posiiis, formam
pr— gyt =10,
unde aequatio superficiei, cui lales sectiones respondent
pri— g2 4 pze

¢

0 erit.
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Centra omnium  scelionum parallelarum, (si tales sectiones, quibus cenira insint, inveniuntur)
efficiunt lineam rectam.

Il ut demonstremus, ponamus, per omnia parallelarum sectionum cenira duclas esse chordas
parallelas; centra earum erunt eadem, quae centra seclionum. Quae, ut supra intelleximus, omuia posita
sunt in cadem planitie. Quum vero Inpumerabilia chordarum parallelarum systemata inveniantur, secundum
carum systema alii planitiel respondet, in qua etiam eadem haec centra omnia posila sint necesse est.
Si vero idem punctorum systema in duabus jacet planitiebus, efficit lineam rectam.

Priusquam vero longius procedamus, pauca de figuris similibus homogeneisque addamus.

Figuras similes esse dicimus eas, quarum omnes lineae inter puncta sibi respondentia candem prae-
bent relationem, et in quibus simul omnes lineae I]gtll‘ﬂl{‘.‘ alterius eosdem elliciunt angulos, qui linels respon-
dentibus figurae alterius efficiuntur, Si praeterea postulatur, ut figurae homogeneae sint, necesse est, respon-
dentes lineae etiam sint parallelae; si igitur e. g. linea @' A respondel lineae a b, eldem quoque parallela
sil necesse esk

Sit nobis quaelibet figura in spatio data; inveniemus similem atque homogeneam, si singulis punelis, quo-
rum coordinatae x, y, = sunt, puncia respondentia construxerimus, quorum coordinatae mex, sy, mz erunt, Sunt e.c.
duobus alterius figurae punctis coordinatae a, b, e atque e, 8, 7, distantia eorumerit V la—e)® - (0—PF)2+(e—1);

coordinatae his respondentes allerius figurae erunt ma. mb, me; me, mf, my, aique distantia respondens

-+ w3 (c.-—;»}l'. Si igitur hoe modo omnibos alterius figurae punctis respondentia
in altera construeta sunt, postulatae conditioni satisfactum est, ut relatio linearum laterumgue firma sit
¢l constans = m. Lineae vero respondenies eliam sunt parallelae, situs enim earum {alis est, ul cosinus
angulorum, fuos com coordinatarum axibus cfliciunt, habeant relationem @ —e : b—f ;¢ — y.  Quum
autem respondentes relationem e (@ — &) : m(b— §) : m (v — y) pracheant, apparet, relationes inler se
csse aequales. Axes coordinatarum necesse est talibus figuris siné communes, quum in axe ¥oir & in
ambabus ¥y = 0 et ==20 fiat. Si tunc secundam figuram promovemus in spatio, ila ob omnia maneant
parallela, initii autem coordinatarum punctum in aliwd punctum procedal, cujus coordinatae a. b, e sint, erunt
coordinatae secundae figurae a - mx, b -y, ¢ -+ mz, ubi eaedem prioris ligurae >, ¥, = erant Si
igilur proponitur superficies, cujus aequaiio est

.||F. E =} =0,

.
quaeque el similis alque homogenea conlinetur forma

Vome [t —.—_:;'}';' et {_b:,«‘i.!

f (a-+ mx, b--my, ¢ 1+ mz) = 0.
(Quotiescunque igitur @ vel m variatur, variantur quoque et distantia et relationes; si ponimus e. g. m =1,
figurae sibi congruentes erunt
Ouibus ex considerationibus, si solam planitiem adhibemus, hoe sequitur theorema:

Si aequationes duarum sectiomum conicarum in terminis secundi ordinis congruunt,
sectiones conicae similes et homogeneae sunl. —

Primum quidem sumamus, secliones conlcas non esse parabolas; potest altera, ad centrum reducta,
hanc formam accipere:
art-bay ey +d =0,
altera sit adhuc hujus formae:
ax 2 4-bry ey 2+ ex+f+g9 =0

Y.a. *
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sed in hac quoque primi ordinis termini evanescent, simulatque ea ad centrum reducetur, tum enim
ar® 4 by ey +h = 0 '

erit. Ponamus deinde mx pro x, my pro y, mz pro z; forma erit:
¢ fe
ax? - by 4y +—_, = 0.
m=
Si vero valorem zov m sic consiituimus, ut
j;. = il
m=
fiat, sectio conica prima erit hujus formae: b
[y =0
secunda hujus:  f (e+-2, g+ y) = 0,
aut, si placet, f (e ma, §-+my) = 0;
unde sequitur, ut hae sectiones conicae sint similes atque homogeneae. Parabolae sunt omnes inter se
similes. Proponamus duas parabolas et collocemus alteram ita, ut ildem ulriusque sint axes coordinatarum
et eadem capita; eae inter se sola parametro different, Aequalio alterius sit
¥y = pa,
aequatio alterius erit
y: = p,
; : il ey )
atque inveniemus, mx posito pro &, et my pro ¥, secundam aequationem, sim ita constituimus, ut p' = i; fiat.

Jam si has considerationes ad ea, quae supra diximus, adhibemus, atque repetimus, omnes sectiones, quae
parallelae factae sunt planitiel woi (xy), sectiones conicas fuisse hujus formae:

i o . e B

y* = px,

vel parabolas formae hujus:

atque deinde, omues sectiones conicas hujus formae similes esse et homoggneas, hoc Jhabemus theorema:

Omnes sectiones parallelae, quae per superficiem secundi ordinis quamlibel ducuntur,
sunt figurae similes et homogeneae. — .

Si in triangulo plano lineam basi parallelam ducimus, efficitur (riangulum simile et homogenemm ;
si porro in corporibus, quorum conditiones et naturas stereometria docel, sectiones facimus basibus
parallelas, ftem hae sectiones nobis figuras prachent similes et homogeneas; alque cognoscimus, idem
theorema in diversis disciplinae mathematicae pariibus, etsi conditiones rationesque mutatae sint, semper
idem invenii,

Supra vidimus, emnium sectionum, quae in qualibet superficie sec. ord. ducantur, parallelarum
centra efficere lineam rectam, et etiam omnium chordarum parallelarum centra inveniri in una ecademgue
planitie. Eam lineam rectam, quae omnium sectionum parallelarum eentris efficitur, nominamus his sectio-
nibus conjugatam, atque eam planitiem, in qua omninm chordarum parallelarum centra inveniuntur, his
chordis conjugatam, Hic igitur ad singulas planities pertinent singulae lineae conjugatae, et ad singulas lineas pla-
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nities conjugatae. Siex omnibus parallelis sectionibus eam eligimus, gquae per totius superficiel centrum simulque
centrum diametri ejus porrigitur, habemus diametrum conjugatam et respondeniem planitiem diameiralem.
His definitionibus praemissis duo inveniuntur theoremata:

1) Si per diametrum sectiones ducunfur, omnes lineae, quae in his sectionibus supra-
dictae diametro sunit conjugatae, jacent in una eademque planitie, el quidem in planitie dia-
metrali huic diametro conjugata.

2) Si per diamefrum quandam superficiei duae ducuntur sectiones, atque in his dia-
mefri conjugatae constituuntur, omnes diameiri seclionis, quae ufrnmeque percurrit, propositae
diametro sunt conjugatae, vel planities, quae utrumque percurrit, est planities diametralis conjugata.

Fundamentum demonstrationis invenitur et in conjugatarum diametrorum definitione et in his plani-
metrine theorematis:

1) Omnes lineae, quae in linea quadam ad perpendiculum sunt; jacent in una eademque planitie.

2) Si linea recta in duabus planitiei cujusdam lineis ad perpendiculum est, in tota planitie est ad
perpendiculum,

His praemissis diametrus sit « atque conjugata planities diametralis e; demonstrandum est,
omnes i a conjugatas diametros efficere planitiem e Quum diamelrns conjugala ea sit, quae cenira om-
nium @ @ chordarum parallelarum percurrit, haec vero centra simul omnia in planitie « jaceant, necesse
est, diametrus quoque = @ conjugata jaceat in planitie «  Allerum theorema ideo per se Ipsum intelligi
potest, quod planities quaeque duabus lineis rectis constifuta est. — Omnino contemplamur hoe loco aut
unam lineam et unam planitiem aut trium linearum systema. Si in planitie e duas ponimus diameiros con-
jugatas b & c, erit systema a, b, ¢ systema trium conjugatarum diametrorum; atque vpatura hujus syste-
matis talis est, ut quaeque diametrus conjugata sit planitiei, quae reliquas duas diametros pereurrit. Inter
theoremata ellipsin spectantia haec duo inveniuntur:

1) Summa quadratorum duarum diametrorum conjugatarum semper est constans.

2) Parallelogramma duobus diamefris conjugalis effeclum semper manet constans.

In ellipsoide, quod nascitur ellipsi ant circa majorem axem aut eirca minorem rolata, erunt
theoremaia respondentia haec:

1) Summa quadratorum trium diametrorum conjugatarum semper est constans.

2) Parallelepipeda inter tres diametros conjugatas semper sunt constantia.

Ponamus systema {rium diametrorum conjugatarum a, b, ¢ aique aliud @', ', c; necesse erit,
demonsiremus esse

“

a' 40 e’ = a4 L L
Fingamus, planitiem z@» (bc) vel e et planitiem wav (b'e”) se invicem secare in diametra m, ita ut ue dia-
metrus fiat in planitie (be), simulque in planitie (b'c¢’). Tum construamus diametrum @ i conjugatam et
in planitie (hc), et in (B'e?), et quidem sit ea in planitie (be) = n, in planitie (Me’) = ', et habebimus,
theoremate, quod ellipsin spectat, revocato b2 4 ¢? = m? - n* alque inde

a® 4 b? +¢? = a* -+ m* +nd

Nam tum bete, tum m et » sunt singula paria diametrorum conjugatarum in una eademque sectione (be).
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Quum vero wm et n' diametri conjugatae sint in sectione (b '), erit ¥ 4 " = m" + w"?, wvel

3
i=

a*+ 0 e =a"4-m +n

Jam construere possumus quattuor diametros «d me conjugatas. 1) ae invenitur in planitie (be),

esl igitur linea o0 o conjugata. 2] m est in planitie (5 ¢"), crgo o a' conjugata. 3) ex consiructione
e w alque 4} = m'. ' Hae quatfuor diametri jacent, i ‘supra demonstralum est, in una eademque pla-
nitie, alque carum est diameirus ¢ =@ » conjugata, quin = In planitie (be) sita est;  eodem modo sunt
a' et n' diametri sibi invicem conjugatae, quia &' jacet in planitie (#'¢'); unde sequitur, ut tum e et s, tuma’ & »'

]

S 2.
singula paria sint diameirorum conjugatarum in una eademqgue seclione, Qua dere est ¢ —+-n" =a

i -
N "5 ergo
4 2+ e 13 L e :

4" +m +n =o' +—m 1 n. Erpgo

.. o F
2 2 2
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Simili- modo secundum theorema  demonstratur.  Sit P signum parallelepipedi, ita ut Pa b ¢
parallélepipedum significat, quod lineis @, b, ¢ efficitur.  Erit

Piabe = Pamn,

Nam cum et b, e, et m, nsint singula paria diamefrorom conjugatarum in cadem sectione, erit parallelogramma
e = mn, Fingamus, haee parallelogrammata esse bases, necesse est sit Pabe = Paemn.  Deinde
vidimus, a, ', n, »' sewper esse in una eademque planitie, atque @, = el @', #' esse singula paria diame-
trorum conjugatarum.  Iine. sequitur, ul | parallelogrammata. en el o'a’ sint aequalia; et eodem modo
sequitur, ut Pemn = Pa'man', atque eandem rationem sequentes invenios Pa' ma’ = Pa' Vo' i e
Pabe = Pa'l'e¢. Ergo sunt parallelepipeda constantia; q. e, d.
Porro in ellipsis theoria invenitur hoc theorema:

w50 ex ellipsis centro lineam reclam ducimus, quae vel in ellipsis planitic sita esse potest vel extra
eam, summa quadratorum parallelogrammatum, gquae haee firma linea cum pari quodam diametrorum con-
jugatarum efiicit, semper est constaps.*®

Ut hoe theorema demonstremus, in memoriam revocamus, theoriam diametrorum ellipsis conjugatarum
plane derivatam esse, vel derivari posse ex iis, quae de cireulo plano dicta sunt. Si enim describimus eireulum, cujus
diametrus sit ellipsis axis magnus, et fingimus, hune circulum reclis angulis projectum esse: lineae quoque omnes
projectione faeta eandem fnter se retinebunt relationem. Si ponimus c. ¢, in circulo systema chordarum parallelarum,
fuas [irnj-icillltls una cum cenlris epruny, lnveniemus; projecliones Torum centrorum ipsas Muturas esse centra, quae
sic projecta rectam efficiant lineam. Si ponimus deinde angulum inclinationis, quam et ellipsis et circuli planities
habet, = e, erit, sia diametrum circuli vel ellipsis magnum axem significat, a Cos. & = b i. e. = parvo ellipsis

: ; = P T
axi, unde sequitur Cos. & = = Ergo deminuitur quodgue cireuli parallelogramma projectione facta ex
relatione  Cosinus e: vel funt parallelogrammata ellipsis, ' si parallelogrammata  circuli multiplicamus
L b P o : : .
LR Quum vero summa quadratorum horum parallelogrammatum in circulo constans sit, erit elam in

cllipsi constans. His praemissis si fingimus, et a, b, e et a', ¥, ¢’ esse singula diametrorum conjugatarum
systemata, simulque [a &] significare parallelogramma lineis a et b elfectum, invenimus haec aequalio-
num systemalta:




[wl]* 4+ [mec]* 4 [Be]r = [am]® = [aa]? 4 [mu]?
- 2 3 T 2 = -1 1
[am]* +[an]” +mn]® = [am]® <+ [@'n]* +[ma]"

(&' m]” - [a'n]” 3+ [ma]” = [@ &1 <+ [a'c'] +[F.eT
Quid singula haec m, n, »' & . . . significent, e prioribus notum est.  Aequationes ipsas vero inveniemus,
si fingimus, unam diametrum esse firmam, alque hane conjungi eum una earum, quae ei sunt conjugatac,
et sic quidem, ut utraque posita sit in una eademque planitie, In systemale @, b, ¢ fingitur @ firma
algue ponitur me, % pro &, e, quae quattuor jacent in eadem planitie. Deinde sit diametrus me firma in syste-
mate a, m, @, atque a', »' ponatur pro a, », quae diametri eodem modo omnes conjugatae suut =6 m et
in una inveniuntur planitie. Denique sit o' diametrus firma, tum it ex o', m, Y ut supra vidimus, a'b'e’
atque allata sequationum systemata ipsa per se esse perspicua videntur.

Cuique superficiei secundi ordinis inest, ut supra vilimus, haec proprietas, ut omnes sectiones
parallela¢ fiant similes atque homogeneae figurae. Si sunt igitur duabus talibus superficiebus duae planae sec-
tiones communes, semper erunt duae planitierum directiones, quibus illae sic secari possunt, ut sectiones
utriusque  sint  parallelac et homogeneae. Si deinde utramque’ superficiem planitie seeamus, quae alteri
illarum planitierum communium sit parallela, existunt duae secliones, quae communi sunt parallelae et
homogeneae, ideoque sibi invicem. Fingamus nune, alteram sectionem planam esse firmam el immobilem,
alteram mobilem, ita vero, ut motione facta maneat sibi ipsi parallela.  Jam si per fines ulriusque sectio-
nis conos ponimus, motione alterius sectionis invenimus systema conorum, qui ommes sunt lales, ut eorum
secliones, quae planitiel mobili parallelae ducuniur, omnes inter se simulque sectioni superficiel datae sint
cimiles et homozeneae. Ponamus, planitiem secantem superficiel ita appropinguare, ut sectiones fiant minores
atque minores; iam altera parte vertex coni et ipse superficiel magis magisque appropinguabit; atque si
planities fit planities tangentinm, in ellipsoide quidem sectio mobilis transformatur in punctum solum, quod
simul vertex coni erit. Attamen huic cono proprietas manet, quae conis omnibus communis est; si enim
conus sectione planifiei mobili parallela secatur, hic ergo seclione planitiei tangentium in hoe puncto posi-
tae parallela, sectiones et coni et superficiel erunt similes ei homogeneae, Unde sequitur:

.Si ex quolibet superficiel puncto quasi ex vertice ad singula sectionis cojusdam planae puncta
lineae reetae ducuntur, his lineis efficitur conus tali proprietate instructus, ut omnes el coni et superficici
sectiones, quae parallelae planitiei tangentium in vertice positae ducuntur, similes fiant et homogeneae figurae.*

Ponamus, in data superficie esse numerum quantumlibet sectionum planarum, et ex puncto aliquo
superficiel per omnes has sectiones planas esse conos perductos; inveniri potest directio, qua coni persecti
omnes cf superficies pracbent similes et homogeneas vel figuras vel curvas. Necesse esl, fingamus, omnes lins
conos sectionem infinite parvam habere communem, cujus directio data est planitie tangentium. Deinde
ponamus, planitiem secantem porrigl per centrum. Haec planities, ut jam scimus, est planities diamelralis
conjugata ei lineae, quae ex puncto, cui vertices omnium conorum adpropinguant, ad centrom dueta est,

His praemissis singulisque perfeclis hoc nobis se offert theorema:
,,Si punctum ellipsoides quodlibet factum est punctum oculare, ef planities, in quam figuras proji-

cimus, illa fit, quae conjugata est diametro, quae ex puncto oculari exit: vel: sit P punctum quodlibet super-
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ficiei, O ejus centrum atque K planities diametralis =& PO conjugata; quaecungue superficiei sectiones
planae projiciuntur in planitiem E, omnes sunt similes et homogeneae sectiones conicac.’

Unde sequitur, ut ex puncto aliquo superficiei omnes sectiones ita projicere possimus in planitiem,

in qua sectiones fiant similes et homogeneae seciiones conicae. 5

In quo theoremate invenimus amplificationem projectionis stereographicae ex Ptolemaei temporibus
notae, adhibitae ad quamlibet secundi ordinis superficiem. Haec projectionis species, duas, ut notum est,
habel proprietates :

1) Omnes sphaerae circuli fiunt in planitie E rursus circuli,.  Alque 2) ommnes circull se invicem
secant iisdem angulis In planitie, quibus illi in sphaera deseripti. Qued ad ellipsoides, rem ita constituere
possumus, ut omnes sectiones planae in planitiem circuli projiciantur; ellipsoides enim in quasdam directiones
ita secari potest, ut sectiones circuli fiant, et quidem duo circulorum systemata inveniuntur, ita ut etiam
duo eireulorum parallelorum systemata sint.  Sit igitur planities cujusdam circuli simul planities E, atque
finis diametri huic planitiei conjugatae punetum ocnlare; erunt projectiones omnium planarum sectionum
similes et homogeneae illi sectioni, in qua superficies planilie E persecatur; quae cum cireulus sit,
omnes erunt circuli. Hoc mode reperimus viam rationemque, problemata de sectionibus planis super-
ficiei secundi ordinis proposita revocandi ad problemata, quae ad systema ecirculorum in una eademque pla-
nitie sitorum pertinent. In ellipsoide quodam sint e g. itres sectiones planae datae: postulatur, ut quarta
sectio plana construatur, quae tres datas secliones tangat. Hic nihil alind quam illae tres datae seciiones nobis pro-
jiciendae sunt circuli; atque tum circulus construendus, qui hos circulos tres langai. Si denique hune eir-
culum rursus in superficiem projicimus, vel, si sectionem quaerimus, quae cono, ex puncto oculari usque
ad circulum in planitie constructum posito, alque superficie efficitur, haec sectio tres datas sectiones tanget.
Problema tali modo amplificari potest, ut circulus investigetur, qui tres alios circulos dato quemgue angulo
secel. Tum, ut cireulus construatur, qui quattuor circulos datos angulis aequalibus secet.

Considerationes tales denuo nos docent, simplicia elementorum theoremata arctissime conjuncia
esse cum iis, quae theoria superficiei secundi ordinis nobis offert.

In quolibet superficiei puncto planities poni potest talis, ut tangentes ommium per hoc punctum
ductarum sectionum in eadem jaceant. Quae planities nominatur planities tangentium, Aequatio planitiei
tangentium hanc habebit formam:

[l 3 2= 9
Sint @, b, ¢ coordinatae cujusdam superficiei puncti; sit deinde

= a - h
R o
gi— el

aliam inveniemus functionem expressam serie, quae secundum gradus zod k, 4, & procedel, cujus terminus
primus [ (a, b, ¢) = 0 erit. Iia ut

b+ idfiektu=0 sit,
ubi u terminos significat, qui duos vel plures gradus zoi %, i, & continent. Si deinde planitiem significare
volumus, in qua puncta eadem inveniantur atque quae, valoribus zo® k&, i, & parvis consideratis, propius

|
|
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ad superficiem accedat, quam quaevis alia, necesse est, aequatio planitiei hujus terminos solos primi gradus
contineat; atque haec aequatio a priori solis terminis vé) w expressis discedet. Tunc valoribus zaw b, i, k
satis parvis positis, nulla alla inter nostram planitiem et superficiem poni poterit. Planities tangentium ideo
hane formam induit:
P =@ i) =,
ubii f' &... dilferentiales partiales in x, ¥, = vel etiam coefficientes wov &, i, k& erunt, si functio
explicatur. Si loco &, 7, & ponimus valores eorum (x — a), (y — b), (z— ¢), erit aequatio:
ffa(x—a) 4 f'b y—0 + fez— o) —
Forma generalis superficiei aequationis eral:
0 = ax? 4 hy® 4 cz* + 2dyz |- Rezx + 2fxy + 2gx + 2hy 4 2iz + Kk

i
Sint deinde p, ¢, v coordinatae cujusvis superficiei puncti, erit:

(ap +er + 71+ g g+ fp+ dr+ My +er+dgtept+iz=20
Si multiplicamus 7é p fterminum primum, z¢ ¢ secundum, 6 7 tertium, invenimus considerationibus
superioribus adhibitis :
gp + hqg +ir + k=07
alque haec maxime gencralis est forma aequationis tangentium planitiei.

Aequatio prior est, quod ad p & ¢ attinet, linearis, atque immutabilis manet, si p, ¢, 7 permutamus
cum , ¥, . Perscrutemur igitur, quasnam conditiones aequatio offerat, si aut 2, y, z, aut p, o, ©
habemus pro coordinatis puncti cujusdam.  Si @, y, = sunt tales coordinatae, aeguatio exprimit planitiem
{angentium, i. e. proponit conditionem, ut punctum, cujus coordinatae x, ¥, z sunt, in planilie tangentium
sit, quae fuerit ad puncium admota, cujus coordinatae p, ¢, sunt. Si punctum, cujus coordinatae &, ¥, =
suni, firmum fingitur atgue immobile, zofs p, ¢, vero omnes valores, qui addi possunt, adduntur, invenimus
omnes, quotcungue facere possumus in superficie sectiones. Deinde cognoscimus, punctum, cujus coordinatae
&, 7, = sinf, exstare in planitie tangentium huic superficiei adposita.

Si igitur ex puncto quodam e omnes tangeniium planities, quas possumus, superficiei adponimus,
pmnia contactunm puncia sita sunt in una eademgue planitie, cujus aequatio erit:

(ap + fq + er gl + (bg 4 fp -+ dr + Dy + (er +dg+ep4 =0

#y  Ponendum enim est: & =p - h
y=¢+1
2 =1 4k

alique aequatio nosira, hac subslilutione lacla, erits
apt by + er? - 2drg - 2enp 4+ 2fpy - 2gp +2hgF2irt &
4 (ap 4+ er -+ fg -+ gy2h by dr 4 fp-t A 2i +ler+dgtep-FHzktfU=0
Ouum vero sit A

ap? -+ bg* v+ 2drg+ 2erp+2fp+ 2gp+2hg 4 2ir+ £ =10,
erit etiam

(ap - ev- -+ g+ by + fpdr+4 id(ert+dgtep+410) =0
vel-a, o, & pro K, 7, & positis nosira aequaiio orilor.  Si Vero ponimus pro & @ & oo P, @0 T invenimus

ap® 4+ bg* + ert 4 2dgr4-2eprt 2fpy +gp+ hg +ir =0,

ap + hyg + ir + & = 0,

unde sequilur
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Haec planities, quae etiam puncti m auxilio definitur atque constituitur, nominatur planities polaris,
quae ad punctum m pertineat; et punctum m habet nomen poli.  Si igitur punctum, cujus coordinatae sunt x, ¥, z,
polus est, erit aequatio planitie _pn]aris ea, quam supra diximus. Id ipsum vero, quod in aequatione planitiei
polaris @, y, = cum p, ¢, * permutari possunt, hoc nobis pragbet theorema fundamentale:

,,5i punctum in qualibet planitie positum est, planities ejus polaris porrigitur per punctum, quod
polus illius planitiet est*s,

Sint p, ¢, v coordinatae cujusvis planitiei polaris puncti, quae est planities polaris puneti m (cujus
coordinatae sunt x, ¥, =), et invenietur illa aequatio. Sideinde quaerimus planitiem polarem puncti p, q,
atque nominamus @, y, = coordinatas alicujus hujus planitiei puncti, eandem invenimus aequationem. Ergo,
si positum est punctum m e, g. in planitie polari puncti m', positum est ' in planitie polarl puncti m.

Si ex puncio m, ul jam vidimus, omnes tangentium planities, quas possumus, superficiel admo-
vemus, omnia contactuum puncta sita invenimus in una eademque planitie, quo facto, si ex puncto m ad singula
contactuum puncta ducemus lineas rectas, hae dineae efficient conum, qui conus fangens nominatur, Si
poreo ex omnibus cujusvis planitiel punetis singulis conos superficiem tapgentes quaerimus, omnes planities,
in quibus puncta contactuum inveniuntur, se invicem secanl in uno eodemque puncto, polo prioris planitiel.

Si per aliquod punctum quotlibet sectiones factae sunt, eaedemque superficiem persecant, atque his
sectionibus respondentes coni construuntur tangentes, omnes horum conorum vertices uni eidemque planitiei
insunt, et quidem planitiei polari, illi puncto respondenti

Planitics polares omnium punciorum, quae efficiunt lineam rectam, se invicem persecant

linea recia. -
Linea recta ex polo nsque ad centrum ducta percurrit per centrum curvae tangentis; afque illa
planities, quae huic lineae est conjugata, semper erit parallela planitiei polari. Unde sequitur, ut directio
planitiei polaris, atque planities polaris ipsa constituta sit, etiansi nolla tangentium  planities super-
ficiei adponi possit. Omnino enim planilies fingi potest, quamquam sectio ejus per superficiem fierl non
potest.  Directio ejus eo constituta est, quoidl conjugata est illi lincae, quac a proposito polo usque ad
centrum ducta est.

Considerationes adhuc factae ad lineas quoque referri possunt.  Si fingimus “duo puncia atque
corum planities polares, nominamus eam lineam, qua planities altera alteram secat, lineam polarem respon-
dentem lineae, quae illa puncta conjungit. Doarnm igitur linearum, quae sibi invicem sunt lineae polares,
proprietates sunt analogae. Si in altera silum est punclum, planities ejus polaris tenet lineam alteram.

Si linea, quae alteram secat, proposiia est, linea polaris secat alteram. Omnino ex unoguogue
theoremate, ut priores considerationes docent, quod de lineis rectis vel de planilie constitutum est, alind
deducere possumus non amplins demonstrandum, in quo

locum puncil supplet planities,
- lineae o linea,
s planiliei o,  punctum.

Si porro exira propositam superficiem firmam fingimus aliam, unumquodque’ ejus punctum polus haberi
potest, qui planitiel, 1. e. planitiei polari respondeat. Quae omnes planities polares, diversis punctis respondenics
sibi invicem infinite adpropinguant atque semper in uno eodemque puncio se persecant.  Unde fit, ut cuigue
puncto alterius superficiel semper respondeat punctum alterins.,  Simul sequitury, ut superficies altera fiat
superficies polaris alterius. Ergo:




* poli conditiones sequantur. Aegualio poli erit:

115

,,Superficies polaris cujusvis superficiei secundi ordinis est semper ipsa superficies secundi ordinis.*
Quod hoc quogue modo enunliare possumus: 51 coique superficiei secundi ordinis puncto respon-
dentem quaerimus pldhitiem polarem, omnes hae planities tanguniur alia geenndi ordinis superficie”® Unde
gequitur, ut etiam locum superficiei  suppleat superficics.  Haec  #heorematum  duplicandorum  ratio
nominatur, ut notum est, principium reciprocitatis vel principium dualitatis.

Ex praccedentibus considerationibus sequuntur praeterca haee theoremata:

,.Si tria proposita sunt puncta et planities polares iis respondentes, atque in tribus his punctis
ponimus planitiem, tres planities polares se persecant in uno eodemque puncto, qui est polus illius planitiei
{rium punctorum.*

Simplicissimam superficiel secundi ordinis aequationis formam hane habulmus:

ax? 4 hy? 4 e = 1.
Siut p, g, r coordinatze puncli cujusdam in planitie tangentinm siti, atque x, y, = coordinatae puncli in
superficie jacentis, cui illa tangentium planities adposita est; erit

pax 4 qgby 4 rez = 1
aequatio planitiei tangentium. Qua in aequatione nihil mutatur, si p, ¢, v permutantur com x, ¥, = Si
tum fingimus punctum planitiei tangenlium datum, necesse est, si x, y, = coordinatae sunt puncti contactus,
atque p, g, v magniludines constitutae, invenlamus conditionalem aequationem inter x, ¥, = Si deinde
has aequationes inter se conjungimus, omnia inveniemus puncta, quibus planities tangentium adponi potest,
cujus sint coordinatae p, g, v. Curva, quae hoc modo oritur, est curva tangens, atque movetur in planitie,
quae planities polaris est puncti p, ¢, 7. Ubi est nullins momenti, quo loco punetum situm sit; qua de
caussa haee planities tum quoque exstitit; si sectio per superficiem ducta fit imaginaria. Ponamus, aequa-
tionem ipsam esse definitionem planitiei polaris; sit itaque

za? - by? 4.ez2 =1
aequatio superficiel; nominamus aequationem

pax 4 gby+ rez=1
ipsam planitiem polarem puncti A, cujus coordinalae &, y, = sunk.

Deinde sint 2, y', z' coordinatae puncti, quod in planitie polari sit situm; gquaeremus, quaenam inde

. pax’ 4 gby' 4+ rez' = 1,
Si vero ', 3, = courdinatae cujusvis puncti, atque (p, ¢, ) puncta in planilie polari sita sunt, erit
poli aequatio haec:
2ap 4 y'bg 4+ z'er =1,
quae, geomelrica interpretatione adhibita, doeel, puncia (p, q, ) sita esse in planitie, quae planities
polaris illius puncti est. Punctum, cujus coordinatae sunt p, g, 7, situm gt in planitie, cujus aequaiio sit:

ap + fg + yr =1

Quaeramus, quacnam planitiei pelaris conditio inde sequatur? Si ponimus:
« = ax'; p=by; y=cz; s

TRt g i -'j! A et r erit
P et TRl
pax' 4 ghy' 4 rez' = 1,
Y.b *
- &
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Aequatio vero planitiei polaris est:

pa - i"flr.'_lil - rez = 1.
Ergo necesse est, haec planities pereurrat puncium, cujus coordinatae 'y’ z' sulit. Si vero quaerimus
planitiem polarem hujus puncti Mmi b, cujus coordinatae &', y', =/, atque significamus coordinatas planitiei
polaris signis p, g, r; erit

ap + y'hg + Fer = 1
aequatio planitiei polaris. Ergo cognoscimus, eandem esse, in qua necesse est punctum a situm sit, vel
guod idem est: punctum b esse hujus planitiei polum. Ergo theorema hoc modo enuntiari potest: ,,Si punctum
b in planitie polari puneti o silum est, punctum @ in planitie polari puneti 5 Invenitur.*

Denuo  igitur hine sequitur, ul, si planities quasdam punclum aliquod percurrit, ejus polus in
planitie polari huic puncto respondente situs sit. Atque theoremata omnia, quae antea jam attulimus ex iis,
quae proxime exposuimups, ilerum sequuntur.

Alind theorema fundamentale, quod hoc loco accuratius perlustrare volumus, hoe eral:

Polaris superficiei secundi ordinis respondens ipsa erit superficies secundi ordinis.
Sive eliam:

551 punetum aliquod in secundi ordinis superficie movetur, polaris aliam secundi ordinis superficiem
tangit."* Sive:

551 planities quaedam ita movetur, ut semper superficiem secundi ordinis tangat, ejus polus in
secundi ordinis superficle movetur*,

w51 punctum @ in sccundi ordinis superficie L silum est, ejus planities polaris superficiem II. tanzet
in puncto A, quod polus est planitiei tangentium in puncto e positae.*

Superficies IL, quae planilie polari tangatur, notetur hac aequatione:

ax® 4 by? 4 ez* 4 2dyz 4 ez 2fey + 290 + 2hy - 2iz F k=0
Jam si ponimus, id quod ex superioribus constat:
ap -+ er -+ fg -9 = «
bg 4+ fp 4 dr 4- & = 8
er 4 dg =~ ep 4+ i = y
gp + kg 4 ir 4 kK = d;
forma acquationis planitiem polarem exprimentis haec erit:
ax + 8y +rz + =10,
Quae aequatio, ut facile intelligitur, sine ulla mutatione manet, si x, y, = permutatur cum p, q, r.
Superficies 1. habeat coordinatas X, ¥, Z, eique sit aequatio:
AX: 4 BY: - CF2 = 1,
Huic fingamus diversas adpositas esse fangentiom planities, alque nobis propositum esse problema,
ut polos his planiticbus respondentes quaeramus. Sint @, y, = coordinatae puncii in planitie tangentium
siti, quae puncto, cujus coordinatae X, ¥, Z sunt, adposita est; erit, ut supra vidimus, hujus planitiei aequatio
AXx 4+ BYy 4 CZz = 1
Cujus si polum quaerere volumus, valoribus v@» p, ¢, = constitutis, invenimus has aequationes
conditionales ;
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e -__ﬂ.
S d*
L] it ﬁ
BY = — &, ¢
cz = — 4,

s p, g, » sunt coordinatae poli planitiei tangentiom. OQuum autem valores Téy X, Y. Z conditioni
subjecii sint, quae exprimilur aeguatione: :
AX: - BY¥Y2 4 CZ2 = 1,

simul invenimus aequationem conditionalem ad polum periinentem hane:

et g2 3t i

- s e —— = [I—':

A + (5 t C i
atque si hic in locum waéy e, §, y allatos paullo ante valores substiluimus, rursus aequationem superficiel
secundi ordinis invenimus. Deinde vice versa demonstrare possumus, polum planitiei tangentium, quam in
superficiel II. puncto, cujus coordinatae p, ¢, ¥ sunt, ponimus, esse punctum, cujus coordinatae X, ¥, Z
sint, Si nobis igitur est

aX +8Y +yZ +d=10

aequatio planitiei in puncto (X, Y, Z) positae, demons(randum est, superficiem 1L in puncto (X, Y, Z) hac
planitie {angi. .

Propositum sit planitierum systema, ila ul aequatio conditionalis, qua hae planities exprimantur,
duos ad arbitrium constituendos numeros contineat; invenienda est superficies, quae omnes has
planities tangat. Vel proposita sit superficiei aequatio, quae duos constantes numeros ad arbitrium consti-
tuendos contineat: ex ea deducere possumus superficiernm sysiema, atque quaerenda nobis erit super-
ficies, quae singulas omnes tangal. Sil

[z, gz, mn) =20
aequatio superficiei, in qua m & n constantes significant. Practerea sint M & N functiones quaedam
ol & & ¥, atque

F{MN)y=0

aequatio alius superficiei. Alters superficies alteram hac conditione persecabit, nt sit:

M = m atque N = n.
Facile intelligemus, M et N semper ita constitui posse, ut superficies secunda  singulas  superficies
systematis primi tangat in iis punctis, quae quibusque sunt cum ea communia. Formulam planitiei tangentium
ut constituamus, necesse est superficiei aequationem differentialem guaeramus. Si deinde M et NV ila
constituimus, ut

il
a0
4
dN = e

fiat, inde sequitur, ut haec superficies fotum superficierum systema fangal ~Aequatio, quac sysiemd
significat, est:




|
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[ ys 2 myn) = 0,

algue git problema positum tale, ul aequationem planitiei quaeramus, quae, {oli superficierum sysiemail
adposita, langentium planities fiat, Quae planities vel potius superficies pendebit a variabilibus parametris;
quae quamguam ires esse \'i:!cnl'ur, tamen, data aequatione conditionali adhibita, duae solae remanent. Sit
enim aequatlio superficic ipsa:

[z mn p) =0,
tamen aequationis conditionalls ope

g (e, n,op) = 0

demonsirare possumus, upum ex iribus numeris e, s, p  haberi posse pro functione religuorum. Si
slgnificamus deinde diferentiales partiales signo [, inveniemus has aequationes:

g i O

i 4+ 'p G i 0,

P

] Fr -
Sed etiam: v

i L —

o'm 4 ¢'p 7 0,

L) I ‘f”

g + P I'EE = ul
unde sequilur:

i e rf;_"'m

ro=rp= o

SR

flin =if'p B

Ouas proximas acqnaliones perscribere possumuns sub forma symmetricae functionis huiusce :
fim s fim s 'p = g'm: g'n: ¢'p.
Simulque aeguationes eacdem conjunctae cum
g (i, #y p) =0
aplae sunt ad valores vov m, o, p constitwendos. Si vero ex hLis tribus el ex aequatione
1ix w2z mon,p) =0
(uantitales m, #, p removemus, aequationem reperimus superficiel;, quae sysiema iolum {angit.
Sub hac forma problema semper nobis oeccurrit, si superficies variabilis a diversis superficiel

cujusdam puneils dependet.
Sed revertamur ad problema nostrum. Aequatie superficiei cujusdam erat:

ax* 4 by* 4 ecz* 4 2dzy 4 2exz 4 2fzy 4 2gx + 2hy 4 2iz + k=0,
aequatio superficiei, cujus polarem quaerchamus :
AX: L BY: L CZ% = |.
Sint X, Y, Z coordinatag superficiel puncti, cujus planitiem polarem conslituere \ﬂll:lt'lllt..ﬁ._. atque
Py ¢, v sint coordinatae planitiei polaris puneti: erit, si signis o, 8, y, d valores supradictos addimus
haec planitiei polaris aequatio :

——— ———— e




aX + ¥+ yZ+d=0
X, Y, Z igitur paramefri sunt, inter quas aequatio data est, dum p, g, r ea sunt, quibus signa x, ¥, =
dedimus. Deinde nobis sunt differentiales partiales investigandae, eaeque ut proportio symmelrica postulat,

perseribendae.  Ergo:
g: fizy=dXsBYCZ

Unde, valoribus zaw X, ¥, Z subsiilutis, sequitur acquatio optata. Est:

2
x:%?
P L
LS

9
7= A

ik

ubi 4 superioribus aequationibus adhibitis facile Inveniri potest. Esi enim:

T g oyt
i sl b .[_.'-fi + d =10,

YRR
ETE0:
r=— G
@ & e
R B P O

Videmus igitur, parameirum esse functionem zo® p, g, , el si hos valores in aequatione superiore

ponimus, erit:
Iy

,
=
s
b

%
|

atque valore ro? A* substituto:
. g2 y2 k.
_ L o o = 4%,
A B TG
Quae aequaiio plane eadem est, atque illa, quam habuimus aequationem loci omnium planitierum
tangentinm, quae ad superficiem duei possuni.  Coordinatae enim punciorum facius, quas reperiemus ope
aequationis nostrae, valores sunt zav p, g, 7, qui singulis vovr X, Y, Z valoribus respondent. Invenimus enim:
(7]

X=20, Y=

Eﬁ),_ - ri
gy B’

abi loco ror 4 valor substituendus est. Est vero:

ubf:

unde sequitur

— e e
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Quo valore substitulo erit:

Ouod cum plane congruat cum eo, quod aniea invenimus, simul demonstratum esi: polarem superficiel
secundi ordinis ipsam esse superficiem secundi ordinis.

Hoc modo iis considerationibus definitionibusque praemissis, quae necessariae el apiae videntur
esse ad ea, quae sequuntur, intelligenda, progrediamur ad theorema, quod et in superficiel secundi ordinis
theoria el in disciplinae mathematicae elementis nobis occurrit. Hoc theorema ad lineae rectae divisionem
harmonicam perlinet.

Si ex puncto quolibet in planitie sito ad cireulum in eadem planitie descriptum doae lineae tangentes
ductae sint, tactuum autem puncta infer se chorda conjuncta, quae chorda etiam linea polaris nominatur, dum
punctum, unde tangentes ductae sunf, poli habet nomen; nemo nescit, omnem ex hoc puncio ductam
lincam secantem circulo el linea polari harmonice dividi.  Idem theorema locum habet in sectionum
conicarum theoria; idem denique invenimus in illa mathesis parle, in qua de secundi ordinis superficie
agitur, (Oua in parle theorema hisce verbis enuntiari potest:

Omnis linea secans per secundi ordinis superficiem ducta superficie ipsa et polaribus
(quaecunque sunt, puncta, lineae, planilies, superficies) harmonice dividitur.

Sive: Linea secans ex punclo quolibet per secundi ordinis superficiem ducta planitie
polari harmonice dividitur,

Cujus theorematis demonstrationem facienles, minime necesse est ponamus, in sectionibus conicis rem

jam esse probalam. Fingamus, ex puncto quodam € lineam secantem esse duclam, quae superficiem in
punctis A & € atque planitiem polarem persecet in puncto B. Tum ponamus lineae partem:

04 = R,
0B = 8§
oC = R,
Deinde sint cosinus angulorum, quos linea secans efficit cum singulis axibus primariis = e, #, .

Porro sint coordinatae puncti 0, reductae ad axes primarios = p, g, . Si denique coordinatas super-
ficiel puncti cujusdam nominamus x, ¥, =, invenimus, ul jam notum est;

T—Pr Y=gt z—r =iy
Tum, ui ex contemplationibus superioribus sequilur:
x=p + Re
=g + R
=r 4 Ry

by e

Unde simul sequitur, ut coordinatae trium punctorum A, B, € hae sint: et quidem coordinatac
% .
puncti A: p - Re: g4 B, v+ Ry
w CipdRe gt REr+ Ry
w Bipd Sa; g 88 r4+ 8y

ubi valores wap R, I’, § constituendi sunt,
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Ellipsoidis aequatio sit
arl - by? 4 ez22 = 1;
erit, ut jam supra vidimus, planitiei polaris aequatio
apr -+ bgy 4+ crz = 1.
Si vero in hac aequatione valores coordinatarum ponimus loco rov x, w, =, invenimus valorem
roi 8. Est enim _ : ;
ap (p + Sa) + bg (g + SB) + er (r + 8p) = 1,
ap® - bg* 4 cr?* 4 S [ape 4+ bgB + eryl = 1.
Si vero ponimus

vel

ap? -+ bg* 4 er? — 1 = N, erit
EE

= ape + bgf + ery

vel pars lineae secantis
e N .
apa + bgf + cry
Si deinde coordinatas puneti A in nostra ellipsoidis aequatione substituimus, habebimus
ap* + bg* 4+ er* 4 2R (ape 4 bgB + cry) + R? [aa® 4 bB2 + ey?] = 1
vel pro

OB =

ap* 4 bg* + er — 1
valore substituto

0= N4 2R (apa + bgf 4 cry) 4 R [ac® + 0f* + cr?]
vel ex aequatione

S D
T T ape + bgf + ory
ape + bqp + ery = — \ posito
R [aa® + b + ep] — 2N . R4+ N=0

i
vel
R = na* 4 Bf* 4+ ey?  posito
AN s N
J\.‘I':L;' I " E — 1

R

Si vero aequationis hujus radices R atque R nominamus, erit

e J N
Veesan Eb N

Q
et Ni% N
i S h ]/Is.'z. 0 Q




18

aequalis

Unde sequitur, ut illa lineae secantis pars, quae punctis 4 & C continetur, id est linea 4 C sit

S N N
.c‘!{- - 2 ]/;h':‘j,.j_“ — f_‘!

Si significationem a nobis supra adhibitam revocamus, erit

\ AR LR
0C = R
, 0= R
i BC — R'— &

Si tum demonstrare volumus, nostram lineam secantem bharmonice esse divisam, necesse est
| probemus, totam lineam OC, multiplicatam media ejus parte 4B, aequalem esse valori, quem invenimus,
.t si extremas lineae secantis partes A O atque B € alteram altera multiplicamus; necesse igitur est probemuns esse

| 0OC.AB = 40. BC
(1 vel necesse esi, sit

R (S —B)= R (R — 8

vel

'S — RE' = RR — RSN

vel
SR+ R)= 2RI’
Aequatio quadratica, quam supra invenimus, est formae
SR
N0
Quum vero in aequatione guadratica hujus formae factor

3

N
i-f—é:ﬂ

primi gradus w0 x summam ambarum

radicum contineat, factor rot x° quantitatem, quam multiplicatio earum praehet, continebit.

Erzo erit

: e 2 TN -
R4+ R = 50 atque
N
B L= -
Q)
Tum
2NN
R ] L Ll
SR+ RBR) = 50
i 2N
J.\ |:..|"I'l + II.J:I = '?
2N
2R A= e
Ergo

S(rR+ R)=2RR.

Ergo linea secans hoc quoque loco harmonice est divisa, q. e o

el o g imen L
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