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Theoremata nonnulla de secundi ordinis superficie
cum disciplinae matheraaticae elementis

composuit

J. E. C z w a 1 i 11 a.

feaepeuumeropraeceptoris, qui res mathematicasdocet, interest, theoremata, quae in hujus disciplinae
elementis declarantur, comparare cum aliis, quae subtilioribus studiis constituuntur , atque hoc modo
demonstrare , et haec et illa esse eadem. Hac ratione non modo intelligentia augetur, sed etiam conjunctio
singularummatheseospartium in lucem profertur. Quamohrem mihi quoque opera non periisse videtur,
quam in his comparationibus inveniendis consumsi; atque si totius disciplinae perscrutationem neque spatium
neque facultas permisit, tarnen nonnullas ejus partes, quae ad superflciem secundi ordinis pertinent, lectori
propositurussum.

Ut vero considerationes omnibus perspicuae fiant, nonnullae definitiones praemittendae sunt.
Si linea quaelibet per punctum aliquod ducta superficiem in duobus punctis ita secat, ut

intervalla inde a puncto illo usque ad puncta sectionis aequalia sint, id punctum superficiel centrum nominatur.
Cuique lineae per centrum currenti diametri nomen attribuimus, planitiei vero per centrum porrectae

nomen planitiei diametralis.
Sed etiam, ubi nullum superficielcentrum est, loquimur de diámetro et de planitie diametrali,

qua de re hanc addimus definitionem.
Si centra omnium parallelarumsuperficiel sectionum rectam efficiunt liueam, ea linea est diametrus.
Planities diametralis, si omnino invenitur, nobis erit ilia planities, in qua centra omnium chor-

darum parallelarum jacent.
Generalis superficiel secundi ordinis aequatîonis forma haec est:

ax 2 -f- by 2 -f cz 2 + 2dyz -f 2exz -f 2fxy -f- 2gx + 2hy + 2iz + k = 0,
quae a systematecoordinatarum, quod cujusvis generis esse potest, omnino non pendet. Kovem quoque non
pendentes coefficientes insunt, ita ut superficies novem punctis semper constituí possit. Ac primum quidem
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demonstrare voluinus, in uuoquoquechordarum parallelarum systemate centra harum chordarumin una
planitie posita esse. — Hunc ad finem sumamus, lineam, cui to turn systema parallelum est, axem esse
xmv z. Si porro certi xov x et y valores proponuiitur, duos rov z nostra aequatio valores praebet, ils
segmentis respondentes, quae continentur iis lineis, quae et ex puncto aliquo planitiei tü¡v x et y
avLTov z ductae sunt parallelaeet valoribus tov xety respondent. Tales tov z valores sint z, et z 2 . Si
¡gitur aequationeni supra dictam ex gradibus tov s transformamus , facile ordinatam tov z, quae ad cen¬
trum ita ortae chordae pertinet, constituerepossumus. Haec ordinata erit

z, + z 2

et si earn signo I significamus, est

Í-H 2

Aequatio nostra erit
cz 2 -f- (2dy + 2ex -f- 2i) z + ax 2 + by 2 + 2/xy -f- 2gx -f 2% + Ä* = 0:

Un de
(r?í/ 4- e.r -j- i)

(fiy -f- er -f- i)
c

et

atque
g| + z 2 .... _ (% + e.r -f ï)

2 c
Quae cum planitiei aequatio sit, omnia parallelarum chordarum centra in una planitie posita sunt

Quum praeterea cuique linearum systemati talis planities respondeat, perspicuum est, innumerabiles esse plauities
diametrales. Ponamus, planitiem t&v (xy) ipsam esse planitiem diametralem; necesse est, aequatio super-
ficici talem accipiat formam, ut

z, + s a = 0
fiat,, quia coordinata centri z = 0 erit; ¡ta ut illi positivo valori tov z respondeataequalis ac negativus.
Unde sequitur, ut coefficientes tov z evaneseant, i. e. dy + ex -f- i = 0 fiant, et aequatio

ax 2 + by 2 + 2fxy -f 2gx -f- 2hy + * -f- cz 2 == 0 sit.
z = 0 positum praebet aequationcm ipsius sectionis diametralis. Quae si est curva, quae centrum

liabeat, non parabola, atque a centro facimus initium coordinatarum et radios conjugates axes twp (xy),
aequatio ejus

«* 2 + ß>ß + Y = 0
erit: aequatio autem cujusvis superficiei, quae talem habet sectionem, ideo

aX 2 + ß)f. + yz 2 + â = 0.

Ad hanc igitur formam quamque secundi ordinis superficiem referre possumus, cujus Sectio non
sit parabola. Si vero est parabola,accipiet, coordiuatis recte apteque positis, formam

pX _ yi = 0,
unde aequatio superficiei, cui tales sectiones respondent,

px — y 2 -f- cz 2 == 0 erit.



Centra omnium sectionum parallelarum, (si tales sectiones, quibus centra insint, inveniuntur)
efliciunt lineam rcctam.

Id ut demonslremus,ponamus, per omnia parallelarum sectionum centra duelas esse chordas
parallelas; centra earum erunt eadem, quae centra sectionum. Quae, ut supra intelleximus, omnia posita
sunt in eadem planitie. Quum vero imiumerabilia chordarum parallelarum systemata inveniantur,secundum
earum systema alii planitiei respondet, in qua etiam eadem haec centra omnia posita sint necesse est.
Si vero idem punctorum systema in duabus jacet planitiebus, efficit lineam rectam.

Priusquamvero longius procedamus, pauca de figuris similibus homogeneisque addamus.
Figuras similes esse dicimus eas, quarum omnes lineae inter puncta sibi respondentia eandem prae-

bent relationem, et in quibus simul omnes lineae figurae alterius eosdem efliciunt ángulos, qui lineis respon-
dentibus ligurae alterius efficiuntur. Si praeterea postulalur,ut figurae homogeneaesint, necesse est, respon-
dentes lineae etiam sint parallelae; si igilur e. g. linea a' b' respondet lineae a b, eidem quoque parallela
sit necesse est.

Sit nobis quaelibet figura in spatio data; inveniemus similem atque homogeneam,si singulis punctis, quo¬
rum coordinatae x, y, z sunt, puncta respondentia construxerimus, quorum coordinatae vix, my,viz erunt. Sunt e.c.
duobus alteriusfigurae punctis coordinatae«¿i.catque «, ß,y, distan tiaeorumerit V (a — a) 2 -\-(Jb — /5) 2 + (c — y) 2 ;
coordinatae his respondentesalterius figurae erunt via, mb, mc; ma, viß, my, atque distanlia respondens
V m- (a — a) 2 -j- vi1 (b — ß) 2 -f- m 2 (c— y) 2 . Si igitur hoc modo omnibus alterius figurae punctis respondentia
in altera constructa sunt, postulatae conditioni satisfactum est, ut relatio linearum laterumque firma sit
et constaus = vi. Lineae vero respondentes etiam sunt parallelae, situs enim earum talis est, ut cosinus
angulorum, quos cûm coordinatarum axibus efliciunt, habeant relationem a — « : b — ß : c — y. Quum
autem respondentesrelationem m (a — a) : vi (b — ß) : vi (c — y) praebeant, apparel, relationes inter se
esse aequales. Axes coordinatarumnecesse est talibus figuris sint communes, quum in axe %ov x in
ambabus y = O et z = 0 fiat. Si tunc secundamfiguram promovemus in spatio, ila ut omnia maneant
parallela, initii autem coordinatarumpunctum in aliud punctum procedat, cujus coordinatae a, b, c sint, erunt
coordinatae secundae figurae a -f- vix, b -\-viy, c -j- viz, ubi eaedem prions figurae x, y, z erant. Si
igitur proponitur superficies, cujus aequatio est

/' 'fe Us z) = 0,
quaeque ei similis atque homogénea continetur forma

/' (a -f- mx, b -\- my, c -f- mz) =■ 0.
Quoliescunque igitur a vel vi variatur, variautur quoque et distantia et relationes; si pouimus e.g. w¿ = 1,
figurae sibi congruentes erunt.

Quibus ex considerationibus, si solam planitiem adhibemus, hoc sequitur theorema:

Si aequationes diiarum seciionura conicarum in terminis secundi ordinis congruiml,
sectiones conicae similes et homogeneae sunt. —

Primum quidem sumamus, sectiones cónicas non esse parabolas ; potest altera, ad centrum reducía,
liane formam accipere:

ax 2 + bxy + cy 2 + d — O,
altera sit adhuc hujus formae:

ax 2 + bxy -f- cy 2 + ex -\-fy + g = 0;
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sed in hae quoque primi ordinis termini evanescent, simulatque ea ad centrum reducetur, turn enim
ax 2 -j- bxy -\- cy 2 -(- A = O

erit. Ponamus deinde mx pro x, my pro y, mz pro z; forma erit:

ax 2 + Zttv/ + cy 2 +— ¿2 == 0.

= d
Si vero valorem rot) m sic constituimus, ut

A
m 2

fiat, sectio cónica prima erit hujus formae: .
/• (x, y) == 0,

secunda hujus: /' («-f-.f, ß-\-y) == 0,
aut, si placet, /' («-{-»"<', ß-\-my) = 0;

unde sequitur, ut hae sectiones conicae sint similes atque homogeneae. Parabolaesunt omnes inter se
similes. Proponamus duas parabolas et collocemus alteram ita, ut iidem iilriusque sint axes coordinatarum
et eadem capita; eae inter se sola parámetro different. Aequaüo alteráis sit

y 2 = px,
aequatio alterius erit

y 2 = p'x,
atque inveniemus, mx pósito pro x, et my pro y, secundam aequationem, si m ita constituimus, ut p' = — fiat.
Jam si has considerationes ad ea, quae supra diximus, adhibemus,atque repetimus, omnes sectiones,quae
parallelaefactae sunt planitiei tov (xy\ sectionescónicas fuisse hujus formae:

ax 2 + ß!/ 2 +T== o,
vel parabolas formae hujus:

y 2 — px,
atque deinde, omnes sectiones cónicas hujus formae similes esse et homogéneas, hoc .habemus theorema:

Omnes sectiones parallelae, quae per superflciem secnndi ordinis quamlibet ducuntur,
sunt flgurae similes et homogeneae. —

Si in triangulo plano liiieam basi parallelam ducimus, efficitur triangulum simile et homogeneum;
si porro in corporibus, quorum conditiones et naturas stereometria docet, sectiones facimus basibus
parallelas, item hae sectiones nobis figuras praebent similes et homogéneas; atque cognoscimus, idem
theorema in diversis disciplinae mathematicae partibus, etsi conditiones rationesquemutatae sint, semper
idem invenid.

Supra vidimus, omnium sectionum, quae in qualibet superficie sec. ord. ducantur, parallelarum
centra efficere lineam rectam, et etiam omnium chordarum parallelarum centra inveniri in una eademque
planitie. Earn lineam rectam, quae omnium sectionum parallelarumcentris efficitur, nominamus his sectio-
nibus conjugatam, atque earn planitiem, in qua omnium chordarum parallelarum centra inveniuntur, his
chordis conjugatam. Hie igitur ad singulas planifies pertinent singulae lineae conjugatae, et ad singulas lineas pla-
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nities coiijugatae.Si ex omnibus parallelis sectionibus earn eligimus, quae per totius superficiei centrum simulque
centrum diametri ejus porrigitur, habemus diametrum conjugatam et respondentemplanitiem diametralem.
His definilionibus praemissisduo inveniuntur theoremata:

1) Si per diametrum sectiones ducuutur, omnes lineae, quae in his sectionibus supra-
dictae diámetro sunt conjugatae, jacent in una eademque planitie, et quidem in planitie dia-
metrali huic diámetro conjugata.

2) Si per diametrum quandam superflciei duae ducuntur sectiones, atque in Lis dia¬
metri conjugatae constituuntur , omnes diametri sectionis, quae ulrumque percurrit, propositae
diámetro sunt conjugatae, vel planities, quae ulrumque percurrit, est planities diametralis conjugata.

Fundamentum demonstrationis invenitur et in conjugatarum diametrorum definitione et in his plani-
metriae theorematis:_

1) Omnes lineae, quae in linea quadam ad perpe ndiculuni sunt, jacent in una eademque planitie.
2) Si linea recta in duabus planitiei cujusdam lineis ad perpendiculum est, in tota planitie est ad

perpendiculum.
His praemissis diametrus sit a atque conjugata planities diametralis a; demonstrandumest,

omnes tw a conjugatasdiámetros efficere planitiem «. Quum diametrus conjugata ea sit, quae centra om¬
nium T<3 a chordarum parallelarum percurrit, haec vero centra simul omnia in planitie a jaceant, necesse
est, diametrus quoque rû a conjugata jaceat in planitie a. Alteram theorema ideo per se ipsum intelligi
potest, quod planities quaeque duabus lineis rectis constituta est. — Omnino contemplamur hoc loco aut
unam lineam et unam planitiem aut trium linearum systema. Si in planitie a duas ponimus diámetros con¬
jugatas b & c, erit systema a, 6, c systema trium conjugatarum diametrorum;atque natura hujus syste-
matis talis est, ut quaeque diametrus conjugata sit planitiei, quae reliquas duas diámetros percurrit. Inter
theoremataellipsin spectantiahaec duo inveniuntur:

1) Summa quadratorum duarum diametrorum conjugatarum semper est constant.
2) Parallelogramma duobus diametris conjugatis effectum semper manet constans.
In ellipsoïde, quod nascitur ellipsi aut circa majorem axem aut circa minorem rotata, erunt

theorematarespondentiahaec:

1) Summa quadratorum trium diametrorum conjugatarum semper est constans.
2) Parallelepipeda inter tres diámetros conjugatas semper sunt constantia.
Ponamus systema trium diametrorum conjugataruma, ¿>, c atque aliud a', b', c'\ necesse erit,

demonstremus esse
2,72, 2 ,2 | 7/2 , ,2a -f- b + c = a' + b' + c' .

Fingamus,planitiem rS>v (be) vel a et planitiem twv (b'c 1) se invicem secare in diámetro m, ita ut m dia¬
metrus fiat in planitie (¿c), simulque in planitie (b'c'). Turn construamus diametrum râ m conjugatam et
in planitie (5c), et in (b'c'), et quidem sit ea in planitie (be) = h, in planitie (b'c 1) = n\ et habebimus,
theoremate,quod ellipsin spectat, revocato b 2 -f c 2 = »i 2 + ^ 2 Mque inde

a 2 _|_ ¿2 _)_ C 2 — a 2 _|_ m 2 _|_ W2,

Nam tum b et c, tum m et n sunt singula paria diametrorum conjugatarum in una eademque sectione (be).
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Quuin vero m et n' diaraetri conjugatae sint in sectione (b' c'), eril b'~ -f- c'~ = m 2 -)- 7¿' 2 , vel

a' 2 + b' 1 -f c' 2 = a' 2 + »a 2 + í¿' 2
Jam construercpossumus quatluor diámetros %m m conjugatas. 1) m invenitur in planitie (6c),

est igitur linea tw a conjúgala. 2) m est in planitie (b' c'), ergo tw a' conjugata. 3) ex construction
rw n atque 4) tw ?¿'. Hae quattuor diametri jacent, nt supra demonstratum est, in una eademque pla¬
nitie, atque earum est diametrusa t& n conjugata, quia n in planitie (6c) sita est; eodem modo sunt
a'etn' diametri sibi invicem conjugatae, quia îi'jacet in planitie (¿'c'), unde scquitur, ut tum a et m, luma'ájt'
singula paria sint diametrorum conjugatarum in una eademque sectione. Quadere est a~-\-n~—a'~-j-u'~, ergo

a x -\- m 2 -J- ù ='à' -f- m -f~ í¿'~. Ergo

<¿2 -f- b' -f- c" ^ a' -j- 6'" -f- c'". q. e. d.

Simili modo secundum tlieorema demonstratio. Sit P Signum parallelepipcdi,ita ut P a b c
parallelepipcdum signilicat, quod lineis a, b, c efficitur. Erit

Pu b c — P am n.

Kam cum et 6, c, et ?«, n sint singula paria diametrorum conjugatarum in cadem sectione, erit parallelogramnm
bc = mn. Fingamus, haec parallclogrammata esse bases, necesse est sit Pa be = Pa inn. Deinde
vidimus, o, a', it, ii' semper esse in una eademque planitie, atque a, n et a', n' esse singula paria diame¬
trorum conjugatarum. Hinc sequitur, ut parallclogrammataan et a'n' sint aequalia; et eodem modo
sequitur, ut Pa inn = Pa'mn\ atque eandem rationem scquentes iuvenimus Pa'mn' == Pa'b'c' i.e.

Pabc = Pa'b'c'. Ergo sunt parallelepipeda constantia; q. e. d.
Porro in ellipsis tbeoria invenitur hoc llieorema:
„Si ex ellipsis centro lineam rectam ducimus, quae vel in ellipsis planitie sila esse potest vel extra

earn, summa quadratorumparallelogrammatum, quae baec firma linea cum pari quodam diametrorum con¬
jugatarum efficit, semper est constans."

Ut hoc theorema demonstremus, in memoriam revocamus, theoriam diametrorumellipsis conjugatarum
plane derivatam esse, vel derivan posse ex iis, quae de circulo plano dicta sunt. Si enim describimuscirculum, cujus
diametrus sit ellipsis axis magnus, et fingimus, hunc circulum rectis angulis projectum esse; lineae quoque omncs
projectionefacta eandem inter se retinebunt relationcm. Si ponimus e. c. in circulo systema chordarum parallelarum,
quas projicimusuna cum centris eorum, inveniemus, projectiones horum centrorum ipsas futuras esse centra, quae
sic projecta rectam efficiant lineam. Si ponimus deinde angulum inclinationis, quam et ellipsis et circuli planities
habet, = «, erit, si a diametrum circuli vel ellipsis magnum axem significat, a Cos. a = b i. e. = parvo ellipsis

axi, unde sequitur Cos. a -. Ergoa deminuitur quodque circuli parallelogramma projectione facta ex

relatione Cosinus «; vel fiunt parallelogrammalaellipsis, si parallclogrammata circuli multiplicamus

zw -. Quum vero summa quadratorum horum parallelogrammatum in circulo constans sit, erit etiam ina
ellipsi constans. His praemississi fingimus, et a, 6, c et a', b\ & esse singula diametrorum conjugatarum
systemata, simulque [a U] significare parallelogramma lineis a et b effectum, invenimus haec aequatio-
num systemata:
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[a by- + [ac] 2 + [bey s= [amy- + [any + [mn]*
[a mf -f- [a n'y -f- [m nf = [a 1 ni\ 2 -f- [«' m'] 2 -f- [?« ?i '] 2

[a' mf+[a'n'f -f [m m'] 2 = [a' bf + [aVJ 2 + [ft' c '] 2
Quid singula haec jh, n, n' & . . . signilicent, e prioribus notuni est. Aequationes ipsas vero iuvenicmus ,
si finginius, unam diametrum esse firmam, atque lianc conjungi cum una earum, quae ei sunt conjugatae,
et sic quidem, ut ulraque posita sit in una eademque planitie. In systematea, 6, c fiiigilur a firma
alque ponitur m, n pro ft, c, quae quattuor jacent in eadem planitie. Deinde sit diametrus m firma in syste¬
mate a, m, n, atque a', n' ponatur pro «, jí, quae diametri eodem modo omnes conjugatae sunt ta m et
in una inveniuntur planitie. Denique sit a' diametrus firma, tum fit ex a', w«, n', ut supra vidimus, a'b'c'
atque allata aequationum sys teníala ipsa per se esse perspicuavidentur.

Cuique superficielsecundi ordinis inest, ut supra vidimus, haec proprietas, ut omnes sectiones
parallelae liant similes atque homogeneae figurae. Si sunt igitur duabus talibus superficiebusduae planae sec¬
tiones communes,semper erunt duae planitierum direcliones, quibus illae sic secari possunt, ut sectiones
utriusque sint parallelae et homogeneae. Si deinde utramque superficiem planitie secamus, quae alteri
illarum planitierumcommunium sit parallela, existunt duae sectiones, quae communi sunt parallelae et
homogeneae, ideoque sibi iuvicem. Fingamus nunc, alteram sectionem planam esse firmam et immobilem,
alteram mobilem, ita vero, ut motione facta maneat sibi ipsi parallela. Jam si per fines utriusque sectio¬
ns conos ponimus, motione alterius seclionis invenimus systema conorum, qui omnes sunt tales, ut eorum
sectiones, quae planitiei mobili parallelae ducuntur, omnes inter se simulque section! superficiel datae sint
similes et homogeneae.Ponamus, planitiem secantem superficiel ita appropinquare, ut sectiones fiant minores
atque minores; iam altera parte vertex coni et ipse superficiel niagis magisque appropinquabit;atque si
planities fit planities tangenlium, in ellipsoïde quidem sectio mobilis Iransformaturin punctum solum, quod
simul vertex coni prît. Attameu huic cono proprietasmanet, quae conis omnibus communis est; si enim
conus sectione planitiei mobili parallela secatur, hie ergo sectione planitiei tangenlium in hoc puncto posi-
tae parallela, sectiones et coni et superficiel erunt similes et homogeneae. Unde sequitur:

„Si ex quolibet superficiel puncto quasi ex vértice ad singula seclionis cujusdam planae puncta
lineae rectae ducuntur, his lineis efficitur conus tali proprietateinstructus, ut omnes et coni et superficiei
sectiones,quae parallelae planitiei tangentium in vértice positae ducuntur, similes fiant et homogeneaefigurae."

Ponamus, in data superficie esse numerum quantumlibet scctioinim planarum, et ex puncto aliquo
superficiei per omnes has sectiones planas esse conos perductos; invenid potest directio, qua coni persecti
omnes ct superficies praebent similes et homogéneas vel figuras vel curvas. Necesse est, fingamus, omnes hos
conos sectionem infinite parvam habere communem, cujus directio data est planitie tangenlium. Deinde
ponamus, planitiem secantem porrigi per centrum. Haec planities, ut jam scimus, est planities diametralis
conjúgala ei lineae, quae ex puncto, cui vertices omnium conorum adpropinquant,ad centrum ducta est.
His praemissis singulisque perfectis hoc nobis se offert theorema:

„Si punctum ellipsoïdes quodlibet factum est punctum oculare, et planities, in quam figuras proji-
cimus, ilia fit, quae conjugata est diámetro, quae ex puncto oculari exit: vel: sit P punctum quodlibet super-
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Haec planities, quae etiam puncti vi auxilio definitur atque consütuitur,nominatur planities polaris,
quae ad punctum vi pertineat; et punctum vi habet nomen poli. Si igitur punctum, cujus coordinatae sunt x, y, z,
polus est, erit aequaüo planitiei polaris ea, quam supra diximus. Id ipsumvero, quod in aequatione planitiei
polaris x, y, z cum p, q, r permutan possunt, hoc nobis praebet theorema fundamentale:

„Si punctum in qualibet planitie positum est, planities ejus polaris porrigiturper punctum, quod
polus illius planitiei est".

Sint 7>, 7, r coordinatae cujusvis planitiei polaris puncti, quae est planities polaris puncti vi (cujus
coordinatae sunt x, y, z), et invenietur illa aequatio. Sideinde quaerimus planitiem polarem puncti p, q, r,
atque nominamus x, y, z coordinatas alicujus hujus planitiei puncti, eandem invenimus aequationem. Ergo,
si positum est punctum m e. g. in planitie polari puncti m\ positum est vi' in planitie polari puncti vi.

Si ex puncto j?í, ut jam vidimus, omnes tangentium planities, quas possumus, superficieladmo-
venius, omnia contactuum puncta sita invenimus in una eademque planitie , quo facto, si ex puncto vi ad singula
contactuum puncta ducemus lineas rectas, hae -lineae efficient conum, qui conus tangens nominatur. Si
porro ex omnibus cujusvis planitiei punctis singulis conos superficiem tangentes quaerimus, omnes planities,
in quibus puncta contactuum inveniuntur,se invicem secant in uno eodemque puncto, polo prions planitiei.

Si per aliquod punctum quotlibet sectiones factae sunt, eaedemque superficiem persecant, atque his
sectionibus respondentes coni construunturtangentes, omnes horum couorum vertices uni eidemque planitiei
insunt, et quidem planitiei polari, illi puncto respondents

Planities polares omnium punctorum, quae efficiunt lineam rectam, se invicem persecant
linea recta.

Linea recta ex polo usque ad centrum ducta percurrit per centrum curvac tangentis; atque ilia
planities, quae huic lineae est conjugata, semper erit parallela planitiei polari. Unde sequitur, ut directio
planitiei polaris, atque planities polaris ipsa constituía sit, etiamsi nulla tangentium planities super¬
ficiel adponi possit. Omnino enim planities fingi potest, quamquainsectio ejus per superficiem fieri non
potest. Directio ejus eo constituía est, quod conjugata est illi lineae, quae a proposito polo usque ad
centrum ducta est.

Considerationes adhuc facíae ad lineas quoque referri possunt. Si fingimus duo puncta atque
eorum planities polares, nominamus earn lineam, qua planities altera alteram secat, lineam polarem respon-
dentem lineae, quae ilia puncta conjungit. Duarum igitur linearum, quae sibi invicem sunt lineae polares,
proprietatessunt analogae. Si in altera situm est punctum, planities ejus polaris tenet lineam alteram.

Si linea, quae alteram secat, proposita est, linea polaris secat alteram. Omnino ex unoquoque
thcoremate, ut priores considerationes docent, quod de lineis rectis vel de planitie constitutum est, aliud
deducere possumus non amplius demonstrandum, in quo

locum puncti supplet planities,
„ lineae „ linea,
„ planitiei „ punctum.

Si porro extra propositam superficiemfirmam fingimus aliam, unumquodqueejus punctum polus haberi
potest, qui planitiei, i. e. planitiei polari respondeat. Quae omnes planities polares, diversis punctis respondentes
sibi invicem infinite adpropinquant atque semper in uno eodemque puncto se persecant. Unde fit, ut cuique
puncto alterius superficiei semper respondeat punctum alterius. Simul sequitur, ut superficies altera fiat
superficies polaris alterius. Ergo:
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„Superficies polaris cujusvis superficiei secundi ordinis est semper ipsa superficies secundi ordinis."
Quod hoc quoque modo enuntiare possumus: „Si cuique superficiei secundi ordinis puncto respou-
dentem quaerimus plaliitiem polarem, omnes hae planities tauguntur alia secundi ordinis superficie." Unde
sequitur, ut etiam locum superficiei suppléât superficies. Haec tiieorematum duplicandorumratio
nominatur, ut notum est, principium reciprocitatis vel principium dualitatis.

Ex praecedentibus considerationibus sequunturpraeterea haec theoremata:
„Si tria proposita sunt puncta et planities polares iis respondentes, atque in tribus his punctis

ponimus planitiem, 1res planities polares se persecant in uno eodemque puncto, qui est polus illius planitiei
trium punctorum. "

Simplicissimam superficiei secundi ordinis aequationis formam hanc habuimus:
ax 2 + by 2 -f- cz 2 = 1.

Sint p, q, r coordinataepuncti cujusdam in planitie tangentium siti, atque x, y, z coordinatae puncti in
superficie jacentis, cui illa tangentium planities adposita est; erit

pax + qby -\- rcz = 1
aequatio planitiei tangentium. Qua in aequalione nihil mutatur, si p, y, r permutanturcum x, y, z. Si
tum fingimus punctum planitiei tangentiumdatum, necesse est, si x\ y, z coordinatae sunt puncti contactus,
atque p, q, r magnitudinesconstitutae, inveniamus conditionalem aequationem inter .r, y, z. Si deinde
has aequationes inter se conjungimus, omnia inveniemus puncta, quibus planities tangentium adponi potest,
cujus sint coordinatae p, q, r. Curva, quae hoc modo oritur, est curva tangens, atque movetur in planitie,
quae planities polaris est puncti p, q, r. Ubi est nullius momenti, quo loco punctum situm sit; qua de
caussa haec planities turn quoque exstitit, si sectio per superficiem ducta fit imaginaria. Ponamus, aequa¬
tionem ipsam esse definitionem planitiei polaris; sit itaque

xa 2 + by 2 -\--cz 2 = 1
aequatio superficiei; nominamus aequationem

pax -\- qby -f- »f c:= 1
ipsam planitiem polarem puncti A, cujus coordinatae x, i/, ~ sunt.

Deinde sint x\ y\ z' coordinatae puncti, quod in planitie polari sit situm; quaeremus, quaenaminde
poli conditiones sequantur. Aequatio poli erit:

pax' -\- qby' -\- rcz' = 1.
Si vero a-', y', z' coordinatae cujusvis puncti, atque (p, q, r) puncta in planitie polari sita sunt, erit
poli aequatio haec:

x'ap + y'bq + z'cr == 1,
quae, geométrica interpretationeadhibita, docet, puncta (p, q, r) sita esse in planitie, quae planities
polaris illius puncti est. Punctum,cujus coordinatae sunt p,q¡r, situm sit in planitie, cujus aequatio sit:

a v + ßq + ri' = i-
Quaeramus, quaenam planitiei polaris conditio inde sequatur? Si ponimus:

ax ß = by'; r = cz'; sive

y' =
ß.

a ' " b ' c
pax' -\- qby' -j- rcz' = 1.

:' = —. erit

V.b.

HH^HI
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Aequaüo vero planUiei polaris est:
pax -j- qby -\- rcz = 1.

Ergo necesse est, haec planities percurrat punctum, cujus coordinatae x',y',z' sunt. Si vero quaerimus
planitiem polarem hujus puncti fitmi A, cujus coordinatae x\ y\ z\ atque significamus coordinatas planitiei
polaris signis p, q, r; erit

x'ap + y'bq -f- z'cr — 1
aequatio planitiei polaris. Ergo cognoscimus, eandem esse, in qua necesse est punctum a situm sit, vel
quod idem est: punctum b esse hujus planitiei polum. Ergo theorema hoc modo enuntiari potest: „Si punctum
b in planitie polari puncti a situm est, punctum a in planitie polari puncti b invenitur."

Denuo igitur hinc sequitur, ut, si planities quaedam punctum aliquod percurrit, ejus polus in
planitie polari huic puncto respondente situs sit. Atque theoremata omnia, quae antea jam attulimus ex iis,
quae proxime exposuimus, iterum sequuntur.

Aliud theorema fundamentale, quod hoc loco accuratiusperlustrare volumus, hoc erat:
Polaris superficiel secundi ordinis respondens ipsa erit superficies secundi ordinis.

Sive etiam:
„Si punctum aliquod in secundi ordinis superficie movetur, polaris aliam secundi ordinis superficiem

tangit." Sive:
„Si planities quaedam ita movetur, ut semper superficiem secundi ordinis tangat, ejus polus in

secundi ordinis superficie movetur".
„Si punctum a in secundi ordinis superficiel, situm est, ejus planities polaris superficiem II. tanget

in puncto A, quod polus est planitiei tangentium in puncto a positae."
Superficies II., quae planitie polari tangatur, notetur hac aequatione:

a.r 2 + hiß 4- cz 2 + 2dyz + 2ezx. -+- 2fxy + 2gx + 2hy -f 2iz -\- k = O
Jam si ponimus, id quod ex superioribusconstat:

ap -f- er + fq + ff = »
b<l + fP "i" dr -\- h = ß
er -f- dq -\- ep -\- i = y
gp + hq 4- ir + * = à;

forma aequationis planitiem polarem exprimentis haec erit:
ax + fiy + yz + ô = 0,

Quae aequatio, ut facile intelligitur, sine ulla mutatione manet, si .r, y, z permutatur cum p, q, r.
Superficies I. habeat coordinatasX, Y, Z, eique sit aequatio:

AX 2 + BY* + CZ 2 = 1.
Unie fingamus diversas adpositas esse tangentium planities, atque nobis propositum esse problema,
ut polos his planitiebusrespondentesquaeramus. Sint x, y, z coordinatae punçti in planitie tangentium
siti, quae puncto, cujus coordinatae X, Ys Zsunt, adposita est; erit, ut supra vidimus, hujus planitiei aequatio

AXx + BYy + CZz = 1.
Cujus si polum quaerere volumus, valoribus %5>v p, y, r constitutis, invenimus has aequationes
conditionales:
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AX = —

BY = —

CZ = —

ia'
r

si p, y, »• sunt coordinatae poli planitiei tangentium. Quum autem valores %&v X, Y, Z conditioni
subjecti sint, quae exprimitur aequatione:

AX* + BY* + CZ 2 = 1,
simul invenimus aequationem conditionalem ad polum pertinentem hanc:

Ba "T R T r»

atque si hie in locum tcö^ «, /S, y allatos paullo ante valores substituimus , rursus aequationem superficiel
secundi ordinis invenimus. Deinde vice versa demonstrare possumus, polum planitiei tangentium,quam in
superficiel II. puncto, cujus coordinatae p, q, r sunt, ponimus, esse punctum, cujus coordinatae X, Y, Z
sint. Si nobis igitur est

aX + ßY + yZ + â = O
aequatio planitiei in puncto (X, Y, Z) positae, demonstrandum est, superficiem II. in puncto (X, Y, Z) hac
planitie tangi.

Propositum sit planitierum systema, ita ut aequatio conditionalis,qua hae planifies exprimantur,
duos ad arbitrium constituendos numéros contineat; invenienda est superficies, quae omnes has
planities tangat. Vel proposita sit superficie'! aequatio, quae duos constantesnuméros ad arbitrium consti¬
tuendos contineat; ex ea deducere possumus superficierum systema, atque quaerenda nobis erit super¬
ficies, quae singulas omnes tangat. Sit

/' O, y, ~, >«, ri) == O
aequatio superficiel, in qua m & n constantes significant. Praeterea sint M & N functiones quaedam
%ov x & y, atque

F (M N) = O

aequatio alius superficiei. Altera* superficies alteram hac conditione persecabit, ut sit:
M = m atque N = n,

Facile intelligemus, M et N semper ita constituí posse, ut superficies secunda singulas superficies
systematis primi tangat in fis punctis, quae quibusque sunt cum ea communia. Formulant planitiei tangentium
ut constituamus, necesse est superficiei aequationem differentialem quaeramus. Si deinde M et IV ita
constituimus,ut

dM '
dF
dN = 0

fiat, inde sequitur, ut haec superficies totum superficierum systema tangat.
significar, est:

Aequatio, quae systema

m¡m

mm

?mm

S
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/" (-"ó &> h ™, «) = 0,
alquc sit problema positum laic, ut aequationemplanitiei quaeramus, quae, toti superficierurasysteraati
adposita, iangculiuiu planifies fiat. Quae planities vel potius superficies pendebit a variabilibus parametris;
quae quamquam tres esse vidcntur, tarnen, data aequatioue conditional! adhibita, duae solae remanent. Sit
eniiu aequalio superficiei ipsa:

/' (.ft y, 2, »i, n, p) = 0,
tarnen aequationis conditionalis ope

(p (m, n, p) = 0
demonstrare possumus, unum ex tribus numeris ?«, n, v haberi posse pro functione reliquorum. Si
slgniflcamus deiude dillerentiales partiales signo f, inveiiiemus has aequationes :

f " + f* ti ~ °-
Sed etiam:

unde sequitur:

, . , dp

SP'» + sp'p ¿ = o,

i m =¡ fp í-¡—
(p p

et

fn = fp <p n

Quas próximas aequationes perscribere possumus sub forma symmetricae functionis huiusce :
fin : fil : fp == (p'm : tp'n : cp'p.

Simulque aequationes eaedem conjunctae cum
95 (ill, n, p~) = 0

aptae sunt ad valores tov m, n, p constiluendos. Si vero ex his tribus et ex aequatione
f fa 2/, 2 , *4, n, p) = 0

uuantitates m, 11, p removemus, aequationem reperimus superficiei, quae systema totum tangit.
Sub hac forma problema semper nobis occurrit, si superficies variabilis a diversis superficiei

cujusdam punctis dependet.
Sed revertamurad problema nostrum. Aequatio superficieicujusdam erat:
ax* + biß -f cz 2 + 2dzy -f- 2exz + 2fxij -f 2gx + 2hy + 2iz + k = 0,

aequatio superficiei, cujus polarem quaerebamus :
AX 2 + BY 2 -f CZ 2 = 1.

Sint X, F, Z coordinatae superficiei puncti, cujus planitiem polarem constituerevolumus,atque
7), q, r sint coordinataeplanitiei polaris puncti: erit, si signis a, 'ß, y, à valores supradictos addimus
haec planitiei polaris aequatio:
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rX + jSY 4- yZ + d = 0.
X,- Y, Z igitur parametri sunt, inter quas aequatio data est, dum p, q, r ea sunt, quibus signa .r, y, r
dedimus. Deinde nobis sunt differentiates partiales investigandae, eaeque ut proporiio symmetrica postulat,
perscribendae. Ergo:

a : ß : y — AX : BY : CZ.
Unde, valoribus ru>v X, Y, Z substitutis, sequitur aequatio optata. Est:

«A
~Ä\
/SA
J5'
yX
G*

X

y =

z
ubi A superioribus aequationibus adliibitis facile inveniri potest. Est enim:

ß 2 , r 2

ergo:
M^j+?r + V+" = 0 '

— Ô

cc*_ ß^ y^
A + J5 + C

Videmus igitur, paramétrant esse functionem tou jj, ç, r, et si hos valores in aequaüone superiore
ponimus, erit:

atque valore rov A 2 substituto:
ß

ß 2
+ ~B + c d 2 .

Quae aequatio plane eadem est, atque illa, quam habuimus aequationem loci omnium planitierum
tangentium, quae ad superficiem duci possunt. Coordinatae enim punctorum tactus, quas reperiemus ope
aequationis nostrae, valores sunt tSiv p, q, r, qui singulis rov X,1\Z valoribus respondent. Invenimus enim:

x=-j , y- -g-, z J5 '
\^m

ubi loco rot) A valor substituendus est. Est vero

A = —

ubi:

unde sequitur

â
£. ¿.ÊL + ïl
A ~T~ B ^ C

a
~22 i ß 2

+ ITB

A =

- t- = cf 2 ,

— I-
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Quo valore substituto erit :
X = Ad Y = ß.

Bô
Z =

Cô

Quod cura plane congruat cuín eo, quod antea invenimus, siraul demoustratumest: polarem superficiel
secundi ordinis ipsara esse superficiem secundi ordinis.

Hoc modo iis considerationibusdeiinitionibusque praemissis, quae necessariae et aptae videntur
esse ad ea, quae sequuntur,intelligenda, progrediamur ad theorema, quod et in superficiel secundi ordinis
theoria et in disciplinae mathematicae elementis nobis occurrit. Hoc theorema ad Iineae rectae divislonem
harmonicam pertinet.

Si ex puncto quolibet in planitie sito ad circulum in eadem planitie descriptum duae Iineae tangentes
ductae sint, tactuum autem puncta inter se chorda conjuncta, quae chorda etiani linea polaris nominate, dum
punctum, unde tangentes ductae sunt, poli habet nomen; nemo nescit, omnem ex hoc puncto ductam
lineam secantem circulo et linea polari harmonice dividi. Idem theorema locum habet in sectionum
conicarumtheoria; idem denique invenimusin illa matbesis parte, in qua de secundi ordinis superficie
agitur. Qua in parte theorema hisce verbis enuntiari potest:

Omnis linea secans per secundi ordinis superficiem duela superficie ipsa et polaribus
(quaecuiique sunt, puncta, lineae, planities, superficies) harmonice dividitur.

Sive: Linea secans ex puncto quolibet per secundi ordinis superficiem ducta planitie
polari harmonice dividitur.

Cujus theorematis demonstrationemfacientes, minime necesse est ponamus, in sectionibus conicis rem
jam esse probatam. Fingamus, ex puncto quodam 0 lineam secantem esse ductam, quae superficiem in
punctis A & C atque planitiem polarem persecet in puncto B. Tum ponamus lineae partem:

OA == /?,
OB = S,
OC = R'.

Deinde sint cosinus angulorum, quos linea secans efficit cum singulis axibus primariis = «, ß, y.
Porro sint coordinate puueti 0, reductae ad axes primarios = p, y, r. Si denique coordinatas super¬
ficiel puncti cujusdam nominamus x, y, z, invenimus, ut jam notum est:

x — p : y — g : z — r = ce : ß : y.
Tum, ut ex contemplationibus superioribus sequitur:

x = p -\- Ru
y = q + Rß
z = r + Ry.

Unde simul sequitur, ut coordinatae trium punctoruin A, B, C hae sint: et quidem coordinatae

puncti A: p -¡- Ra; q -j- Rß; r -\- R y
„ C:p-\-R'a- ? -f'JÎ'/?;r + B'y
„ R:p+Sa; q + S ß; r+ Sy

ubi valores wv R, R', S constituendi sunt.

A
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Ellipsoidis aequatio sit
ax 2 + by 2 -\- cz 2 == 1;

erit, ut jam supra vidimus, planitiei polaris aequatio
apx + bqy -\- crz = 1.

Si vero in hac aequationevalores coordinatarum poniraus loco row x, y, z, inveniraus valorem
roi £. Est enim

vel ap (p + £«) + 6? (? + £0 + cr (r + Sy) = 1,

op 2 -J- 6ç 2 -f- er 2 -f- £ [apa -f- ôo/5 -f- cry] = 1.
Si vero ponimus

ap 2 -f- 6o 2 -f- cr

S =

1 = N, erit

vel pars Iineae secantis
OB =

apa -f- ¿jo/S -+- cry

— IV
apa -f- 6o/S -f- cry

Si deinde coordinatas puncti ^t in nostra ellipsoidis aequatione substituimus, habebimus
ap 2 _|_ ¿ ? 2 _|_ c ,.2 _|_ 2jR (apa -f bqß -f- cry) + JR 2 [a« 2 -f 6/Î 2 + cy 2] = 1

vel pro

valore substituto
ap"- -f- oo 2 -J- cr 2 — 1

0 = N -f 2ÍI (apa -f- ôo/î + cry) -f IÎ 2 [aa 2 -f i/S 2 + cy 2]
vel ex aequatione

£ = — N

apa -f- oç /S + cry

apa -f- ¿i<?/? -f~ cry

— IV
£ pósito

2iV
R 2 [aa 2 + ijS 2 + cy 2] — ^ . Jî + IV = 0

*3

vel
Q = aa 2 -;- 6/S 2 -:- cy 2 pósito

0.

Si vero aequationis hujus radices R atque R' nominamus,erit

2 N N
R2 - m R + t

K - £.Q + K S*.Q*
N
Q

N 1/ N 2
S.Q r £ 2 . Q 2

N
Q

mm

á&iffl

V.c.
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Unde sequitur, ut illa lineae secantis pars, quae punctis A & C continetur, id est línea A C sit
aequalis

C=2 1/-J*

Si significationem a nobis supra adhibitam revocamus, erit
AB = S — R
OC = R'
OA = R

N
Q

BC = R' S.

Si tum demonstrare volumus, nostram lineam secantem harmonice esse divisam, necesse est
probemus, totam lineam OC, multiplicatam media ejus parte AB, aequalem esse valori, quem invenimus,
si extremas lineae secantis partes AO atque B C alteram altera multiplicamus; necesse igitur est probemus esse

OC.AB = AO. BC
vel necesse est, sit

R' (S — R) = R (R' — S)
vel

R'S — RR' = RR' — RS
vel

S (Ä + R') = 2RR'
Aequatio quadratica, quam supra invenimus, est formae

2N , N n
«--STqX+Q- 0

Quum vero in aequationequadratica hujus formae factor primi gradus xov x summam ambarum
radicum contineat, factor rov x° quantitatem, quam multiplicado earum praebet, continebit.

Ergo erit

R + R' = &
2 N

Q atque

NR R< = ±1

Tum

S (R + R') =

S (R + R>) =

2 R R' =

2S.N

2 N
Q

2 N
Q

Ergo
S (R + R') = 2 RR'.

Ergo linea secans hoc quoque loco harmonice est divisa, q. e. d.

-
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