
Die Zeiten-Mchedes schiefen Kegels.

.

In zwei früherenProgrammen wurden die Eigenschaftendes normalen Cylinders, Kegels und abgestumpften
Kegels untersucht, weshalb jetzt der Vollständigkeit wegen die Bestimmung der Seiten-Fläche des schiefen
Kegels folgen soll. Eulcr hat die Differential-Gleichungen für diese Seiten-Fläche und den Winkel gegeben,
den man erhält, wenn man diese Fläche auf eine Ebene aufrollt. Bezeichnet r den Radius der Grund-
Fläche, l> die Höhe des schiefen Kegels, und I, die Entfernung des Fuß-Punktes der Höhe vom Mittelpunkt
der Basis; « ferner den Bogen in der Grund-Fläche von der größten Seiten-Linie bis zu irgend einer
anderen, und 8 den Theil der Seiten-Fläche zwischen diesen Linien und dem genannten Bogen, so daß
für « — 180", 8 die halbe Seiten-Fläche darstellt: so bestimmt Euler das Differential der Seiten-Fläche

ä 8 - ^ r . 6 « . ^/ ^ !> 2 -j- sr 4- l> . 0<>8 . «) - ^
und des genannten Winkels

r . ü « > ^Xi >i - ^_ (r 4- b . c»3 «) 2 !
^ ^ ^ 1,2 _s_ H2 4. r2 4. 2 r b . c»8 «

und bemerkt, daß die Integration dieser Gleichungen schwierig ist, weil sie weder auf Logarithmen noch
Kreis - Funktionen führt. Die Integration der ersten Differential - Gleichung gibt Eulcr für gewisse Be¬
dingungen unter den Größen d, b und r, besonders wenn l> bedeutend größer ist als l, und r. Da man
aber nach den Entdeckungenvon Legendre, Abel und Iacobi jede Differential-Gleichung als integrirbar an¬
sehen kann, wenn sie auf algebraischeQuantitäten und auf die drei Formen der elliptischen Transcedenten
zurück gefühlt ist, wie man früher jedes Integral als bekannt annahm, wenn es durch Logarithmen oder
Kreis-Funktionen ausgedrückt war: so sind die Substitutionen anzugeben, durch welche die Integrale der
beiden Differential-Gleichungen auf die drei Formen rcducirt werden.

Diese drei Formen der elliptischen Transcendenten sind nun:

r ---
s ' <s

1 ^(^' 6 ^ 6 <l <? - ^ t<?) und

" (" ^ ^ 1^^. 8!n 2 y,) . /X lv)
wenn /^ s^) ^ !^ (1 — «2 . 8!n2 ^. wc^n der Modul c und die Amplitude ^ als reell angenom¬
men werden, und « stets kleiner als die Einheit.



Das Integral der ersten Gleichung ist:

8 — ^ l . «l « . ^/ j l, 2 _j_ 0 _j_ h . 5„5 „) 2 !

-- z r . <l « . ß/l^l,2 -j. 1-2 ^_ 2 r b . 0«8 « ^- t.2 c«82 «)
Setzt man nun x — ^an^ ^ «, so ist

«1 x ^

1 ^. X 2 -- 1 ^- ^«3 2 ^, « —

t)o8 2 H « ' ^
6 « --: »l X . (!o8 2 ^ «

1 .,,. , , 6 X
; mltym ^ u « —

^2N^ « -^

0<>8 2 ^ « ' ..... ''"' '-" -------- 1 ^- x2

. . ^ . ... 4 x2 (1^.x2)

Da nun aber

1 — X 2 1 -^ I^N^ « — 1 _j_
^ __ X2

so ist 0o8 « — - —^——5- ; und die umgeformte Gleichung:

i1-x2)^ (1-X2,-

1 -^ X2

s' «l X
^ 1 ^x ^/ !..2 ^ ,2 ^ "^7/^ ^ "-' " - ' '^1 ^ X^ (1 -i- X 2)

l? ^r. ^^2^'s/^''-^r2)s1^x2)^2rI)(1-x2)s14.x2)^l.2(1-x2)'
Der Abkürzung wegen nimmt man

(«2 -^ r2) (1 ^ x2) ^. 2 r I» (l — x«) sl 4. x«) 4- l>2 (l — x2)X-
- 1>2 ^.. fr -j. b)2 .. 2 (!<2 ^. s2 .. 1,2) x2 ^. ! K« _j_ s> __ b)2

ferner l,- -f- sr - l,)« -- .4; 2 (1,° -^ .2 - l>2) .^ «, und l.» ><- (r -s- l,)« «; und dann ist
X -- ,4 x4 ^- n . x2 ^- 0 und

s 6x , //. . . ----- . ^> l" ., X8 - r . ^^ l^(' ^ 4. N X2 ^. «)-' s<^^ l^X
Wenn man mit >/ X multiplicirtund dividirt, so erhalt die letzte Gleichung die Form

l" 6 x . X

Um den constantcn Factor r vorläufigunbeachtet zu lassen, nehmen wir

ll --_^.
x

Da nun
^ (1 -j-x2)2.^/X

.4 . x-t -- >^ sx-l -z. 2 x2 ^. 1) .. 2 ^ x2 .. ,4; mithin

X ^ ^ sl 4. x2)2 __ ^2 .4 — U) x2 4. c — ^: ferner
— (2 .^ - 8) x2 ^ - s2 .^ — 8) (1 ^- x«) ^_ ,4 - » 4. o, so ist

,



X -- ^ si 4- x-/ - (2 .4 - N) (1 ^ X«) ^- .^ - n -f. c, und

- ^M ' (2'-^s^^^i/x ^' "« ") s^'^TsTF-
Nach den vorhin eingeführten Bezeichnungen^ — n- -i- (r — b)«; N — 2 (n^ >- r« — d« «nd
c -- 1,2 ^ (r -i- b)«, ist (2 ^ — L) -- 4 b« — 4 r b - 4 b (b — r); .^ — L -^ t) ^ 4 b«;
folglich

,1 l" ^_ l" >l x_______ ^_____ ^ X

^ (t ^X2)°7s/X
Um die algebraischenGrößen aus dieser Gleichung zu sondern, diffcrentiiren wir den Ausdruck

.1/x
" " 2 (1 -s- X-) "

worin n - x . l/(.4, . x^ -!- N . x « -^ c) v - 2 (1 -^ x2).
v . 6 u — u . ävEs ist nun <! 2 —

li l! — <l X i/x ^- x . 6 2 «! x. ^ -5- x ä

^X
, ferner

«l u ^

V . 6 u —

,^/X "
x.^X-(4^x^^2«.x2)«lx

2 X ^ x -- (2 ^ x^ ^ 2 8 x- ^ 2 6) 6 x, mithin
(3 ^ . x4-4-2i;x 2-«-c)6x1/x
2 (1 -^ x^) (3^x4-4- 2 N x^ -i- d) 6x

l 6 .^ . X « -t- (6 ^ -l- 4 8) x^ -4- (4 u -^ 2 C) x" -l- 2 c ! <l X

Eben so erhält man
1 /v 4 x ^ . ^ <1 x

l!v — 4x.«!x, u.«lv — 4x-.<!x.!/^ — --------1^/^

s4 .< . x° -!- 4 « x^ -^ 4 0 . x-) .l x

oder

l! . ll V j/x , »Is°



l 2 ^ . x° -^ 6 ^ x< -l- (2 8 — 5) x- -4- 0 j ^ x
v . 6 u — u.äv— ------ —-—7^^-------------------------------------- , und1/x

j .4 . x° -!- 3 ^ x' -l- s2 L — 0) X- ^ c j «ix

P^X2 (1 -!- 2) 2

Um die ganzen Potenzen von x auszuscheiden, nimmt man:
^ x° -l- 3 ^ x* -- .4 x- sl ^ 2 x- ^ x^) -5- ^ x^ - .4 x -

-- z x2 (1 ^ 2 x2 ^. x^) -^ ^ (1 -^ 2 x2 ^ X«) — 3 ^ x2 — ^; so wird
^ x° -l- 3 4, x^ -^ (2 « — 6) x2 ^ 0 - .4 x^ (1 ^ x2)2 ^ .^ ^ ^. x^)-

-^ s2 « — 3 ^ — 0) x- — s.4 — (^)
^ .4 X 2 (1 -^ X 2) 2 ^. ^ ^1 ^.2) 2 ^. ^2 L - 3 .4 — c) (1 -^ X 2) -4- 2 (.4 - « -i- 0),

Diesen Ausdruck setzt man in die Gleichung für 6 2, und integrirt; so erhält man:

I/x
X . ^ ^X^.llx

^2"(l'^x^^2^ ^z^ s^_
6 x

-l- ^ (2 8 - 3 ä - 0) . ^
^1 ^x-). ^^

^ Z/X ' ^s/X
«1 X

(1 -j- x2). ß ^ (l ^ x2)2

Gehen wir wieder auf die Elemente des Kegels zurück; so erhalten wir
(2 L — 3 .4, — c) --- — 8 !»2 -5- 4 ,- . l,, «nd ^ - 8 -5- c -^ 4 1>2 und

.^

2 (1 ^ X 2)
s_^ X l" x2 6 X l"

-^ 4 ^ - , ^^7^^ - 4 b 2.
ö x

^ z/x ' ^/X (l ^ X
,,l/x

.1 X
-^ 2 r l, s''---- ^">^

^^X2.^

^ X

^ (1^x2)2.1^^
Addirt man zu der Gleichung

den identischenAusdruck

^ x

(1 -^ X 2) ^"'^!<,

^ X »1 X

(l-l-xy, j/x"'s"^^x

2 (1 -4- x2)
z ^ 1

«! x

X 5 6 x

l^ 4 b'
l' <! x

(1 -i- x2) ^
X

!
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— 2 r b . ^
s x 6 x

-^ ^- o; so wird

ä X/^ ll X
4 1,2 s____ «z X

^ (1 -^ x2).

'I

6 X

- ^ l»2. ^- , >^. ^ 2 (1

s-
(l^x«)'

ä x

-<- ^>« _____ 6 x

(1 ^ X2) . ß^

X . ß^____ s ^x s x2 . 6^
-^ x2) " ^ ^ ^ 1 x^ " ^ ' ^ 1/X

-2rb. s~ 4b .,s- ^ x
-l- 4 b' . , />> -<ll». l ,^.

X2)' . ^/^

, oder

^/ ^ l" 6 x l"x26x ^ 6 x

Es ist daher die halbe Seiten-Fläche des Kegels

8 -
2 (1 -4- x«)' ^^l. ^ ^- -^Hr,

x« . 6 x s
-> 2 r«b. ,

cl x ^-

Die Wahl der Substitutionen, durch welche die Integrale

^ H x ^ x« äx<- X 2 Ä X ^ »z x ____

...,^

auf die Formen der elliptischen Transcendenten geführt werden, hängt davon ab, ob die quadratischen
Factoren, worin die Gleichung des vierten Grades

X-^.^^Lx-^O^o
zerlegt wird, beide reell, oder beide imaginär sind; oder ob einer reell, und der andere imaginär ist. Im
vorliegendenFalle wird die Zerlegung sehr einfach, weil die ungeradenPotenzen von x in der Gleichungfehlen,
Nehmen wir .4. x» -5- L . x-° -»- C -- (y . x2 ^- N) (y . x- ^ «)

-- <)2 . x» -,. y (M -4- «) x- -»- U . 5 -- 0, so ist
<j2 ^ .4; y (U -5- N) - 8, m . n --- v, folglich

« ........__ «2

y ^ ^1, m ^. Is -- ^., (M -j. 5)2 ^ —

(IN - «)2 ^ _^-------^--, IN - e, -

)l,<lln!

^ ^>
»2 ^. 4 ^ c



«

und Hl —
1

8 iti p^(«2 — 4^0); ?f -

Nun ist 4 -- 1,2 -4- (r — b)«; « -^- 2 (li» -^ l- — i»2); 0 ^ 1.« -4- (l ^ b)«,
«2 ^ 4 b^ >t- 8 l>2 l2 ^. 4 s» __ 8 ^2 ^2 _ g ^2 b- ^. 4 z,4

4 ^ c ^ 4 ll» -»- 8 l>2 I« -^ 4 ^ -4- 8l»2d2 —8 l2b2^4l>", folglich »2
Es sind daher beide Factoren imaginär. Die beiden Integrale

/- ä x x'6x

können einzeln reducirt werden; dann kann man aber
6 x

8 ^ 1/(8-- __ 4 ^ 0)

4 ^ 0 ^ _ 1 6. b«.

/" NX

sl -^ X»)
nicht durch dieselbe Substitution auf die Form der elliptischenTranscendentenbringen, und müßte für
dieses Integral eine andere Amplitudeeinführen. Um diesen Uebelstandzu vermeiden, vereinigt man die
Reduction der ersten beiden Integrale, da

8 --
,,-,!/x
2(1

s(1- x2)äx
-i-x«) ^^r^ ^/^

-l-2 r-b. s-
ü X

und reducirt
(1 ^ x' ),^

s (1 — x2) 6 X

Man substituirtdaher, weil 4 ^ 0 > 8«; X - 0 ^ 8. x2 ^- H . x^ - m« -4- 2 m . n. x2. OozH -l-1,2 . x^,

und erhält m - ^0", 2 m . n . 0<,2 H - 8, u -- ^/^; (!o3 H ^ 2 p <^ . (?) ' ^ '^ ^"

„^ s__________ (1 - x«) 6 x__________.
) j/tn,2 ^. 2 m . n x2 . c<>« H -^ «2 . x^)

Es ist x — l'an^ ^ «, daher wird x unendlich,wenn man « — ?r, und man dividirt Zähler und
Nenner durch n . x2, so wird

l'. V n x2 u /

^(^
!,!

-!-
2 m . c!n» H ^0»2x4 NX

für den unendlichenWerth von x.
Um daher die Theile fortzuschaffen, die unendlich werden können, nimmt man

V —_ l (1 — X2) ^ X

^ ! p^(n,2 -i- 2 m . n x2 . 008 H ^ »2 . x^
-i- Ä X

n und setzt:



n x2 ^- m . 603 H -j- p^(">2 ^- 2 IN . u . x2 . 0<18 H 's- n« x^) — 2 m 7«, oder
j/s„,2 ^_ 2 m . n . x2 . (!«8 H ^- »2 x^) ^ 2 m . ^2 ^. u . x2 — « . c?N8 F

Daraus folgt:

n,2 _j_ 2 m . n . x2 c?08 H ^- »2 x^
— 4 n,2 . 7^ — 4 m . u . 72 . x2 ^- «2 . x4 — 4 n,2 . ^2 ^08 H _s_ 2 m . nx2 0u3 H 4- m« . 0oZ2 H; oder
4 IN . n . ?2 x2 — 4 n,2 . ?4 __ 4 „,2 . 52 e<,g H. _^_ „,2 . c!»»2 H — m2

— 4 n>2 . ^» — 4 n,2 . ^2 ^g H __ ,„2 ßl„2 H. woraus
8ll,2 Hc»8 H —
4 52 )^

Wird diese Gleichung differentiirt, so gibt sie

2 x 6 x - —^2 7 4 "2^) «> )' '
m /4 v* -j- 8iu2 ^

-^(-^-2-^---------)^ und
l/n, l'/l v4 _I_ «!n2 ,«j,^ ^ V

6 X --
I/n . 4 72 . ^/^4 ^, ).2 . t?«8 H — ^ 8i„2 Hj -

Setzt man in j/X den vorhin bestimmten Werth von x2 — -^-^72 __ ^^ H, __ >!" 2 ); so wird

!/X -: 2 m . 72 — n . x2 — m . c?08 H

-- 2 m . 72 __ „, j>2 __ c>08 F,------- ^'"^^ .) — m . c«3 H, oder

l/V m (4 7^ ^ 8in2 H)
l/x -. ----'-----4^-------- ^; daher ist
^ x ______________6 7 ______

1/V ^ ' ^(m . n) . l/(?4 — 72 . 0„g ^ _ ^ 8i„2 H^ -

Es ist V 6x
^" ^X

ä x
daher ist 1/^ noch zu multipliciren mit

IN (4 ?4 4- 8!n2 H)

8!»2H
4 72 )

-^
n . 4 . 7'

- 1 _ _^ ^2 ^ ^2_ o„,^ ^ "' - «'"' ^4 n -1 il" ^ > 4'V^2
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— 1 -j-------- 603 H >j-------^'------------: und dann wird' n ' 2 n ^2

V ^- j V n 2 n . ^2 / ^
-1 I/(m . n) . j/( ?4 __ ^2 (!n8 H —^8i«2H,)

Aus den Gleichungen:0n8 H -- c»^ z H — 8!n« z H und ^ »In- H -- 8in2 z H . cnL« ^ H folgt

!^(>^ ^ /' . 0o8 H — ^ 8i»2 ^)

^ s/^4 ^ ^2 ^g2 ^ H _^_ ^2 8,„2 ^ H - 8l!>2 l ^ . l.'N82 ' ^)

und^ 1^ K7' - 0082 z ^) (72 _j_ 8il,2 I H)! Ul

^^^ v.» 2 n x >

^(n. . n) . 1/ !^' - c°82 ,» H) ()2 _^_ 8!»2 > H )!

Da beide Factoren des Nenners reell bleiben sollen, so ist der kleinste Werth, den man für 7 annehmen
kann — <5»3 ^ H; bestimmt man daher

v ^ —^—^----- , so ,st <1 5 — ------- ^ ^ --------; ferner

^ ' , <. ^«82 z H sl — 008- l/>) c«8 2 1 H . 8l„2 «pv"° — <^03" ^ ^^---------------- 7^----5-------------------—----------^----5-------------

^2 ^_ 8in' ^ H ^
0o82 ^ ^ ^- 8i«2 H H c»z2 ^

1 — 8i»2 H H . 8in2y,
0082 y>

t)»82 ^

c!og2 l H, ^. ^„2 1 F, __ 8il>2 l F, 8in2s/,
l)o3' P

Wird 8in z ^ ^ «.gesetzt, so ist
c»F ^ H 8!n ^ . P"s1 — <:« 8m« ^ )

_______________ «l )" ________^_______^p_______.

und wenn 8!n H und ^«3 ^ durch 8!n»8 und Co8!nu8 des halben Bogens ausgedrückt werden, so
erhalt man:

I/,b c<,32 z H) (72 ^. 8!n2 ^H)

1 ^_ ^_ c«8 ^ ^-^^^n ' 2 n . ^
2 m . 8in2 1 H. c'032 > H,

-^

)'— l^n -!- m . c°32 1 ^ __ m . 8m2 ^ ^ ^.

m . 8!«2 l H -1- 2 n, . 8in2 ^ ^ . c?ag2 s^

)

-l> »! . ^N82 ^ H

—^N -4- m . 0032 l H __ „, . 8!„2 I H, ^. 2 m 8!n2 z H — 2 m 8!«2 ,l H . 8i«2 y,')



>> m 2 m . 8!» 2 z H . 8!n« ^

^ _I_^N - u, -^ 2 m (1 — 8!»2 ^ H . 8in2 ^>)

- _1_^„ — m -4- 2 m (1 — c« . 8in« y,').

Setzt man diese Werthe in die GleichungV, so erhält sie die Form:
?, _ ^ ln — m -5- 2 n> (4 — l-2 . sz„2 ^ ^ ^ ^,

n — m ^ 6^> 2m ^ ,x
n. I/(m.n) - !^t1 -«2 . 8i°2 ^ -I- V^^(nV^>7 ! ^ <p l ll - °' . Sin« P)

2 n.n — IN r (v) ^n . 1/fm . ll) ^" ^ n ^/(n> . n)
Der zweite Theil der halben Oberflächehatte die Form

2 r« b . ------

2(?>

1 ^x ').I^X ^- 2 r2 . b . ll.

Die Substitution gibt
il x 6 5

1/x " ^("' - °1 - ^/ >v" ^ c°8« H 5) (72 4. 8!°' ^ H)
und

^..-.4-^(7^ 0N8 H 8ii>2H
4 7" )

n . 72 ->- m . 7^ — N! . 72 . ^^g H __ ^ 8in« H

» !'-^(^ — c?U3 H . ) 72 _- ^ 8!n« H l

n . 7'
Diese Umformung ergibt daher

6 x

1 4-x2). I/X
n . 7' - 6 7

m . ^(m . n) . ! 7* ^ (—----c?08 H). 72 ^ ^8i°2H! 1/ j^« —c°82z^)(72^8in2zH)l .
Um den ersten Factor des Nenners in 2 quadratischeFactoren zu zerlegen, nimmt man

?' ^ «^ - ^"' 5) - ^ - i 8i°2 H - s^ 4. «) s^'m n
7« 4. (« — /3) 72 — « . /,, st haß

« — /5 -- ----- c°3 H, «./,-- ^ 8i!»2 H,
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«2 - 2 « /3 -l- /32 -- (--------- c?U8 H)2, «2 _^_ 2 «<3 -j- ^2 — s ---------0„g H^2 ^_ 8,„2 ^ yh^

(« -j- /5)2 -^ -^ - 2 ^- ^, H ^_ 1^ d,h„ ist

« ^. /3 -- ^ I/(-^ " ^ . c°8 H ^. l); « - <5 -- ^.. c«8 H, und

Diese Ausdrücke können auf eine einfachereForm reducirt werden, wenn man

und 8in H

>)/i^____°^^___^

n
ll>

t?08 H
— ^ÄN^ L setzt. Dann wird

m
8in H .

(^«8 H — ^-------^-; ferner

(« ^<5)2^ ^/^ (1^.^82^^
8i«2 F. 8m2 H

^»„32 y ^»n^2 N . 0o»2 8 8i«2 N Daraus folgt

8m H
l«^"^ 8m^< («-<«) ^

8!n H

1 — (.'08

und

8ln H , 1 -j- t!o8 L X 8iu H / 1 — <^o8 N >
" ^ 8!n N ' l, 2 ) ^ ^ ^8W"^ V 2 / oder

« ^^

/l--

4 8in H . Oot . 4 L8in H . Oo^ z l!^
2 . 8in z N . c'08 s^

8In H . 8m2 ^ N > c.- ,. ^

Den Brach
dn8 H — ^ 8in2 ")

(7^4- «) (^2 __ ^)

kann man in 2 Partial'- Brüche zerlegen, ^ indem
,5,2

^
is'

?2-/3

und )'2 ^ f«< _z_ ^3') ).2 ^_ « ^z/ — «' /3 wird; folglich «' ^- /3< -- 1 und « /3' .. «' /3 -- 0,

daher ist: «^ — «-I-/3 ;^^
«-!-<3

oder



ll

z 8!n ^> . cnt i l! . 8!» L
8in H c<)F2 , N und

^ 8!n H . 'l2„5 z l: 8i„ V ^ ^

Behält man der Kürze wegen die Bezeichnung « und <3 bei, so wird

ll !» ss
^ ^ )'

c«3 z HDie Substitution /
(?08 </!

gibt:

6 <p </>

^/ !f^« __ c«8« z H) s^« -^ 8!i>2 ^ ^^ ^ (1 - c- 8i»2 ,-) ^(<x)

., , c«82 i H ^_ « . c?o82 «,
' ^ c»82 <^ ' ^

^ 1 — 8i»2 P _____
)'2 ^_ « t!u82 i H ^. « — « 8in2 ^>

(!a82 ^

1 — 8in2 ^>

Der einfacherenBezeichnung wegen nimmt man

Ebenso wird

0N8« ^ H -j- «

1

(c<.82^^«)^1__^^ 8in2^)

ssl, und erhält

1
N ' ^2 _^_ «

1 — 8in2 ^,

IN (1 - 8in2 p) ^
« (1 — M . 8!n2 ^

^

1 — 8!„2 ^______ _____

wenn

<c°82 z H - <3) ^i -^
is

c«82 ^ H /i
,8!n2 ?))

/3 (1 -^ « . 8in2 ^)

c»82 .! H — /3 ^ ^ angenommen wird.
Das Integral ll erhält daher die Form:

n . M . 8!n L s__(1 — 8!„2 ^)II ^
m . l/(m . n) . 8!n H 1 (1 — ^l . 8il,2^

n . ^ . 8In N s sl — 8!»2 ^>)

ä ^>
^(^)

ä P
m . j/ ( m . n) 8in H 1 (1 -^- K . 8i>,2 ^ - ^ s^>)

Die Brüche unter den Integral-Zeichen werden in Partial - Brüche zerlegt, indem man

^( ^— 8in2 ^.) 1 ?
(1 - M . 8!n2 ^) ' /^ (^) " /^ (^)

-l- (1 - M . 8i»2 ^) . ^ (.^)
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annimmt, und daraus ? und Y bestimmt, da l — 8!„2 y, -- p __ y, . ^in« ^> ^_ n^ woraus

? ^ y ^ 1; ? . IN - 1, oder ? -- -^-, q - 1
Eben so wird

(1 — 8ii>2 y,) i p<

Hl

-i- <i'
(1 -^ X . 8in« ^) ^ (^) /^ s^) (1 -^ X . Sin- <^,) . ^ s^>)

1 - 8In« y) - l" -^ p< . !f . 8m2 y, ^ y'; folglich

I" ^ tz' ^- 1j ? '.X ^ - l, und l"-. - l <)' ^ ^>_I..

Durch diese Umformung erhalten wir:

n . 8in 15
ll -^

n, . ^/ sm . n) 8in H
Hl s' 6 ?> HlsHI — 1) ^

(1 — Hl . 8in« ^) . ^ l^)

(V)

n (« — 1) . 8!n N s' s ?>
m . >(„> . n) 8ln H l (1 __ ssl . 8I«2 7) . ^ ^)

n (X -l- 1) 8!n L ^____________ H <s
m . s/ (.» . n) 8in H '^ (1 -l- X . 8m» v) . H, (?>)

Es ist daher:

2 r- b . ^
6 x

^ 2 l^ b . II
^) (1 -5- x^) . 1/ X

2 r' b . ^n (Hl — 1) . 8in L ! 6 ?>
m . !/ (m . n) . 8in F> l (1 ^_ m . 8in' <^) . ^ (v)

. 2 r- I> . n (ll -»- 1) 8>n L l" «l ?>^------------------------------------------------ > -
m . j/(m . n) . 8in H 1 (1 -^ K . 8il,u ?) . ^ l>)

Das erste Integral der halben Fläche ist:

V - s" (t - x^ä x ^ (n - m) l^ s^ ^

und der vollständigeAusdruck

-. s r.x VX

^ (i^) n . l/ (m . »)
^
^ «l ?> . ^ (v(V)

^) 2 (1 -^ x')

nimmt daher die Form an

^ z 4r I
(» 2_^.^2,°b

^X ^l

6 x

(1 -5- x«) ",17X'
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8 r . (n — m)

2 l . l .2 . n M — 1) . 8in N s_________
^-------m . p sm . n) . 8in H ' ! sl __ U . 8in2 ^) . ^ f^,) /

-s- 2 l . b« . n (lf 4- 1) . 8>n L s <l y>
n, . j/sm . n) 8in ^ ' 1 (1 4. ^l . 8i«2 y>) . /^ (s/>) '

wodurch das Integral für die halbe Seitenfläche des schiefen Kegels auf die 3 Formen der elliptischen
Transcendenten zurückgeführt ist.

Hiebci ist noch zu bemerken, daß das Integral
s_______̂ _______
i (1 — M . 8!i,2 y>) . ^ <x '

wenn der Parameter M > «2 ist, <,uf ein anderes reducirt werden kann, dessen Parameter -^- kleiner

als «2 ist. Man nimmt zu diesemZwecke
'l»NA . P

Das Differential von 2 ist
^ (V)

6 . Cllln^ s/>)

und berechnet
ä x

(1 -^ ll . »2)

12N^ ^>. ä s/^ (<x))

Da aber ^ (<?) - p^(1 — «2 . 8i>,2 ^^ ^ jst
^ ^ . ^ «2 . 8in <P . (!o3 «> . 6 w
" c^ (c^))---------------- ^1 - <-2 8W2 ^) ^

, und daher

ö » -- ^ ,,
^ «2 . 8in ^> . (!<i8 ^ . 'i'g,,^ ^> . ^ ^

(?082 ^> . ^ (^) ' /^2 f.^ . ^ ^)
(1 — «2 8ll,2 y, -<- «2 8!«2 y,.c«82 ^ 6 ^ sl

"" öoF2 y, fl _ ^2 . 8!„2 s^,^ . ^ (lp)
(-2 . 8!»4 ^,) 6 y-

Dann ist

1 -!- Il . ?.2 - 1 _j-

c»82 P (1 — «2 8In2 ^ ^ ^^ -

ll . 8!n2 ^>

weil

(1 — «-2 8!n2 ^) . 0032 y,
0»82 ^, __ ^2 8!«2 c/) . (!o82 ^ -^ ll . 8i„2 c/>

^ (1 — 02 8i«2 y>) . c»82 f^ '
(1 — 8!« 2 y>) s l — «2 8!»2 <^,) 4. ^ . 8i«2 y,

(1 — «2 . 8,„2 ^ . (!„82 f/,
c»82 7, — o2 8in2 7, . l^„g2 7 ^ 1 __ 8!n2 V — «2 8il>2 7 . _ ^2 . 8!n^ 7,

— 1 — 8i»2 </> — «2 8i„2 7 (1 — «2 8!»2 ?) — (1 — 8in2 7) (1 — l?2 8il>2 v).
Es ist daher

6 « 6 y> 1 — «2 8!»^ 7
(1 4- K . «2^ ' ' /^sf/,) ' "(1 — «2 8i„2 7) sl — 8li>2 ?>) 4. Il . 8in2V

4
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Der zweite Factor des Nenners kann in 2 Factoren zerlegt werden, nämlich

(1 — c« 8i»2 ?) (1 — 8W2 ?) ^. K . 8i°2 ? -- sl — Hl . 8in« ?) (1 -

Werden die Klammern aufgelöst, so ist

Hl 8in2',).

.

1 — 8in2 ^ — «2 8,„2 ?> ^_ o2 8!n<l V ^.. ll . 8il>2 ^

— 1 — Hl . 8ln2 ?, — Hl 8in2 ?> ^- c« 8in^ <s.

Aus dieser Gleichung erhalt man

HI oder K --- «2 -j- 1 IN
Hl

oder K -- (1 - H,) /"l-------^->; daher ist

<! 2 ^ ? 1 — «2 . 8!»4 ^
1 -j- K . 2- /X(^) '

(1 — Hl. 8il>2 7,) /'i-------^_. 8l!,2 ,,> '

Der zweite Factor wird in die Partial-Brüche zerlegt

___________ 1 — «2 . 8i„4 ,>___________ _______p________________ <Z

sl — Hl . 8lu- ?)(l - Hl
8inl

')
1 — Hl . 8!n2 ?>

^_ 1 _ Hl . 8i»2,,
4-li

so daß: 1 — °2 8W^ ?>

^ ? l^l-------°^- . 8il>2 ^ _^_ <) ^1 ^ M . 8i»2 ?) _^ K (1 — Hl . 8!n« ?) l^l-------M" 'sin- ^)

--p-i-tz^li- ^P.^^(q^Ii)Hl^N. ^-) . 8I«2 <s ^ lt . «2 . 8,^ ?.

Diese Gleichung gibt:

? ->- l) ^ li -- 1; (? ^ N) Hl -l- (y -I- «) Hl -- 0, und l^ ^ - 1, also

? ^- y -- 2; ? ^HI- ^-) ^ Hl ^ -^ ; oder

l» — 1, <)--l^ li — — l; und wir erhalten:
<l 2 6 ?>

(1 -j- li . 22) ^(?>)

1
1 — HI . 8ln2 ? _^ _

1 -
Hl

. 8in2 ,.

Wird diese Gleichung integrirt, so ist

> ^< __I^!« «!n2 «> /^ i»^» 'l l^

,^
(l - Hl . 8in- ? ^ (?)

- s- «! 7

^1-^.8i°25).4(.) ^)
^(?>)
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. .4 r c l/K . ^2Nss ?>
folglich das umzuformende Integral:

__________^__________^ ^
1 (1 — M . 8i«2 v . /^ ('/>) ' ^K

Diesen Werth kann man, wenn es erforderlichist, in die Gleichung für 8 setzen. Um das Integral
für den Winkel der aufgerollten Seitenfläche zu rcduciren, nämlich

^ s6 « . 1/sn2 ^ (l ^ K . c«5 «,)2 j
^ «2 ^_ H2 ^ s2 ^_ 2 l l» . l)08^

nimmt man ebenfalls 'I'»n^ ^ « ^- x, so ist

«I « . j/(l>2 ^. r2 -,. b« -^ 2 r I, . 0<>8 « -i- b2 . Ong« «)
2 <l x . j/Q x^ 4- « . x^ 4. c^)

^

(1 4. x2)^ ', wenn

^ -^ l>2 ^. sl ^ b)2; ll ^ 2 (!>2 ^ l- - b°) und c -. l»2 -^ (r -^ b)2.
Eben so ist

l>2 -t- l>2 ^. .2 ^ 2 l I, . c<18 t» H^ ,.2 ^. t.2 ^l2^. 2 r b sl — x2)
1 -^ X^

- l>2 -!- l2 ^ 1,2 -!- 2 r b -5- ( l>2 ^. r« -l- b2 — 2 r b ) x2 0 -^ ^ . X«
1 -»- x«^ ^^-l- x'

Daher ist

j/( H, . x^ -i- N . x2 ^- 0) <l ,
(1 ^ X2) (0 ^- ^ . X2)

«/,
-.„.

Werden Zähler und Nenner mit

^/(.4 . x^ ^ N . x2 -^ v) — ^/X
multiplicirt, so ist

s' (4 . x^ -^ « . x2 ^- c) z x
^ (1 -^ x-) (0 -l- ^ . x-) . ^/X

Der Factor (1 -^ x-) (C ^l- ^ . x2) ist gleich
v -l- l> -4- c) x2 -i- ^ . X" — ^ . X« ^ (« -l- 4 H2) X- -l- c, weil
C -> ^ — 2 (l,2 ^ >2 ^ !»-) — » -t- 4 b«; folglich

^ . x^ 4- ll x2 ^- 0 — H. . x4 -<- (N -4- 4 b2) x2 -^ c: — 4 1)2 . x2, weshalb

^ 2 r s^^ - 8 r l.2 . s_ "' ''"l. ------------------"---------------- ^^^.
^(14- x2) (0 ^ .4 . x2) . ^/X
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Nun ist der Bruch
x

(1 -5- X-) (c ^ ^ . x' "
woraus x- — « . 0 ->- /3 -^ (« . ^ -7- <3) x«, so daß

«.(!-^/3^o, «.4, -5-/3-^1 oder « —

^ « ^ ^_______^____
1 ^- x^ l) -^ X . x- '

1

Da aber .4 — 0 ^ — 4 r l>, so ist
1 . c

^ — 0 , /3- c

^.
—-------5-^7", /s — -^-------8 r b- « — 2 b, und - 8 r ii« . /3 ^ - 2 l> . 0j folglich

'/' ^ 2 r . l'^^ ^2 d s.____^^.^ - -2^^ ^, . x
^j/X ^(1^x2). p^x ^ p 4-^' ),1/X

wenn —7- — p gesetzt wird.

Nennt man aber wieder

^ ^n n>2 -l- 2 m . n x^ (!o3 H ^- n^ x^ -- n' s^ ^. _^ "'_ ^2 003 ö -l- x4n )
m

und bezeichnet -^- mit l«, so ist

X — »2 (x< -4- 2 I, x2 . 0«8 H -i- l,2).
Um ^ auf die Formen der elliptischen Transcendenten zu reduciren, kann man sich der Eulerschen
Substitution bedienen:

4 I, x- . )-4 __ 4 x^ . )-2 ^ 4 ,, ^2 ^. 2 (1 — 0o8 ^) — o, oder
(>' 7^ — 7°) x- — I, . ?2 ^. 8Z„2 i H — „^ da (1 — 0o3 ^) ^ 2 8in2 ^ H

Diese Gleichung gibt:
(>' - 7" ^ 1) ^ . x^ — l, . ^2 ^ 8In2 ^ H, oder

8in 2 z H ,
x — l> . >2 — 8i«2 ' ^

Nennt man ferner
l

!/>' - >

^2 ^1. . ).2 ^ ^)

— 8in >?, so ist

1
^2

1

1--------,l, , v'

— I, . 8

.2 ----

in ^ ?l

l> . 8 in« ?

o~^)- c«^ ^

(1 — 8i»2 1 ^ . 8!«2 ^); oder

x — j/l, . I'llnx . ^ ^/(1 — 8il>2 z H . 8ii,2 7), mithin

6 x — p^l. . 6 ^ . p'(1 — 8ii,2 z H . 8i»2 ,)
^08^ ?>

^/ l, . 8i«2 ^ H . 8in ?> . Oo8 ?> . ^kanZ ?> . <l ^
^p"(1 —^in2^i^s^8in^)

oder
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!/», . ä ? (1NX—----------------------- 8il>2 z H . 8i»2 ?> — 8i»2 ^ F . 8!«2 ^ . Oo82 7)

Dann ist:

2 !,

«03« ^ . ^(1 — 8!„2 ^ H . Sin« ^,)
j/>, . u ? (1 — 2 . 8m2 z H . 8!u2 ?> -»- 8in2 ' F, . 8l„4 ^

c<,82 ^, . ^/(1 — 8I„2 z H . 8i«2 p)

I>2 . 8m « y>
6u»" ^> - . (1 — 8!n« ^ H . 8ln2 ^)2)

O08 H --

X

2 I>2 . 8i„2 <f . c?08 H

x" -j- 2 l, x2 . c«3 H -j- l>2

(1 - 8in2 ^ H . 8il>2 ^); folglich

-r- 2 l,2 . 8i»2 t^ . c<>8 H
(1 — 8!i>2 ^ H . 8i»2 y>) 4. ^2

0082 ^,

Da O08 H — 1 . 2 8i«2 ^ ,? ist, so erhält man, wenn die Gleichung mit 603" u, multiplicirt,
und durch I»2 dividirt wird:

------' ^"^ ^ ^ 8m« « - 2 8i»2 .l H . 8!«« «, ^ 8m" 4 ^ . 8m» «

-> 2 8i»2 cp . c!uZ2 y, — 4 8m« ^ H . 8i„2 ^, . ^g« ^
— 2 8!n2 ^ H . 8!n" ^, . (!„g2 ^ ->- 4 8m" ^ H . 8m" y> . c'082 ^
-I- c?«8« ^.

In dieser Gleichung ist nun:
8!n" a, -^- 2 8!n2 ^ . ^„^2 ^ _^ ^8" y> — (8i>,2 y> -^- 0o82 <^)2 — 1; O«,^ y, ^ 1 — 8m2 ^>, folglich

^ . (?08" ^>
»2 . ^2

Es ist also:

— 1 — 2 8il>2 ^ F, . 8m« ^ -I- 8in" z H . 8!n» y)

— 4 . 8i„2 ^ H . 8in2 ^, ^_ 4 . 8m2 ,» ^ . Hin« ^
— 2 8i°2 z H . 8in" 9 4- 2 . 8in2 ^ F, . 8in« ^
->- 4 . 8m" z H . 8in" y) — 4 . 8m" ^ ^ . 8in° ,/
^ 1 — 4 . 8in2 H ^> . 8in2 ^ 4. 4 8in" z ^ . 8in" ^
-<- 2 8i»2 ^ ^ . 8iu« P — 4 . 8m" ^ 6 . 8m« ^
-j- 8in" ^ H . 8m» P
— (1 — 2 8in2 z H . 8in2 v >!- 8m« H H . 8m" «s)«.

X-^ 1,2
O08" ?>

u x
t)«8 2 ?>

(1 — 2 8m2 z H . 8in2 ?> ^- 8in2 z H . 8in")2, und

(1—2 8in2 ' ^ . 8i«2 ^ 4. 8in2 z H . 8m" ?); folglich

l/x n . b . l/(1 — 8i°2 z H . 8!i>2 7)
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N!
Setzt man wieder 8il>2 ^ H — «2 ,,„h z, ^^ ----- , so ist

ä x 6 ? <l ?>

^X !/(„> . n) . ZX(1 — «« . 8!n« ?) " p"(n, . n) ' ^(>)

Eben so wird

6 x

1 -j- x2 -- 1 ^- !> . I'anx« ,, ^1 __ ^2 . 8,-1,2 7)
(!o82 ? ^- !> . 8in2 ^ __ ,, . ^2 . 8in^ ?

^ 0o82 <,

1 ^ s, __ ,,) . 8I„2 7, — ,! . «2 . 8Z„4 ^>
(.'»82 7,

^ '/ . O0Z2 7

und

(1 -^ X-) . ^x l/ (>» . n) . j 1 - (1 - ,,) . 8!n« ,s - ,, . c« . 8,^ ^ ^ . ^sy>)
Um den Factor im Nenner zu zerlegen, hat man:

1 — (1 — 1>) . 8in2 7 — l! . «2 . 8I„4 7
-- (1 — M . 8!n2 7) (14-^. »in« v)
- 1 — sM — ?f) . 8in2 ?> — M . ^ . 8in^ >,; so daß

N — >" -- 1 — 1>, N . 3l -- l> . c2

Diese Gleichungen geben: M -j- N)" -. (l — l>)2 ^- 4 !, «2 ^ ^ __ i,)2 ^ _^. ^ '^' . ^ )-

Setzt man ^ ^ ,, - ^"3 L, so ist (1 - ^) -2 ^___^___
„ , ^ 2 c . I/l, ., ^. 2 c . I/l, . 0«8 N ^ , ..^
M-l-^-. —^^—; M-. ?f - -^—^-----------; folglich8i„ N

c . I/l, (1 4- 0°8 N)
8in L

8in lÄ

2 c . I/I, . 0u32 i L
2 . 8!,, z N . c?o8 z L - c. l'l, . c?ot z l:

c . I/l, . (1 - c?n8 N) 2 c . I/l, . 8i»2 H ß
8in L 2 . 8in z N . 0»8 z 6

Zur weiteren Umformung der Integrale dienen die Formeln
0082 ?, 1 __ 8i»2 v

1 __ sl ^. 1>) 8i»2 ?> __ ,, . «2 . 8,„4 ^

^

(1 — ssl . 8i»2 7,) si ^_ N 8i»2 <^)

woraus
1 — M . 8in2 7 > 1 _i_ j>s . 8in2 ? '

1 - - 8,'n« ^ -^ « > /3 — (/3 . N — « ^) 8In2 ?>; so daß
«-j-/3^1, /3.M — «.If— 1; oder

3^1 /3 —Hl 4. 5l
/^ ö x

M 4- N ' Es ist daher:

6 ^ (1 — 8in2 ^)

^ ^ 1/X " ^"> - ") . (1 - M . 8i»2 <s) si ^_ if . «««2 ^)



m — 1 s «l «s
j/(m . n) s« 4> x) '^ (1 — m . 8i°2 ?) . 4 (<x)

-l~ « -^ 1 ^ <l ^

i/ (m . n) (IN ^. « - ^ sl 4. ?i . 8!»2 '/) . ^ (^)
Für das folgende Integral

«! xs___
ist:

p -j. x2 — p ^- I> . I'an^« ?> (1 — e« . 8i»2 ?)

^ p . c«82 V ^,. ,! . 8,1,2 ^ ^_ ^ .^2 . 8!n4 ^
0082 ?>

p — sp — l,) 8in2 ^ — ,, . c« . 8!n^ ?>
^«8« ^

6s ist aber -^ — p und auch — l,, daher ist p — n«, und

p -r- -2 -
(1,2 — l>) . 8ll»2 <s — l, , 8!n«)

, 0082 's

_ " !'^('^) 8W2 <s 8iu^ v

0«82 ?

I>2 (1 — M' . 8in2 ^) (1 4. ?l' . 8!n2 ?)
(!o82 ^

(1 -------^- 8i»2 ^ -

oder

8,1,4 ^

— 1 — lM' — 1^') 8in2 ?> — M' . ?f' . 8In4 ^. Daraus folgt

Hl' - ^' — 1------^-. «' . Il' — -^-; mithin

(M ^.,.^(^^)^^^(^^7(.
Bestimmt man ebenfalls 'lanz N' —

IN' 4- «' —

2 0 .1/1,
l> - 1 so daß

n-1 2 e

41, .«2

(1,-1)2 )^

^/ll . 'l2N8- . N'
so wird

2 «-, 2o
1/»! . 'l»N3 L'/ c«3 N'

M^ ^' —
c»8 N'

j/l>. 8!n N folglich

M' c (1 4- cos N') 0

>" —

j/l, . 8in l)'
« (1 - c»8 V')

^/I, . 8in L

^/l,

^''

j/I, . 8,n L'

cot . N'

"lan^ . L"



2tt

VS Isi oayer
^_____^x______ ^ _____ 1 s" ____________ «1 ^ sl — «in« ^) ^^___
! 1 /v ^ l!« . 1/ sm . n) , (1 — >l' . 8m2 ?) (1 ^. X< . 8in' ?) ". ^ (v s

^) (»,2 ^. x«) . l^ ^ ^

und wenn man den Factor außer , . in Partial-Brüche zerlegt, so wird

___________1 - 8m- ^____________^. ________«^_______, ^
(1 — M' . 8i«2 ^) sl ^_ if' 8m2 ?) " 1 — M' . 8l„2 ?> l' 1 ^_ ^ . 8m« v'

woraus «' — ^, ^. y> ; /»' — -M^°^, daher ist:

6 X________ ^ _________<M - 1) ____ ^ <z ?>

^) (.2^.2). j/x " "' ^n. . «) c^ ^ >") -^ (1 - m< . 8M2
^ ?) . ^ (?)

________ (X' -5- 1) ________ s' ___________ «1 ? ____
i,2 . 1/ (m . n) (U' -^ K') 1 (!-»->". 8i„2 ?) . ^ (?)

Der Ausdruck für das vollständigeIntegral des Winkels ist demnach
s- 6 x <" 6 x 2 b . 0

zl/ — 2 ,' . ^ 1/^ -l- 2 b . ^^! (l ^ x^). I/X^ — ^ ,s^ 6 x

^ (l,2^x'). l/X
^ oder

weil

2 r s' «l ^ 2 K . (IN — 1) l^__________ 6 ?
p (m . n) ^ ^ (?) ^ (m . n) (M -^ X) 1 (1 — ^l . 8in« ?) ^ (?)

2 b (X -!- 1) ^__________^?__________
^/ (m . n) . (M -^ ») 1 (1 -l- li . 8in2 ?). ^ (?)

2 b (M' — 1) s" __________^?__________
^ (m . n) (M' -l- ^') ' ! (1 — »!'. 8i»2 ^>) . ^ (?)

____2 b (X' -^ l) ^ 6 ?
j/(m . n) (IN' -5- X') ' 1 (1 ^ X' . 8in2 ?).^ (?) '

H . l>2
— 1.

Die beiden Integrale sind hiemit, wie beabsichtigt wurde, auf die 3 Formen der elliptischen
Transcendenten zurück geführt; ihre weitere Behandlung muß einer künftigen Veranlassung vorbehalten
bleiben.
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