Die Sreiten- Sladye des [chiefen Hegels.

R pwoei friberen Programmen wiurden vie Gigenfdyaften Ded normalen Cylinders, Kegels und abgeftumpften
Seqeld unterfucht, wedbalb jebt Der Vollftandigheit wegen Die Beftinmung der Seiten = Flache des fdyiefen
SKeqels folgen foll. Guler hat bie Differential-Gleidhungen firr diefe Seiten-Fladie und den Winfel gegeben,
ven man erbalt, wenn man Diefe Fladhe auf eine Gbene aufrolt, Pezeichnet r Den Radbius ber Grund-
Flache, h bie Hodbe bes fihiefen Stegels, unb b bie Gntfernung bes Fuf-Punfted der Hobe vom Mittelpunte
ver Bafis; @ ferner ben Bogen in der Grunb-Flache von der grofiten Seiten - Linie bid 3u irgend einer
anberen, und S den Theil ber Siten= Flade jwifhen dicfen Linien unb dem genannten DBogen, fo dap
fir @ = 180°, S bic balbe Seiten-Flade darftelit: fo beftimmt Guler Dad Differential der Seiten = Fladye

dS:.’Ir.dm.Vgh“—% fr—j—l:.(}ns.m}‘l=
und bes genannten IWinfels
r.dm+l/:||‘z + (r —f;-h.Cusm]g{

ik We b2 +-r* + 2rb.Coso

unb bemerlt, baf die Sntegration diefer Gleichungen fdwierig. ift, weil fic weder auf Logarithmen nody
Sreid - Funttionen fibet,  Die Integration Der crften Differential - Gleidung gibt Guler fir gewiffe Be-
dingungen unter Den Grofen b, b und r, befonbers wenn b bedeufend grofier ift ald b und r. Da man
aber nady en Gntdecfungen von Legendre, Abel und Facobi jede Differentinl-Gleidung als integrirbar an-
fehen fann, wenn fie auf algebraifthe Thuanfitaten und, auf bie drei Formen der cliptifdhen Frandcedenten
quciid gefilhre ift, wie man fraber jebes Integral ald befaunt annabm, wenn s burdhy Rogarithmen ober
Sreid - Funftionen audgedriickt war: fo find die Subftitutionen anzugeben, burdy weldhe die Sntearale der
beiden Differential- Gleidhungen auf die brei Formen rebuciet werden.

Diefe drei Formen der clliptifthen Srandcendenten find nun;:

— EE_;{I_P}‘ E=8dg¢g. /A (p) und

d e
(@) =y TEn.smtq) . A 6
wenn N () = V(1 — ¢ . Sin? g); worin der Piodbul ¢ und bie Amplitude ¢ ald reell angenoms

men werden, und ¢ fletd Fleiner ald die Ginbeit,
|
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Daé Integral der erften Gleidung ift :
S=..'.l.l/"‘1 L6 {
2 F.dao Fh +(r+b Lusm]“‘
.‘,r.dm.]/(h'i—{-r'-'+2r]1.Gosm—'r-b2Cus"’w).

Il

et man nun x = Tang 4w, foift
dx = qu%l:?m—,;_dmzdx.ﬂns‘-‘-%m
- 1 ™ | d 3
3 - xiti =1 - Panp'# i 0 = —Cﬁj—% ] mithin- 1 d @ = -1_-|-tx* -, Da nun aber
Mane =) 2x = " LTS ‘1‘.12 (I—I—X |
e S T L Tt =1 4 R (T—x7)¢
fo ift Cozs w = A _']__ ;— 3 unb bie umgeformte Gleidyung :
d x 2rbh(1 —x2) El‘-'[l-—x'zju
i — | 2 \ B x
5 =7 ‘S- -l—_\ V?l “r"f =1 1 4 x3 = [1—]—)&"’_}2’:‘
F = {1—|—x*] ]/ (242 (L% %) 25 b (= x2) (L +x 2) +-b2 (1 — x2)”

Der Abfitrzung wegen nimmt man
X - (h® +r2) (1 +x2)"f 2r b (0 — x2) (4 4+ x2) + b2 (f — x2)°
=I|1+-(r-J_—h}’v'—|—2[h'~'+r'-"—b'1}x"+ fha 4 & — b)2 | ixe
feenee h2 L (r — b)2 = A5 2 (h® 4 r2 — b2) =B, ynd h2 + (- b)2 c; und dann iff
X:;\x*—{—ﬂ x* 4 C b

S=r. ET:‘:*—)"" V(A.x Ii\'.2~|'—f_‘) “ ::”z ]/:i-

Wenn man mit ]/\ mulfiplicict unb Ddividirt, fo erbalt bie fepte Gleihung die Form
freinaxo B oy
) @+ =2 ]/X

Um ben conftanten Factor r vorlaufig unbeadytet ju laffen, nebmen wir

T = r d x . X St
Ja+xn X
A.xt=A(x* 2x% 4 1) — 2 Ax2_ 47 mithin

X:A 1+ x%)2 — (2 A = B) x* 4+ € — Az ferner
—@A—Bjx2=—_ 24— B) (4 x)idiA 2= B0yt foiift

]

Da nun
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X _*(14_};2)—[2.1-—8}(1—1—:-:‘3]4—.-\-—-3-{-0,unb
v d x

AN 1 R, .2 d e
U= -’*J{ a+x92 /X E AQ+3) =Q@A—BU+x*)+ A~ 8-1-(."

|

O Pl cdcery e
= -"ﬂ/i““"ﬂj (e xh) ]/X + (A — B-I-C}J d2ne l/?_(
Nady ben vorbin cingefibrten Begeidynungen A = h? + (r—b)2;3. B =2 (h?Fr? — b2 und
c—ht+ (D)2 tRA—B) =402 —4rd=4D (b —1);Ad — BFC =402
folglich
d x 2% d x

U ( d x 4 r i

gl F e e oo~ S 154 Yo e s
A Jl/x ( ) J (1 + x3)}. ]/X )+ xH Vx

Ulm die algebraifdien Grdfen ausd diefer Gleihung ju fondern, Ddifferentiiven wir ben Ausdrud

4 X__- l/ X i}

worin u=x . A .;x* + B 23+ 0} vy =2 +ixi)

@ ift nun dn= - L A dv .

s VX oL X

-

x.‘il-x=[-i.'\.x""1'ﬂﬂ.x2]dx

|!u=i]x,‘|7X+-R—"IX de'xff:._g

o X dx=(2Ax*+2Bx*+2C)dx, mihin
@A xt +2BxiFC)dix

do=—" I/T( 2

2 (1 + x?)(3 A x* +2Bx*+ C)dx

v.duo=— ]/i

ﬁ.{.x6+[5A+4u}ﬂ+(4ﬂ+20]x='+‘3{:§ dx.

§
|

VX
Gben fo exbalt man X
l / Bk iy d x .
:l\':-'l:\'.dx,u.dr——’ixl.dx. X:—-——"T_’——'— ORI




fEA.x°+[i.lx‘+{‘21i—(.'jx=+[}'! d x
¥y.du —g,dv= 1 — :

]/_/X_ = —, unb

fA. x® 43 Ax'+ 2B —0)x?+C| dx
dz = = ;

2 s X

Um die ganzen Potengen von x auszufdeiden, nimmé man:
A X0 A x i iy P 2 gt R 1) xe
=Ax?(l +2x*+x9+ 4 (1+2x3+x%) — 3 Ax*— A: fowird
Ax"+3Ax*+(2B -- C)x*+ € = 4 x2 (1 + x9)* + A (1 + x3)°
+[2B—-:3-.-t-—C}:;=——{.-i — )

AR AR A Gk p R s f + x50+ 244~ B 4.0
Dicfen Ausdruct febt man in die Gleidung fir d =, und integrivt; fo erbalt man:

B 'I-'E_A"-“W. rx:'--d—x._+|4 [(dx i
e 2{1‘*‘"{:) o ‘J ‘l/x & J,/X
d x .
e @B B d— 0

———— 'T-F(.—i-—ﬂ*i-{:]. - f
J[i-l-x“).l/ ] [l+x“j=.]/
Gceben wir wieder auf die Glemente ded Segels jurad; fo erbalten wir

(21113.4.—-(‘]:—8[;2+4r,!-, unb A — B+ C = 4 b2 und

/X

+2¢cb |- A +4 b2, |- oL

S b S LR e —r—
J (= _‘-_._]/Xv } l--I*.*i“}’.]//X

Addirt man ju der Gleichung

d X d X d x Fa

U=A, ‘—‘——:—-4!.-2(—'——" =—+4rb. r‘— T e e e

jl/\ .J(1+x=J.l/'\ qu+.~;'—'}.l/l J {1+x'—'3=.l/:\

Den identifhen Ausdrud
‘t-'//x qu (rz,dxg- 2 ( d x _
-2_“__*:?71——44»1.‘ ]/:r—iﬂlp_“]_/“/i_._ 4 b, e— ]_/.—i

S+ ¥




— — 4 bY | == = o3 fo wirh

D A2kb . “'—'** =
' {1 s 364 VK .5-(1 4+ %22, X
L dx ; (______
jl/ o j‘{l+1“}l/x+ ¢ (1+x} ‘/x
ﬂ I/x r d x

+4h"'-( l/‘{-t- 2(1+x1}~éﬁj=l/}'—{-—

.:14”]'sa

3 ift baber bie halbe Seiten- Flache deg Kegeld

S ___r_ ‘/X Ar, ‘ = — r (-'Im""'?_._—x 4+ 2r2b [-___d_‘_.T_
“Firwer +ive SR SR e P

Dic MWabl der Subftitutionen, burd) weldhe die Snfegrale

__-:I__x;: x Tdx 5 - R d xk b o
E ' J]/X bj(ik’]l/h

auf bie ?jnrmcn per ellipfifdyen Krandcendenten gefiibyt werden, bangt pavon ab, ob Die quabratifdien
Factoren, worin die Gleidjung des piecten Grabed
X=A.1‘+Bx’+ﬂ'—'ﬂ

seclegt wird, Deide veell, ober Beibe imaginar find; ober ob ciner veell, und der anbere imaginar ift. I
porliegenden Eaﬂe nird Die 5cr1cquug febe einfagh, weil bie ungeraden Potenjen von X in ber Gleicdhung feblen.
Nehmen wir A x* + B . =(.x»+M@Q.>x%NK

:Q*.x‘—l-Q{!\"[*i‘N]x“'!*M.h'ﬂﬂ, fo ift

Q= A; QM +N}= B M.N=C, folgld

LM N)E i

st G g

( A
) = VApMidaiN = Q
(ML Ny2 = AL

--w-.-

— 4
e A

(2]




:mbM:.-—z---if;. 3RiV(BEF—4.&C}I N:-E-ﬁ’B:FV(B“—ALAG)
Mun it A=h04+ (¢ — b B=2 0+ r? — b%); C = h* + (r + b)?,
B*=4b*+ 8h*r*+ 4r* — 8 h2b? — 8 r? b2 + 4 b
4 AC=4 h*+ 8 h? r=+4r‘+8h’h‘—8r3h=+4b‘, folglih B* —4 AC=—16.b2
G8 find baber Beide Factoren imaginar. Bu: betbzn Sntegrale
x2dx

J ]/X unb I/X

fonnen eingeln rebucivt werben; bdann fann man aber

J' e T
X
(l{ + Iﬂ) . l//_
nidht durdy btc[rIEe Subftitution auf bdie Form ber elliptifhen Frandcenbenfen bringen, und mifite fur
biefed JInfegral cine anbeve Umplitibe einfithren, Um diefen Uehelftand gu vermeiben, vereinigt man die

Reduction der erften beiben Integrale, ba

o 2 VEX oW (A—x%ix, Loy, j, d x dus
ey ]/X (1 ~|—x‘=}.]/x

unb reducirt

. (l—-x_‘;’_}dx‘
V= VX

Man fubftituirt daber, weil 4 A C > B X=C+B.x?4+A . x*=m24+2m.n.x% Cos & +n? xk

und erbalt m = V'C‘, 2m.n.Cos % =B,n= VI; Cos & =W—EHT—CJ €8 ift baber

vV — (1—-x‘jdx g
= Vim2 -2 m.n . Cos & 4 n2 . x9)

Gé ift x = Tang 1 w, baber with x unendlich, wenn man @ = &, unb man bdividirt Sabler und

Menner durd) n . x2, fo wird
1 1
( 0 %2, () ) 2 (d L 4

j‘]/(L_.;_E“"_(‘”‘?,J,i)_—J

n® x4

V =

fur Den unendlidhen Werth von x.
Um daber die heile fortzufdaffen, die unendlich nerden Eonnen, mimmé man

_.,( '[1——-]{"1_]lix d x ;
i3 ']/{mi-l—ﬁm.nx‘l Cﬂﬂﬂ—}—n“.x* 55 - unb fept:




n x? 4 m . Cos & + / (m? +2m.u.x2.C08 &4 n¥x4)=2my? oder
Vw2 +2m.n.x2.0m 3 +n2x{)=2m.y? —n.x2 —m.Cos J
Daraus folgt:
m® 4+ 2m.n.x2Cos & 1 n% x*
—4dm2.y*—4dm.n.¥?.x2+n?.x* —4m?,52Cos 3+ 2m.nx?Cos % + m?.Cos?® &; oder
Am.n.y?x2=4m?.y* —4m?.y?,  Cos & 4 m2. Cos® & — m?
=4m?.y* —4dm?.y2. Cog & — m? Sin? $; woraus
; : Sin2 &
x“:% 72 — Cos & — 132 )
Rird diefe Gleichung dbifferentiict, fo gibt fie
Sin® 3
xanm 2o 40 ) 0y
2xdx - 2y 4 BL dy
- 4 in=
= (4} ;}—raSm '?) dy und
s= - Vm. (Lyt o Sis?'9) ndey dem tud
= Vh Ay Pyt —yt . Cos & — F St o)

n

d

-]
Set man in X ben vorbin beftimmten Werth von x? = %(y* — Cos & — -S:HJ_:{); fo mwird

sz2n:.y‘-‘—n.x'*’*—m.{}os-f}

o & 3
Sip '%-] — m . Cos &, ober

=2m.y? — m (y2 — Cos & — 4?

Vi R (4 :ﬂr"‘%--}}::}Sill‘z +) . baber it
Lo d y

d x
VX Ve n. Vi*—y* Coad—f8n3)"

A 2 — x* LVX) d x
Gs it V =j iﬂ. o R TR 8 | O ¢ il AN
I ,JX n

VX
d x
baber ift Vi nody au multipliciven mit

1 Y ! Sin? &
VRS B owa 2)

m (4 y4 + Sin? 9)
Bl o

= m m . m . Sin? 3 m m . Sin?.$
AR T N O e e e R i

|

+




=14 —Cos 3 4+ —, S';-—-—-; und bann wird

m m . Sin? 3
vzj- e e T
V(m.n). V(y* — y2 Cos & — } Sin* 9)
Wus ben Gleichungen: Cos & = Cos= § 9 — Sin? | $ und } Sin? ¢ = .E:m- 3 #.Cos2 13 folgt

l’/(:v'“ — ¥* - Cos & — ] Sin? %) :
= V(.v" — y? Cos? 1 % + y2 Sin® § 3 — Sin*} . Cos? } ;,;)
= V (72 — Cos? i ) (y2 -+ Sin? i&){ und

¥V r (1 ‘]‘_C““‘H' '-}:'2 )ﬂ:r

IR 5 e s) (v sn* 4 9)]

Da beide Factoren ded Menners reell bleiben follen, fo ift der fleinfte Werth, den man fiir y annehnien
fann = Cos 1 &; beftimmt man baber
__ QCoa § 8

Cos J & Sing . d g

itdy = :
Tl L foift dy Tos o s ferner
; Cos? § & (1 — Cos? ¢) Cos? {1 & . Sin® ¢
— Cos®* } 3= - — 7 = e
Cos? o Cos? ¢
z 2 Z2
y? 4 Sin* 3 9 — Cos* L & 4;:0‘:'”}—2-:& Cos ¢
_ Cos § & 4 Sin®} 9 — Sin*} & Sin>gp . 1 — Sin? 3 & . Sineg
Cos? g — Cos® ¢ ;
Wird Sin § 3 = c_qefest, fo ift
i i 3 s a
Vg[}.': — Cos? } &) (y? 4 Sin2 3 ;Ji . Cos } & Sin in g . (1 ¢ Sin S“j
Cos® ¢
ramal) 4y b oy feprats
o2 — Cost 3 9) (2 £ Sy 9~ |/ — o2 B2 g
und wenn  Sin 3 und Cos % durdy Sinus und Cosinus bes balben Bogens ausgedrindtt werden, fo
erhalt man:
g . Bin% 3
1 4+ — Cos & | — -2~|-_|-—l—
n 4+ m. Cos® ) 9 — m .82 } & + 2 m. Sin %2‘} - Cos? § ¢ )

= —(n tm.Cos? 1 9 — m.Sin® &+ 2m. Sin2 ] & . Cos2 fp)

= "- n4+m. Cos® § & —m.Sin?} $+2nm8n?}d—2mSin? ! 3.Sin'2g:)




Sy n+ m—2m. Sn?}do Eiﬂ*qp)
I

= __(n —m+2m (1l — Sh® } &. Sint rp)
n

—1—(11 —m+2m (1l — c*. Sin? qa).

Il

n
Seit man diefe Werthe in die Gleidhung V, fo erhalt fie die Form :

rgn—m—l‘im{i-—C‘E.Sinﬂ'rp].i d o

1 FEE— S
n. (m.n). (L — c* . Sin? g)
n—m d e 2m ( = :
. /(m.n) eril — ¢2 . Sin? ¢) np . Vim.n) J de V(1 — ¢ . Sin* g)
.. 2 m
5 TR F.0) RS E ().
Der bmntc Zheil brr [}aiﬁm Dberflacdhe Hatte die Form
d x

2r2h. v =2r1.b
i i+x‘*‘-]-]/x

Dic Subftitution gibt
dy

d x : :
Vi 1{‘“- V['[J — Cos? } -?j{y +Si|1‘5 3}1

Sin? &
1+In_' i+——(7=——CﬂH&'—"W)

n.y*4+m.y* —m.y*. Cos & — ] Sin* J
i i n_.yz
n 1%
. m 534 + (5 - Cus.‘}.) S
F T n.y?
Diefe Umformung ergibt daber :
x
L
t +x. VX
S o 0. ¥4y

N Vitm - ). li' y* -+ {"F“,__ Cos 9).y? — E_Sinnﬂl—l/ _{IE‘;,:-_ ‘.:ﬂ!ﬂi&}[\yl ap Sinﬂ-é&}# -
Wm den erften Hactor ded MNennerd in 2 quabratifde Factoren ju jeclegen, nimmé man
i_lu[T:. —Cos ).y — }Sin2 8= (32 4+ ) (b — @)
=y' 4+ (e —f)y* —ea.f, fobaf
a—,e:n;_cusa, «.B =} Sin® g,
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a*—?aﬁ—}—ﬁ‘*={%-—-ﬂns&}ﬂ @ 420 f 4 f2= (— — Cos )% 4 Sin> & ober
(a + ) = .::l':- E—ity -:T- Cos -+ -+ 1, baher ift
I —}~ﬁ=il/(:]—z — E—“—u.[}ns .{}-—f—i);ﬁ—,ﬁ' =—I—]-Cus&, uni
n?
P ]/(‘.'..a" — =% Cos % +1) + (— — Cos ;})[
5 ] .M__,ﬂ‘z i - W ]
p=1 | % l/(m___ " Cos 9 +1) — (- = Cos )|

Diefe Ausbrude fonnen auf eine einfadiere Form vebucict werben, wenn man

(e + f)? = (% ~ Cos :,»)2 1 Sh2 9 = ( LR o) S J)(I g BN

i (—-— — "Cos 15‘)

g =

Bij=s

Sin 9 ; .
und -nL—- - = Tang E {est. Dann wird
— — Cos &
m
n 9 Sin 2
= m1 3 femer
Sin? &% Sin2 .3 Sin? 3
g — b 4 Tapp2ip)= Loay STl [ o™ :
b aledi = Tang? E it Tang? E . Cos® E Sin? B Daraus folgt
Sin 3 Sin «#
(e + B) = “Sin B (e— 8) = 'm__ﬁ‘ unb
Sin 2 1 +Lu¢ E . Sin & 1— CosE
o [ T ( i ) A= “Sin B ( 3= 7 ) i
‘51:1 ko Cuw—- E §
1 1 .| 1 B
e &"] " ["4 5 LUS _l. E 0] =in 1‘} . {.-Df. o E
HmJ &in2‘1u s e e s
b= Y AR « Cos &} E E T SinpN. Tang o K.
Den Brud ¥ : y?
Den Brud) ———= ——— e R
yé L (_:I_ — Cos § — ) Sint 19.) (r2i+ =) (y B)
fann man in 2 Partial- %Emd;r yrlsqm, ‘inbemt
3-2 et ! ﬁr
CFOe=0. Tis T 7—¢
ud y2 = (&' 4 B) y2 + « ' — o' g witd; folglidh o’ + #' =1 und « f' — &' § = 0,
daber ift: «f e e 'E oher

at P = arp
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L 8in % . Cot J E.. BinE

Fopeil el ok et St e, AL 2
FSE Sin & Eaig B
;_ % Sn & .Tag JESODE 1 _ ., E
iy g g i
Behilt man der Kiirze wegen die Begeihnung « und # bei, fo wird
SEEE o LR R TR S PR TR TR dy ,
R A 'J['r{wﬂm*m @FAGT=R) "/ [(y* — Cos? § 9) (y* +80n? } 9)
oy Cos } & :
Die Subftitution y = - (',‘{.;J'q. — gibt:
d 0 o g d_ [ ol fl 3
V i”-a — (og2 |3J ﬁz _;_ Em*" | 3.11 V l[ — 2 Sin? i) [r”
s Cos? } & + o L-ﬂtir"' i = Cos2 1 J — f . (‘th-
Y 4+ o= = - A, SR = = —=
: Cos? f; “Cos? ¢
i e 1 — Sin® ¢ S 1 — ?911]1_:,9
yI +a  Cos?id+a—=o Sin? g

= c
Cna‘ L&t e (l o - . Sin%y )
[ i3 J Cos2 i + a 4
Der cinfadberen Vezeihnung wegen nimmt man

tt . -
OV 19 D M, unb echalt
. i . M — Sin2 g)
Gos? 49 o= -7_1 y2tea e (1 — M. Sin2g
: | 3 1 — Sin'z_ - hashi oy
Gafowid 54~ = Cr I —p T f.Sat g
1 = 5'"_ ; \r fl — 5!“2 ‘PJ
B F 1l iy B OET IR e —| 3 e
(Cos® § 9 — @) (1 s T f.:_ _,S'mzq,'j,) B (14 N.Sin*g)
JUQ"
BT - = N angenommen wird.

Cos? } & —§8
Das Jntearal U erbalt daber die Form:

U= 2L "’"‘ B (4 —sitg)  dig
T [/(m .n).8m& )\ (I =M.Sin%g) ~ Allg)
n.N.ShnE (1 — si? g) d g

m.p(m.msng " JAFN.Snig) " Alg)
Die Briidhe unter dett Integral-Jeidhen werben in Partial - Brivde erlegt, inbem man
__fi — Bin? q] 1 P Q -

1 —M.Sn2q) " Al  Alp " (T — M. Sin® g)./ (p)




12

annimmé, und daraus P und Q beftimmt, da 1 — Sin? g =P — M . Sin2 ¢ + Q, woraus

P+0=1; P.M~=1, ober =—I:l—,q=i——;l-—'—L;—l—
Gben fo wird ‘
(1 — Sin? ¢) bt i po B , Q'
(I+N.Sn®¢) " A (9) E:Tr,sJ T A FN . Sntg) . A (g)
1 — Sin* g =P + P'. N . Sia? ¢ + Q; folglich
e 4 S 1 . N+1
P+ Q -1,F‘.N--—-1,unb£"._—T,Q—— N
Durdy diefe Umformung erhalten wir:
gL TR AEIE gl (g g MMm—1y [ d g
m.p(m.nSng ~ (M ) alp M Z !”{‘i_fﬁiTsihr'gp']_.E(w'
Nl Cg s NE+DHY A g nlinn
N " ]aAp N A+ N Shg). A
_ oM —1). Sin E r d #
" wm. V(m.n) Sin3 J 1 — — M . Sin? 7). A (7)
n (N + 1) Sin E d ¢
m.P@.0)Sind | T+N.Sn2g).A(r) "

G5 ift baber:

2r% b . f—- ~ =2rb.
Jda+x. I/X‘

fe‘.r_‘1 b . n{’ﬂ—i] Sin B { d g
. V(m . n). Sin & "] — M Shte). A (9)
2eb.n N+ DHSnE | d o
m. }/(m.n). SinJ (1 +N.Sin* ¢). A (v)
Das erfle Infegral der halben Flade ift:
5 (1 —x)dx _ [n—-rn} d o 2 m
V Jr I/X_ T on.VP@w.n) }fa(r«r) e e P ‘J(d ?-4(r)

und der vollftindige Ausdrud

JEI(1+]/")X +}Ar. (l_ﬂ“‘+2r=h.j % RN
VX 4 +x). VX

nimme daber bie Form an:
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= {]/X A.r.(n—m (ﬂrp A.r.m
8= T T Tem s K- o N IR Gy die%s & )
r.h?2 . n(M—1). Sin E lr d ¢

N J/ (m . n) . Sin & J (1 — M. Sin? g) . A (9)
9r.b2.0(N+1).8nE [ dg :
+ — m.Vim.n) Sh ¢ YA FN S g) . A ()
yoburdh bag Jntegral fiir bie Halbe Scitenflache Ded fdbiefen Regeld auf bie 3 Formen der liptifdien
Frandcenbenten juriicgefubee ift.
Hiebei ift nod) ju bemerfen, daf bas JIntegral

d o sk
y in ——M.Siri“q‘-j.ﬁrp"

wenn der Parameter M = ¢ ift, auf ein anbered veducivt werben fonn, Ddeffen Pavameter % Eleiner
ald c? ift. Man nimme ju diefom Jrede
Tang . @ d x
= — und bevednet ——————— .
A (@) N 7 = )

Das Differential von = ift
dg= S (Mmgg)  Tugg.d(Aa(g)
: A (g) A% ()
Da abir- A (g) = V(1 — ¢ . Sin® g), foift
c2 . Sing.Cosp.dyg

d (M) = — T =% Eng) unb daber
A d g i ¢*.Sing.Cosg.Tang ¢ . d o
"= "Cost ¢ . O (9) A% (p) - A (9)
L —e28Sin® g4 c28Bin?g.Cos2g)dg = (I —c* Sintg)dg
T Cos? o (1 — ¢z . Sin2 ¢) . A () — Cos? g (1 — ¢* Sin* g{]&[r{}'

Dann it
k. Sin? ¢

Ih!_]i'xiaZI—I__{l—l:zi‘a'in‘lq;]n . Cos2 ¢
Cos? ¢ — c2 8in? ¢ . Cos® ¢ | k . Sin? ¢
(1 — ¢ Sin? ¢} . Cos?® g '
. (L — B2 g) (l = of Sm o) o+ ko DL @ Lo
(1 — c® . Sin? ¢) . Cos® g ¥
Cos® ¢ — ¢2 Sin®2 ¢ . Cos2 ¢ =1 — Sin? ¢ — ¢ Sin? ¢ -} ¢* . Sind o
=1 — Sin2 ¢ — ¢2 Sin2 ¢ (1 — ¢2 Sin? ¢) = (1 — Sin2 ¢) (1 — ¢* Sin? 7).
Gs ift baher

_('lssr

d + k.=2)

do ¥ 1 — ¢* Sind ¢ S i .=
Alg) ~ (1 —c*Sin? ¢) (1 — Sin? ¢) + k. Sin? ¢
4
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Der giweite Factor des Nenners fann in 2 Factoren gerlegt werben, namlich

3
(1 —c?8Sin2 ¢) (1 — Sin® ¢) + k. Sin? ¢ =({ — M. Sip2 ) (1 =1 TT . Sin® ¢).
Werben die Klammern aufgeldft, fo ift

1 — Sin* ¢ — ¢* Sin®> 7 4 ¢2 Sio* ¢ 4 k. Sin% ¢

=1 — M. Singtp-—-[.:i.SInzfr-Fc“Sin*if.
Aus diefer Gleidung erbalt man
@+ 1 — k=M T ober k=2 +1— M= S
ober k = (1 — M) (1 — i), baber ift
dis: _d_rp ! 1—.:- Sm"_
ke 5 LHlg), (1 'ﬂ Sin? ) (1 — . Sin® qn)
Der gweite Factor wird in die Partial - Briidye gerlegt
1 —e Slit o —pstetisyd gl 2= il
(1 — M. Sin? ¢) (1 - ;—j .Sinzrp) ~ T —M.Si%y R ;; SinZ ¢ e
fo dafi: 1 — c2 Sint ¢
—p (t . Sin%¢) 4+ Q (1 — M.Sin? ¢) + R (L — M . Si? g) (1 ——,ﬂ— mnu)

| c? : :
=P 4 Q}-ﬂ—-fl?.-m-—|—{Q+R]M+R.---ﬂ—- . 8Sin? ¢ L R . ¢2. Sin* ¢
Dicfe Gleidhung gibt:

+Q + B =1;( + R).

) 4 R) M =0, und R= —1, alfe

ik

c? c
P4Q=2;pP (:u_ —ﬁ.) =M — 3 ober

P=1,0=1, R= — {; und wic erhalten: .
SRR Y N P Y R e - odtan®) i
Wk 2% =A@ =000 55 10 g g ‘
. M -
Wird diefe Gleidung integriet, fo ift
da 1
Jr-i R i T T Arc. (Tang = 17k . u)
i o G N e 1 & g 4
1T — M . Sin® ¢ A7) T Ay
_J { in= g 7 J.(i =g sz!}")-aﬁ(?‘] j- (7)




folglich bas umjuformende Jnteqral

f___..__ LFs = _[/I’f A rc (Tang:

~ M . Sin® v-+&[fr'j' A (e)

o~ d g d o
> P e T WA Wl A R + [-___ -
j(ju——r%-l—-.Sin‘-‘fr)-&('l] J&'{v]

Diefen MWerth fann man, wenn 8 erforberlidhy ift, in bie Gleihung fur 'S feten,
fir Den MWinfel der aufgeroliten Seitenfladye zu reduciren, namlid

W= f" 'Vllg—l-{r-{—h_cngw]ei
2,

~ h® - b2 Fr2 4 2rb.Cosw
nimmt man cbenfalld Tang } = x, fo ift
dow.V 0 +r24+b24+2rb . Cosw + b2 . Cos? w)
L2l x Y (?] h_:. -:z]': 2 a8 - (0) , menn
A=h+4(r—D>)2 B=2(h*+ r2 — b?) und C =sh%#+ (¢ & b)
Gben fo ift
R+ h+r24+2rb. Cosw—= I+ b+t ——m=

' (ke e ol
__l|3+r2+h9+2_rI_:r+{_h*+r'*+b*——2:11] x4+ Aaom
il 0 i+ x? T ' TFS My xF 4
Daber ift
g, P X B 0 4T

) T +xH)(C+ AL XY

o

Werden Jahler und Nenner mit
V(A.x4+n.x2+c):1/x_
multipliciet, fo ift
o (((A.x8+B.x*+€)dx
V=2 Va0 a9 /X

Der Factor (1 + x?) (C + A . x?) ift glaid

CH+A+C) x*+A,.x?=A.x*+ (B+4Db)x*+C, wel

CHA=2Mm*4+r*+D1)=B+ 41 b2; folglidy

k. Tang v)

15

Um' bag Jntegral

A x84+ Bx24+C=A.x*+ B+ &b x>+ 0= 4b>.x* wehalb

i o (el el R SR

I VX Ja+ <) (C.+ A . x?) __]/K
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Run ift der Brudh
L I TR ST e i + o S [
(EFH (€ + A ¢332 T 1 4 x2 C+ A . x*
woraud x* = e . C+ g+ («. A + 8) x?, fo daf
1 C |

¢ . C+B=9o, ad+E=1 ober: a—
Daaber A —C=—4rb, foif

1 C - . . . |
":-_T?T"ﬁ:mh —Brb*e=2hH, umd — 8 rb*, 8= —"2b.C; folglith:

v=2r. [ 50004 4% AR T e |

' J VX J t o x’-} l_/-X_ PRl [ RTE Y b sy, VK

wenn o4 = p gefest wird. '
|

A
Nennt man aber wicder

|
X::m*—!-wﬂm.nx’{','os&-kn‘x‘:n“ —:;L:— - —Em-ﬁﬂus{}—i-x*) j

- n
und Dbejeichnet —:'- mit h, fo ijt i
X:n“{x*-l—ghx!.(:oﬂ#‘-!-hz}. ]
Um o auf bdie Formen der elliptifhen Srandcendenfen it vebuciren, fann man fidh der Gulerfdhen |
Subftitution bebienen: |

4 hxk dgh — Tx2. '-'—4I|3'=+2(1-—Cna{}):n, 0oer
(h y* — y2) x? — bi. y* + Sin* L. 9 — o, bd (1 — Cos #) = 2 Sin? | &
Dicfe Gleichung gibe
(h.y*—1)¥y2.x2—=nh. y*— Sin* } 9, oder

_an2 __'r{i :

PRI ) O R S e Jh= i il | ﬂ
Y OE Y5 =1 KF O 1
| e
Nennt man fernmer _|Wl_ = Sin ¢, fo ift .
—‘:l,‘— = h . Sin? #; (1 — —iﬁﬁ ) = Cos? ¢ :
: h . Sin? ¢ i !

s s BT e (I — Sinz ! 39 . Sin2 ¢); ober
e lfll - Tang . ¢ I./F{I — Sin% 1 & . Sin® 7) 5 mithin
Vhoodog, l/_’{_l — Sin? } & . Sinﬂ_v)

dox —

Cos? ¢
__l_*:h_+_§f_:f 3 2 . 8ing . Coso ~Tang ¢ . d ¢ oo
V{ —Sin2 §'5. SinT gy T oo
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Vh.de (1 — Sin* } & . Sin? ¢ — Sin? § & . Sin? ¢ . Cos? ¢)

dx= ot 7 .V — St 1 5. Sni %)
0 dgp (1 —2.8in?} 3.8in?¢+ Sin? § §.Sin* )
— 0 a1 Cos2yp iP(I — Sin? J 9. Sin® ¢ tp}
Dann ift:
| b 2o S Ty S 19 . Bt )®)
| Cos* ¢ ; 2
| - S _ 2h.8Smig. Lo} .. . o LR £t ;
:' 2ihox¥ Gos 3 = — g = (1 Sin? |} & . Bin? ¢); folglih
J rlf‘;— = x* 4 2 h x2.Cos @ | B2
1 h® . Sin%* 4 i n ot ‘
-_ = g (1= St § 3. Sin2 g):
aia Y E{‘:'E;%L (1 —'Sin? § & .'Sn? g) 4 b2,

Da Cos # =1 — 2 Sin?2 1 & ift, fo erbalt mon, wenn die Gleihung mit Cos* ¢ multiplicitt,
und buedh h* . Ddividirt wird:

fx- ',:“i'}:# = Sin® ¢ — 2 Bin? § 9. Sin® ¢ 4 Sin* § 3. Sin® ¢
i 4+ 2 Sin? ¢ . Cos? ¢ — 4 Sin? .i- & . 8in? ¢ , CosZ ¢
! — 2 Sin? } & . Sint ¢ . Cos? ¢ - 4 Bin* | & . Sin* ¢ . Cos? ¢
- Cos* g.
4 Jn Diefer Gileidhung ift nun:
4 Sint @ - 2 Sin? ¢ . Cos? ¢ + Cos® g = (Sin? g | Cos® ¢)*=1; Cos2gpg=1 — Sin®g, folglih
A F“;‘; =1 — 2 Sinz } 9.8 ¢ 4 Sin* § 3. S¥ ¢
] — 4.8in*49.8Sin2g-4.Sin?lY.Sinteg
— 28in* } 9 .Sin* ¢+ 2.8k} 4. St g
' 44 .8in* L9 .8ind g — 4. Sint}H. S g
) =1 —4.8n?} 3. Sin? ¢} 48in* 3.8y
o 428 L 9.Sntg — 4.8nt}I. Sht g
- Sin¥ 1 & . Sin® ¢

(1 — 2 Sin2 L & . Sin? ¢ | Sin? ] 9 . Sin* ¢)2
G ift alfo:

X — i_'}"l ah_ (1 — 2 8in? § & . Sin® ¢ 4 Sin% } & . Sin?)?, und
08" g
.I/X — Tri_uh (1 — 2 Sin® } & . Sin? ¢ 4 Sin* § 4. Sin* 7); folglid)
08
d x Vh.de

Vi = "n.h. /(1 —Si? } 2.85hty)
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Sept man wicder Sin? } $ = ¢ und h — %, fo ift

d g d g _ 1 Sl S
VX ~ Vo P =rsnig) T Vim.n * Acs)

Gben fo wirb :
1 +x2=1-4h, Tang2 ¢ (1 — c2 . Sin? ¢)
LS ¢ G b AInhgl) b et | Sty

g Cos% ¢
1--[:1—]l'}.Sinz?‘——]l,c‘—'.SIIl“v«
== — — _,_{E-‘! 3 e = unu
|i x || [/ L"‘UQE q

a+x. VX P mem) o $1.— (1 — ). Sinzgp— K. c?. Sis AUNC
Um ben Factor im Nenner zu geclegen, hHat man;:

1 —(1 —h).Sin?¢ — h.c2. Sint g

(1 — M. Sin2¢) (1l + N. Sin2 %)

1.— (M .— N). Sin?2¢,— M. N. Sin #5  fo baf
I\']-—N:;lr-h, M.N=h_ et

il

« 3
Diefe Gleidpungen gebenr (M 4 Nj2 — (b =ch)® 4 4ih o= {lin-ch)2 ([ + {ii_—h_h}iﬂ“)
P P L e e R
Selt man S T Pang E, foift (1 — h) = “Tang B
T s 'S b s 2% . Th . Cos'E :
PrEti =g =N = ST i L
_ ¢ Vh @FCoe®)"” REVH SOsTLPE . | T ad .
ST L EmeR | e T el o VI G
: u.l/ll.{i—CnsE] 2 2.0 b Sin LE 2l sl = :
s ras SBE: L sqg K _E'S-SW-.}___}'.__EQ'}" § oo Ve
Sur weiteren Umformung dev Infegrale dienen die Hormeln
Cos Byt pe e fllatg e
Il —( —h)Sin2e —h .. Sin*¢ =~ (1 — M. SinZ 7). (1 4 N Sin? ¢)
= & Lo i & ;  Woraus

{1 — M. ShZe¢ 1 4+ N, Sin? ¢ ?
| = Sintg=a+f—(B,M—aN)Sh2e; o bafi
a+pf=1,8.M—a.N=1; obe

M.—.1 eajp Moo : ‘
M N B = MEN Gs ift Daber:

( 4 x = {3 dy (1 — Sin® ¢) s
Ja+xy. VX = VO D IA=N ST [ + N 00 %)




et M sl ol
= Vim.ayMm+x )
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N+ 1 [
+[/[m.n|{'\‘l+1'{ ]

Fir baé folgende Integral

(1

d e

TS 9). A ()

d ¢ .
+ N.. Sin% v) . A(g)

J(p+ﬂ EXo

P+ x2=p —1— h . Tang? ¢ (1 — ¢2 . 8in? ¢)
Cuu* ¢ -+ h.Sh*e—h.c*, Sint ¢
et At
=20 {p — h} &nl:nﬁ - l| ; bm_4_rr_
= i
2 C
&8 ift aber -:ﬁ'g— = T = p und aud % = h, Dbaber ift p = h%, und
. — (B2—=_h) ., Sinte — h. c? . Sin%)
N RS T T <73

Cos? .
7 e i : : N/ .Sz e
i (1 — M’ . Sin® ¢) (1. 4 N .Sin 1}__., e
Cos® ¢
1—“—%5!”?1"'?'— —— . Sin? ¢

= d-—(M! = N’) Sin® ¢ —'M‘", N¥). Sin* ¢. Daraué folgt
W — Ni £ i B —h mithin
R G~
Beftimmt man cbenfalls Tang B = g1l _V_I'-_ fo baf h——i T +—, fo witd
= o : h Ih . [‘anw . E
it o ﬁr.ﬁ.gg—és 07T L 74 e
M — N = l,h t‘:‘:T folglidh
M= S E’hf E::B ""fjj . Fh— Cot . B
e ;;[f_lh‘-.:'s{#lmﬂju = th Sy s
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G2 ift baber

d x e
J‘fhﬁ + x2). I/ X
3 i
und wenn man den Factor aufer —-—-{“—

. 1 1 — Sin® ¢
(1 — M . Sin% ¢) (1 + N Sinty) —
M — 1 :
W NS (i e BRI
(M — 1)
h* . J(m . ny (W - N7

1

P,

woraud o« —

d

i | i
J {Il“-l—x‘].]/x

(N + 1)

+

j'{'l"—'-":u‘r"."smﬁj R

’J( (1 — o

dog (1 — Sin? ¢)
Sin? ¢) . A (v)

in Pactial -Briiche jerleat, o wird

g!
1 4+ N . Sin"gp !

_I_

d g L2
- 8in® ¢} . A (g)

dg

LY (moon) (W N 'J_['_l + N . Sin?¢) . A (9)

Der Ausbdruc filr das vollftandige: Jntegral des Winfels ift demnadh

i gl S0 R il B
:p._ﬂr.j l/x +..h.J

2 r d o 2h. (M — 1)

b (m . n) (M + N)

2b (N 1) "
V(m . m) . (M4 N)

o= V(m . n) 'J ()

5 2 b (M — 1)
V (m . n) (M + Ny

2 b (N 4+ 1)

_]:’{m . n) -('J'I_’_-FW}—

Die beiben Integrale find biemit,
Lranscendenten urid gefitbre; ibre weifere
Bleiben.

d x

2b.C r
A N 1 ./%  dber
Jmeesy. VX
2 Mige... %
Y — M SinTg) A (p)
. - R
: } {1+N.Sin"ip).&{¢}

d g =
F‘— M. Sin? ¢) . A (1p)
~

!

g i g He e
(1 + N . Sin® o). N (p)

wie beabfidhtigt wurde, auf die 3 Formen ber elliptifchen
Bebandlung muf einer Einftigen Weranlaffung vorbebalten
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