
Die Berechnung des abgeßnezten Regels.

Vie Lehrbücher über Stereometrie enthalten für die Berechnung des abgekürzten Kegels in der Regel
nur die Formeln, nach denen aus den Radien der beiden parallelen Flächen, der Höhe oder Seitenlinie —
der kubische Inhalt und die Seitenfläche gefunden werden. Den Gegenstand vollständig beim Unterrichtzu
behandeln, oder zu zeigen, wie aus 3 dieser Stücke die übrigen berechnet werden: erlaubt dem Lehrer die
beschränkteStundenzahl für einen Cursus der Stereometrie nicht, indem ähnlichen Gegenständen dieselbe
Erweiterung zu Theil werden müßte. Der genannte aber ist für Schüler von besonderemInteresse, weil
er die trigonometrischenFunktionen in mannigfache Anwendung bringt, und auch zur Auflösung höherer
Gleichungen führt, wozu die Geometrie gewöhnlichkeine Veranlassung giebt.

Daher dürfte diese Berechnung sich wohl für ein Schulprogramm eignen, dessen Zweck es haupt¬
sächlich ist, die Schüler anzuregen, einzelne Lchrgcgcnstände weiter zu verfolgen, und selbstständig Ar¬
beiten zu unternehmen.

Nennt man den Radius der größeren Grundfläche des abgekürzten Kegels — r — den der klei¬
neren ^ ? ^ die Höhe — n — die Seitenlinie — a — und ^ y? — den Winkel, den letzteremit
der Are bildet; den Inhalt ferner — l( — den Mantel — l' — und nimmt 3. von diesen' Stücken als
gegeben an: so erhält man 34 Aufgaben, indem — 1». ». c/> — nur für 2 Bcstimmungsstückegelten, weil
li
a ^

Die Aufgaben sind nach den Gleichungen geordnet, zu denen sie führen, und die Resultate zur
logarithmischcnBerechnung eingerichtet. Es sei nun gegeben:

1) — r. ^ . !> — so setze man cos n — — l/ ^. und man erhält:

^ ^ li. ?r .«" . 8m li- ^ Ii.Tr.^/l änZ'u- ^^ I,.?r(r-^) . ,^^
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Die Aufgaben 4) r. ^ . IVl — und 5) r. 9 . ?> — sind in den Formeln von 1) und 2) enthalten,

8in ^> 8in ^»
und wcnn> man bei — r. 9. y> — lüo82 — -^- setzt, so wird Hl —

6) Wenn — r.1,.2 — gegeben sind, so erhalt man l'anß'.iz -n >/—. ^»n^ <x ß — - ' "^. "' ,

^°^ " ^ ö^' l^ 370^' und li - c««^.0« 5^' und nenn'^3 7^ jlX ^«^,

so ist »l ^ '^'^'^ ^ . Ist r > I>. I'anss ^p, so kann man — . ^»nZ- y, -- 0o3 2, anneh¬

men, woraus ? --- 2 r.8ln z 2 , ^ ^ ^-^- -- 1'an»»»^ ^!- . 'lan^ ?>--0o3 7,

,^ 2.ll.r2.?r. 8in z 2^ ^ ^ '

7) Bei - e - 1' - » ^ wird ^1,3 2 ^ '''^^ ^n^ u - 1/ ^».,3

^»«3 7 — ^/ —. I'ÄNß- y> "llln^ V — 8m 7 . ^21!^ 7 . I'llllx 30«

I>I 2 . 2 . ^ . ?r 6- e^i>-n .
c?08u2 ' ' c?08 72. (!„8>2-

8) — r.ii.^ — 2 r -- n. 8in Is, K -- u.0o8^, ^ang. 2 -- !/ — 'lan^ ^;

<^08 2
„ 8in 2« Z / 1

. 3 . <?08 2 2
„ ^ l>. ?r. n . 8>'n (?s—y>) ,^ ^ r-.Ii.?r . l?082/.

<ü<»3 ^>^
X--

d08 2^ . (!08 U^

9) — y.Il.y, — l'ÄNK u — ^/ ^.^Ällss^; ^2N8>.7 --- ^/—.I'ÄN^.Pj

^„3 V ^ 8in 7. 'l2N3 7 ./I^lix 30°; ^«3 2 - I^nx »2 ^ ssl ^ 2.!,.^. 7^
(^08 P. 0U3 U^

^ 2.l,.^.?r.8in (45 4. 2) ^ e^ I, ^
Oo3 ^,.^03 2 . 0o8 45° ' (!o8 7^ . 0u8 v''



10)

8in

r . 2 . ?r. 2 Hl I / 2
e — ------^ 8in .1x2 I'gn^, ^ — 8!n ^ 2 . lx ^^_— r.Ä.Zl.— 0o8 2 —

r.(!o8 2u ,« 1 / 2 ^,. „ ^,. „ I / 1

^ ^ ^8^^ ^°^ ^ ^ lx ^- ^'" ? ^'"° " ^ 8m ^ . ^N3 X ^ 3.^8 2)-
„ ^ r^. ». ?r . Po s ^>.l^o82y

0»8 ^^. 008 v2

11) — ß.2.M —8lN2— ^/ ^—^-----, l —-----. l^«8 22,8m ^> ——5--------. ^2N^U—8!n/..'1'2N^2,

K
3 . 2 . ?r . <Ü08 u

12) - r.2.p - ^«3 ^ I/^F^ '^ , -- j/^!^ ^„^ « ^ 8m 5.^.,j/^
2 . r . 2 .71. <ÜN8 2 2 ^ 2 . l°2. 5r . <^<18 ^). (!<)Z 2 ^

cö^^2 ' cc.3 5'. c«3 »2 '-

13) — e . 2 . ? ^ ^2N^ 2 — ^/ ^' '"^ ^Nß- u - 8in 2 . ^2U3 . 2 . ^2^ . 30"

2 . 2 . 9 . ?r

.0082/

HlI^ V ^ IX « ^ny . ,c^ 2. ^2. ^. (^„ 8 ^,
"«3^ ß/ 2? co822.co8«2 "^' 0o8 ^2 -

14) _r.li.^-c«82-^^/^^^; c°8u-^8m^ ^r.1/8il^,

2r.8WHu2
2 — ----—-----^---- II — 2r.8wzu2 ., r'.?r 8in u-

^2NZ-. c/>

15 — ß.ll. ^>. — 1'2Nss

8m. ^

1 1 / 3.lt.'l2N^
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8in ^
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l— »,.____
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^ 2 y . 8ln ^ «2 2 9. 8m i «2 g2 n,. I'au^ . «2
8!ll^>.(!u8u ^2N^^>. Cn3 u ^ 8m P

16) - r . M . ^ - c»8 2 ^ —^/ ^' ^'" ^ ?^r . 8!»2, l)o8u - ^/ 8m 2' ;
r' . ?r . 8m «2X -
3 . ^2U^ . P

l? ^ ?r ^«8 2

0o8 i 2 . j/ 2
c»8 2 '

X —
3 . ^NZ^ P . 0u3 2. O08 u '
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18) — !l . H . U — 0 -!- 9) --H- —' (l ^ e) ^ 2. 8>'° ?>; T'ÄNß- 7.2. ?r

»2. ?r . 8m ^, . 1'n n^ . I0°

»c- P' !,
4 . g-.?5 . 0»8 2^

19) l> . K . ?> - 0o8 2 - '' ' ^"^ ^ ^^^ (l^)--1..^N3y.1'2l'3«.'I'!M8-.30°,

<r — 9» -^ 1> . I^ux s/, N
il^ ^ ^^^. ^, ^„^ Iy°

(^08 ^

20)
. »» <- , ^ ^1 . ^>l>8 «> . ^ , ^>

i. . IN . V - (l ^ ß) ^ —^ ---------t! ; ^ - ^) - I, . ^2N3 <?

^ . _ l>2 . 7l . I'ÄNZ- y> . I'NNZ- 30° . „ ^ 51^ . c«8 ^

21)

»I — 2 . a . ?r . 8In 2

22) — » . M. ^> — l'anx »2. ?r . 8in ^> . 'lanK- 30° ,. M^. l)og ^,
51 4.2.?r.^<,8 22 '

23) Wenn — r . l, . I( — gegeben sind, wird ^ aus einer quadratischenGleichung bestimmt,und nimmt

man 8in 2 — r^/ -^^ , l'i»»^ u - 2. Ootg- 2, so ist: 9, ^ ^ r . l'luiZ- u . 'lanZ» ; u,

^ „ ^^ — i r . 'lllnZ- u . (.'utL z u. Für den Hülfswinkcl 8m ^ --2 -^ ^/ -----̂ ^^ ergeben sich:

r '. 8!n «'60° — > ) r . 8m ss)0" -^ ^) ^ 2 r . c«8 30°. 8in sv —30°)

HI — r. 1>. ?r . Oug ()- — 30 °)
(^08 ^> . 8in ^

24) - 5 . l. . li - 8m 2 - 9 sX -^^- ^1,3 u -^ ------^-------- . ^X -^-^-

, ^ ^ s . ^2^ u . ?2i,x z u, r„ - — z ^ . ^ÄNZ- u . clx i u 8!^ 7 -- i e ^/ '^ ;
r - ? . 8!» (60° - 7I / ^ __ ? . 8m s60° 4- X)

^ 8m ^ ^ " 8I11 x
Die übrigen Stucke werden jetzt nach den vorigen Formeln bestimmt.



25) Bei l> . » . li — setzt man ^032 —» . 8!n f/>. ^/ ' ^ , 1'»n^ u — 2.7'»n^2.'I'2N330"

» . 8inP 1 / l» . ?r
^^ -----«—- ^ ^—«^ , """ man erhalt:

> , ^^ -^ . 8!n ^> . 'lan^ u . 'lang- ^ u

8!n v

r , --- -^ . 8in ^> . 'lanss u . (!ot^ ^ u

r „ —------^ . 8!n <s . 'l»n^ n . 'lÄNß> ^ u

i>I -.,^
4 . li

. 608 ^.

26) — l> . li . Nl führen auf eine Gleichung des 4ten Grades, die als quadratischebehandelt
werden kann.

Ii .
Denn setzt man (r -j- y) --- x, (r — ß) — 7; Nns 2 — z n . ^X

0c>3 u -- -^- . ^/ Ii . li . 7r ; so erhält man:

^ - l>^ . 'lanß- »^ . ^ ^ -----'------'— . l'anZ' . u^, und

?r

?r

wenn 8!n « 4 . I'nnx .

„> ^ 2, ^/nm

,^^'
3 . « . K

. CotZ- ^ « . I'ÄUA u

l'zn^ ^ « . ^anS u

^, 7 ^ , ^ 21 . 8!n »,

^2N^ <x ^ -^ x -- (r ^. y) -- -

27) — 2 . K . M — giebt eine Gleichung vom 6ten Grade, die auf eine kubische reducirt wird,
wenn (r — ß)2 ^^ x angenommen wird. Hier ist:

» . 7r

"lanss . ^
M

, und daraus:

2
^' ^ »2 . ?r2 0„8 «2 > X Z.4 ^4 ^„g H2 ' " ^2. Oyg ^
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r . ?r
28 — 29) Bei r . l> . Hl und — ^ . I, . HI — nimmt man 'l»n^ « —

l'auß-«, ^- ^ ' s/ ?^!>', und man erhalt die Gleichungen:

^/r- 4> I,' und

öl
/-„ ^'-> » , <, ,2 Hl2.<üo8 2« „ .

(2 r« - K) ^ ^_ 2 r . ,.' . ^ ^-^^^0, und
4 /-<, , ,2, , ! n I Hl'. (.08 2«,r^ — s2 o' — !>') r' -4- 2 o . li^ r-----------^-------^ — 0

'^

30) - li . Hl . <s — (r — y)

Die Aufgaben No. 28, 29, 30 führen auf Gleichungen des 4tcn Grades, deren Lösung nach Eulcr
und Cauchy 1840 im Programm von Herren Director Strehlke vollständig gegebenist, so daß die Be¬
rechnung eines Zahlenbcispicls daraus entnommen werden kann. Das Programm enthält ebenfalls die
Berechnung der kubischen Gleichung für No. 27.

Die Gleichung aus No. 29:
Hl' . c'n8 2 «

(2 e' ^ !'-) l' 4. 2 ? . K' l 0
?r' 0'o8 «'

führt zu: L'-l-pL^-y-t), und wenn deren Wurzel 2,, i5- - ^ -j- li 1/ — 1, 2, — ^ — L 1/
so istr, -- z <^, ^ I. . lx - 1) l-2 - z (1/«, - I, . IX - 1)

l. --- 4 (- ^ 2, -j- li) r, - z (-^«, - 6 )

wo X -- ^/ 2 II . '1'»N3 z ^ I. -^/^«I'öois- 4 V ; ^»"g- 's ^ ^
Dazu hat man zu berechnen:

l'aiiA « 5^1/ r-^. 1.2; ^Hl »»3 <s
t>»8 2 «
(!o8 «2

I^UA ^ (2 e' — !>') ?r
12 Hl' '' ^'-^^ p" (2e'-l")

^I'anZ' «
c?o3 2 6

'lang- ^ 3 . ^«nx /3

p ._ 4 . HI'. 8!n s/5 — ^) ^ 4 . ^. ^ 8in (c -4. <?)
?r' . (!<)8 /3 . 0o8 ^ ^ ^2»^ 6' . <^08 . k 08 ^ '

Es sei e - 48, K -- 23, HI -^ 8570, 188, so ist I^x ?-6, 2759091 . n, l^ß- ^-10,0933112.

Die Gleichung des 3tcn Grades ist von der Form 2' — ??. -i- y — 0, und da ^ >- ^,

so ist 8in ^^^1^
3tz — I^U^^/^^ ^ ,

2. - ^^ l^08ee 2 u

L2 ^ ^-^- . cogee . 2 u -^ j/p . cotZ» 2 u . j/ — 1



2,, ^^j/-^- . t!o8<><: 2 u — ^? . Ontx 2 u . ^— 1

v - 4° 37' 6" ii - 18° 55' 40", 2, - — 2585,15
2-, -^ ->- 1292,575 ^- 1767,669 . ^— 1
2z - 4- 1292,575 — 1767,669 . > — 1; ferner
2. - ^- 184,18333... «2 ^ ^- 4011,90833.. 4- 1767,669 IX— 1
«, - 4. 4011,90833 — 1767,669 . ^ - 1, ^ - 23° 46' 42", 8
li ^ 27, 28226.. l. -- 129,58376 . p », . - 11,583753.,
r, ^ 4. 5,791876 -s- 13,64113 . 1/— 1
r, - ^- 5,791876 — 13,641 13.^—1
r, ^ -j. 59 i>4 ^ — 70,53375.

Eine andere Auflösung biquadratischer Gleichungen ist von Herrn C'ncke in der Abhandlung:

AllgemeineAuflösung der numerischenGleichungen gegeben (Crellc's Journal für Math. Bd. 22. p«^. 217.)

Die Gleichung: x^ ->-«.x'-j-/3.x2-s-)'.x->-<f-^0 wird in die Factorcn
sx^ ->- t X ->- v) fx^ ^ t' x -j- v') ^- 0 zerlegt, woraus die 4. Werthe von x leicht gefunden
werden, wenn t, v, t', v' bekannt sind.

wenn > die reelle Wurzel folgenderGleichungist: v^— /3.v-->- («.^ — 4ck) ^—(/^ —4/3ck-s-«-.s) —0.

5

Esistaberv^^<

Schafft man /3 . v- fort, indem man statt v — 2 -j- ^- substituirt, so erhält man:

2' ^ (« 7 - 4 <5 - ^) 2 - ^ ^ 4. ^ s)- ^ 3 «') - 5' ^ ^ « . <3
0

3^ " 27 ^ ^ 3
dieselbekubische Gleichung,welche Eulcrs Methode giebt. Das vorige Zahlenbeispiel giebt daher 2 — — 2585,15

v -- — 3944,8167, und da 6 negativ, so setzt man ^lm^ u ^ ^-^, so ist:

V ^: — j/ ck . 0ntx z u V, ^^ ^/ F . I'anß' z II
^ . t!c>8 II ^ ^ . (,'08 ut t, ^ u - 25° 52' 2'

7 7
l^^ v - 3,6195580 . n l^ß- t ^ 1,0638497
I.N3 v, ^ 2,3416826 1.»^ t, ^ 1,0638497 . n

21/ v
'lluiß- ? ^. — p' V . t!ut^ H ^

X2 ^- I/v . ^anx ^ ?>; c«» ?, . ^^ ^/^
x^, — j/v, . Co8 </, -j- ^ v,. 8!u <s, . j/ — 1
x^ - j/>, . tln3 7, — j/v,. 8in /, . ^ — 1 ^
^ - 84" 52' 17" <?, - 66" 59' 40"
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r, ^ — 70,5838 r- ^ -^ 59,0001
r, - ^. 5,79185 -^ 13,64112. j/ - 1
r, ^ ^- 5,79185 — 13,64112 . j/ — 1.

Noch eine andere Auflösungsart der Gleichungen des 4tcn- Grades von Amvrre ist in Grunert's
Archiv für Mathematik (Bd. l. p^. 16) aufgestellt.

Wenn aus der vollständigenGleichung x' -j- « . x° -j- /? . x, -j- ^ . x -j- s — 0 das
2te Glied fortgeschafftist, und man ^ -^».^'-j-b.^-^-c^^0 erhalten hat, (so daß

x - ? ^ -^), werden die 4 Wurzeln dieser 2ten Gleichung p. q. r. » genannt, und man erhält:

0 's- l)° -^ 2 2 sp -<- l,)^ ^- (2' — 4 c) (p 4. <z)' — b' -^ 0, oder
u" ->- 2 2 . !l" -j- (il — 4 e) u — I»' -- 0, wenn u' - (p -j- <z).

Werden 2. d. e. wieder durch die Cocfficientender gegebenen Gleichung ausgedrückt, so crgiebt sich,
2 2

wenn u' durch Substitution von 2 — -^-statt u fortgeschafftist:

2'' -i- c«? - 4 ?' 4 F) 2 ^ ^- (8 <3 «0 - 27 5' ,^^5^-03 ^ - ^ - , ^ ^ ^ "-^ 27^ ' ^ 3
dieselbe kubische Gleichung, wie bei den beiden anderen Ausiösungsartcn.

Hat man die reelle Wurzel2 dieser kubischen Gleichung berechnet,und nimmt man
^—55^^«' — Z/3, dann sind die Wurzelnder Gleichung x* ^- « . x' ^. /3 . x' ^. /. x^-ck— 0
folgende:

X, -- ,. jl/^I/-^-2(2^ b )j_« .^^1 «^^_^/-^-2(^ b ^ ^ «l/ ^'!

x,, — j/ ^ ^^/^-2(2- b ) > « ^ ^^, '^^ ^ s/_^2(2-p i"
^V -

Sind 2 und l, negativ, ^^ reell l'-mx u — ^/ -----,-----, und es ist:
2 2

O3 u^
2 2 . 0n8 2 11

,22. O03 2u^._,,. ^^,, „ 22
^ ""^------ <^'«° „2----- >/" so sind die 4. Wurzeln reell; wenn -^i- /u undc»8 >!' ^ »" '' ...... " ^ ------ °' ...... "' ....... c»3 »2

< «,, dann sind alle Würzen imaginär, und wenn drittens ^i----- > u —^——?—^< «

oder umgekehrt,dann sind 2 Wurzeln reell und 2 imaginär.
Um die Wurzelnbequemer berechnenzu können, substituirt man für den ersten Fall:

^ /!t . 8 in (45° ^. v) « ^/ /« . 8ln (45° — v)

l?03 V und es werden:

x. — 2 . c«8 45" . ^08 v
p^ . 8!n (45° - v")
2 . c«3 45" . c«8 v'

«

«

x, — 2 . 0o8 45" . c»3 v
p^ ^ . 8!n (45° ^. v<)
2 . l'og 45°. c?03 v'X, — —

«

«
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Für den 2ten Fall erhält man:

^1,3 u^I/^—^-, c«8 2 ^ 1/—^^ c«8 L'^ 1/^-^.
" ^ a . j/ /«' ^ ^ . (^08 u^ ^ « .

(!n8 2 u
()08 «2

und

--z lp <«-^ ^ . 8ln2' l/ - 1^ - ^, x,---z ^ i«^t/^ 8W2' j/ - 1^-^

Im 3ten Falle berechnetman 2 Wurzeln nach dem l sten, und 2 nach dem 2tcn.

Wenn a positiv, b negativ, ^anß- u — ^/ ^ '^ ^
. 2 b . c«8 2 u

und —7^—? > <u

2 H

so daß, c«8 V ^ c«8 u. s/^^2^ 'l'"'- ^ ^ ^
so erhält man:

^ j/ ^ . 8!n (45° -> v) «
2. Oo8 45°. cos v

/^ . 8m u

^/ ^ . 8m (45° — v)
4'

(>/^^^) 5 -^-<^^^^-') ^
2 . c«8 45° . c!«8 V

. 2 d . c«8 2 u ^, ^ ^ ^und wenn -^-------- 7^------— < «, , so daß

c«8 2 ^
2 d . 0o8 2 >> 2 a

und ^»n^ v^ — «/ -

X. - z(Vi« -i- ^. 8mL . 1^-1) - ^, X2 ^ z (^s.- I/^.8m2.I/-l)-^

Hier ist angenommen, daß /u aus der reellen Wurzel der kubischen Gleichung 2' -j- ?2 ^- N
abgeleitet ist; hat aber diese Gleichung 2 imaginäre Wurzeln, so kann man auch aus diesen, aber durch
mühsamere Rechnung, die 4 Wurzeln der gegebenenGleichung ableiten.

Ist /u, — « -j- /3 . j/' — 1; so setze man
3
2

m

« ' ^ »IN ^, 0

__ e . 8W z P ^ ________m . 8in (31 - <x) . ^ 2 m . 8m (N -. <x)
^ 8m m ' ^'"'^ " ^ . 2 » . c«8 z y, ' ^ " 8ill^

2 ^ . 8in ^ ^>
8in M -^ 2 m; 'I'anZ' u^ —

II! . 8!n (N -4- y>)

2m.8m(ZI4-P) . ^„^,_

, ^ n . 8in M > ^ y>). „ ,

2 2 . O08 ^ </! ^
n . 8in (ZI ^- ^ cx) . 8in ^>

r . 8in (u — z ^

? -
n . 8in »I

8m V' 8ln ^>"
z«x) und

3



1»

- H ((/.

l'an^ w" —-----i— ^ ^ , ,—"^-, und es wird

2

008 H ^, — ^ . 8m 1 ^) 4. s^ 8in z P 4. ß' 0o3 4 ^,,) j/ — 1>).^

z(^(^. 0n3 z P 4. ^8in 4 y),) 4. (tz^8m ^ V -tz,^o8 z V,) 1/ — 1>) — ^
^ ^ ^

"» 2 V -> ?„ - ^<" z ^p„) ^. (^ 8!n ^ ^p e„X2 -- - i(c/. c

x^ — — ^ ^(ß . ^03 z y, — ^, . 8in ^ y>„) 4. (^ 8in 4 y> 4. e„

Hat /», die Form — « 4- /3 . j/ — 1, so wird

Cos ^ ^p„) p^
1
2

1
2

0-^

ß . 0n3 4^ ^, . 2 ». 8m 4_V 4 » . 8!n i w
8in »I m . 8in (HI-<-?>)' 8m u

2 b . e

l'ÄNß' u,

^ t!o8 4 ^> 8m X
2 a . 8!n ^ ?> 4 a . 8in 4 ?>

m . 8m ^M—^)' ^ ^

n . 8in (^ ^ — N) 8!n ^>
r, 8in (u, 4. z ^) ' e„^1"2N3?>„ ^

8m ,,, '
n. 8!n (z V -i- ?f)

8in ^,
n . 8!u (z V — >s).

8m ^,„

X2

x,

X4 -

' ^ " ^ . 8mz <x 4- e, . c°3 z y>,) 4^ (ß. c«3 z y) - ^, 8in z y,,) p - 1^ - 4

' ^ v(e sin z ^ — ^,^. co8 z ^) 4. (^^. eo3 4 ^, 4. ^ 8m z ^,) 1^ — i>) ^ ^

' ^ ^(^ 8m z y) — ^,. c?n8 4 ^>„) 4^ (e. t^n8 z y, -^ ?„ 8m 4 7,,,) 1/ — 1/ — ^

^ v(?. 8m z y, 4. ^,. 0o8 ^ ^>„) 4^. (ß. c?o3 4 ^, — ß„ . 8in 4 V„) z/ — 1^—4

In beiden Fällen sind » und b negativ genommen, und man könnte ähnliche Ausdrücke ableiten,
wenn man /u,— ^-« — /3.j/ — 1 oder /u,^ — «—-/3.j/ — 1 annehmenwollte. Wird in

diesen Formeln: ^ 8!n ^ y, — ß,. O03 ^ ^, — ^„ . 0o8 ^ y,"
2. _> 2.

oder ß. <>«3 ^ ^ — g, 8!n ^ </,, — ^„ . 8m ^ y,"
so sind 2 Wurzeln der gegebenenGleichung reell und 2 imaginär.

Wenn die biquadratischeGleichung 4 reelle Wurzeln hat, so sind die 3 Wurzeln der kubischen
Gleichung ebenfalls reell.



F

II

In dem vorigen Zahlenbeispiel i* __ 4Y79 . ,.2 ^, 5^7^ ^ _ 914621,64 ^ 0
ist « ^ 0, ^ wie vorhin ^ 134,18333..

2 ^ — 4079 l, ^ 50784, 'lanx u ^ >/-----^—

^ ^ /U. . (^08 U^ ^ ^22

j/ ^ . 8!n (45° — v,) ^ ^ j/ /u, . 8,!n (45° > v)
^ ^ ' 2 . t!o3 45° . 0°8 v, ' ^ ^ " 2 . 0u8 45°. 0«8 v
u - 46° 1' 58," 4 v - 64° 52' 31," 2 v< -- 84° 53' 30," 5
i-, ^ 5,79187 -1- 13,64113 . ^ — 1 r- -^ 5,79187 — 13,64113 . p^ - 1
r, ^ 59,0002 ^ -- — 70,584.

Bei jeder dieser 3 Methoden muß man die kubische Gleichung 2' -j- ?L -j- H — 0, ableiten

und auflösen. Sind ihre Wurzeln reell, so hat man nach Eulers Methode nur s/2, — ^/«2 und

^/23 zu berechnen,oder wenn 2 dieser Wurzeln imaginär sind: 2^ ^ .4, ^ L j/ — 1

I'anx <x ^ ^. « -1/2 « . ^ÄN^ z y, I. -^ 1/2 « . OotZ- z 7?.

t -

NachEnckes: 'l2n^ u

^ . 0n8 II ^
------------------, ^2NZ- ^ '

- 2 ^-^ V - — ^ 6 . 0ot3 zu V, - -I- 1/ <f . 'l2N3 z u

—^—, O08 ?, ^^ «^— nebst ^ . (^08 y, u ^ 8in <,.

Nach Ampi-re's Methode: ^21,3 u ^ ^/ ^ ^ ^ . , 'lan^ v -^ ^/ 2 2 . ^o8 2 u

(!l»8 V, -^ <Ü08 u ^/ ^ , 8ill (45° nli:?): es erfordert also Eulers Methode weniger Berechnung
als die beiden anderen.

Von den Aufgaben über den abgekürzten Kegel sind noch übrig-

31) 32) — r . 2 . li — 9 . 2 . K, welche die Gleichungen geben:
y« — «2 ^ __ 2 r (2' -1- r-) . 9' — 3 2- . r- . ?2 -

^ r' (i-2 - 22) 4.
9 «2

?r'
-^ 0 und

l° — 22 ^ __ 2 y (22 -I- ^2) 3 22 «2 . r2

2 2 . r'

2 22
c> Is2

4. ^(,.2^22) ^ 7r^
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m-
33) 34) r . L . ZI — ? . K . M — mit ?« -j- 2 r. y' ^- 1-2 . 9« — 2 r-> . ß° — (4 r' ^.^.) . ^

(2 r' ^- ----^^) ?' ^ (r°---------^-------f. —5-) ^ ^_^r'---------^- ^ ^2 ) S

4. (r« ?r2 ^
9 X2 1-2

?r2 0, und

r' ^ 2 9 . r' ^- ^ ,° ^ 2 e' . r' - (4 . e' ^ ^) r' - (2 e' -j- ^^) - ?'?r^ ?r^

, s,° ^ ^'-e' . 9^ 2 U2 . 18 li2
^ (s 552 ^ „2 ) l -<- (2 e-------------^-------- 4- --------^2--------) l

M2 ^4 l> K2 «2
?r' ?r'

Von diesen Gleichungen sollen noch 2 Beispiele nach neueren Methoden berechnetwerden.
In einer 1837 erschienenenAbhandlung von Gräffe, werden numerische Gleichungen durch suc¬

cessives Quadriren ihrer Wurzeln aufgelöset. Hat man die Gleichung

1) 2 . x -s- 2 . x ^- 2 .x....2.x-^ÄX^2— 0 und setzt x — ^/^, so erhältI, n —l n—2

man, wenn n gerade:
»—2

2 . X -j-2 . X ... -j- 2 . X -^ 2
n l n—2 l 2 l tt

^- — s» . X ->- 2 . X . . . . 2^ j/ X . Ist« ungerade, so erhält auch die andereN-I ' n—3 > ' >

Seite der Gleichung j/'x, als Factor. Nun quadrirt man jede Seite, und bringt die Glieder geordnet
auf eine Seite, so wird:

2) 2 . x -!- s— 2 ->- 2 2 . 2 ^.x-j-^a — 2» .2 -j- 2 2 . 2 ^
n I l, n—2 n-2 n—l n—3 >! N—4

-!-... (^1)'l2 ^2» .3 -1-22 .2 ...(— 1).22 .2 ..^X
n—n n—P^-I n—p—1 n—p-^-2 n—p—2 n—p->-<z n—p—!, '

.....(— 1)"' ^' — 22.2^-22.2^ x"^. (— 1)°^' 1^2'— 2 2 2 1 X ^- (-1)°2 ' ^ 0
2 3 l 4 u l ,20, tt

Geht man von der Gleichung aus:

3) x -<- ^ x -!- ^ . x
l 2

-j- ^ . x ->- ^ .x-i-^^-0
n—2 n —l n

so erhält man durch die genannte Operation eine Gleichung von der Form

x ^ 8 . x ° -l- « . x° ' -»-... -l- L .x'-^L .x-^L^-0
« l > 2 l n-2 l n-I I n
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und nach m solcherOperationen:

-^ p . X "4!. ? .X "/. . ^ p 4- p 0.

Die Coefsicicnten der gegebenenGleichung (3.) sind Combinationen ihrer Wurzeln «,—«2^«-,--- «„,
und zwar ^, - — 0> (1... n) - — «, — O' (2 ... n)

^ ^ ->- «' (1....n) — «, . c> (2...n) 4. 0' (2...n)
^ -^ — 6' (1....N) ^ — «, .02 (2...n) — C2 (2...n).

Wenn «, reell und die größte aller Wurzeln ist, so erlangen bei fortgesetzterQuadrirung die ersten
jener Gruppen, worin die Coefficientenzerlegt sind, ein Uebergewichtüber die 2ten, so daß diese auf eine
bestimmteAnzahl Ziffern keinen Einfluß mehr äußern, und wenn man ähnliche Trennungen mit «, «^...
immer der Größe nach vornimmt, so erhält man, wenn alle Wurzeln reell sind, nach der gehörigen Zahl
von Quadrirungen:

4) «, . x 4- «, «2 . X «I . «2 . «g . X (--- 1) . «, . «2 . «I ...«„-- 0.

Hier ist r von der Form 2 m, und wenn die Coefficientenquadratisch wachsen, so ist dies das Zei¬
chen, daß die Gleichung die Form (4) angenommen hat. Dann zieht man aus jedem Coefficientendie rte
Wurzel, und dividirt jeden folgenden durch den vorhergehenden, wodurch man die numerischenWerthe der
Wurzeln nach ihrer Größe geordnet erhält; ihre Zeichen werden durch Substitution der nächsten Grenzwerthe
bestimmt. Sind «, und «2 von gleicher Größe, so wird die Gleichung:

x — («, -j- «2) x ^- «, . «2. x ... -^- 0. Wenn «, -^ «2 so ist «, -j- «2 ^^ 2 «, und «, . «2 ^^ «,;
wenn daher die Hälfte des Coefficientenquadratisch wächst, so werden 2 gleiche Wurzeln dadurch angezeigt;
2 imaginäre dagegen,wenn er nicht quadratischwächst, oder von einer Operation zur anderen sein Zeichen
wechselt. In diesem Falle ist «, - ^ (^"^ y> ^- 8in y, j/ — 1) «2 — ß (608 7, — g. 8in? j/ — 1);

«> . «2 ^ y, «, 4' «2 ^^ 2 ^ - ^us r <f.

In der Aufgabe No. 33 sei gegebenr - 37, li - 59288,14 M - 5289,107, so erhält man,
wenn statt der Zahlen gleich die Logarithmen genommen werden, die Gleichung:

x« ^- 1,8692317 . x' 4. 3,1364034 . x° — 5,0056352 . x«
- 7,0141453 . x* — 8.5421223 . x' — 9.7686298 . x'

4- 11,1458699 . x 4.12,4130418 - 0
wo x für ? gesetzt ist. Quadrirt werden die Wurzeln nach der Gleichung:
x«4>(— 22 4.22) . x'4>(22 — 2 2 . 2 4. 2 2 ) x°4>(— 22 4. 2 . 2 - 2 2 . 2 4. 2 2 ) . X«

4.(22 — 22.24-22.2 — 22.24-22)x'

4-(— 224.22.2 — 22.24-22.2).x'
2 4 2 5!«» >

4.(22— 22.2-4>22.2)x'4-(— 224.222)x4.22-0
2 2140 > 20 «

und wenn man bis zur 8192. und 16384sten Potenz fortschreitet, so erhält man:
x« - 14240,4656720 . x' 4. 28382,2281664 . x°
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- 41761,7915092 . x° -<- 55140,8458062 . x^
- 68515,3262615 . x-> 4. 81889,5938304 . x'
- 92172,7853184 . x 4. 101687,6384256 - 0

x° — 28480,9313440 . x' 4. 56764,4563328 . x°
- 83523,1634661 . x« 4. 110281,6915891 . x^

-i- 137030,0047464 . x' 4. 163779,1876608 . x^
— 184345,5706368 . x -> 203375,2768512 ^ 0.

Von den Coefficientenwachsen der 3te und 5te nicht quadratisch, daher sind die Wurzeln «^ . «^
«Z und «<z imaginär, die übrigm aber reell. Die imaginären Wurzeln mögen die Form haben:

g 608 ^ ^ ^ 8!n ^ ^— 1 und ^, t!o8 ^>, ^n ^, sin P, ^/ — 1.

Da nun I^o^ sx ) "" 28480,9313440

I">3 s. ^ .'° ) - 56764,4563328; so ist x, - ^n 54,7442, X2 ^--^ 53,246293

^ ((x. . x, . ,y ) ^ "0281,6915891
>- 10284-^

l.03 f ^ . x . «-. a^) ^ ^ 163779,1876608, giebt 9 -- 42,97505 e, - 42.91549.

Die beiden letzten Coefficientenwachsenquadratisch, daher ist

l.03 ^ ^ ^- 184345,5706386 — 163779,1876608 woraus x, - ^- 18, und aus
/° !«38tX

l.«s- s ^ - 203375,2768512 - 184345,5706368 folgt: x« - ^ 14,503776. Die
Substitution giebt X2 und X7 positiv, x, und x« negativ. Bezeichnet 8 die Summe der reellen Wurzeln,
8, die ihrer umgekehrtenWerthe, so werden die beiden Paare der imaginären Wurzeln aus folgenden
Gleichungen bestimmt:

2e 0<18 P -^ 2 L, . t?N8 s,, -j- 8 ^-^ ^. 2. c„8 ?> 2.c?n3?>,-r- ^8,- Da nun

^.. ^ n — 174 ^ - 8,7328281

8 - 1,998317 8, - — 0, 012878137, so wird
7 - 133° 14' 8," 4 ?>, -- 101° 30' 25," 7
x, ^ — 29,437947 ^ 31,309136 . ^/ — 1
x, — — 29,437947 — 31,309136 . Z/ — 1
x, - — 8,561211 ^- 42,052878 . j/ - 1
x« ^ - 8,561211 — 42,052878 . j/ - 1
x, - - 54,7442 X2 -^ -^ 53,24629
x, -- 4. 18 xz ^ — 14,503776.

Im vorigen Jahre machteVogel eine neue Methode bekannt, numerischeGleichungen aufzulösen.
Er verwandelt jede Gleichung von der Form p x X -1- f, . X ->- 5z X 4 5. . X ^ 0
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nach der Maclaurinschen Reihe in eine Normalgleichung,die nach Potenzen einer anderen unbekannten
Größe fortschreitet: p (Ii ->- 2) — c<, ->- c, . 2 -j- «2 . ^ -l- c-, . 2' -j- . . . — 0; wo 1> einen
Näherungswertheiner Wurzel bezeichnet, der ermittelt werden muß. Der Coefsicient c^ ist — p x,

., 6 (p x)
°' ^ äx
setzt wird.

c« — ä' (p x) °3 1 <l' (p X)
3 ! <l x° wenn in diesen Ausdrücken x ge-

Diese Normal-Gleichungverwandelt er in einen Kettenbruch,so daß p (K -j-2) — c« ^

als Näherungs-Gleichung entsteht,wenn — den rten Näherungsbruch bezeichnet.

Die Näherungs-Gleichung führt zu 3 anderen:
0 - c<, -j- «, . 2; 0 -- c,) .. e, — (c« . <?2 ^ «,') . «i 0 ^-^ — e« - «2 -^ («o - ^ — «, . «2) 2
-i- («i . c, — 02') - ^- ^ Nennt man die aus diesen Gleichungen bestimmten Werthe von 2: —2, —22—2^,

0°
so ist 2. - - ^ 2, ^- —

z (1 -l- b . 2,)
«2 .

^ c und

2, ^-c/
2,

^- wenn

ä. Die beiden ersten Werthe 2, und 2? bestimmen
«2 I> --- 2 --- »
die reellen, und 2z die imaginärenWurzeln. Nennt man das Mittel ^ (2, ->-22) — 1>', und wiederholt
dieselbe Rechnung mit x — I> ->- li' -s- r — « -s- r, so geben ^(r, -^r^) einen mehr genähertenWerth;
und so fährt man fort, bis p («„) ^-^ 0 wird, oder auf eine bestimmteAnzahl von Decimalstellenkeinen
Einfluß mehr äußert. Haben die beiden Näherungs-Wcrtheentgegengesetzte Zeichen, so wird die Rechnung
mit ihrem Mittel wiederholt;sind aber auch die beiden folgenden Näherungenentgegengesetzt, oder weichen
mehr von einanderab, als die vorigen, so ist der gesuchte Werth imaginär. Dann berechnet man

2g — en^l/e^ — z — ^. O08 P ^ 9 8!n P .' j/ — 1, und führt mitx — ^ . (Ins ?> ^n 9 . 8!n ? !^—1

-^ ^ — « -^ 2 die vorigen Operationen aus, bis auch die imaginären Wurzeln mit hinreichender
Schärfe bestimmt sind.

statt
8 ÜI- 1178,097 X - 6144,955 und schreibt x

x« ^- 16. x' -> 64. x° — 1024. x° — 157009. x^ — 2315536.
Nimmt man in der 34stcn Aufgabe 9

r, so wird: p x
^ 7695577.x- ^ 411129232.x -»- 1644516928^ 0.

Da diese Gleichungschon nach Potenzen von x fortschreitet, so kann man unmittelbarx, und x„
berechnen, mit ^(x, -I-X2) ^^ — 12 oder'x — — 12 -l- 2 die Rechnung wiederholen,und sie fort¬
setzen, bis man x, - — 4,8986989128gefunden.

Nimmt man für x die Werthe ^-10, ^. 15, ^. 20, so wird ?x ^ ^. 2861340948;—972513767;
^. 16198804368:es liegt daher eine Wurzel zwischen ^- 10 und ^- 15, und eine andere zwischen ^. 15
^. 20. Die Substitution x ^ 15 führt zu der Wurzel x» - ^. 13,5282208413; und x - 20 ^. 2
giebt x, - ^. 16,9999966585.

Die Werthe — 10 und — 20 geben px - — 845371694und^ 2395811088; folglichhat man
eine Wurzel zwischen — 10 und — 20 zu suchen, und werden die Operationenmit, x — —.20 ^.2
begonnen, so findet man x^ — — 18,8267154932.
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Um Näherungswerthe für die anderen Wurzeln zu erhalten, bilde man das Product:
(x ^. 4,8987) (x ^. 18,8267) (x — 13,5282) sx — 17) ^ 0

und dividire dadurch die gegebeneGleichung, so wird der Quotient
0 ^ x^ 22,80282 . x' ^. 621,21162 . x- ^ 9729,84927 . x^. 77534,10316 ^ 0 die beiden Nähe»
rungen geben x, - — 7,9687 X2 -- — 16,2219.

Die Rechnung mit x — — 12 ^ 2 giebt »^ ^ ^. 14,088 22 ^^ — 4, 4; daher ist die gesuchte
Wurzel imaginär, und man berechnet x^ -- c -jnZ/ e'—ä ^ — 13,0346 r> 11,12315 . 1/— 1.

Mit diesemimaginären Werth wird eben so wie mit den reellen operirt, indem man
x ^ — (13,0346 ^ 11,12315 j/'— 1) ^. ?. setzt, was zu den Wurzeln

X5 ^ — 11,178716 ^ 7,394025 ^/— 1
x« ^ — 11,178716 —7,394025 ^—1 führt.

Wenn man mit dem quadratischenFactor dieser Wurzeln, die Gleichung des 4ten Grades dividirt, und
mit den Wurzeln des Quotienten x^ _^ 0,445469 . x ^ 431,61564 ^- 0 die Operationen mit der gegebenen
Gleichung vornimmt, so findet man

x, - — 0,2227345 ^. 20,761829 . j/ - 1
x, - — 0,2227345 - 20,761829 . Z/—1.

Die Graffc'scheMethode hat vor der letzterenden Vorzug, daß sie das Aufsuchender Näherungs-
wcrthe nicht erfordert, sondern nach hinreichenderQuadrirung zeigt, welche Wurzeln reell, und welche ima¬
ginär sind. Wenn nun auch diese Quadrirungen mehrmals wiederholt werden müssen, so sind sie doch mit
Hülfe der Logarithmen leicht auszuführen. Wollte man aber die Wurzeln über die Grenzen der Logarith¬
men-Tafeln hinaus berechnen, so könnte man mit den gefundenen Werthen nach Vogels Methode weiter
rechnen, und jede beliebige Anzahl von Decimalstellen bestimmen. Dies würde jedoch nur bei reellen
Wurzeln anwendbar sein, denn tui imaginären Wurzeln die Grenzen der Tafeln zu überschreiten, würde
zu viel Rechnung erfordern.

Tröger.
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