Auflofung der Aufgabe:

Wus cirtent it dev Chene cines Kegelfdhnitts gegebenen
Punfte Novimalen an den Kegelfdhnitt 3 confirniven,

§0 -'.0

mic eben Bejeichnete Aufgabe Bat fhon Wpollonius Pergaeus im finften Buche feined MWerfed iiber
bie Regelfchnitte behanbelt. Die von ibm entvedten merfrodrvigen Beziehungen, welden bie Yage ded ge-
gebenen Punfres entfprechen muff, wenn 2 oder 3 oder 4 Normalen an ven Kegelfchnitt mbglich fein follen,
fintet man nicht, fo viel mir befannt ift, in ben TRerfen iiber analntifbe Gieometrie,®) wo die ermdbnte
Nufgabe nur angeveutet wird. Die folgende Aufldfung fest fich jum Jiele, die Ableitung der Mefultate ded
antifen Gieometeré dburch Mechnung und eine leichte Beftimmung der Punfte, in welden ber Kegelfchnitt
pon ben Mormalen erveidt wirb.

S 2.

Gé [dft fich leicht jeigen, baff bie metrijchen Melationen, an welcbe Apollonius die Tage bed ge:
gebenen Punfted Enipft, wenn 3 oder 4 oder 2 Mormalen aud vemjelben an den Kegeljdnitt mbglich fein
follen, barauf binausfommen, ob der gegebene Punft auf ver Evolute ded RKegeljchnittd [iege ober in bem
ven der Guolute und ben beiven Hauptaren abgefchloffenen MRaume ober in dem unbegrdnzten Raume, bder
fih auferbald ver Goolute jwifcben den Aren erfredt.

Die BVeftimmung ver Angabl ver Normalen macdht Apolloniud von folgenber Confiruction abhdngig: **

Fir einen Kegelfchnitt mit ten Hauptaren 2a und 2b und dem Abflanve deé Mittelpunfted vom
Brennpunfte = ¢, fiir welden « den fenbrechten Ubftand bded gegebenen Punfted von ter Are 2b, F ben

3

- - . i a .
fenfrechten Abftand biefed Punfted von bder Are 2a begeichnet, nimmt berfelbe m = —» tann beftimme er

Yy Kliagel (Mathem. Wdetech. Th 3 . 692) dufiert in Begua auf bdiefe Nufgabe: ,Man wird Dibe baben, die Bring=
fdyeibungen bes Apolloniud burdy aljebeaifde Rehnung ju beffimmen.”’
") Ridgel's Boctebud Th, 3 S, 602,



2

ywifdben m unb a jwei mittlere Proportionalen, beren ndchjte an a durdy h bejeichnet werben mag. Dann ift
(]
MW —=m.a* — a—{;;‘_ Weveutet nun k die yu h gebbrige Orvinate flr die Hoyperbel, fo ift a® k* =% (h* — a%).
Tarvauf nimmt Apolloniué folgende Proportion:
B r::fa’u!-—i'.ﬂ : b e.h

':Il

£

woraus folgt § = ﬁf}:ﬁ_!ﬁj

TWerden nun fiir k und h ibre turch a, b, ¢ und & audgevridren Werthe gefest, fo wird erbalten:

A== (a"—. r:T—u"') fiir bie DOyperbel

L
4 1 2 : ]
b3 = (-:’_— s, cc_‘) filr bie Ellipfe.
Wenn ber rechtd vom Gleichbeitdseichen flehende Ausdrud dividirt durd) b mit X bejeichner wird, fo jeigt
Apelloniué, bag
fir # = X 3 Normalen,
g = X 4 Normalen,
g = X 2 Dormalen
mbglich find.
Die fo eben aud ben geometrifdhen BVeftimmungen ded Apolloniud abgeleitete Bezichung ywifchen
g und o, wenn § = X, briidft nichts anberé ald die @!ciﬁ;utlﬁ ver Goolute ver Hyperbel und Ellipfe aus,
wie fih {ogleich ergeben wird.
Bebanntlich ift vie Gleichung einer geraben burcdy 2 gegebene Punkte gehenden Linie

¥rr—7%
i P

wenn x, ¥, die Goordinaten bed einen, x, und y, die Goorbinaten beé anbern Punfted find, bejogen auf
ein recdbtwinfliges over fdbiefwinkliged Urenfyflem. Liegen die beiven Puntte auf einer Ellipfe und finb bdie
Goordinaten auf die Hauptaren bejogen, x, = a cos &+, y, = b sind, x, = a cos #, y, = b sin ¥,
fo ift bie Gileichung ber Sebne

. b (H+43)
 — — Dy
¥ — b sin 3 ~ colg 9 (x
folglich bie Gleidhung ter Tangente fiir ben Punft (acos &, bsin F), wenn ver jweite Punkt mit diefem

sufammenfdilt

a cog ),

: b
y—bsin# = —— colg 4 (x —a cos &)
a

Die Gleickung ter Novmale filr benfelben Punft wird alfp fein
a

y—hsind = h.tang&{x—acus&)
b = at g | 3 (1)
GRE y=ptang X — pallFeiaiiiiianneaine. 1




Die Gleihung einer jweiten Normale fir ten Punft (a cos. F, bsin. ) ift
NP : tang &' . x — ']:‘- [ e e e e T I e e P R (23

Bezeichnen nun « und # die Coordinaten dbed Durdifchnittspunttes ber beiven MNormalen, o Hat man durdh
Berbindbung ver beiven Gleichungen (1) und (2)
a4

o Co8 & . cos & . cos (

o -ﬂ— " -..._.___L.L.-;;.( L ‘}) : _’
c‘ﬂin&.sin‘.}‘.mll(——
i .]l cos €5 ;E)

Follen bie beiven Mormalen gufammen, fo bat man fir den Mittelpunft ded Srimmungsfreifeé im Punkte
(acos &, bsind):

R )]

l:'

= —CO0B 3
a
g = — ;—I sin 9*
1 'I
folglicy (aa)) = ¢ .cosd
3 1 2
— @p) = &5

Die beiven lepten ind Duabrat erbobenen [SjIeichungm ge’*trl

4

(a a; - {h,ﬁl = ¢,
woraus fich filr die Gllipfe ergiebt, vaf der von Apolloniué beflimmte geometrifche Ovt bed Punfted mit
ver Gvolute ver Clipfe jufammenfdllt.
Fir die durd) jywei Punfte bver Hyperbel (-— b tang 1'3‘), (ﬁ, b tang ﬂ") qebenbe Sehne
erhdlt man bie Gleichung

cos J‘
h

—d
y — btang 4 = =k .;r L N BT ) ( wad)

gin

unb bie Goorbinaten bed Durdhfcdhnittdpunties jweier Wnrmn!en per Hyperbel werben hievnach

. (;r—:})
¢ CcDs =

0= —

a.cosd. Luw#‘.cns(& ;'}
fl J
B =— hng.‘} tang & . tang ( + )

Fir ven Mittelpunft ded Krammungsdfreifes am Punkte (iﬁ}, b tang J) ergiebt fich bieraus

1#*®




ot ¢
« = f=— Glang ¥

unt burch Berbinbung beider Coordinaten = .!Iuébu'urfe

(af — O = o
woturch bie im Anfange diefed §. audgeiprodiene Vehauptung nud}_fﬁr bie Hoperbel gerechtfertigt wird.

g 3.

Die ufldfung ber Nufgabe dber bdie aud einem gegebenen Punfte an einen Kegelfchnitt ju con:
flruiventen Mormalen hangt, wie fich jeigen wird, analptifcy betrachtet, von ber allgemeinen Auflbfung der
Gleidhungen ded 4ten Gradeé ab, die wir in diefem §. nach der Gulerfdhen Methove betrachten wollen.
Wm nicht Befannted ju wiederholen, {epe idy die BVefanntfchaft mit biefer Methode nadh Eaudp’s Aus-
einanterfesung *) voraus, erfaube mir aber {chon jum BVoraus die Aufmerffambeit ded Teferd auf eine Crs
leichterung bei ver Verechnung der Wurgeln binzulenfen, woburdy wobl ber Culerfden Meihobe ver Vorzug
ver fchnelften Werednung der Wurjeln einer beliebigen vollftdnbigen biquabratijien Gleidhung vor anvern
Methoven gegeben fein mbchte. Da bei diefer Aufldjung der Gleichungen des dten Grades die Gleicdhungen
bed Jdten Girades gebraudyt werden, fo fege idh die Beftimmung ver LWurzeln verfelben durdy die Tafeln ver
Sreiéfunctionen Dieher, um alles jur Aufldfung ver biquadratifhen Gleicbungen Nbihige beifammen yu Haben.

AWenn die vollfidnvige cubifche Gleichung x* ax‘—l—hx +¢=0 gegeben ift, fo find bie brei W=

ah i I 2 e P
seln derfelben, wenn p = b — 12", q = Za" — Tj__|_.; gefest wird, und sinw = ‘J - (p—), uberbief p

; q*
negatiy unbd ) I it,
— P ai E_E
ey — gesing —g
L3 ) i ']
X == .I; . 8in (12[} &J ji ................. AR T 'l‘:”
N 31 . sin (240" —|- : ] iy

ey
...

3ft p negativ unbd (g—) == e fo finb bie brei Wurgeln der I‘uﬁu‘c{}en Gleicdhung, wenn man fest

COSEC W = ("I) (d> tang &4+ — la_n;-_w
Xy = — ]/J {:nswﬁd—a )

x.:'/&.cosucﬂ&—ﬁq lz’;_-:[.]fp.cutgﬂﬂ—,—:y ................. (3)

X3 — ]/g ccosec? 3 — /' — 1.1/ p.cotg29— ;

‘) Cours d'Analyse algébrique p. 360, 361.

{
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1 B
3 ]
3t entlich p pofitio, {o find die 3 Wurseln, wenn man fest cotg w = (g) (F) y lang O = ]/Luug Dk

x,=—ﬂl/§-.mtg2#—% )

X, =]/;E .I:Dt593+|,--’___1.|fp . COBEC 9&—%_ ................... (6)
. Xy — ]/5_ .ﬁﬂlgﬂ g — l_"'-j. lfr]} - COSME 23-_3_!

Die Nufléfung bder vollftdndbigen biquadratifthen Gileichung x*' - ax® + bt f-cx -d = 0 bdngt
pon ber Nufldfung ber biquabratifchen ¥* + py* - qy +r = 0 ab, wennx = y—3a, wo p = b — ga‘,
1
q = g _%:'_l":'.' r = — 3352 _|_a”I:: ZL d. Set man nun y=u-+ v+ w, d0* =12, =y,
dw' =%, fo [dft fich seigen, baf %, 7 und z, bie Wurzeln ber cubifden Gleichung
w4 p - (pP—Ar)s — ¢ =0....... Al nsa e e et s ata el a el (1)
finb. Um diefe Gleidhung bequem durdy Hitlfe der trigonometrifchen Tafeln auf,n[ﬁfen, mufi man juerft p, q
und r aué den Koeffizienten ver vollftdndigen biquatratifchen Gleichung berechnen und dann die Gleicdhung (7 7)
auf die Form Z* 4 PZ 4 ( = 0 bringen; man fann aber die Berechnung von p, g und r gany erfparen
und P und Q unmittelbar durdy die SKoeffizienten a, b, ¢, d ausdrudien. Man finbet ndmlid

bl
I—'=—§-|—m:-—fi:l,"}
Q:;h.[l’—l—l;—‘]—{—d(dh-—a‘ _¢
. a(Bh — 3aY |
Q = —45b +'('—‘I-5'J— ’+n;{:

Mach der Beftimmung von P und  findet man vie 3 Wurgeln der Gleichung & 4 PZ Q=0
burch die Fovmeln (4) ober (5) over (6). Jeve biefer Wurzeln wm 2p verminbert ober um za® — 3b ver=
mebrt, ergiebt die MWurjeln %y, %y % der Fubifhen Gleichung (7), woraus dann bie Wurzeln X, X,y Xy X5
ver vollftdnvigen biquabratifdhen Gleidhung x* -+ ax ® -+ bx® 4 ex 4 d = 0 mit Berndficdhrigung bed Seichens
von q durdy folgenbe Ausdvrtice gefunben werben Fdnnen:

Yy Die Midtigheit bed Nudbruds fir P ldgt fih [eicht nadpweifen: TBenm man von ber Gleichung bed britten Grabes

2l Azt Bz - C = 0 ju ber Gleidung Z3- I’.-ir +@=10 ﬂbergthr, foift P=B— %—, e ift aber A = 2p,
1 6.b
B = p — dr, folgli P = — 4r — & = Joat — T Triao ~idd — (bt SagERt s )

3
L

Az
Die Beflimmung von @ wird exleidhtert burd) die Bemertung, baf @ = C — § A(P -+ ).




MWenn q pofitiv q negativ
7, pofitiv und rveell, =, und =, veell,
foift 2% = Vo + Va — Vi, — ‘%‘ 2%y = Vi + Vi + Ve — j‘
Qxl = l'fzn == l'r'""l =1 !'rf':i _; ! EzlKJ = 1 "‘u == I ‘Fl == l ;2 = 3
5 ¥ ,...(8) ? a_...[‘J}
2% = — VotV |”f‘h .2\ Qx:z—l-"-’ﬁu“l‘l HJ_]'M_'Q'\
{_’_\;:::—1"”'&‘)—]‘;—3[—1-!’11_:;:: 23‘:::_1 '5{1"'"'1 JrJ—I_]' "2_‘::._.
Menn q pofitiv, q megatio

%, Pofitiv und veell, z, und 7, von ber Form A B} —1 und A—BY =1, fo ift, wenn

B= A.tang v, VQB tang 2— = K, unbd ]/EB mf,gF = L gefeit wirb,

2. = Vo + hl—l—z- [ Q‘Q_,—Viiﬂ—}—la—;
- - o L | L
211:];"'*1—'\-~1"—I—% | x, — } % —L—;'
G L. (10) n‘)..l’ll]
2xg = — Vm +L — 5 2%y — — Vo, + K.J/'=1 — ‘_\
| 2
2x, — — ]-"1!“ — L — :; ‘ xy, — — l F'ﬁﬂ — K. I-):"I- = ;i

Jft aber %, und 7 von bder Form — A + B}/ —1 md — A — B}/ —1, wdbrend z, pofitiv
unt veell Bleibt und K und L bie gleiche Bebeutung beibebalren, fo q’i,

wenn g pofitio . q negativ
2x, =} f'tp“!‘L]'/_l__g ‘ QM-E.I'?/% + K mg |
9%, = Vay — LV/—1 — 2 | 2m =V —K—3
= e .l”gj k. ! 1;.”.“3_]
M, =— Vi +K— 5 9% = — Vo + LY/=T — 5
9%, =— Vw — K— 5 2xg— — /2 — LY/ =1 —
g L 2 YL de . : 15
g 4.

Die Mefultate ded vorigen §. verbunben mit ber Unterfudbung, welde Legendre™®) dfber die Wur-
jeln ber biquabratijchen Gleichung

*} Traité des louctions elliptiques Tom. 1 p. 349,

e

e ——— e — =
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s,

t* 4 2(p4-q) t* -I— p—q)-t — 1 =0.cciirisiinnriinninnns fl‘l-}
angeftellt hat, geben Aleé, wasd jur Nufldfung der uné befdhdftigenden Aufgabe vom Standpunfte der anas
Intifchen Gieometrie erforverlich iff.

fegendre jeigt an ber erwdbnten Stelle, baf bdie Gleichung (14)

wenn q% = p% + 1, 2 reelle und 2 imagindre,

wenn ﬁ = p':‘!f -+ 1, 4 veelle MWurzeln
habe.

Denn nach bem vorigen §. iff a = p+-¢q b =0,¢c = 2p—q), d = — 1, folglih, ta
P=1b*4 ac — 44 filr die Gleibung (14) P — — 4(q*> — p* — 1) und bda filr die allgemeine

L8

biquabratifhe Gleidhung  — %}{P +%-j 4+ d(4h — a%) — ¢*, fo wird fir die Gleidung (14)

% % 1
— a*—¢? — 16pq. Hieraus folgt Q = 64pig* und E = — St (qg?— p*— 1}, unb ba in
Pq - g 4 rq 3 Ll | I }s
ver Gileihung #° - PZ —I— 0=0
] 3
%— . C;) pofitiv fir 1 reelle und 2 imagindre,

(| et o oty : g
Y (.j_) negativ fiic 4 reelle Turgeln,

fo entfpricht in ber Gileichung (14)
3
27p*q* — (> —p*—1) = 0 dem erfien
3
27pq* — (g2 —p?—1) << 0 bem jwoeiten
Falle.

Nm erflen Falle hat die Gleichung (14) offenbar 2 reelle und 2 imagindve MWurzeln, wie bied die
Formeln (10), (11), (12), (13) jeigen, im 3weiten Falle bat die Gleidhung (14), wie aud ben Formeln (8)
und (9) bervorgebt, 4 veelle Wurgeln. Denn ver britte Fall, in weldem bdie Gleidhung (7) Eine pofitive
und 2 ungleiche negative Wurzeln, folglich die Gleichung deé dten Graved 4 imagindre Murzeln hat, fommt
bei ber Gileichung (14) nicht in Vetradit, die wegen deé leten Glieved — 1 nothwendig 2 veelle MWurzeln

x B, 3
haben muff. TWenn QT + CT) = 0, fo find unter ten 4 recllen Wurgeln 2 gleiche vorbanden. Denn

burch tiefe Bedingung werben in ten Formeln (8) und (9) zwei Wurzeln einander gleich, wodurdy audy die
Gleidung (14) jwei gleiche Wurzeln erhdlr.

Die beiden angefilbrten Vevingungen flir vas Vorhandenfein jweier recler und jweier imagindrer
MWurseln oder vier rveeller Wurzeln laffen fich jedboch auf einfachere Audbriide bringen. Sept man p* — o

und g =— A% fo wird man fie 27 p*q* — (g® —p?— 1}:1 = 0 baben
3af — '+ «* — 1 > 0 over (e¢-}-1)" — g — Je(e+1—4) = 0.
Nber die beiden erflen Glicber diefer Ungleichung find bdas Produft von 24 e+ 1) + (e 1)*
und (a4 1—g), fo baff ver gange linfe Theil ber Ungleidhung fich in die Factoren (e+1—8) und
(e a4 f—a-1) erlegen lift. Diefer jweite Fabtor bleibt pofitiv, e mag ber erfte Faftor

¢

|
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(¢ 41 —pB) pofitiv cder negativ fein, und befibalb hdngt die Cntfcbeibung dber dad Jeichen ded gangen
Produfts allein von dem Seichen ded Faftors (e—-1—p) ab. Jft diefer Faftor pofitiv, fo hat vie Gleichung
(14) 2 reelle und 2 imagindre Murzeln, ift derfelbe negativ, jo bat fie 4 reelle Wurzeln; iff e 1 — =0,

¢ find unter ben 4 recllen Wurgeln 2 gleidhe. Da p*=&’, =47, fo ift cc=p"1f, === %, und vefbalb
1 q

et1 8 i 0 gleichbebentend mit p'} +=1

&8 Bat alfo die biquabratifhe Gleidung
L 2p+ 9t +2p—qt — 1 =0,
5 = 2 reelle Wurzeln und 2 imagindre
wenn p¥ 1 << 7 4 reelle Wurjeln
— 4 rveelle Wurgeln, worunter 2 gleiche.

8§ 5.

@8 madht nun weiter feine Schwierigleit, bie Wnzabl der aud cinem geaebenen Punfre an einen
Regelfchnitt, 3. B. an eine Cllipfe, mobglidhen Jormalen ju beftimmen, indem die in 2 (2) entwidelte
Gleichung ber Mormale mit dem Crgebniff ded §. 4 verbunden wird.

Die Gleichung der Normale war an der angejeigten Stelle fir einen Punkt (a cos &, b sin &)

yh = atang &.x —e*sin4")
Soll bie Mormale durd) einen Punft (@, f) geben, jo it bf — ac. tang & — e?sin.b.  ud biefer Gilei:
chung ift 9 ju entwiceln. Um bdaffelbe obne Ungewifbeit in Bezug auf den Quadranten ju erbalten, filbre

LY

; . s i ;
man bie trigonometrifche Tangente von tang D) ein, und man erbdlt

q1

AV

2 aee . tang :.8 2¢’ . tang 8
L FIES 0 ¥y o 2
P i—tg3P 14 tg i’
Wird biefe Gileidhung nach Potengen von tang ; entwidelt, fo erhdlt man
2(ae + c? . Oae — c¥) P 2
oy & S MRt ety T Sl _I‘-F— _— . | — — AR e :
tang 33t bg . tang 393 og l.'aug.z;:1 1 0 (15)

e

Bergleichen wir diefe Gleihung mit ter Gleidung (14), o it p — i?ﬂ’ — I:—F;,
rigen §. die Gleidhung (14)
% =, 2 reelle und 2 imagindre 2Wurseln
wenn pT + 1 << 7 4 reelle MWurzeln
4 veelle Murgeln, barunter 2 gleiche

nnt ba nad bem bo-

*) Grometrifde Dentung biefer Bleidung — Eept man fiir acosd 'x unb ¥ anftatt bsind, fo bat man
! 1
xyc?! = a‘ey — b?Px.  Fabrt man nun fir y dic Orbinate 3—|—li—f und filr x bie Abfciffe [:—_:‘ — x ¢in, fo erbdlt man
ath? - ; . o
Nx— i—c—.— .of, ober ber geometrifhe Ort ber Fufpunfie ber FMormalen bei ber Elipfe ift eine aleidhfeitige Hoperbel

beven fidy fdon Npolloniué gur Gonftruction bder &tellen bebient, in benen bie Elipfe von ben Normalen getroffin wich.




hat, fo wird bie Gleidung (15)

wenn {.’lnﬁ -k {hp’ﬁ' i ol
9 reelle Wurgeln over 4 reelle MWurseln oder 4 reelle Wurjeln worunter 2 gleiche baben, waé o viel fagen
will, alé im erflen Falle find 2 Mormalen, im weiten 4, im dritten 3 Normalen an die Curve miglich.

8§ 6.
Die wirflidye BVeftimmung ver Puntte, wo bie Normalen bie Elipfe treffen, wird leicht erhalten.

i_. S Pz_q2_|_1 e (aﬂ+LJ[HH—L ] __I_1
16 acec®
0 = 16pg — ETE

Hieraud berednet man nach §. 3 bdie Eﬂur;eln ber Gleichung Z -} PZ -} Q = 0 und gelangt durdy Ver:

mebrung jeber Wurzel derfelben um ( e s ben Wurzeln ber vedbucirten Gleidung, bdurd welde

bann fofort vermittelft ber am Sdluffe bes §. 3 geqebenen Formeln bie verfdhiebenen IDerthe von tang L9
gefunden werben Ednnen. Ein Paar numerifdyer Beifpiele diene jur Erlduterung der angeseigten Auflbfung.

1.
¥

€8 fei « = 4a [3— V3), g = —-Lfi‘:“ ]/3}, fo ift 3P = — (40 -} 321/3),

9= 12 -|- 32)/ ‘3. Durch bdiefe Werthe von P und Q ﬁrd:ct man Z, =— 4,5518889, Z, — — 6,3094001,
.2

%y = 1,7575119.  Jeve diefer Wurzeln um e []:ﬁ}‘ ! vermelhrt ober um 17,26153656 giebt die 3 Tur=

3eln ber rebucirten @[e:ﬂ;ung

%, = 21, 8134255, =z — 109521365, =z, — 19,0190485,
Da q negativ, fo find die Formeln (9 in §. 3 anjwwenben, und man erhdlt durd) Aussichung ber Suabdrat:
wurzel aué den 3 Wurzeln der reducirten Gleicdhung

x, = 8,2478348 — 2413+ V{u+ﬁi,-’3
x, = 05773503 = 33
x; = 0,2679492 =— 2 —1/3

x, = —0,7837332 = 2413~ |/ 10+ 6)/3
¥ g ity .
Durdy bie trigonometrifden Tangenten von ;ﬂ, {‘; 'z Q—J finbet man endlich
&, = 166° 10’ 2623
3 = 6B0° 0 000
J0° O 0700
9, = 983° 49+ 3373

o
[
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Die cosinug und sinus biefer Winfel mit a und b multiplicict beftimmen bie Punkte auf ver Elipfe,
in welden die Mormalen die Surve erveichen.

XN,
Gin 3weited Beifpiel fei folgendes: a = 1, b =3, a =2, f = 3. Dam it P = %,
Q = **. Num ift L 2 = 0,30103000
D E L 'l] — 897197127

( ) = 0,79151644

L tz w = 0,0645177
w — 49° 14 25405

— 9240 37+ 194595

L tg 5 = 966111304

Lite & — .]/tEQE — 0,8870376,8

1l

& = 37937 524,174
2 9 = 75° 15 44348
Hieraus findet man
Z, = — 0,9658373

7, = --0,48291865 - 3,2879695) — 1
Z, — - 0,48201865 — 3,2879605 )/ — 1,
Jeve Wurgel um 33611111 vermebet, giebt i

3 = 2,3952728
% = 3,84402976 - 3,2879695.]— 1
7, =— 3,84402976 — 3,2879695.) —1
l. A = 0,5847868,1
L. B = 0,5169277,5
I tg ¥ = 99321409 4
w = 40° 32 30596
Ef-’ — 20° 16¢ 15298

. 2 = 0,30103000
. B = 0,5169277,5

I colg 3" — 0,4325803,7

1. 2B cotg ;r“ — 1,2505381,2
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. l//-QB cotg § = 062526906
VQB P E: 42195784
g = 037935519
LV — 0180677505
..f
Voo — 077383335
X, — — 0,7738335,5
+-9,1097892
— 0,91666667
i
— 04199808 — (g
% = o 0,7736335,5
91097892
— 0,91666667

— — 380028042 — (g ;’

Mud ben Werthen fir tang % und tang T ﬁ:ﬂ:ﬁ man 3, = 43° 29¢ 43+ 608, & = 209° 29 5499,

Um bie Michtigfeit biefer ﬂﬂmff[ ju prafen, follen hieraus nach §. 2 bie Goorbinaten bted Durdy:
{chnittépuntted der beiven JMormalen flir Fy und 9 gefucht werben, welde dann die voraudgefesten Coordi=
naten « = -2, § = -+ 3 wievergeben miffen.

Gé ift M_} {270 9g¢ q-l”F;‘l-} A== — 810 50¢ 41006

2

! ( )_ga.dﬂﬁwa L ( ) — 0,17609125 n

. cos& — 98456062 4 l. sin4 = 985320879
l. cos % = 9,0397611,6 n I sin% = 9,60212752 n

Vel .QL._"*J — 9,7843508,1 n L e ; 9) — 0,8095033 4

D, & L cos “}f; 3): . == ﬂqlﬁi{:‘-UE,ﬁ D. E L cos [-q.}';‘?-} = 0,8561602,6

L & — 030102972 L. g = 0,4771211,6

e = 1,999999 g = 2,999999
2 *®

L




Pibagogifchie Mittheilungen.

l‘ntet biefer Venennung werde ich Finftig jebem Programme ber Vetrifchule eine Anzabl von Aufgaben,
Lehrfdgen, Fragen oder wiffenfdaftlichen Bemerfungen beifiigen, die im Unterrichte wirklich vorgeFommen find,
und fidy in irgend einer Weife alé anregend und fruchtbar bei ver Bilbung ver Jugend gezeigt haben. Durch
dbnliche Mittheilungen von Lebrern an Biirgerfchulen wilvde ich mich au lebbaftem Danfe verpflichter filhlen.

1. Flache des ebenen Wiereds, — Das Quadrat der Jlddhe eined ebenen BVievedts ift gleich dem
Duabrate ber Fldche eined Kreisviereds mit denfelben Eeiten, vermindert um dad Provuft aller 4 Seiten
in baé Duadrat bes Cofinus der halben Summe gweier Gegenwinfel bed BVieved's,

Der Beweid diefes Sabes wird leicht gefithrt durdy Jerfallung bed Biereds in 2 Dreiecfe, auf welde
man ben Hauptfah der ebenen Trigonometrie swei Mal amvendet, und indem man su beiven Seiten ber
bievaus erbaltenen Gleichung die boppelten Produfte bder beiden an die serfdllende Diagonale anflofenden
Seiten binjuavdict. %)

Jnbem man auf dhnliche Weife vas fphdrifhe VievedE Behandelt, fo erhdlt man den Sag:

Das Duabrat der dreifachen Summe der Fubijchen Inbalte ver beiden Zetraever, weldbe die Selne der
fpbdrifchen Diagonale mit den Sebnen jweier Seiten und drei Radien bilbet, ift

= aIn{;;—a}. sin {;- i:].siu[g—‘ — ¢).sin [g —d) —sina.sinb.sinc. sind . cos (I—j-_:!—n) . €08 (H—q{;—”)

wenn a, by ¢, d die aufeinander folgenben Seiten tes BViereks, s vie Swmme aller Eeiten, B ben von a
und by, I} den von ¢ und d eingejchloffenen WinFel bedeuter,

Gewifi giebt e8 fiir vas fphdrifche Biered einen Ausdruck von (tang ;1 F)% ber den Lexellfchen Aus-
brud ber Flache ted fphdrijhen Rreisvieredd als einen bejonvern Fall enthdlt. Bis jest habe idh diefen
Sas nidht gefunben.

2. Q[uadrafur des byperbolifden Seftors, — Fiir eine Clipfe mit dben Halbaren a und b
ift beFanntlich ber Sebtor jwijchen der grofien Halbare, dem aus dem Mittelpuntte nacy einem Punite (x, ¥)
gesogenen Mavius Vefror und dbem elliptifhen Bogen

— LahiLare [_'sila:‘;_}

Damn V=1.8 = log.(cos 3 +1/"—1.sh ), fo ift flir eine Cllipfe mit den Halbaren
a umd b/ — 1 ober eine Hyperbel mit den Halbaren a und b der entfprechende hyperbolifche Seftor

— 4 ab . log. (E-'—Iu I—;)

‘) Die Anwendung beg eben mitgetheilten Sased fibrt audy gu einem leichten Berweife bec fogenannten UmBebrung bes Piv=
. lemdifden Bebriages.
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3. Cubatur der dreifeitigen Poyramide. — MWenn man in einem Tetraeder eine beliebige
fante in n gleiche Toheile theilt, und purd vie Theilungépunfre pavallele Ebenen ju eimer an bie getheilte
Kante anfiofenden Dreieckdflddie bed Tetvacberd legt, und aud ben Durdhfdnittspunften ver CEhenen und
Sonten Gerade parallel ju ber getheilten Sante zieht, o iff ber Gefammt = Gubifinfalt aller breifeitigen
-I—) wenn F die
bn*

Dreieddfidde und h die HOhe ded Tetraederd auf diefe Fldche beveutet. Die BVetrachtung der Grdnge diefes
Ausdruds fithrt sum cubifdhen Jnbalte der dreifeitigen Pyramive. :

4. Cubatur des Clipfoids, Hoperboloids mit 2 gleidhen Ween, — Die Gleidung
ted um bie grofe Wre rotivenven Kegelichnittd fei y2 — px —+- qx?, oie Abjciffe x werbe in n gleide Eheile
getheilt und vurch die Endpunfte der Ordinaten werden Parallelen jur grofien Are gesogen, dann entfiehen
purdy Umbrehung bes Hegelfdnitté Cylinver, beren Gefammit=Gubifinhalt durd) vie Summation der Duabdrat-

duffern Pridmen (burd) Hilfe der Summation der Duadratzablen) = F.h. (‘; - ﬁ -+

sablen und ber matiirlichen 3ablen gefunden wird = xar -';f {1+ I-Ill—} - qx“(é + .4—;-“ 1 BT!P)]

SGnvem man baé CElipfoidb mit 3 ungleichen ren durd) GEhenen, die ju zwei ren parallel gejogen
werden, in gleich reit von einander abfiehenve elliptifche Gulinder jerfallt, fann man durd) daffelbe Hilfe:
mittel ohne bie geringfte Schwierigleit ven Gefammt-Cubifinhalt ver elliptifhen Cylinder erbalten, Sind bie
Arven b und ¢, zu welcdhen die Ehenen pavallel gelegt werben, unt wird die auf a genommenen Abfeiffe x
vom  Wittelpunkte gezdblt in n gleiche Theile qetbeilr, fo iff ber Gubifinhalt ver elliptijdhen GEyplinter

= xmch I:I - :1 (.; -+ ﬂIﬂ -+ 61'1_1_'-')]’ worand ber Gubifinbalt ted hHalben Clipjoivd Fabe.a folgt.

5. Der befannte Ausdrnc fite den Nadiud ved Hrimmungsfreifes ver Kegelichnitte durdy bie Mormale
fland miv gu ifolice, iy fuchte vefibald einen Ausvrud fiir ven Mavius veé durdy 3 Vunkte eineé Hegelichnites
gelegten Sreifes, und fand, daf jener Maviug gleich ift vem Provubte vreier Movmalen auf vie 3 Sebnen
ves Segelfchnittd, bivivict burdy vad Duadrat beé balben Parameters. Jeve biefer Mormalen wird auf fol=
genbe vt beftimmt: Aué bem Mittelpuntte wird ein Radius Veftor burdy den Mirtelpunft ver Regels
fchnitts{éhne gelegr, und vie oben bejeichnete MNormale auf diefe Sehne gebt von bem Enbpunfte bed Mabiud
Weftor auf der Gurve bid jum Durchidnitte mit der grofen Arve. Fallen die 3 Punfre ves Hegeljchnitts
sufammen, jo verwandeln fich die urfpringlidy ungleidhen Mormalen in 3 gleide Linien.

6. 2Menn ein Punft fidh auf der Peripherie einer Gliple bewegt, Wwdbrend ber aniiehente DPunft in eincm
Brennpunfte derfelben fiebt, fo ijf die angichende Kraft dem Duadrate ver umgefehren Entfernung des ans
siebenden von tem angejogenen Punfte proportional.

Diefer betannte Sap [dfit fich ohme Hilfe der Hohern Rechnungen beweifen. Die Krafr, mit welder

v 3
R
R ten SKedmmungshalbmeffer fir den Ort ded bewegten Punfted bejeicmet. It F die Kraft, mit_yoelcher
viefer Punkt in ver Michtung bed Radviud Veftor r angesogen wird, fo ift bie in bie Ridtung der Mormale n
fallente Kraft F cos (1, r), wenn t die Sentrechte vom Brennpunfre auf die Tangente bezeichnet. Da nun die

_'p.
ver Punit vom Centrum der Wngicbung fich gu entfernen fivebt, ift = —, wenn v die @lﬁ'fdnuiubigfrir und
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genannte fraft gerade o grof fein mufi, alé die Centrifugalfraft :‘—z, foift F = ;-l: % Sit vie efdiwin:
pigheit im nddyjien Scheitelpunfre 1, die Greentrizitdt e, fo ift a (1 —e) = vt, folglich F = a% l:'laul'l'z-_['_
Da aber, wie leicht ju beweifen, r::t = k;—' unt B = %, fo ift F = u-:-p—':;-!!n

Bewegt fidh der Punke auf der Peripherie der Ellipfe, wdibhrend der anjichende Punft im Mittelpunite
perjelben fiebt, fo ift F ver Gntfernung dirveft propertional.

Denn fei ber Ravius BVektor r, fo iff F = ;f%’ wenn t bie Senfredite vom Mittelpunfte auf bdie

ab " n%a?a’h?

Tangente beveutet. Jft die Gefdywinvigheit im Scbeitel 1, fo Hat man v = S e = Ri*—= — S

:l."
5 b
a AR
— 3’ fﬂlﬂlid? F = 39 r
7. Gin weited und intereflanted Gebiet jur Unterjuchung bder Cigenichaften ber Gllipfe - bietet bie Be-
traditung biefer Gurve al8 der orthographifeben Projeftion deé Kreifes dar, wenn beide Ehenen in ber Midh=
tung ber grofien Are einander fcbneidend angenvmmen werden. Durch die einfachiten Hilfémittel, ald bda
finb, die Projefrionen parallelfer Linien im Maume auf viefelbe Ehene fine parallel, der Gofinus bes Mei:

gungéwiniels einer begrensten Figur in ber Rreifebene mit der Projefrion iff = 2 u. f. w., gelangt man

ohne die geringfie Mibe ju den Figenfchaften ver Tangenten, der Fonjugirten Durchymeffer, der umfdriebenen
Parallelogramme u. . w.

8. Die nflofung ter 6 Hauptfille ver fphdrifhen Trigonometrie turcd geometrifhe Conflruction in ber
Gbene [dft fich auf febr cinfache Weife erbalten, indem man in der fdrperlichen bdreifeitigen Ede, deren
fanten SA, SB, SC in berfelben Folge vie TWinfel ¢, b und a einfdbliefen, BC und AC rechtwintlig auf
SC nimmt. Dad Dreied ABC, in weldem 3 Seiten befannt find, wenn a, b und ¢ gegeben werben, giebt
ten Meigungdwinkel ACB ober ben fphdrifchen Minfel jwifchen a und b. Durch daffelbe Dreieck finvet
man die oritte [phirifhe Seite aué ben beiven anbern Seiten und tem von viefen eingefchloffenen Winfel.
Jjt gegeben ¢, a und ber ¢ gegentiber liegende MWinfel, o fdllt man von A eine Senfrechte AD auf BC unpd
ine Senfrechte von AE auf SB, fo liegen die Punfte 8, E, D, C auf dber Deripherie eined Sreijed, fo daf
bie Yage bes Punftes E burdy) ven Durdhicnitt biefed Kreifes und bdes mit dem Rabius SE befdyriebenen
Sreifeé gqefunven werben Fann u. |, w.

9, Die graphifdhe Darftellung der Funftionen fdbeint mir ein jwedmdfiges Hilfémittel fir den Unter:
vicht, um eine recht bewufite Auffafiung der Eigenfhaften derfelben moglidy ju maden. 3u bem Enbe hHabe
ich mir eine anfebnliche Menge folder Darftellungen gejeichnet, wie die Pinien der Sinus, ber Eofinus, der
Tangenten, der natirlichen und Briggifdhen Logarithmen, ver Yogarithmen der RKreisfunftionen u. . w. Selbjt
einfache Funftionen, wie y = x, ¥ = x% y = x% y = x* bieten, wenn fie filr biefelbe Verdnverliche
auf paffelbe Blatt gejeichnet werden, mandhe Eigenfchaften dbar, deren ficdh wenigftens der Schiiler in vem
Nugenblice, ba ibm diefe Funftionen genannt werden, nidt bewuft wird, 3 B. vaf fich alle diefe Curven

.'r
jl
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]

2 Puntien begegnen, baf fie je nach dem hobern Grave bid jum Punfre . immer ndher an die

[

Ybfciffenare und an bie Drbinate 1 treten w. f. w.

10. Beranfdaulidende Dorvftellung der Primgoblen. — Cin grofies gleichieitiges Dreiect
wird in 10000 fongruente gleichfeitige Dreiece gertheilt und in jeves Dreied'éfelv eine der natirlichen Jabe
len fo gefchrieben, dag die 3abhl 1 in die Epige, 2 an ben Anfang ver zweiten Horijontalveibe, 4 an bad
Gnbe berfelben, 5 an den Unfang ber britten Horizontalveibe, 9 an taé Ente terfelben Fommt, wie denn
iberbaupt ber gange rechte Saum bved Dreied'd von ben Duabraten der natirlidyen Jablen eingenommen,
in jeber Horijontalreibe aber von bder linfen nady der rechten Hand gejdblt wird, Giebt man nun den
Felvern ber Primyablen eine anvere Farbe, {o gewabrt man bei geringer Aufmerffameeir, vaf im Ulgemeinen
die Primjahlen in gewiffen pavallelen faft gleichweit von einander entfernten Richningen dichter beifammen
liegen, alé in antern Michtungen. Die Iablen von bder Form 41 + n(n—1) fiellen cinen Stab mit ges
febloffenem fechéedfigem Sterne bar, bem eingigen, ber unter ten 10000 Dreiecen vorfommt,

11. Ginfache Beftimmung bed Bredhungéverhdlmiffed in emem breifeitigen Priema durdh den MNeigungs=
winfel @ jweier Seiten-CGhenen des Prismaé und burdy vie Winkel, welcpe ber ﬂnf.mmte unb ber ausires
tenbe Etrabl an jeber Stelle mit vem CEinfallélothe bilven.

Der Strabl treffe in A tas Pridma, und biloe mit dem Cinfallslothe ven MWinfel a, ber gebrochene
Strabl trete in B aué bem Priéma und bilve mit dem Einfallélothe dafelbfi den TWinfel b, die beiven Yothe,
welche bie Winfel « undb # im Jnnern bed Priémas mit tem Strable AB einfebliefen, {dneiten {id in G,
fo bat man in bem Dreiede ABC

12 n 1
AB: = AC* 4 CB? 4+ 2AC. CB. cos y = AB? [ 4% 4 “’) gt “‘ Y cosy ]
; ol Nl g W S w ___sinb* sina? _L"J‘qma. blllh + CO8
folglich 1 = sin §* -+ sin a® + 2sin a sin § cos n*siny? ' n*siny? n? sin Y
und nsiny = )/ sin a® sin b* + 2sin a . sin b cos y *)

12, Die Oéjillationdge{dwintigheit v eined geradlinig bewegten Aethertheilchend und fein Abffand vom
Rubepuntte [dft fich unter ver Vorausdfegung, vaf die auf daé Theildben wirfenve Kraft der Elaftizitat der
Entfernung vom Rubepunfte proportional fei, durdy einface Pilfémittel finden.

It in der Entfernung 1 die Kraft dver Clafticitdit = E, bie Entfernung vom Rubepunite —= x, bie
grofite Auéweidung vom Rubepunite, um weldye bad Theildhen Geim Anfange der Vewegung entfernt ift = a,
a—x — X, undb wird X in n gleiche Theile getheilt, fo ift die Kraft F, welcde daé Aethertbeilchen an

X. X. X
ber Stelle (a—m J antegt, = B.(a—m= } TBird nun angenommen, bdaf in jetem Maume 5 gine

gleichfbrmiy befchleunigte Bewegung flattfinte, bie erft im nddhften Raume ; pem Abftanve vom Mubepuntte

proportional fich dntert, aber in einem folden Raume conftant bleibt, fo iff ¥u - Va — ¥y« Vi

*) @iche Seebeck's: Observaliones de corporum lucem simpliciter refringentium angulis polarisationis. Berolini 15830.
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X X . . 3 .
= 2F (a — m.};}. =7 Legt man jest m alle MWerthe von m = 1 bid' m = n bei unb abdirt bie erbal:

tenen Gileichungen, fo bleibt
Xm*+n) X Al
r v, = 28 [na 2= B[28 =
¥, ¥ E [na 5 9 jﬂ E.[2a f1_|_|1J\]\

Eoll bie Vewegung eine continuirliche werden, und beyeidhnet v bdie Enbgefchwindigkeit, o wird
vi=E2a—X).X=E.(a4+a—X)X =E(a+x)(a—x).
Sepst man nun x = acosd, fo erhilt man v = J/E.asin & u. f. w. %)

F Strehlhie

) & Bohnenberger's Afironomie S. 403,
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