
Auflösung der Aufgabe:
Mus einem in der Gbene eines «Kegelschnitts gegebenen
Mnnkte Normalen an den «Kegelschnitt zn eonstrniren.

Vie eben bezeichnete Aufgabe hat schon Apollonius Pergaeus im fünften Buche seines Werkes über
die Kegelschnitte behandelt. Die von ihm entdeckten merkwürdigen Beziehungen, welchen die Lage des ge¬
gebenen Punktes entsprechen muß, wenn 2 oder 3 oder 4 Normalen an den Kegelschnitt möglich sein sollen,
findet man nicht, so viel mir bekannt ist, in den Werken über analytische Geometrie,*) wo die erwähnte
Aufgabe nur angedeutet wird. Die folgende Auflösung setzt sich zum Ziele, die Ableitung der Resultate des
antiken Geometers durch Rechnung und eine leichte Bestimmung der Punkte, in welchen der Kegelschnitt
von den Normalen erreicht wird.

8 2.
Es laßt sich leicht zeigen, daß die metrischen Relationen, an welche Apollonius die Lage des ge¬

gebenen Punktes knüpft, wenn 3 oder 4 oder 2 Normalen aus demselben an den Kegelschnitt möglich sein
sollen, darauf hinauskommen, ob der gegebene Punkt auf der Evolute des Kegelschnitts liege oder in dem
von der Evolute und den beiden Hauptaren abgeschlossenen Raume oder in dem unbegrenzten Raume, der
sich außerhalb der Evolute zwischen den Aren erstreckt.

Die Bestimmung der Anzahl derNormalen macht Apollonius von folgender Construetion abhangig:**)
Für einen Kegelschnitt mit den Hauptaren 2a und 2l» und dem Abstände des Mittelpunktes vom

Brennpunkte — e, für welchen « den senkrechten Abstand des gegebenen Punktes von der Are 2b, /3 den

senkrechten Abstand dieses Punktes von der Are 2u bezeichnet, nimmt derselbe m ., dann bestimmt er

*) Klügel (Mathem. Wörterb. Th. 3 T. 692) äußert in Bezug auf diese Aufgabe: „Man wird Mühe haben, die Gränz¬
scheidungendes Apollonius durch algebraische Rechnung zu bestimmen."

") Klügel's Wörterbuch Th. 3 S. 6U2.
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zwischen m und 2 zwei mittlere Proportionalen, deren nächste an 2 durch n bezeichnet werden mag. Dann ist

!>' — m. 2' — —^. Bedeutet nun K die zu n gehörige Ordinate für die Hyperbel, so ist 2'. K' — d'. sl,' — 2').

Darauf nimmt Apollonius folgende Proportion:

<3:ll ^^ —-------,--------- :-----^—

woraus folgt /3 —
Ks2'« —e'n)

b'n

Werden nun für K und I» ihre durch 2, b, c und « ausgedrückten Werthe gesetzt, so wird erhalten:

b^3 — ^.2'.«^— e^ für die Hyperbel

b/3 -. (e^—2^.«^)' für die Ellipse.
Wenn der rechts vom Gleichheitszeichen stehende Ausdruck dividirt durch b mit X bezeichnet wird, so zeigt
Apollonius, daß

für <3 ^ X 3 Normalen,
/3 < X 4 Normalen,
/? > X 2 Normalen

möglich sind.
Die so eben aus den geometrischen Bestimmungen des Apollonius abgeleitete Beziehung zwischen

L und «1 wenn /3 — X, drückt nichts anders als die Gleichung der Evolute der Hyperbel und Ellipse aus,
wie sich sogleich ergeben wird.

Bekanntlich ist die Gleichung einer geraden durch 2 gegebene Punkte gehenden Linie

wenn x, ^, die Coordinaten des einen, x„ und ^„ die Coordinaten des andern Punktes sind, bezogen auf
ein rechtwinkliges oder schiefwinkliges Aiensystem. Liegen die beiden Punkte auf einer Ellipse und sind die
Coordinaten auf die Hauptaren bezogen, x, — 2 co8^ ?, — b sin^ x„ — 2 e«8 H'^ x» ^ ^ sm H",
so ist die Gleichung der Sehne

^ — b »in H —-------eotß' —^—- (x — 2 eo8 H),

folglich die Gleichung der Tangente für den Punkt (2 cos H-, I> 8in H-), wenn der zweite Punkt mit diesem
zusammenfallt

^ — K 8ln H -^------ entZ- H sx — 2 «N8 H)

Die Gleichung der Normale für denselben Punkt wird also sein

^ — b 8M H ^^ --.t2N^H(x — 2 cn8 H)

oder -^ t»n^ H . X --- ^ 8lU F. (y
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Die Gleichung einer zweiten Normalefür den Punkt (a cos. H", b »in. H<) ist

? — ^ t»n^ ^. x — ^ 8IU H', (2)

Bezeichnennun « und /s die Coordinaten des Durchschnittspunktesder beiden Normalen, so hat man durch
Verbindung der beiden Gleichungen (1) und (2)

2 cos H . eo8 H^ . co8 l —^— ! >

c«8 (^)

/»^ -
c' 8>n H . 8in H^. 8in l —^- )

s3)

b co8 (^)
Fallen die beiden Normalen zusammen, so hat man für den Mittelpunkt des Krümmungskreises im Punkte
(a co8ö, I>8in H):

« — — co8 H'

<s 8in H'

folglich

— sd ^ — c^. Flll ^
Die beiden letzten ins Quadrat erhobenenGleichungengeben

woraus sich für die Ellipse ergiebt, daß der von Apolloniusbestimmte geometrischeOrt des Punktes mit
der Evolute der Ellipse zusammenfallt.

Für die durch zwei Punkte der Hyperbel s ------> b wi^H), s-----—, b tan^H') gehende Sehne
erhalt man die Gleichung

7-bt^H^-' (^ co8 ^)

und die Coordinaten des Durchschnittspunkteszweier Normalen der Hyperbel werden hiernach

«
» . cos ^ . c»8 H'. co8 l —^— )

/3 — — - . tanx H . tan^ ^'. tanz- i —-^—l

Für den Mittelpunktdes Krümmungskreisesam Punkte 5^«, btanZ»^ ergiebt sich hieraus
1*
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2 co3 F"
und durch Verbindung beider Coordinaten-Ausdrücke

/3^- ^tan^H'

0«)' -(b/3)' ^ «',
wodurch die im Anfange dieses §. ausgesprocheneBehauptung auch für die Hyperbel gerechtfertigtwird.

8 3.
Die Auflösung der Aufgabe über die aus einem gegebenen Punkte an einen Kegelschnittzu con-

struirendenNormalen hangt, wie sich zeigen wird, analytisch betrachtet, von der allgemeinenAuflösungder
Gleichungen des 4ten Grades ab, die wir in diesem §. nach der Eulerschen Methode betrachten wollen.
Um nicht Bekanntes zu wiederholen, setze ich die Bekanntschaft mit dieser Methode nach Cauchy's Aus¬
einandersetzung*)voraus, erlaube mir aber schon zum Voraus die Aufmerksamkeitdes Lesers auf eine Er¬
leichterung bei der Berechnung der Wurzeln hinzulenken,wodurch wohl der Eulerschen Methode der Vorzug
der schnellsten Berechnung der Wurzeln einer beliebigen vollständigen biquadratischenGleichung vor andern
Methoden gegeben sein möchte. Da bei dieser Auflösung der Gleichungen des 4ten Grades die Gleichungen
des 3ten Grades gebraucht werden, so setze ich die Bestimmung der Wurzeln derselben durch die Tafeln der
Kreisfunctionen Hieher, um alles zur Auflösung der biquadratischenGleichungenNöthige beisammenzu haben.

Wenn die vollständigecubische Gleichungx' -j- ax' -j- bx ->- e — 0 gegebenist, so sind die drei Wur-

zeln derselben, wenn p — b —^»', y — ^,^,^ , ^ gesetzt wird, und 8in>v — ^ > (^ ), überdießp

negativ und (3' 4 ist.

Ist z> negativ und l^)

j/^.M(240'^)

x. -2
8ln (120° ^ ^) - 5/ (4)

^ 2

4'

3.

X»

so sind die drei Wurzeln der kubischen Gleichung, wenn man setzt

--l/z,,
cosec ^ tanA >v

«U8ee 2H —75

^P1
^ .co8eo2^^-^/ l.j/p.cot^H —^

eosec 2 H — P^^I. ^? . cotz- 2 H — ^

(5)

') kuur« <! ^n»!)'»« »!z»!!)ri<zue p. 360, 361.



Ist endlich p positiv, so sind die 3 Wurzeln,wenn man setzt cotß- v^ — ^ V -^ , t2NA H — «/ t2!lx ^,

x» ^ -2l/^.c«^2H-^ ^

x. -- 1/^ - «nt3 2H ^- j/^I. ^/p . co8ec 2H — ^ (6)

co8ec2H — ^!

Die Auflösung der vollständigen biquadratischenGleichung x'-j-ax'->-bx'-s-cx->-ä — () hangt
','

«, 4v' —L>,

von der Auflösung der biquadratischenx'--r-??'-f-<I?-^ l "^ 0 ab, wenn x — ? — ^2, wo p ^- l»

q — Za' — 2"j- c, r ^ — ^2' ^ M ^ ^ ^ ^ Setzt man nun ^ ^ u -j- v -^ ^, 4u
4^v' —»2, so laßt sich zeigen, daß «„, «l> und 2, die Wurzeln der cubischen Gleichung

/' ^ 2p»' -^ (p' — 4r)» — ^ ^ 0..........................(7)
sind. Um diese Gleichung bequem durch Hülfe der trigonometrischenTafeln aufzulösen,muß man zuerst z>, y
und r aus den Koeffizientender vollständigenbiquadratischenGleichung berechnen und dann die Gleichung (7)
auf die Form 2'^-PX-j-H — () bringen; man kann aber die Berechnung von p, c> und r ganz ersparen
und ? und H unmittelbar durch die Koeffizienten2, I,, e, 6 ausdrücken. Man findet nämlich

r ^ — ^ -j- ae - 46, *)

<i^ p >(?^' ^)^6(4b- »') -c'

<)^ — ^b'4- ö(8d —32')
3 -c'

Nach der Bestimmung von ? und <j findet man die 3 Wurzeln der Gleichung L' -j- ?L ^j- () — 0
durch die Formeln (4) oder (5) oder (6). Jede dieser Wurzeln um ^p vermindert oder um ^2'— ^b ver¬
mehrt, ergiebt die Wurzeln «„, »„ 2, der kubischen Gleichung (7), woraus dann die Wurzeln x„, x„ x„ x,
der vollständigenbiquadratischenGleichung x' ->- 2x' -j- bx' -s- cx -j- ä — 0 mit Berücksichtigungdes Zeichens
von y durch folgendeAusdrückegefunden werden können:

") Die Richtigkeitdes Ausdrucksfür ? läßt sich leicht nachweisen:Wenn man von der Gleichung des dritten Grades

i^^^Lz-^o — " zu der Gleichung X^PX^tt - 0 übergeht,so ist p —» —^> es ist aber ^ — 2p,

« — p' — ^r, folglich ? - — 4r - ^ — ^'
^l, , ,, l" , H'K b« , .,
^_ ^_ «e - M - - ^ ^- ^ - ^ ^ «e - 4ä.

^ - z(b2 ^^.^^^ ^

^'
Die Bestimmungvon tt wird erleichtert durch die Bemerkung, daß tt — 6 — G ^(p -7- -«-)
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so ist 2x«

2x,

2x2

2x,

Wenn ^ positiv c> negativ
»u positiv und reell, 2, und «2 reell,

^° ^ ^ - p^2 - ^

^^ - ^2, ^ ^'

2 2

.(8)

^/«a — j/21 — ^2 — ^

2xo ^ ^2, ^ 1^, -^ ^2 - ^

2x, "^ 1/llc, — ^2, — ^»2 ^ 2

2 X2 ^- - ^2« -j- ^2. — ?/«2 - ^

2x, - - j^2, - ^2, ^- ^22 -

.(9)

Wenn q positiv, q negativ ^
2c> positiv und reell, 2, und 2z von der Form _^^-Lj/—1 und ^ —L^/^I, so ist, wenn

8 ^.wnx^, ^/ 2« tan^^ ^ L, und 1/2 L oot^^ ^ I. gesetzt wird.

2x« ^^° ^«.^-1 - ^ 2x<, '-^ I/20 > I. — ^ !

2x, -^-X.>^^ -^

2x2 — — I^2o ^- ,1^ — ^

>...('0)
2x. ^ ^ - I. - ^

2X2 - - 1^0 ^ ic.^^ '
2 l

2xg — — ^ — 1^ — i) 2x, --^2« -X.^I^ - " 2j

.(11)

Ist aber 2, und 22 von der Form — ^, -j- L^—1 und — ^, — L^/—1, wahrend 2, positiv
und reell bleibt und li und 1^ die gleiche Bedeutung beibehalten, so ist,

y negativwenn c> positiv

2xo ^^ ^L^^l 2

2x. -^2, - 1.^-1 -^

2xz - — !^° -i" ll

2x, -

2

2

^ - X - ^

(12)

/

2xo - 1^2« ^ X - ^

22x. - ^2, - X

2x2^-^2,^.1.^^1'-^

2x,.-- p^2, -1.^/^1 ^.^

,(13)

8 4.
Die Resultate des vorigen §. verbunden mit der Untersuchung,welche Legendre*) über die Wur¬

zeln der biquadratischenGleichung

') 'li-lul« äez fo»ct!n»8 elli^ti^ue« I'om. l p. 349.



t' ^- 2sp ^.,) t' -z. I(l. - q) . t - 1 ^ 0.....................(14)
angestellthat, geben Alles, was zur Auflösung der uns beschäftigenden Aufgabe vom Standpunkte der ana¬
lytischenGeometrie erforderlichist.

Legend re zeigt an der erwähnten Stelle, daß die Gleichung (14)

wenn qi < p' -i_ 1, 2 ^ü^ und 2 imaginäre,

wenn <^ > p^ -j- 1, 4 reelle Wurzeln
habe.

Denn nach dem vorigen §. ist a — 2sp-j-q),, I, — 0, « — 2(p —q), ä — — 1, folglich, da
I» — ^ 1,2 ->- 2« — 4<l für die Gleichung (14) ? ^ ^4(y2 — ^»2 _ ^ ^o oa für die allgemeine

biquadratische Gleichung (j - ^(p^^.) ^- ä(4b —»") — e^, so wird für die Gleichung (14)

<j — »2 — c- ^ 16py. Hieraus folgt ^ ^ 64p^2 „nd ^V - — 5Y (^-- ?^ 1), und da in
der Gleichung 2' -j- PL -j- y -^ 0

^7 ^ ( ^ ) positiv für 1 reelle und 2 imaginäre,
Y2 <<?>^
^- -j- l «- ) negativ für 4 reelle Wurzeln,

so entspricht in der Gleichung (14)

Falle.

27p2y2 __ ^2__p2^.1)

27p2ll2 — ^2^^.2^1)'

0 dem ersten

0 dem zweiten

Im ersten Falle hat die Gleichung (14) offenbar 2 reelle und 2 imaginäre Wurzeln, wie dies die
Formeln (10), (11), (12), (13) zeigen, im zweiten Falle hat die Gleichung (14), wie aus den Formeln (8)
und (9) hervorgeht, 4 reelle Wurzeln. Denn der dritte Fall, in welchem die Gleichung (7) Eine positive
und 2 ungleichenegative Wurzeln, folglich die Gleichung des 4ten Grades 4 imaginäre Wurzeln hat, kommt
bei der Gleichung (14) nicht in Betracht, die wegen des letzten Gliedes —1 nothwendig2 reelle Wurzeln

haben muß. Wenn -^ -f- ( ^ ) ^^ 0, so sind unter den 4 reellen Wurzeln 2 gleiche vorhanden. Denn

durch diese Bedingung werden in den Formeln (8) und (9) zwei Wurzeln einander gleich, wodurch auch die
Gleichung (14) zwei gleicheWurzeln erhalt.

Die beiden angeführten Bedingungen für das Vorhandensein zweier reeller und zweier imaginärer
Wurzeln oder vier reeller Wurzeln lassen sich jedoch auf einfachere Ausdrückebringen. Setzt man z,2 ^ «3

und y2 -^ ^ ^ wird man für 27pV ^ sq--^^^, ^ > y h^n
I«^z ^ ^ _1_ «' __ 1 > 0 oder («^-1)' — /»' — 3«l>-l-1—/?) > 0.

Aber die beiden ersten Glieder dieser Ungleichungsind das Produkt von /32_^^«_s_i) _^_ f« _^_ 1)2
und s«->-1 — /3), so daß der ganze linke Theil der Ungleichung sich in die Factoren s«-j-I —/3) und
l«^/3«-j-/3^-j-/3 —«-j-1) zerlegen läßt. Dieser zweite Faktor bleibt positiv, es mag der erste Faktor
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s«^-1— /?) positiv oder negativ sein, und deßhalb hangt die Entscheidung über das Zeichen des ganzen
Produkts allein von dem Zeichendes Faktors s«^-1 —/t) ab. Ist dieser Faktor positiv, so hat die Gleichung
(14) 2 reelle und 2 imaginäre Wurzeln, ist derselbe negativ, so hat sie 4 reelle Wurzeln; ist «-j-1 —/3 —0,

so sind unter den 4 reellen Wurzeln 2 gleiche. Da p2—2^ y'-js', so ist «-p', L^«^, und deßhalb

« -j- 1 /3 <- 0 gleichbedeutend mit p^ -j- 1 <^ «^

Es hat also die biquadratischeGleichung
t'^2(p^y)t'^ 2(p-q)t - 1 - 0,

> 2 reelle Wurzeln und 2 imaginäre
wenn i>^ -j- 1 < «^ 4 reelle Wurzeln

— 4 reelle Wurzeln, worunter 2 gleiche.

8 5.
Es macht nun weiter keine Schwierigkeit, die Anzahl der aus einem gegebenen Punkte an einen

Kegelschnitt, z. V. an eine Ellipse, möglichenNormalen zu bestimmen, indem die in 2 (2) entwickelte
Gleichung der Normale mit dem Ergebniß des §. 4 verbunden wird.

Die Gleichung der Normale war an der angezeigtenStelle für einen Punkt (a cn8H, I,8in H)
^b »tan^H.x — c^8inH^)

Soll die Normale durch einen Punkt («^ /3) gehen, so ist l»/3 -^ a«. t»nß-F — e^ ^n H. Aus dieser Glei¬
chung ist H zu entwickeln. Um dasselbe ohne Ungewißheit in Bezug auf den Quadranten zu erhalten, führt

man die trigonometrischeTangente von tan^ ^ ein, und man erhält

2»«.t»NA^ 2c .tanA^

t^;H» ^^^. tang-^

Wird diese Gleichung nach Potenzen von tan^ ^- entwickelt, so erhalt man
2Q« —c ")

rigen §. die Gleichung (14)
> 2 reelle und 2 imaginäre Wurzeln

wenn i>^ ^ 1 < y' 4 reelle Wurzeln
— 4 reelle Wurzeln, darunter 2 gleiche

Vergleichenwir diese Gleichung mit der Gleichung (14), so ist p ^- ^, y:^ ^-, nnd da nach dem vo-

1 ^ 0 (15)

Setzt man für »coz K x und ? anstatt b«!nH, so hat man

»-«)' — b-/3x. Führt man nun für > die Ordinate ? ^f- ^ und für x die Abscisse —^ — x ein, so erhält man

') Geometrische Deutung dieser Gleichung.

xvc

>x ^^ —^.«/?, oder der geometrischeOrt der Fußpunkte der Normalen bei der Ellipse ist eine gleichseitige Hyperbel

deren sich schon Apollonius zur Construction der Stellen bedient, in denen die Ellipse von den Normalen getroffen wird.
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hat, so wird die Gleichung (15)

wenn (2«)^ -j- sbM

2 reelle Wurzeln oder 4 reelle Wurzeln oder 4 reelle Wurzeln worunter 2 gleichehaben, was so viel sagen
will, als im ersten Falle sind 2 Normalen, im zweiten 4, im dritten 3 Normalen an die Curve möglich.

s «.
Die wirklicheBestimmung der Punkte, wo die Normalen die Ellipse treffen, wird leicht erhalten.

Nach §. 4 ist

_ .» 16»«e^

Hieraus berechnetman nach §. 3 die Wurzeln der Gleichung 2 -j- ?2 -s- H — 0 und gelangt durch Ver-
2

mehrung jeder Wurzel derselben um l^—^"") !« den Wurzeln der reducirten Gleichung, durch welche

dann sofort vermittelst der am Schlüsse des §. 3 gegebenenFormeln die verschiedenen Werthe von tanx^H
gefunden werden können. Ein Paar numerischerBeispiele diene zur Erläuterung der angezeigtenAuflösung.

4

I

Es sei « 4» (3-1/3), 5 ^ -° (3-1/3), so ist 3? - -(40^32j/3),

y -^ 32-j- '/1/3. Durch diese Werthe von ? und (Z findet man 2<> - 4,5518889,L, - — 6,3094001,
2

^2 ^^ 1,7575119. Jede dieser Wurzeln um ^ '/^ vermehrt oder um 17,26153656 giebt die 3 Wur¬
zeln der reducirten Gleichung

2<, - 21, 8134255, 2, - 10,9521365, 2- ^ 19,0190485.
Da y negativ, so sind die Formeln (9) in §. 3 anzuwenden,und man erhalt durch Ausziehung der Quadrat¬
wurzel aus den 3 Wurzeln der reducirten Gleichung _________

x« - 8,2478348---- 2^1/3^1/^10^.61/3
x, -- 0.5773503^ ^1/3
X2 -- 0,2679492^-2-1/3

xZ ^ — 0,7837332 ^-2^1/3- ^10 -^61/3

Durch die trigonometrischenTangenten von ^ -^ ^, ^ findet man endlich

^ - 166° 10' 26",23
H, ^^ 60« 0' 0",00
^2 ^-^ 30° 0' 0",00
H, ^ 283° 49' 33",73.

«^
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Die co3!n»8und sinus dieser Winkel mit a und b multiplicirt bestimmendie Punkte auf der Ellipse,
in welchen die Normalen die Curve erreichen.

II
Ein zweites Beispiel sei folgendes: » ^- 1, b

y - ^'. Nun ist 1. 2 ^- 0,30103000
D. E. I. Y ^ 8,97197127

^, « ^- ^2, /3 - 3. Dann ist ? - '^',

W' 0,79151644

I. t^ >v - 0,06451771
>v ^^ 49° 14' 25",05

^ ^ 24° 37' 12",525

I. t^ ^ ^ 9,6611130,4

8870376,8

H ^-- 37° 37' 52",174
2 ^ - 75° 15' 44",348.

Hieraus findet man
2« - — 0,9658373
2. - ^0,48291865 -4- 3,2879695^/^1
^ - -^0,48291865 — 3.28796951/^.

Jede Wurzel um 3,3611111 vermehrt, giebt
2<, - 2,3952728

2, - 3,84402976 ^ 3,2879695. j/^1
22 ^ 3,84402976 - 3,2879695. j/^I

l. ^ - 0,5847868,1
I. « - 0,5169277,5

I. tZ- ^, - 9,9321409.4
^ - 40° 32' 30",596

^ -^ 20° 16' 15",298
1. 2 - 0,30103000
I. « - 0,5169277.5

I. cotA V 0.4325803.7

I. 2« cot^ ^ ^ 1.2505381,2
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s/2N cotx ^ - 0.6252690,6

s/2« e°t^ ^ - 4,2195784

l. »0 — 0,3793551.9
0,1896775,95

2 0,7738335,5

Xo "^ — 0.7738335.5
^.2,1097892
— 0,91666667

^ 0,4192889,8 ^ ^'
X, - — 0,7738335,5

— 2,1097892
— 0,91666667

^ -3,8002894,2 ^ t^^

Aus den Werthen für tanx ^ und wn^ ^ findet man ^ ^ 45° 29' 43",908, H' ^ 209° 29' 5",92.

Um die Nichtigkeit dieser Winkel zu prüfen, sollen hieraus nach §. 2 die Coordinaten des Durch-
scbnittspunttes der beiden Normalen für ^ und H' gesucht werden, welchedann die vorausgesetztenCoordi¬
naten « — ^-2, /3 — ->-3 wiedergeben müssen.

Es ist ^' ^ ^ ^ 127° 29' 24",914, ^-^ -^ 81° 59' 41",006

>G 9,8750612,5 1. (0 0,1760912,5 n

1. co« ^ ^ 9,8456962.4
I. eo8H'^ 9,9397611,6 n

,. cu8 ^' ^ ^ ^ 9,7843508,1 n

D. E. 1. cos ^'l'^ ^ 0,8561602.6

I. « -- 0.3010297,2
« ^ 1,999999

I. 8in ^ ^ 9.8532087,9
I. 8ln^' -- 9,6921275.2 n

I. 8in —^—^ 9,8995233,4

D. E. l. cos ^ „ ^ ^ 0,8561602,6

,. /3 ^ 0,4771211,6
/3 ^ 2,999999

^
/
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PlibagogifcHeMittheilungen.

AHnter dieser Benennung werde ich künftig jedem Programme der Petrischule eine Anzahl von Aufgaben,
Lehrsätzen, Fragen oder wissenschaftlichen Bemerkungen beifügen, die im Unterrichte wirklich vorgekommen sind,
und sich in irgend einer Weise als anregend und fruchtbar bei der Bildung der Jugend gezeigt haben. Durch
ahnliche Mittheilungen von Lehrern an Bürgerschulen würde ich mich zu lebhaftem Danke verpflichtet fühlen.

I Mäche ides ebenen Vierecks. — Das Quadrat der Flache eines ebenen Vierecks ist gleich dem
Quadrate der Flache eines Kreisvierecks mit denselben Seiten, vermindert um das Produkt aller 4 Seiten
in das Quadrat des Cosinus der halben Summe zweier Gegenwinkel des Vierecks.

Der Beweis dieses Satzes wird leicht geführt durch Zerfallung des Vierecks in 2 Dreiecke, auf welche
man den Hauptsatz der ebenen Trigonometrie zwei Mal anwendet, und indem man zu beiden Seiten der
hieraus erhaltenen Gleichung die doppelten Produkte der beiden an die zerfallende Diagonale anstoßenden
Seiten hinzuaddirt. *)

Indem man auf ahnliche Weise das sphärische Viereck behandelt, so erhalt man den Satz:
Das Quadrat der dreifachen Summe der kubischen Inhalte der beiden Tetraeder, welche die Sehne der

sphärischen Diagonale mit den Sehnen zweier Seiten und drei Radien bildet, ist

— «IU<^ ---2).5Mf^—t»).8Ill^—c).8ins^—ll) — 8M ll . 8INU . 8I»e . 8IN»l . CU8l----^— l.«l>8l ----̂ — >)

wenn a, I», c, ä die aufeinander folgenden Seiten des Vierecks, 8 die Summe aller Seiten, L den von a
und I», v den von c und ä eingeschlossenenWinkel bedeutet.

Gewiß giebt es für das spharische Viereck einen Ausdruck von stanZ-zl')^ der den Lerellschen Aus¬
druck der Flache des sphärischen Kreisvierecks als einen besondern Fall enthalt. Bis jetzt habe ich diesen
Satz nicht gefunden.

2. Quadratur öes hyperbolischen Sektors. — Für eine Ellipse mit den Halbaren a und l,
ist bekanntlich der Sektor zwischen der großen Halbare, dem aus dem Mittelpunkte nach einem Punkte sx, x)
gezogenen Radius Vektor und dem elliptischen Bogen

^ ^2b arc sÄn ^ ^)

Da nun j/— 1 . H — 1«,^. scn8 H -^ j/— 1 . 8in H), so ist für eine Ellipse mit den Halbaren

a und b j/— 1 oder eine Hyperbel mit den Halba^en a und li der entsprechende hyperbolische Sektor

*) Die Anwendung des eben mitgetheilten
, lemäischen Lehrsatzes.

Satzes führt auch zu einem leichtenBeweise der sogenanntenUmkehrung des Pro-
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3. Vubatur der dreiseitigen Pyramide. — Wenn man in einem Tetraeder eine beliebige
Kante in n gleiche Theile theilt, und durch die Theilungepunkte parallele Ebenen zu einer an die getheilte
Kante anstoßenden Dreiecksflachedes Tetraeders legt, und aus den Durchschnittspunktender Ebenen und
Kanten Gerade parallel zu der getheilten Kante zieht, so ist der Gesammt- Cubikinhalt aller dreiseitigen

/°1 1 1 >
äußern Prismen (durch Hülfe der Summation der Quadratzahlen) — I'.ll.l^-j-^-^T^), wenn? die

Dreiecksflache und 1> die Höhe des Tetraeders auf diese Flache bedeutet. Die Betrachtung der Grenze dieses
Ausdrucks führt zum cubischen Inhalte der dreiseitigenPyramide.

4. Vubatur des Ellipsoids, Hyperboloids mit V gleichen A^zen. — Die Gleichung
des um die große A« rotirenden Kegelschnittssei ^ — ^ -<- yx^, die Nbscisse x werde in n gleiche Theile
getheilt und durch die Endpunkte der Ordinaten werden Parallelen zur großen A^re gezogen, dann entstehen
durch Umdrehung des KegelschnittsCylinder, deren Gesammt-Cubikinhaltdurch die Summation der Quadrat¬

zahlen und der natürlichen Zahlen gefundenwird — x?r ^ (1 ->--)-!- «zx^ ^ ^- ^ ^ ?^)

Indem man das Ellipsoid mit 3 ungleichenA«n durch Ebenen, die zu zwei Aren parallel gezogen
werden, in gleich weit von einander abstehende elliptischeCylinder zerfallt, kann man durch dasselbe Hülfs¬
mittel ohne die geringsteSchwierigkeit den Gesammt-Cubikinhaltder elliptischenCylinder erhalten. Sind die
Axen d und e, zu welchen die Ebenen parallel gelegt werden, und wird die auf a genommenenAbscisse x
vom Mittelpunkte gezahlt in n gleiche Theile getheilt, so ist der Cubikinhalt der elliptischen Cylinder

— x?rcl, 1 — ^(?^<^^^>) ' woraus der Cubikinhalt des halben Ellipsoids ^abe.?r folgt.

5. Der bekannte Ausdruck für den Radius des Krümmungskreises der Kegelschnittedurch die Normale
stand mir zu isolirt, ich suchte deßhalb einen Ausdruck für den Radius des durch 3 Punkte eines Kegelschnitts
gelegten Kreises, und fand, daß jener Radius gleich ist dem Produkte dreier Normalen auf die 3 Sehnen
des Kegelschnitts, dividirt durch das Quadrat des halben Parameters. Jede dieser Normalen wird auf fol¬
gende Art bestimmt: Aus dem Mittelpunkte wird ein Radius Vektor durch den Mittelpunkt der Kegel-
schnittsschnegelegt, und die oben bezeichnete Normale auf diese Sehne geht von dem Endpunkte des Radius
Vektor auf der Curve bis zum Durchschnitte mit der großen Aie. Fallen die 3 Punkte des Kegelschnitts
zusammen, so verwandeln sich die ursprünglich ungleichenNormalen in 3 gleiche Linien.

6. Wenn ein Punkt sich auf der Peripherie einer Ellipse bewegt, wahrend der anziehende Punkt in einem
Brennpunkte derselbensteht, so ist die anziehende Kraft dem Quadrate der umgekehrtenEntfernung des an¬
ziehendenvon dem angezogenenPunkte proportional.

Dieser bekannteSatz lasst sich ohne Hülfe der höhern Rechnungen beweisen. Die Kraft, mit welcher
v^ ?^

der Punkt vom Centrum der Anziehung sich zu entfernen strebt, ist — ^, wenn v die Geschwindigkeitund

K den Krümmungshalbmesserfür den Ort des bewegten Punktes bezeichnet. Ist? die Kraft, mit. welcher
dieser Punkt in der Richtung des Radius Vektor r angezogenwird, so ist die in die Richtung der Normale n
fallende Kraft ? cos (t, r), wenn t die Senkrechte vom Brennpunkte auf die Tangente bezeichnet. Da nun die
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V"
genannteKraft gerade so groß sein muß, als die Centrifugalkraft ^, so ist !l? — «-. -. Ist die Geschwin-

digkeit im nächstenScheitelpunkte l, die Excentrizität e, so ist 2 (l — e) — vt, folglich ^ — n.3 '

Da aber, wie leicht zu beweisen, - — —, und li — so ist? - (l — e-) 2'
z,4 ' ,- ->- - b'. r-

Bewegt sich der Punkt auf der Peripherie der Ellipse, wahrend der anziehendePunkt im Mittelpunkte
derselben steht, so ist I' der Entfernung direkt proportional.

Denn sei der Radius Vektor r, so ist ? N -, wenn t die Senkrechte vom Mittelpunkte auf die

Tangente bedeutet. Ist die Geschwindigkeit im Scheitel 1, so hat man v

^, folglich ?^^.r

t ^
»d

M'-^
1)4«'

?. Ein weites und interessantesGebiet zur Untersuchung der Eigenschaften der Ellipse bietet die Be¬
trachtung dieser Curve als der orthographischenProjektion dcs Kreises dar, wenn beide Ebenen in der Rich¬
tung der großen Äre einander schneidendangenommen werden. Durch die einfachsten Hülfsmittel, als da
sind, die Projektionen paralleler Linien im Raume auf dieselbe Ebene sind parallel, der Cosinus des Nei¬

gungswinkels einer begrenztenFigur in der Kreisebene mit der Projektion ist -^ — u. s. w., gelangt man

ohne die geringsteMühe zu den Eigenschaftender Tangenten, der konjugirtenDurchmesser,der umschriebenen
Parallelogramme u. s. w.

8. Die Auflösung der 6 Hauptfalle der sphärischen Trigonometrie durck geometrische Consiruction in der
Ebene laßt sich auf sehr einfache Weise erhalten, indem man in der körperlichendreiseitigenEcke, deren
Kanten 8^, 8N, 80 in derselbenFolge die Winkel c, b und » einschließen,IlO und .40 rechtwinkligauf
80 nimmt. Das Dreieck .480, in welchem3 Seiten bekannt sind, wenn », b und c gegeben werden, giebt
den Neigungswinkel .40L oder den spharischen Winkel zwischen 2 und b. Durch dasselbe Dreieck findet
man die dritte sphärische Seite aus den beiden andern Seiten und dem von diesen eingeschlossenenWinkel.
Ist gegeben c, a und der c gegenüber liegende Winkel, so fällt man von .4 eine Senkrechte.41) auf IlO und
eine Senkrechtevon ^l) auf 8L, so liegen die Punkte 8, L, v, 0 auf der Peripherie eines Kreises, so daß
die Lage des Punktes l! durch den Durchschnitt dieses Kreises und des mit dem Radius 8L beschriebenen
Kreises gefundenwerden kann u. f. w.

9. Die graphischeDarstellung der Funktionen scheint mir ein zweckmäßiges Hülfsmittel für den Unter¬
richt, um eine recht bewußte Auffassungder Eigenschaftenderselben möglich zu machen. Zu dem Ende habe
ich mir eine ansehnliche Menge solcher Darstellungen gezeichnet, wie die Linien der Sinus, der Cosinus, der
Tangenten, der natürlichen und BriggischenLogarithmen, der Logarithmender Kreisfunktionenu. f. w. Selbst
einfacheFunktionen, wie ? — x, ^ — x^, ^ — x', ^ — x* bieten, wenn sie für dieselbe Veränderliche
auf dasselbe Blatt gezeichnet werden, manche Eigenschaften dar, deren sich wenigstens der Schüler in dem
Augenblicke,da ihm diese Funktionen genannt werden, nicht bewußt wird, z. B. daß sich alle diese Curven
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in 2 Punkten begegnen, daß sie je nach dem höhern Grade bis zum Punkte immer naher an die
7^ 1

Abscissena« und an die Ordinate 1 treten u. s. w.

Iv Veranschaulichende Darstellung der Primzahlen. — Ein großes gleichseitiges Dreieck
wird in 10000 kongruente gleichseitige Dreiecke zertheilt und in jedes Dreiecksfeld eine der natürlichen Zah¬
len so geschrieben, daß die Zahl 1 in die Spitze, 2 an den Anfang der zweiten Horizontalreihe, 4 an das
Ende derselben, 5 an den Anfang der dritten Horizontalreihe, 9 an das Ende derselben kommt, wie denn
überhaupt der ganze rechte Saum des Dreiecks von den Quadraten der natürlichen Zahlen eingenommen,
in jeder Horizontalreihe aber von der linken nach der rechten Hand gezahlt wird. Giebt man nun den
Feldern der Primzahlen eine andere Farbe, so gewahrt man bei geringer Aufmerksamkeit, daß im Allgemeinen
die Primzahlen in gewissen parallelen fast gleichweit von einander entfernten Richtungen dichter beisammen
liegen, als in andern Richtungen. Die Zahlen von der Form 41 -j- n(n — 1 ) stellen einen Stab mit ge¬
schlossenemsechseckigem Sterne dar, dem einzigen, der unter den 10000 Dreiecken vorkommt.

11. Einfache Bestimmung des Brechungsverhaltnisses in einem dreiseitigen Prisma durch den Neigungs¬
winkel ^ zweier Seiten-Ebenen des Prismas und durch die Winkel, welche der einfallende und der austre¬
tende Strahl an jeder Stelle mit dem Einfallslothe bilden.

Der Strahl treffe in ^ das Prisma, und bilde mit dem Einfallslothe den Winkel 2, der gebrochene
Strahl trete in N aus dem Prisma und bilde mit dem Einfallslothe daselbst den Winkel b, die beiden Lothe,
welche die Winkel « und <3 im Innern des Prismas mit dem Strahle .4Ü einschließen, schneiden sich in O,
so hat man in dem Dreiecke ^LO

folglich 1 — sin L2 ^ zin «2-^2 »In « sin /3 cn8 ^ —
8inb2

"^
8M »2

N'8iN<//2 n'-8M ^/
28M 2 . 8inb . c»8 <//

n- 8IN !//"

und n 8M ^/ — ^/8in»2^_ 8in l)2-^28M 2 . 8IN b cn8 ^/")

12. Die Oszillationsgesckwindigkeit V eines geradlinig bewegten Aethertheilchens und sein Abstand vom
Ruhepunkte laßt sich unter der Voraussetzung, daß die auf das Theilchen wirkende Kraft der Elastizität der
Entfernung vom Ruhepunkte proportional sei, durch einfache Hülfsmittel finden.

Ist in der Entfernung 1 die Kraft der Elasticität — L, die Entfernung vom Ruhepunkte — x, die
größte Ausweichung vom Ruhepunkte, um welche das Theilchen beim Anfange der Bewegung entfernt ist — 2,
2 — x — X, und wird X in n gleiche Theile getheilt, so ist die Kraft ?, welche das Aethcrtheilchen an

X X
der Stelle s2 —m-) anregt, — L.sa —m-).^ n^ ^ n^ Wird nun angenommen, daß in jedem Raume - eine

gleichförmig beschleunigte Bewegung stattfinde, die erst im nächsten Raume - dem Abstände vom Ruhepunkte

proportional sich ändert, aber in einem solchen Raume constant bleibt, so ist v„ . v„ — v,l»>-i)

") Siehe 8eel»eoli'«: Odzelvnlwne« <Ie rnrporum lucem »impliciter rellinzentium nnzuli« polllrizatiuni». Lernlini 1830.
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X X
— 2N (2 — m. -) . -. Legt man jetzt m alle Werthevon m — 1 bis' m — n bei und addirt die erhal¬

tenen Gleichungen,so bleibt

v„.v„ ^ 2^lna- ^^I^^ - ^ l).s2»-s14.-)X1Xl n 2 ^ n ^ n^ ^

Soll die Bewegung eine continuirlichewerden, und bezeichnet v die Endgeschwindigkeit,so wird
v- ^ 6 (2a — X) . X ^ N . <> -^ » — X) X ^ N (» ^ x) (a — x).

Setzt man nun x — acosH, so erhalt man ^ — s/^.2 8inH u. s. w.*)

F. StrchlKt.

») S. Bohnenberger's Astronomie S. 403.
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