
Einiges über die durch den Durchschnittspunkt der
drei Höhen eines Dreiecks beschriebene Curve.

^Dst in dem Dreieck ^6/? die Summe zweier Seiten ^F'-s-ö^'—F und
die Grundlienie ^4F —2« unveränderlich gegeben, so beschreibt bekanntlich

der Durchschnittspunkt dieser Seiten eine Ellipse, deren halbe große Are

— —------------—« sein soll, die Endpunkte der Grundlinie des Dreiecks sind

die Brennpunkte und die Grundlinie selbst die Erccncricität. Nimmt man den

Anfangspunkt der Adscissen für die Ellipse im Mittelpunkt der großen Are und
nennt die Ordinannte W—s, die Adscisse aber 2?, so ist die Ordinaten«

gleichung der Ellipse

1.2^-'
^

(«'—Ä-2).

Während nach den angenommenen Bedingungen der Punkt/?eine Ellipse be«

schreibt, durchläuft /> der Durchschnittspunkt der drei Höhen des gegebenen
Dreiecks eine Curve, für welche die allgemeine Gleichung entwickelt werden soll,

um dadurch die Eigenschaften dieser Curve feststellen zu können. Nimmt man

auch hier, wie bei der Ellipse, übereinstimmend den Anfangspunkt der Abscissen
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in t? dem Halbirungspunkte der Grundlinie ^H des Dreiecks ^SL, setzt die
Abscisse 60 —n, die Ordinate tl/' —«, und den Winkel L.4F—7, so ist

2. t»nA. 7-^
<?-s-H

Um aber die Ordinate» und Abscissen der zu untersuchenden Curve ein»
zuführen, betrachte man das Dreieck t)/'F, darin ist

3. tl>u^. o/'F —^—?,

aber wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke O/'F und ^lFF ist der Winkel
O/'F—7, folglich ist

4. t»NA. O/'F^ t»uA. 7^n

Gleichung 2 und 4 verbunden ist
e — a? «

0 —2^

Bestimmt man aus dieser Gleichung «/> so ergiebt sich
a^

6. «,—-

Es fällt aber die Ordinate der zu bestimmenden Curve mit der Ordi«
nate der Ellipse wegen des gemeinschaftlichen Durchschnittspunktesder Dreiecks¬
höhen in dieselbe grade Linie. Substituirt man nun den für die Ordinate 2
aufgestellten Werth, so ergiebt sich für die zubestimmende Curve folgende allge¬
meine Ordinatengleichung:

<?2 -----g.27. !/^.
^ / («2 —e-) («2 __^2) oder

<»2



- 3 -

8. z,--

folglich

9. 3^^
(e-—-r2)2 «2

l-2) (a2__g?2)

Aus dieser Gleichung ergiebt sich wegen der beiden gleichen, aber ent.

gegengesctzten Werthe für die Ordinate «,, daß der Durchschnittspunkt der Drei¬
eckshöhen eine Curve mit gleicher Lage zu beiden Seiten der Abscissenare be»

schreibt; denn setzt man n —-j-o, so wird für beide Werthe die Ordinate Null;

es schneidet also die Curve die Grundlinie in ihrem Anfangs- und Endpunkte.
Bringt man die Gleichung für «/ auf die Form ohne Bruch, so ist

10. «4 «,2 ----«2 52^2 ---- «2^2 2,2 ^e2g»2^2— .^2 0«----2«2 «2^2 ^. «2 2?4.

Der Durchschnittspunkt der Dreieckshöhen beschreibt also eine Curve
der vierten Ordnung.

Jede Curve des zweiten oder höheren Grades aber wird entweder in

einen endlichen Raum eingeschlossenoder hat unendliche Aeste. Dies zu ersah»

ren, betrachte man in der gefundenen Gleichung nur die Glieder, in denen die

Summen der Exponenten der Variablen gleich sind, setze die so erhaltene Glei«

chung — tt und suche diese algebraische Summe in ihre Faktoren zu zerlegen,
um darnach den von der Curve eigenommcncn Raum zu bestimmen.

Aus ll). ergiebt sich nach Uebergehung aller jener Glieder, in denen die
Summen der Exponcnte der Variablen —2 ist,

11. e^H.2^2 — «,2352^2—^2^—y,

woraus' sich die Faktoren

-r.a? l^b-s-an) («/b—an), ergebe», wenn so-—a2)---b2 gesetzt wird.—

Eine wichtigere Betrachtung bei Curven höherer Ordnung bietet die



Tangente, welche gleich ist dem Differenzialquotienten der Ordinate und Abscisse
oder wenn man den Winkel, welchen die Tangente mit der Abscissenaxe bildet,

gleich? setzt,

12. t»ntz. ?> —
t/a?

Setzt man, um für die Tangente für einen in der Curve angenomme«

nen Punkt einen reellen Werth zu finden, die Gleichung 10 gleich Null und die

konstante Größe a- —o-^K^ ^mehrt zugleich die Veränderlichen um ihr

Differenzial und bestimmt die trigonometrische Tangente, so ist

Werden nun die einzelnen Theile in die entsprechenden Reihen aufgelöst,
so erhält man:

14. «2K2 ^_s_<h,)2 — g-b^I _j_ 2«2b2«,lii,^-a2b2^2.

!5. —b2(«, ^. ch,,)2 sH ^- tiÄ))2 — ^_ K2^2^,2 ^ 2ba!'?,ch — b^'t/z,'

— 2b"«,^tia! —4b^^ch —2ü^</^" — b"«,"^' — 2ü"z, e/^'
— b'ti-r'^'.

16. 2a^"(cr-!-t/!r)' —2a^^°-l-4a^^^-i-2a«e^^.

Weil aber die Glieder der Gleichung- 1l) gleich Null gesetzt sind, so erhält
man durch Summirung vorstehenderGleichungen:

18. 2«'b"«,ch-j-^b^^ — 2b'^«,ch —b^'ch' — 2b'«,«a?<ii
— 4 b'a^Hr^ — 2b'^^ch« ^52^2^2 ^ U^chHr' — ü^Hr^^'

-7s- 4a'e'^Hr -j-2a2o«Hr« — 4<i^Hr — Sa««^^, „ 4a«lr'<ia? — a'ti»* -- 0
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Betrachtet man in vorstehender Gleichung nur diejcnigm Glieder, welche

mit einem Differenzial in der ersten Potenz verbunden sind und setzt, weil das

Differenzial der ersten Ordnung die Summe aller folgenden Differenziale der

höheren Ordnungen an Größe übertrifft, letztere —0, ohne bedeutenden Fehler,
so ist

19. 2«'b^ci«, —2b^H^ti«, — 2b'«,'a?<iH

Da t»nF ?, wie oben gesagt wurde ———, so ist

20.

-«-

2a2h2^ 25-^2^ 2b'^'^«s^
cia:

folglich ein Werth für die trigonomctische Tangente

^0

2l ch
t»N^.«l

2b2«,2^^^<z2 o'^-^-äa^cl?'

^ (2a"ü2 — 2b2ii?2) «,

Da aber die Ordinate «,, wenn man ^^n-j-« setzt, nothwendig Null

werden muß, so ergiebt sich für die trigonometrische Tangente in dem Null
punkt der Ordinate

25. t»n". <? -^ U 2^0

ein unbestimmter oder viel mehr kein Werth.

Setzt man aber die Abscisse —0, so findet man für den Anfangspunkt
der Coordinaten

^ 2«'i,2«,
2



Um jedoch für die Tangente dieser Curve im Nullpunkt der Ordinate

einen bestimmten reellen Werth zu erhalten, so muß man, da das erste Diffe-

renzial keinen Werth giebt, die Glieder der Gleichung, welche das Differenzial
in der zweiten Potenz oder mit zwei Dimensionen enthalten, betrachten, wor¬

aus sich ergiebt

23., a-b-th,-— b-X-ch-_4h2 2.^H,

----b2«,2Hx2 -j- 2a2o2tlÄ?2 —6«2H2ti2?2 — y.

Setzt man auch in dieser Gleichung n — -j- o, so wird die Ordinate

Null und man erhält für die trigonometrische Tangente im Nullpunkt der Or¬

dinate folgenden reellen Werth:

ck,2 4<z2 «2
24

und weil b' —»2

Hr2 t»UA. 2<f>

o-, so ist

t»Nß. ? —^

l>2— o2)i>2

2ao
e^

Es fragt sich nun, ob für jede Größe von a und e die trigonometrische

Tangente diesen reellen Werth habe; es mag a—o, «)o und a^o sein.

In vorstehender Untersuchung ist a)o unbedingt nothwendig, weil ein

Dreieck unterstellt und die Summe zweier Dreiecksseiten größer ist als die dritte;

ferner ist^l gleich gesetzt der halben großen Are der durch den Durchschnitts¬

punkt ^ der Schenkel des Dreiecks beschriebenen Ellipse, mithin 2a —F, folg¬

lich 2«)2o oder a)o. Die andern beiden Annahmen a —o oder gar a^e
sind unmöglich, weil aus Linien solcher Beschaffenheit kein Dreieck gezeichnet,

mithin keine der beiden hier erwähnten Curven beschrieben werden kann. Die

trigonometrische Tangente kann also keinen andern als den entwickelten Werth
haben und wegen



t»NA. 7 —
2ae

a'

durchschneiden sich in ^4 und S, den Endpunkten des unterstellten Dreiecks, zwei

Aeste der Curve unter dem Neigungswinkel? gegen die Abscissenare. Die Curve
hat also zwei Knoten und vier unendliche Aeste.

Was endlich die Asymptoten betrifft, welche oben erwähnt wurden, so

hat die Untersuchung gezeigt, daß die Ordinate z, in dem Punkte, in welchem

die Abscisse co —-j-e wird, verschwindet. Läßt man aber die Abscisse n über

diesen Punkt hinaus noch zunehmen, so findet sich für die Ordinate ^ noch
immer ein bestimmter Werth. Setzt man aber endlich 5 —-j-a, so wird die

Ordinate «, unendlich, nähert sich dem anschmiegenden Aste der Curve, ohne je in

einem Punkte mit derselben zusammen zu treffen; sie bildet also die Asymptoten.

Denn setzt man in die Ordinatengleichung für cr den Werth a, so ist

«,---
(«2— N-) «2

(«2—.«2)^2__«l)

(«2—«2) <z2
u ^20.

Es bewegen sich demnach die vier Curvenäste zwischen den beiden

Senkrechten, welche in den Endpunkten der großen Are derjenigen Ellipse errich¬
tet sind, welche durch die unveränderliche Summe der beiden Seiten des unter¬

stellten Dreiecks beschrieben wird.

Bei vorstehender Untersuchung war meine Absicht vorzüglich darauf ge»

richtet, den in der höheren Analysis weniger bewanderten Schülern einen Fin»

gerzeig zu geben, algebraische Formen und Ausdrücke auf geometrische Con»

struktwnen anzuwenden. Deshalb habe ich Differenzial« und Integralformen
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gänzlich vermieden und das Differenzial nur da eingeführt, wo ohne dasselbe
die Durchführung der vorstehenden Untersuchung unmöglich wurde. Aus diesem
Gesichtspunkt möge man die Arbeit ansehen und beurtheilen, welche, wie jeder
der Wissenschaft Kundige leicht zugestehen wird, unter solchen Bedingungen in
mancher Beziehung den Anforderungen der streng wissenschaftlichenEntwickelung
weder vollkommen entsprechen wird noch kann.

3»»tKK»».
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