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Eine einfach unendliche Flichenschar ist bestimmt durch eine Gleichung
zwischen den Koordinaten x, y, z und einem variablen Parameter z. Wir
betrachten zwei zu beliebigen Werten = und 7z Az gehorende benachbarte
Flichen der Schar und ziehen in den Punkten der ersteren die Flichen-
normalen. Werden die Schnittpunkte und Schnittkurven der Flichen wvon
der Betrachtung ausgeschlossen, so wird auf jeder Normale von den beiden
Flichen eine Strecke P P! ausgeschnitten, und diese Strecken konnen Maximal-
und Minimalwerte annehmen.

Sind nun bei verschwindendem /\ z die Flichen z = const. und
7+ A v=const, unendlich nahe benachbart, so ndhern sich auch die Punkte
der Fliche v=const, fiir welche P P! ein Maximum oder Minimum ist, einer
bestimmten Grenzlage. Die Gesamtheit dieser Grenzlagen auf allen Einzel-
flichen der Schar wollen wir das Striktionssystem der Flichenschar nennen.

Das Striktionssystem kann Striktionsflichen oder Striktionskurven oder
beide zugleich enthalten.

Der Ort der Punkte, fiir welche die Strecke P P! ein Maximum wird,
heiBt Stauungslinie bezw. Stauungsfliche der Schar, wihrend der Ort der
Punkte, fiir welche die Strecke P P! zu einem Minimum wird, Einschniirungs-
linie bezw. Einschniirungsfliche genannt wird. )

Die Bedingungen fiir das Auftreten solcher Striktionslinien und -flichen
sollen untersucht werden. Es ergeben sich verschiedene Methoden, je nach-
dem die Flichenschar durch eine endliche Gleichung von der Form

Eixty, z ) —0
oder durch drei endliche Parametergleichungen
x=f( @i y=L @m0, z2=F @)
oder durch eine Differentialgleichung gegeben ist.

I. Kapitel.

Bestimmung des Striktionssystems einer durch eine Gleichung von der Form

F(Jyz19)=0

gegebenen Flichenschar,
Betrachten wir eine beliebige Fliche der Schar

(1) F (XJ Y 2z, 1) = 0
indem wir 7 einen bestimmten Wert beilegen, und errichten wir alsdann in
einem Punkte P (x, y, z) der Fliche die Normale, welche mit den Koor-

Y) Vergl. auch v. Lilienthal, Differentialgeometrie § 18, S. 96.
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dinatenachsen die Winkel a, g, y bildet,so schneidet dieselbe die benachbarte Fliche
(2) Fxypyazt+479=0
der Schar in einem Punkte, dessen Koordinaten, wenn wir den Abstand des
Schnittpunktes vom FuBpunkt der Normale mit £ bezeichnen, die Werte haben:
E=x-1 h-cos a;
n =y h-cos B;
=2z k:cos y

. (@F\2 , [oF\2 o F)\2
Sefzen wir (-‘—:}-—x—) —|—( . ) v]—( ) = w2

so erhalten wir o o5
(3) E=x-| i_ar’}_F
w dx’
1?=y_l- fie_"F
w dy'’
kE OF
S e e

Die aus den Gleichungen (3) sich fiir &, #, { ergebenden Werte miissen
der Gleichung (2) geniigen. Es ergibt sich
h dF h OF h 6F
(4) F(x—}— el J’+E"ay 7 e T+Ar)-—0
oder, wenn wir nach der Taylor'schen Reihe entwickeln:

() F (0,2 )+(F)§+( iy OB gt 0RO L.

6}’_ w 0z
oder OF
(6) —f—k-w—kﬁtri\rﬁ—-----:o.
L)
Fiir eine unendlich kleine Anderung des Parameters z erhalten wir
¢ F
a1 gr
(7) h= — ————= —+¢.dn,
w

wobei wir unbeschadet der Allgemeinheit dv als positiv voraussetzen koénnen,
Um Striktionslinien oder -flichen zu erhalten, haben wir etwaige Maxima
oder Minima von ¢ zu untersuchen.
¢ ist eine Funktion der Variablen x, y, z, von denen aber infolge der
Gl (1) nur zwei unabhingig sind, wihrend die dritte Variable mit Hilfe der
Gl (1) eliminiert werden kann.
Betrachten wir etwa x und y als unabhingige Variablen, so sind die
Bedindungen fiir das Eintreten eines Maximums oder Minimums:
L s e s i X A
éx  0x ' 9z ox 9x 9oz Ty
®) af. ot ok nE lae

=0

wobei Fx Fj Fz die partiellen Ableitungen von F (x, y, 2, 7) nach x, y, z
bedeuten.

e —————




Wir erhalten die Gleichungen

ot o
AT
©) ) ¢ ot
B - ie gl iy
2 dy V' 6z

Eliminieren wir aus diesen Gleichungen = mit Hilfe von (1), so stellen
sie das Striktionssystem dar. -~ Dies ist jedoch nur der Fall, wenn

o2 A2 2 2
(10) °?f‘—(a‘);o

ax gy~ \oxoy
~ Et .
ist, und zwar wird £ ein Maximum, wenn — 'x"'< 0,
? X
; i 0 =
ein Minimum, wenn aixi — 0 ist.

Einfacher gestaltet sich die Rechnung, wenn sich ‘ausder Gleic!mng (1N
die Verinderlichen x, y, z explizit ausdriicken lassen, oder wenn (1) bereits
in dieser Form gegeben wird.

Haben wir zum Beispiel

(11) Fxnz)=z—fxyn1)=0
so wird Fx= —fx; Fy = —fy; Fz =1; Fx = —f;
Wi — s fet it
(12) k:—{—%.dr:t-dz.

Hier ist # nur noch eine Funktion von x und y, und die Maxima und
Minima konnen darum leichier berechnet werden.

Um dabei sicher zu sein, alle Teile des Striktionssystems zu -erhalten,
ist es notwendig, jede der Verdnderlichen durch die beiden anderen und den
Parameter 7 explizit auszudriicken und dann die Rechnung durchzufithren.
Denn bei den Differentiationen nach x und y in den Gleichungen (8) ist

"

fa | ~
vorauszusetzen, daB weder & noch %% unendlich werde, oder dafB ok, nicht
0x oy 0z

gleich Null wird. Es konnte aber gerade der Ort der Punkte, fiir die ﬂ;
o

verschwindet, d. h. eine in der xy-Ebene gelegene Kurve oder diese Ebene
selbst ein Teil des Striktionssystems sein.

Bilden wir also die Gleichungen

(13} x:fi (J"p 2y T);y:f! (xl Z, T); z:,fﬂ (le: T)--
so haben wir die Maxima und Minima der drei GroBen
6 /; ot 0 fs
0T ot ot
14 = e e
( } Ifl _I_ “’1 ] t? _l_ wg ] fs —|- W3




zu untersuchen. Dabei ist

=i
|"“"‘I. + (ay) I— 6 z

1= g niny(OTaNE S (008

(15) vi=1+4 (25) (52)

o= g 4 (O5) 4 (95)?

M F(&X) +(r’»‘y)

Besteht eine der Gleichungen (8) identisch, ist also etwa
RS
(515 3
so ist £ unabhingig von x und die Gleichung

(16) t=g ()

stellt in diesem Falle, wenn wir £ X, y als neue Koordinaten betrachten, eine
gerade Cylinderfliche dar, deren Erzeugende der x-Achse parallel sind.
Eigentliche isolierte Maxima und Minima sind hier nicht vorhanden. Die
Maximal- und Minimalwerte von £ — g (y) stellen Ebenen parallel der x-Achse
dar, welche die Cylinderfiche ¢— @ (y) in Geraden berithren. Jedes der
vorhandenen Maxima und Minima wird daher an unendlich vielen Stellen
jeder Flache der gegebenen Schar eintreten. Wir erhalten alsdann eine ein-
fach unendliche Schar von Raumkurven als Striktionslinien. Sie erfiillen eine
doppelt gekriimmte Fliche, die Striktionsfliche der gegebenen Schar.

In besonderen Fillen kann die Schar der Striktionslinien aus geraden
Linien bestehen. Liegen dieselben alle in derselben Ebene, so erhalten wir
eine Striktionsebene.

Die Striktionsfliche ergibt sich fiir den Fall, daB

0t _
U" x' i
ist, durch Elimination von r aus den Gleichungen:
17 Edx g %e—0und 2" —a

0y
Enthélt jedoch die zweite Gleichung = micht mehr, so stellt sie selbst
schon die Striktionsfliche dar.

Analoge Resultate werden wir erhalten fiir

ay
Ist aber gleichzeitig:
ot 0t
T == 0’
7 0 und 7y

so sind auch simtliche hoheren Ableitungen gleich Null und wir erhalten
kein Maximum oder Minimum. Die gegebene Schar besteht alsdann aus
Parallelflichen. ;

Es ist noch ein besonderer Fall zu erwihnen, fiir den man im All-
gemeinen auch eine Striktionsfliche erhilt.

B
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A, e

Ist namlich

(18)

dax? gy? ox dy

02t o2t DR s . : 2 :
ohne da ——, ——, ———— simtlich gleich Null sind, so besitzt die durch
¢X* oy ox gy
die Gleichung (19) t= ¢ (x, )
dargestellte Fliche im Allgemeinen kein eigentliches Maximum oder Minimum.
Besteht ndmlich fiir einen Punkt der Fliche (19), fiir den die Bedingungen
(8) erfiillt sind, die Beziehung (18), so zerfillt die Indikatrix des Punktes in
zwei parallele Geraden und es gibt noch unendlich viele andere Punkte,
welche eine ebene Kurve erfiillen, fiir welche dasselbe Maximum oder Mini-
mum von £ eintritt.
Diese allgemeinen Darlegungen mégen an einigen Beispielen er-
lautert werden.
Beispiel 1. Eine Schar von Kugeln sei gegeben durch die Gleichung
(20) x—2 2422 —22p p2—0.
Hieraus erhalten wir
z2=12wp—p*— x—1t—y2 = 1(x,p,7)
AR e

0T

o2t §2f ( o2t )2

0t

Da f\ L von X unabhéngig ist, so kann es nicht Null werden. Wir finden
L2,

also auf diesem Wege kein Maximum oder Minimum und bilden daher
(21) x:ri‘]fﬁrp—p'-’—ﬁ—z?_:ri]/ﬁ
Wiahlen wir das positive Vorzeichen, so erhalten wir die Halbkugeln
auf der positiven Seite der jedesmaligen Ebene x —+v. Dann ist

e
(22) f:_}. _p_‘l—]{ R
)2 Tp— p2
wo & das Vorzeichen der Wurzel }Y27p — p? bezeichnet.
f:-'t- und < L werden gleichzeitig Null fiir
oy oz
(23) y=0rz=—0.
Diese Gleichungen stellen eine Striktionslinie dar, weil, wie die Rech-
nung zeigt 0%t 0% dit \® :
oy? 9z% (a_yé‘z) s el

Es sind zwei Fille zu unterscheiden:
1) Ist = = p, so wird fiir e=-41und y —=z—=—0:
o0t {
oy <= 0;¢=—10;
fir e=—1 und y—=2z=0:

o2t
5y = 0 £< 0
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Die x-Achse ist eine Stauungslinie der Schar, da £ ein Maximum wird.
Die Schar hat in diesem Falle als Umhiillungsfliche das Rotationsparaboloid
: , P2 2px —0;
2) Ist p —>1 “;»';-, so wird
0%t

. oy
fiir ¢ = — L Ej--—{}'o;f{ll
. oy ;

Wihlen wir in Gl. (21) das negative Vorzeichen, so wird ebenfalls die
x-Achse Striktionslinie und zwar eine Stauungslinie.

Das Striktionssystem besteht also aus der x-Achse als doppelter Stau-
ungslinie. Die Unterscheidung des Vorzeichens e ist ohne wesentliche Be-
deutung, da, wenn £ negativ ist, die Maximalwerte von # als Minima von /¢
und die Minima von £ als Maxima von /{/ betrachtet werden miissen.

Beispiel 2. Lassen wir eine Parabelschar mit der Gleichung
2p(z —17) — (x —a)’.
um die z-Achse rotieren, so entsteht eine Schar: von Rofationsflichen mit
der Gleichung

. (24) : 2p @— 1) = (I +y? —a)
oder —
ot g (ST )t
(25) — S + =
Es wird =
i R S
iite—a IR
or = pxXGa) ot BRpyC—a)
gx r /R® AT r VR
at at g

Fat

— und oy werden gleichzeitig Null fiir
(26) r — a oder x? - y* — a%
. *Wie die Rechnung zeigt, wird

02t o0t ( o2t )ﬁ‘
S . 1 ¥ —_'_‘) =y —""__‘_ == 0
ax: ay?

fiir r =a.
Da fiir r = a jedenfalls
P —a>p
ist, mithin der Nenner von £ fiir » — a seinen Kkleinsten Wert hat, so ist £
fiir diesen Wert ein Maximum. Der Rotationscylinder
Xis A —as
ist eine Stauungsfliche der Schar (24).
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Beispiel 3. Eine Schar von Dupin'schen Cycliden sei gegeben durch
die Gleichung

(27) (= +@—9—=0
oder .

(28) z=1+) — (ke Fpp—a)f=r1% R

Wihlen wir das positive Vorzeichen, so ist
(20) ¢z 92, iRt 7
ot 7

0t ot : o 5
~— und -—— werden gleichzeitig Null fiir
ax oy

(30) (r—1t=— (r— 17

Hieraus erhalten wir unter Beriicksichtigung von (28) als Striktions-
fliche einen geraden Kreiskegel mit der Gleichung

(31) 22 =x? |2
SOt

Berechnen wir ——

ot o,
— stets entgegengesetztes Vorzeichen. Die erste Bedingung fiir das Ein-

~

unter Beriicksichtigung von (31), so haben £ und

treten eines Maximums ist also erfiillt.
Da nun 62_1‘_8‘-’1‘__(6‘?1‘_')2 s
dx2 9y ox dy
wird, so miissen wir die durch die Gleichung (29) dargestellte Flache unier-
suchen. Durch Rationalisierung erhalien wir
(32) (@842 x2 4 2% = 47 (x2 4 y?) (1 )
Der Schnitt mit der #x-Ebene ist eine Kurve mit der Gleichung :
(33) @4 2x)?=422x2 (1 4 0>
Dieselbe zerfillt in die beiden Ellipsen:
(34) 222 4 2x2 - 21éx421x=0
24 2x2—216x —21x=0
Beide Ellipsen haben die #Achse zur Tangente im Anfangspunkte.
Die Fliche (32) entsteht durch Rofation einer der Kurven (34) um die
t-Achse. Wir brauchen nur die Maxima und Minima einer der Kurven (34)
zu untersuchen.
Setzen wir in (29) y =0, so sind die Maxima und Minima von
t(y:O) zu bestimmen.

Wie die Rechnung ergibt, kann t(y=0) nur ein Maximum besitzen

und zwar fiir x — r-_l—_w]fi

Alsdann hat auch £ ein Maximum, wenn die Gleichung (31) besteht,
d.h. der durch die Gleichung (31) dargestellte Kegel ist eine Stauungsfliche
der gegebenen Flichenschar.
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II. Kapitel.

Bestimmung des Striktionssystems, wenn die Flichenschar durch drei
Parametergleichungen
Xx=f@viy=FLv7; z2=F @1
dargestellt wird.

Es sei = der verinderliche Parameter, der die einzelnen Flichen der
Schar bestimmt und #, v die krummlinigen Flachenkoordinaten. Jeder Punkt
auf irgend einer Flache der Schar ist bestimmt als Schnittpunkt zweier Kurven
der beiden auf der Fliche gelegenen Kurvenscharen # — const. und v = const.

Setzen wir nun

A__é‘ OZels i 0 2

~ du Qv ov ou'

(1) B_éz 0x dz 0x
T éu Qv v ou'

ax ady ox dy
C:T--_ﬂ_—---..?._'

ou adv ov du

so sind die Kosinus der Normale in einem Punkte (2, v, 7) einer Fliche
der Schar:

— A —A
COSIa — — ‘ _:R;
(2) ]A"}—I-B"—E—C'
il e G
R S i
Alsdann sind die Koordinaten &, #, { des Punktes, in dem die Normale
die benachbarte Fliche der Schar schneidet:

f:x—}—h-cma:_x—hag,

3) w;zy—}-h-cosﬁ——__y—-iz-%,

cos f =

4:=z—|—k-cos}:=z—k-g—,

wobei £ wieder den Abstand bezeichnet wie in Kap. 1.

Es ist nun

X—h-S=f @+ Au v+ Ay, 14+ A7),
y—hpg=h@+An vt Ay, 24 Av);

=f @+ Qg v+ Av, 14+ A7)

W 2>

zZ—h-

A0
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Entwickeln wir nach der Taylor'schen Reihe, so erhalten wir:

s -—-_—fl(u,p'r)—{—f‘ Au +ff1 z:\v-!—ofl s
¢ (¢ 2
‘1"2!(;3 N I A\){)Jr
y—k-g—:fz(u,v,z}—{-o—'&-&u—l-c—fz-&v—ihg%-&r

(4) 1 (of 2
+?(°_-é.g_\ _i_-{ A v _|_cf;. )()+....
s b= @wn)+ B na B ny A
—|—2T(gf’j ei\u-}—('j‘ Av -{—('f‘-&-c)(z)—}—----
oder: A ox
—k'R:é—fi'&ﬂ—{—'é;’"&v—i—E;;‘&Tf—!"""'
B it0y oy oy
(5) —fl—ﬁ—gaﬁu"f,\—&v—i—é—{'é\f—i— """
9! 0 ) )
—J’z--R—:-a-z &u—}-az Au+a—f-z\z+ -----

Multiplizieren wir die erste der Gleichungen (5) mit A, die zweite mit
B, die dritte mit C, so erhalten wir durch Addition aller drei Gleichungen:

— h-R= ( —|—C ——)z_"su
() %
—|—(A ———}—B ”’-;-c ) +( 5= +B Lo )m-y
Da nun aber dx 0z
) A'”_” 2atC 0=
A- X+ ‘-"-g-c zf 0

ist, so bleibt iibrig:
ax oy dz\ . :
®) ——fz-R—(A -——1—8-5-;—|—C-—6:)z.m—{— 3
Es wird daher fiir verschwmdendes AT 4

dz
A. ———{—B —1—C o)

© == dr.
1’A2+B?+cs

Der Ausdruck ox 9y oz
ou' du' odu
ax oy 0z gt Mgy Mgz

10 b S s £ liep
e, A _PB 6I_FC at av' ov' év
ox ay oz
dr’' dr’' 9t

ist die Funktionaldeterminante des gegebenen Gleichungssystems.
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Um das Striktionssystem zu finden, miissen wir die Maxima und Mi-
nima des Ausdrucks
D Rt )

[ R
bestimmen. Hier ist £ eine Funktion der unabhangigen Veranderlichen «# und v,
die Gleichung ¢=F (u, v) stellt also eine Fliche dar. Die Bestimmung der
Maxima und Minima erfolgt wie in Kap. 1.

(11) T=

Beispiel: Eine Schar von konfokalen abgeplatteten Rotationsellipsoiden
sei gegeben durch die Gleichungen:

X— }’fa_ﬂ_-—_z-cos u-sin v = f (&, v,1),

(12) y=]/a2—t-sin u-sinv=Ff (u,v,1),
z =V —1-cos v =f3 (v,7),
wobei a? > ¢? > 7 sei.
Es wird
R=sinv:-Ya?—z - J(e@—7) sin? - (a®—1) cos %;
= s‘__li_ii_ (c2 — 7) sin v -} (@ — 7) cos *n.
2 ]/«::s —T
P P e o e e e e
(13) r:__g:_ V(c®—1) sin®*v—(a®—1) cos?v :
2 Y(@*—1) (c2—1)
¢ ist eine Funktion von v allein, also wird g% = 0.
(14) RN (c2—a? sin v.cos v
ov 2V@—7) (—1) - V(@—7) sin?v =+ (@®—1) cosv.
5
(’Ti wird Null fiir: sin v = 0 und fiir cos v = 0.
C

Fiir sin v—=0 wird x =y = 0.
Fiir cos v=0 wird z = 0.
Die z-Achse ist eine Striktionslinie, die xy-Ebene eine Striktionsebene.

Nun wird fiir sin v =20

0% ¢ (c?—a?) cos? (c2—a? cosv
R G s e — =
2 .I'FR]_ VRE 2 ({I?—- T) }/CE =T
Eiraees oW
2 V(@ —1) (2 —7) 2 Vet —=

jenachdem v = 0 oder v = 180° ist.

a3
Da ¢ und E‘—:: jedenfalls verschiedene Vorzeichen haben, so ist die

z-Achse eine Stauungslinie.

e R T

AT

Ry Y e

] v
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s

R T

— 13

Fiir cos v — 0 wird
dbtee (@*— ¢?) sin

(@2—¢c?) siny

IPT T asnv (=0 P ) 2@ Ya—¢
y oo i Sl v :"':“:..: 0
2 Ja*—=

jenachdem v = 90° oder v = 270° ist.
Die xy-Ebene ist eine Einschniirungsebene.

s 0,

Anmerkung. Die in Kap. 2 angewandte Methode kann auch benufzt
werden, wenn die Flichenschar durch eine Gleichung von der Form

F (x?yJ z!

1).—10

gegeben ist. Betrachten wir namlich x, y, z als Funktionen zweier unab-
hingiger Verinderlichen #, v und des Parameters z, so wird

g
du
oF
oW
9F

8z -

(15)

Hieraus ergibt sich:

e

ax

(16)

-~

oy

Clis

oF

it

Dann wird

o ()

ax

Da nun nach Gleichung (11) £ = — 12

(18) oder t = —

¢F
0z

OF

D o B

Qy
=

= <= |n ==
5

0z _

i a0 xS OF ),
0x dr dy odu
aF_8x {dE @9y
T% on' oy ant
el bl oF
gX o7t oy 0T
—kiToob ey 0.k
D ér \éua av
S (R
D dz \du ov
Al OGO X 20y
D dz \du 4v
OF
(GFY_ 07

0z

D2

R ist, so wird
oF
(ORXT N BENT SN & o 0.
A e et
oF
ot
e e

V(6

oF\?
“y) i

0z

Die weitere Rechnung ist dieselbe wie in Kap. I.
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III. Kapitel.
Bestimmung des Striktionssystems, wenn die Flichenschar
durch eine Differentialgleichung von der Form
(1) & xp2dx—+g (x,0 2) dy+g (x0,2)dz=0
gegeben ist.

Damit eine Flichenschar
Fxnnz1)=fxy 2 +1=0
ein Integralsystem einer Differentialgleichung von der Form (1) sei, miissen
die Gleichungen bestehen:
9 F 3
(2) ié’i:z—:i Ag = S;: j‘é"a:‘;;'

Fiir den integrierenden Faktor 2 bestehen die drei partiellen Differential-

gleichungen

0 4 idyn 0 08,
ax & ay'g‘_’l(ay ax)
al ) A 08, agg) |
Gl el (i 3 | et R —=2, !
3) oy & 0z 8 (E’ 4 ay )
0l Gd s A dg, i
O ""(—ax oz 1
Wir fanden nun in Gleichung (18) des vorigen Kapitels
oF;
dr

f—— A

"TOF)\2 2 7aF\? !

R

Da nun hier Z‘r = 1 wird, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von (2)
! .

e Tt

Betrachten wir z als abhingige Verinderliche, so miissen, wenn wir

(4) = —

setzen, fiir etwa eintretende Maxima oder Minima von ¢ die Gleichungen

bestehen: (Eg_lﬂ ar O@dw) fz 5.
(5) 0x dz éx

6w = o(w) oz _ .

oy g e iR
s 00w 0Gw &,
2 d X AT RS e
o odw _ olm & _p
dy Sl ks ¢ 8 E



% ol 0a & i ( "j_gg 633 083
A____a;(.w s w -+ gy i = £ 0x+gﬂ @_X)
B, Ay 00, %, , )
e ,gs w (gl a "‘l_ gg + gﬁ az '
p

et bok, . £3dd4 o8,
A _i”'g.-; [T (ax a}ggl) + & & Ax T & & oy
S I Ul 08 é)g.;}

|

3 x gl'az__-glg."aé”_glg-!l"_""

Beriicksichtigen wir die dritte der Gleichungen (3), so wird

5 l_gl 2t gl 2_._81 _)a_g‘i___' ;ag _("gﬂ
g, {31 0z T& P +.§.’: 81 oy T & o, T8

g a 20 Cgu d
+g,ga., Lt g o e — g qi‘ T i, glg*ag:*

Ay ') o
A= S {(gz +g32) = '_(8'12 +27% ;g‘; £ gﬂ dg
£y X

a a 1]
+ £ & (‘gl" e Gg%) + 8 & g]

J X

Vi
Da nun —‘1%- — 0 sein soll, so muB die Gleichung bestehen:
o

d X 0z

s wid : o 08 a d g,
(6) (&°+&°) igl — (& 429 ::f: TR, g» o8 +glg"] (lgi = _;3':;)

Ug-a
+ 8 g e =0

Ebenso bilden wir nun

2 6)' g A Cg ago fg
B— O ___.__’_., =t Us1 52 3
(}_}’ %4 0z o tv-{-w(gi ay+gi +g‘i y)
< A & 0, 08 0Zs
;Ea“(éﬁ - -i—ga -i-ggﬁz

yi w2 ol 0 og
B At fo e nit 2 za3
W g ]- 1 (gJ CU-’ & tr\ ) +g1 gd- 6y +g2 g‘% +g

— &5 & a‘%—g;;% &5 5’3 cga

Unter Berucksrchtlgung der zweiten Gleichung (3) wird
A

Bt it g2 208> 2 O£ 2083 s 08y : 2 083
g & +g2 +gs 0z =& oy =055 oy — &} oy

+ &8 q‘% +&8 fgi—kg.; e U

A 0 d
Pis _ﬁ,r._ga (&1°+ &°) %"_(gi +g29) gs — &1 & r:gl + & gw 241

oy

os _ o
+gzgs(ay az)]




Damit -0{3' W) gleich Null wird, muB die KlammergroBe gleich Null
sein, also i o2,
J o
(7) (&*+ &) .o"“ — (& +g2 — & & ag;

‘i“&éﬁs%;‘i‘&gs (g% jé?) = 0.
Die Gleichungen (6) und (7) stellen das Striktionssystem dar.
Sie sind von der Form
@y (%),2) =0 und @, (x,5,2) =0
und stellen zwei doppeltgekriimmte Flichen dar.
Etwas einfacher gestalten sich die Gleichungen (6) und (7), wenn 1 eine
konstante Grofie ist, also die linke Seite der Gleichung (1) das totale Diffe-

rential einer Gleichung F (x,y, z2) = = ist. Dann erhalten wir
08 (74 og: 08, 08 6.&*
62) &' —&t az-—glgza;—i—gxgs(n;j— &g =0

03 » 0% 08, 0g 08 Bgs
e S s ——— | ===
(Ta) g 3y &'y, —&& 7, -jrggq, + .8 i) ir 0.

Um Maxima und Minima von # zu unterschmden, haben wir unter
(Gl S o SR ;
axét 'é?yé, a;?-_l) Zu bl!den.

Haben die Gleichungen (6) und (7) gemeinsame Faktoren, sind sie
etwa von der Form

f{x:.l’; Z) 'f] ()(, Vs Z} =0 und f{xf Vs Z} '.ﬁ! (x: 8 ] Z) = 0:
so stellt die Gleichung f (x, y, 2) = 0 eine Striktionsflache, der Schnitt der
Flichen f, (x, 5, 2) = 0 und f, (x, y, 2) = 0 die Striktionslinien dar.

Beriicksichtigung von (6) und (7)

Wir wollen die Gleichungen (6) und (7) noch etwas umformen, wo-
durch sie auch vereinfacht werden.

Multiplizieren wir die erste der Gleichungen (3) mit — g, g;, die zweite
mit — g, &, so erhalten wir durch Addition:

0 08 )

A8 & - -Ef( 8 & —-‘-I— &1 & TJ;- —ig & Zf
a4 Y 04 04

=—afat s Saaat 5o 0a &

oder A ( _a_.. ot "g 61 __6%
& 8 5 &85 =g* & a7 Sy
& 0 g
+‘I(£’2£’s 6‘y — &5 & é‘y)
Beriicksichtigen wir nun die dritte der Gleichungen (3), so wird:

8 8 9 ) )
& & -qf—ﬂge ng’ ge( oL e g‘)+ 2 8 g’ — & & ai"

o v ——

!
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Die beiden Glieder auf der linken Seite kommen auch in Gleichung
(6) vor. Setzen wir die rechte Seite dafiir in (6) ein, so erhalten wir die
Gleichung :
208 __ 2 08 08 08 9% 98
@) & 0z £ 6x+§1§3 0K 0% + 2.8 oy 18— oy = 0.

Multiplizieren wir die erste Gleichung (3) mit g, g;, die dritte mit g, g;,
so erhalten wir durch Addition:

A8 & —j’:— — A& & —q—x— +ils4 2 —iam Hg
ai Qi Qb b a4
ST g1 8: 8 — 0y &g + oz & ge_a_xglgegss

i, d ol o
oder 1 (8'1 2 é_f:_l o qg1)zglz(g2 _ff_z;'_gs A)

"x

)
-+ 1 (.sn &z — &l ng”’),
oder, wenn wir die zweite Gleichung (3) beriicksichtigen:

0 ) agy '8 3
& g =31 — 2, 8 -"Lg‘ =g, ( = gz)+g A

2

>0

X

oy 0 ax )
08 0g
Setzen wir aus dieser Gleichung fiir g, gy - 3y B B 71 in Gleichung
L7}
(7) die rechte Seite ein, so erhalten wir:
08 ag & 08 08,
O &'y, —&';, tas (ay' )—1—g1gs e N e (U

Die Giewlumgen (8) und (9) stelien nun das Siriktionssystem dar.

Wir kénnen auch ganz allgemein einen Zusammenhang des Striktions-
systems mit den Orthogonaltrajektorien der Flichenschar nachweisen.

Benutzen wir zur Unterscheidung fiir die Orthogonaltrajektorien das
Zeichen ¢ statt ¢, so sind die Gleichungen derselben:

(10) 0z — _g3 ; 6? — &
dx oy &

Wir formen nun die Glemhungen (8) und (9) noch in folgender

Weise um:

08 dgr | & ogr\ i
(2) g‘g”( +g1 ay +g1'3_%') gL

0% | & r'}g? & 08 08 , & 08 | & 0g;'
9 4_1_ CE 0 B ARy (RIS O M B B
( a) g?g‘i( 2 ay E,z 8x ] ?,2 qu ) 0

ﬁa‘] _I_gzof’_q_[_gaf_gg) — 0,

Nun ist aber

o0g 08 08 08y Sz
TR T AR g T
:ﬁgx+og1_g» gg_l.ga_

&1 0z &




Ebenso wird

08 _ 9% 4 & 0& 4 &  Og
OX STOX B OF Siak 07!
0 08, & 08 g 08
1 A S bt Slle ) Sl
il ay oy 6 &5 k10K _i g 0z

08y _ 08 | & o8 | & 08

8y — oy s L OX i OF
Aus (8a), (9a) und (11) erhalten wir:
6gi u og? v
(]2) gl g‘:i 7 a‘_x_ T g] 5 B_X e — D-
ag. dg
13 oy sl B T el s
(13) SYORE e e 0
oder o
: g_ 02z
S s WA T e e B
(128) d x dx? 4
o(.g_s) _
£ 0z
] [ e e e
( 3'1) 6}; (?U_.? 0

Die Gleichungen (12a) und (13a) stellen den Ort der stationiren Punkte
der doppeltunendlichen Schar von Orthogonalirajektorien der gegebenen
Flichenschar dar. Mithin besteht der Satz:

Das Striktionssystem einer Flichenschar ist der Ort der
stationdren Punkte der Orthogonaltrajektorien dieser Flichenschar.

IV. Kapitel.
Anwendung der Theorie auf das Hauptachsenproblem
der Flichen zweiter Ordnung,
Eine Fliche zweiter Ordnung wird allgemein dargestellt durch eine
Gleichung von der Form
@y X220, XY+ 22013 X 242855 y 21y 2°
+2a,,x+2a,, 9+ 2a3, z-}a,, = 0.
Ersetzen wir nun das absolute Glied @,, durch einen variablen Para-
meter 7, so stellt die Gleichung
() Fpzt)=axX*+2a,Xy+ a0’ +203x212a,,y%
+ @+ 2a,x+2a,y+2a,2+4+1=0
eine Schar von Flichen zweiter Ordnung dar, welche dasselbe Centrum und
dieselben Hauptdiametralebenen haben. Denn die zur Bestinmung des Cen-
trums notwendigen Gleichungen, ebenso wie die zur Bestimmung der Haupt-
diametralebenen dienende kubische Gleichung sind von a,, = 7 vollstindig
unabhéngig.
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Um das Striktionssystem dieser Flichenschar zu untersuchen, bilden wir
oF
2) = —- A sl s L

8F\* [aF\* (éF\? /R
V&) + () + ()
Das Striktionssystem wird dann nach Kap. 1, Gleichung (9) dargestellt
durch die beiden Gleichungen:
g a R dt e dF
Badiowon ax ox
Durch cyklische Vertauschung erhalten wir noch die beiden Gleichungs-
paare:

af feelinob

- 0.
oz (a4 é]y

= d E_ .
un ay

(3b) ‘”t c’f A C_f AOE 0 und (‘_t : f_E el E_t. : (fF={]
dy ox ax dy dz 0OX ox o0z
" ~ a1 o | - = =}

(3¢) (:i ; (,f =1L 1;_1‘ . OF = 0 und Ept : E_F = cjf ; of = 0.
dz oy dy 0z gx dy dy ox

Je nachdem wir z, x oder y als von den beiden anderen abhingige
Variable betrachten, wird das Striktionssystem durch die Gleichungspaare
(3a), (3b) oder (3c) dargestelit.

Nun ist

(ns: —2a;x+2a,y+2a;32z+2a, =2
o2

(4) ?—F:2aux+2&”y—|—2aﬂz+2a“:.29,

—=2a,,x+ 20,3y 232} 285, = 2 W

Aus (3a) und (4) erhalten wir:
(5) (g uta,vta,w w— (g uta,vta,woe=0,
(@t ovtay,w) w— (@ gu—tazvtagw) v=>0,
als Gleichungen des Striktionssystems.
Bezeichnet 4 einen Proportionalititsfaktor, so muB nach Gleichung (5) sein
a, uw—+a,v+a,w—>Lu;
(6) Qo+ AoV Ggw=ALv;
gt -+ @y v @y w= 1w
Fiir A ergibt sich dann die kubische Gleichung:

@y — 4 @y, 25
(7) s Uy — A @y =0
L &y3 Qg — 4

Dieses ist aber die bekannte Gleichung dritten Grades, von der das
Hauptachsenproblem der Flichen zweiter Ordnung abhingt.

Werden die drei sich daraus ergebenden simtlich reellen Werte von 1
in die Gleichungen (6) eingesetzt, so stellen diese die Hauptdiametralebenen
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jeder Fliche der Schar (1) dar. Die Schnitte von je zwei Diametralebenen
liefern die Hauptachsen jeder Fliche.

Das Striktionssystem der Schar (1) wird also durch die gemeinsamen
Hauptachsen der Flichenschar dargestellt. FEs bleibt jedoch einer niheren
Untersuchung vorbehalten, ob alle drei Hauptachsen dem Striktionssystem
angehoren.

Fiir die Bestimmung der Hauptdiametralebenen und Hauptachsen einer
Fliche zweiter Ordnung ergibt sich nun folgende allgemeine Regel:

Man ersetze das absolute Glied der Flichengleichung durch
einen variablen Parameter und bestimme das Striktionssystem der
so definierten Flichenschar. Dieses Striktionssystem lieferl die
Hauptdiametralebenen und Hauptachsen der gegebenen Fliche;
1

0F\* (9F\? [4F\2
V.G ) (#5)
Die vollstindigen Ableitungen desselben nach zwei von den
Variablen x, y, z, von denen eine als abhidngig betrachtet werden

mub, liefern die Hauptdiametralebenen und Hauptachsen der ge-
gebenen Fliache.

oder: Man bilde den Ausdruck #=— —

Wir wollen nunmehr untersuchen, welche Achsen einer Fliche zweiter
Ordnung dem Striktionssystem angehéren und welche der beiden Arten von
Striktionslinien dieselben darstellen,

Zunichst betrachten wir die Centralflichen, welche ein bestimmtes end-
liches Centrum besitzen, um dann zu den Paraboloiden tiberzugehen, welche
kein bestimmtes endliches Centrum haben.

A. Die Centralflichen zweiter Ordnung.

Eine Centralfliche zweiter Ordnung wird in der einfachsten Form dar-
gestellt durch die Gleichung
b11%* + byy y? + b3y 2® | by = 0.
Ersetzen wir &, durch den variablen Parameter 7, so erhalten wir eine
Schar von Centralflichen, dargestellt durch die Gleichung

(8) F(X0,27) = b,,x2 4 b,,5° -+ b3 2> + 7 = 0.
Hieraus ergibt sich
dF oF’ ) e B AR
Fx = 5 2b,,x%; Fy —= T 2by, y; Fz = 2y = 2 by, 2; 3= 1;
also I
) =




Wird z als Funktion der unabhdngigen Variablen x und y betrachtet,
so ergeben sich als Bedingungen fiir das Auftreten von Striktionslinien die
Gleichungen:

| 3 F 2 b,
f ot ot c?t___£=b“_x a2 2 b“x L e e
(@)

9x  0x 0z Fz  2JR® 2JR® by z 2VR"
0t ot ot FJr' by,%y 5’3322 by

y :
— (bsy?
0y 0y 0z Fz 2fR®  2JR® by,z z}fﬁa(”

f Werden x und z als unabhingig, y als abhingig betrachtet, so sind die
I entsprechenden Bedingungsgleichungen:

gt 9t ' ét Fz  b,2z b2y 35 2

6z 8z oy Fy 2JR* 2VR® by, 2VR3
ot _at ot E(__b“?x | R g
ox dx dy Fy  2fR® 2fR® b,y 2/R
i Sind endlich y und z unabhingig, x abhidngig, so sind die Bedingungs-
| gleichungen :

—by3045) = 0.

(b55% — by g b35)=0;
(b)

(bll bllbl‘.?)"_o

a8t 8t By byyly  bx by
© 9y 9y 0x Fx 2R’ 2/R® b,,x 2VR'3
i ﬂ_f"tuﬁf.F_z bys’z bﬂz.éﬁz (by 5°
i 9z 6z ox Fx 2JR® 2[R’ b, x 2}’R 8’
Die Gleichungen (a) sind erfiillt fiir x = y = 0; die z-Achse kann
eine Striktionslinie werden.

(baz bllbz.’)_"'o

— b1 b55) = 0.

Alsdann wird flirixe— =10

;I ﬂ?t ( b b ) b]l ( b )'
(":{2 21"R3 ll 1138 __2{;3.3 3 11 33/

oyl ad i g )i

ay" 2]/R3 2 22 Y53 26,,°2° 2s — bsg);

1 ox dy ' ox® 0y \ox dy)  4by,°2° (611 — by5) (b22 — byy)-

Die Gleichungen (b) sind erfilllt fiir x=2z=0, d.h. die y-Achse kann
ebenfalls eine Striktionslinie sein.

o't 9t ot _( o2t )_ byy bas

Nun wird fiir x=z=0

0% ¢ 1 O3
T el
Lot
6"'5 1 b
| s MZ?'T‘ Ly

6'31.‘ 0 (_’"-‘!f tf (eﬂt)_ 6,1 b
¢ C

0z dx
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Die Gleichungen (¢) éndlich sind erfiillt fiir y—z—0; die x-Achse
kann eine Striktionslinie sein.
Fiir y=2z=0 wird

92 ¢
g e '___]'_-T (b»o:! T b]| b.,,,) e i _b‘l_‘.' s {b-)-? _'_b]]};
oy2  2yR® 7 R T Ty

0%t 1 b,

6“2_9 = zl/ﬁ_; {bssz T bllbrlr}) T % {b:m 7R bll};

g
9%t _O_é t o't GETEE bﬂ 5;,
oy oz oy ﬂz-é_((jlnz) T 4b, 5%
Wir konnen nun zur Untersuchung der einzelnen Arten der Central-
flichen {ibergehen.

I. Das dreiachsige Ellipsoid. Sind.die Koeffizienten der Gleichung (8)
samtlich positiv, so stellt dieselbe eine Schar von dreiachsigen Ellipsoiden dar,
und zwar sind die Flichen reell fiir negative Werte von 7. Fiir positive
Werte von 7 erhalten wir imaginire Ellipsoide.

Setzen wir fest, daB b:,-:; = b,, > by, ist, so fillt die groBe Achse
samtlicher Flichen der Schar mit der x-Achse, die mittlere Achse mit der
y-Achse und die kleine Achse mit der z-Achse des Koordinatensystems
zusamumen.

Striktionslinien der Schar konnen sein:

1. die z-Achse (x =y = 0); 2.die y-Achse (x=z=0); 3.diex-Achse (y =z = 0).

Fiir x—=y=0 wird nach den Gleichungen (9) und (10) fiir positives z:
1 0t 0%t o%Er ight 0%f \2
e e i e B
bz g i oy <% axitay (ax ay) =
Die z-Achse ist also eine Striktionslinie der Schar von Ellipsoiden, und

s
zwar, da £ ?:2, 3__}:'3' gleiches Vorzeichen haben, eine Einschniirungslinie.

(b1 L bn} (baf: 2 b! 1}'

Fiir x=zz0 wird nach den Gleichungen (9) und (11) fiir positives y:
0%t 0%t a't "okt ( ot )2

e

<0; < 0.

-2522y< arre s =03 ax?

Die y-Achse ist keine Striktionslinie.
Fir y=z—=0 wird nach den Gleichungen (9) und (12) fiir positives x:

l 0%t 02t ot ( G

_ o ——— L - — & - —_— 0

: 2511K< ! ﬁyﬂ}u 622>0’ oy 0z® _r:'yaz) e

Die x-Achse ist also eine Striktionslinie und zwar, da ¢ das entgegen-
02

; . 81t ¢
gesetzte Vorzeichen hat \we — und 22t eine Stauungslinie.

0z ox? 0z 0%

Unsere Theorie gesiatte{ uns also, die drel Achsen eines Ellipsoids von
einander zu untersclieiden.’

Liegt eine Gleichung zweiten Grades vor, welche ein drei-
achsiges Ellipsoid darstellt, so ersetzt man das absolute Glied
durch einen variablen Parameter und bestimmt die Striktionslinien
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der so definierten Fldchenschar. Das Striktionssystem besteht
aus einer Stauungslinie, welche die groBe Achse liefert und aus
einer Einschniirungslinie, welche die kleine Achse liefert. Die
dritte Achse, welche dem Striktionssystem nicht angehort, ist die
mittlere Achse.

Il. Das verldngerte Rotationsellipsoid. Bestehen unter den Koeffizienten
der Gleichung (8) die Bedingungen &,, = b,, = 6,,, so stellt sie fiir ne-
gative Werte von z eine Schar von verlingerten Rotationsellipsoiden dar.

0L
Die Gleichungen (a) sind erfiillt fiir x=0, da i} = 0 wird.
z

Dann ist nach (9) und (10) fiir positives y und z:
il a1 1 L
%2

BhABlaE T ThaUED o0 o
it viait ( o2t \2
e =
ax? oyt ox ay ;
Die Gleichungen (b) sind ebenfalls erfiillt fiir x=0, da it =0 wird.

oz

=)

2

Dann ist nach (9) und (11) fiir positives y und z:

1 0t (okit 5 Qi Gl ot \?
g Han | S Ralbr gl ) PPk e _( ) =Y
DB (VR B

f: —_— s _z
(v -4 X oX* oZ°
Es tritt hier der auf Seite 6 erwihnte besondere Fall ein, in welchem

0x 6z

\

also die yz-Ebene als Striktionsebene zu betrachten ist. Da nun # und EI-
jedesmal gleiches Vorzeichen haben, so ist die y z-Ebene eine Einschniirungsebene.

Die Gleichungen (c) sind erfiillt fiir y=2z=0.

Dann ist nach (9) und (12) fiir positive Werte von x:

1 0%t 0%t 05 ot oRzans

e bk oy g a‘yﬂ"z.zz—(ay ez') =0

Die x-Achse ist eine Stauungslinie, da # ein anderes Vorzeichen hat wie

02
dz?

Stellt also die Gleichung (1) eine Schar von verlidngerten
Rotationsellipsoiden dar, so besteht das Striktionssystem aus einer
Stauungslinie und einer Einschniirungsfliche. Die Stauungslinie
liefert die gemeinsame Rotationsachse, die Einschniirungsebene
die dazu senkrechte Hauptdiametralebene.

IIl. Das abgeplattete Rotationsellipsoid. Geniigen die Koeffizienten der
Gleichung (8) der Bedingung:
byy = byy = byy,
so stellt dieselbe fiir negative Werte von 7 eine Schar von abgeplatteten
Rotationsellipsoiden dar.
Die Gleichungen (a) sind erfiillt fir x =y = 0.
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In diesem Faile ist nach 9) und (10) fiir positive Werte von z:
o't o't ot
i 2b3,;z-<0 6x‘< g 6y“<0 _( ) s

' ox® 9y*  \ox oy
Die z-Achse ist eine Einschniirungslinie.
Die Gleichungen (b) sind erfillt fiir z =0, da —)—( = 0 wird.

Dann ist nach (9) und {10) fiir positive Werte von x und y:
1 o2t o't o't ( ¢ )2__ .

=2, e = >0 =0 5L 2 T
dt

Die Gleichungen (c) sind ebenfalls fiir z = 0 erfiillt, da EE 0 wird.

Dann ist nach (9) und (12) fiir positive Werte von x und y:

1 0 G swiosk 0%t o't 9%t \2
T D 0 (R 2T = T g 0y 0z* (8_y az) ¥

Die xy-Ebene ist eine Stauungsebene.

Stellt also die Gleichung (1) eine Schar von abgeplatteten
Rotationsellipsoiden dar, so besteht das Striktionssystem aus
einer Einschniirungslinie und einer Stauungsebene. Die Ein-
schniirungslinie liefert die gemeinsame Rotationsachse, die Stau-
ungsebene die dazu senkreche Hauptdiametralebene.

IV. Das einschalige und zweischalige Hyperboloid. Betrachten wir 7 als

positiv, so stellt die Gleichung
(13) b X2+ bysy® 4 byp22t =0

bei negativem &, eine Schar von zweischaligen oder einschaligen Hyper-
boloiden dar, je nachdem wir fiir v das positive oder negative Vorzeichen
wahlen, Nehmen wir im ersten Falle noch an, daB &,, > 6,, sei, so sind
die Gleichungen (a) erfillt fiir x =y = 0.

Dann ergibt sich aus (9) und (10) bei positivem z:

1 9t 0%t Q' 6% ¢
e Tignrs ol i e i ot |

|
ax ay) =

Die z-Achse ist eine Stauungslinie. Sie ist aber auch die gemeinsame
reelle Achse der Schar von zweischaligen Hyperboloiden.

Die Gleichungen (b) sind erfiillt fiir x — z = 0.

Dann ergibt sich aus (9) und (11) bei positivem y:
0%t 0%t 6%t 9%t ( %t

gt 2&2“y<0 a2 ox s <05 G220 g x" azax) <

Die Bedingungen fiir das Vorhandensein einer Striktionslinie sind nicht
erfillt. Die y-Achse ist darum keine Striktionslinie.
Die Gleichungen (c) sind erfiillt fir y = 2z = 0.
Dann ist nach (9) und (12) bei positivem x:
1 0%t 0%t 0%t o't GRS
Eniy e U e e W’W‘(}a‘?@é) o
Die x-Achse ist eine Stauungslinie.
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Stellt die Gleichung (1) eine Schar von zweischaligen Hyper-
boloiden dar, so besteht das Striktionssystem aus zwei Stauungs-
linien, welche zu der reellen und der groBen imaginiren Achse
jeder Fliche der Schar fiithren. Die kleine imaginire Achse ge-
hort dem Striktionssystem nicht an.

Wihlen wir nun in Gleichung (13) fiir  das negative Vorzeichen unter
der Voraussetzung:
byy = b,,; b33 <0,
so wird

(14) jedys wveliss Cinl ity THURR

21;"5112"}22' + b,,2p° + 5332}:
und in entsprechender Weise dndern sich dann auch in den Gleichungen
(10), (11), (12) die Vorzeichen der zweiten Ableitungen.

Nun sind die Gleichungen (a) erfiilit fiir x =y = 0.

Dann wird nach (14) und (10), unter Beachtung der verinderten Vor-
zeichen, bei posilivem z:

ot 't
t = M .

Die z- Achse rst eine Stauungsllme.

Die Gleichungen (b) sind erfiillt fiir x = z = 0.

Dann wird nach (14) und (11), unter Beachtung der verinderten Vor-
zeichen, fiir positives y

ot t 8%t 2
a

g f 0*
i ol Jbr o
2b1n_}">0 0 < ’\ D>O] OZ (?X‘
Die y-Achse gehdrt mcht dem STI‘IkhO]lSSySiCm a

1) <

Die Gleichungen (c) sind erfiillt fiir y = z = 0.
Dann wird nach (14) und (12} fiir positives e
1 c'"
t=— — ; 0;
2 bll X > < ] n
Die x-Achse ist eine Stauungslmte.

Stellt also die Gleichung (1) eine Schar von einschaligen
Hyperboloiden dar, so besteht das Striktionssystem aus zwei Stau-
ungslinien, welche die groBie reelle Achse und die imaginire
Achse jeder Fliche der Schar liefern. Die kleine reelle Achse
gehort nicht dem Striktionssystem an.

Die Betrachtung der dem einschaligen und zweischaligen Hyperboloid
entsprechenden Roftationsflachen fiihrt leicht zu dem folgenden Ergebnis:

Die Rotationsachse ist eine Stauungslinie der zugehérigen Flichenschar,
wihrend die zur Rotationsachse senkrechte Hauptdiametralebene eine Stau-
ungsebene derselben Flichenschar darstellt.
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B. Die Paraboloide.
Eine Schar von Paraboloiden kann dargestellt werden durch die Gleichung
(15) F(x,0,21) =b,, X2+ 28,3 y> 4 by 2z + 1= 0.
Dann wird
il i

0x

(16) t=—

21;6112?(2—%5@‘2'@2—%-%;"
¢ ist eine Funktion von x und p allein und wir bilden daher:
(1?) 6t — bt:li{. ai — b222y.
Fxi= GyRe! Oy SR
ot ot % F ;
— und 3y werden gleich Null fir x =y = 0. Alsdann wird
o

oX
B2t b 0%

_"___
OXE B e g R e
Sobi

i i i SR 02t \? bvg
ox?  ay? ox ay] —  4by°

Soll nun die Gleichung (15) eine Schar von elliptischen Paraboloiden
darstellen, so miissen &, und &,, gleiches Vorzeichen haben; nehmen wir
an, es sei 0,, >0- b, > 0; b“>0 so wird fiir x__y=0:

(18)

3{' at 05 i 0%t
t—— 2b\,i <0 ; }UJ P n>0? nx (-_-'—_) >0

2 9y2 oxX gy

Ist aber b‘“ <{] so w1rd fiir x—yz{].
92F o2 a9 2
10,28 o; e —(Zg) =0
oX oy

! ay § <0 P oxt oyt
Die z-Achse ist eine Stauungslinie der Schar (15). Sie ist aber auch
die reelle Achse jeder Fliche der Schar.
Haben 6,, und b,, verschiedenes Vorzeichen, so stellt Gleichung (15)
eine Schar von hyperbolischen Paraboloiden dar.
Es sei etwa b,, = 0; b,;, <C 0; b3, > 0. Dann wird fiir x=y=0:
ot 6%t 02t 0% ot
Ist aber &, < 0, so wird fiir x =y = 0
0t 0%t 0? f 0>t g2
029 5% ;<< 0; ay? <0 % ayr (c’hcoy) 4
Die z-Achse ist auch hier eine Stauungslinie.
Stellt also eine Gleichung von der Form (1) eine Schar von
elliptischen oder hyperbolischen Paraboloiden dar, so besteht das
Striktionssystem aus einer Stauungslinie, welche die reelle Achse

jeder Fliche der Schar liefert.




V. Kapitel.

Die Bestimmung der Achsen einer ebenen Kurve zweiter Ordnung

mit Hilfe des Striktionssystems.

Die Untersuchung der Striktionslinien wird sehr vereinfacht, wenn wir
uns auf die Betrachtung einer in einer Ebene liegenden Kurvenschar be-
schranken. In diesem Falle fithrt uns die Theorie zu einer interessanten und
einfachen Bestimmung der Achsen einer Kurve zweiter Ordntng.

Die allgemeine Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung ist

Fxy) = @, X2+ 28,;,X) + @5,0° + 283X + 2435 1 @5 = 0,
wobei die aus den Koeffizienten gebildete Determinante von Null verschieden
sein muf.

Ersetzen wir das absolute Glied a@;, durch einen variablen Parameter z,
so erhalten wir die Gleichung einer Flachenschar

(1) Fxpt)=a;x*+2a,%y + & )® + 2a3x+ 2859 +7=0.

Da die Koordinaten des Mittelpunktes irgend einer Kurve der Schar

A et et bt 18870 1 e
Ao~ — 11 Qy9 @y — 01y o
von z unabhingig sind, so sind alle Kurven der Schar konzentrisch.
Sie haben auch alle dieselben Achsenrichtungen, denn der Ausdruck

[ g 50 T s PR et
(a) tg 19='a_ (au_aw:'ﬂf(ﬂu_a‘n)?‘f“la]-:z):
12
das ist die Tangente- des Winkels, um den das urspriingliche nach dem
Mittelpunkt verschobene Koordinatensystem gedreht werden muB, damit die
Gleichung (1) in die einfachste Form

ay X!+ dyy +7=0
iibergeht, ist ebenfalls von = unabhingig.

Wir finden nun die Striktionslinien der Kurvenschar (1),indem wir bilden
oF

dr

i

VT
oF oF

e 1; a ==2a,x+2a,y+ 2a,; =24
o F
-(}--:Z:Ilgx—l— 2a,,y -+ 2a,;, =2v.

oy
‘Die Bedingung fiir das Auftreten von Striktionslinien ist
dt

dxzo'
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Wir erhalten
dt _ aqu-ta,v i Aol —+ ayy v
dax 2Vu? _I_: 'uzjéi v 2}#'{”-_:—_’_' p2)8
oder viay - a,v) — a(a, u— ay,v) = 0;
2 @y 0 — (@, — ay,) uv — a,, v: == 0.
Diese Gleichung stellt die beiden Geraden
v

(3) = D) al (311 @y T V(al —_ ay,)* ‘_I‘_‘E_‘-hz?}

=l):

oder

(33) ayy x+a,y+a,—=
dar.

a12x+a,,y+a¢ e
2‘11‘ = H,,——fZQ_-_,"'](a“—a,_,_1]2+4a”-)

Besteht die Schar (1) aus Kreisen, so ist
Ay — Gy, I“‘_O U
und wir erhalten in (3a) auf der rechten Seite den unbestimmten Wert —
d.h. die Striktionslinien sind unbestimmt; die Kreise sind dquidistant.

Fiir eine Parabelschar gilt die Bedingung
Qi Bygi—'0 . —.0.

Dann erhalten wir
a|ox_} am\y_f_a (a
1

23” 1_a-'_--::h};an?"'“-.:-:z"}'zana'-.-‘.')

a ., X-+a.,y A ——

@
oder  (I) @y X+ ay + a3 = (@,,X + a,,p I a-::;) =

und () g, x4+ a2,y a,—=— (a I‘,x—f—a,,y—[—a,s)——*-

(12) a,a,,x+a,,® —]—a”a”-__a“czl,x—]—a ,,y—i~a,1a,,
(1a) @, a,x + a,,%y PP T 0o G X — G357 ) — Gy,
Die Gleichung (Ila) stellt eine crgeniliche Striktionslinie dar, wihrend
(Ia) die unendlich ferne Gerade reprisentiert, da die Unbekannten ganz fortfallen.
Die Gleichung (Ila) stellt auch die Achse einer jeden Parabel der
Schar dar. Denn die Geraden
@1 X + 4,y + A= 0
und X+ Gy + @y = 0
sind hier parallel, also Durchmesser jeder Kurve der Schar.
Die Richtungstangente ist — e e
a4 @ya

Die Richtungstangente der normalen Sehne ist dann --a“ daher die
Gleichung der Parabelachse: 12

Qg (a” > + a, )y _i_ a :3) + @y (ﬂj,_.)( _1" a,,) + az:;) =0

Letztere Gleichung ist aber identisch mit der Gleichung (Ila).
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Die Schar (1) moge nun ein bestimmtes Centrum haben. Verschieben
wir das Koordinatensystem nach demselben, so erhalten wir aus (2)
A @1 X + a,0) — (@, — @) (@1 X + a5 (@,X T @)

— @5 (@ X + 3,))2 =0
oder

Ao X?(Ayy @Gy — @15%) — (@11 — @s) (@11 Gy — @) X '
— 3" (@ Gy — a;5°) = 0;
(4) 83 X% — (@1 — By) Xy — @,y =0;

¢ 1 ¢ ]
(5) 2 i T -y (‘111 — gy F(au — ) 1 4“122)'
12

Die Striktionslinie zerfallt in zwei zu einander senkrechte Geraden, da
das Produkt der beiden Richtungstangenten fg¢, -fg @, — — 1 ist.
Vergleichen wir die Gleichung (5) mit (a), so sehen wir, daB
1 :
g o= I (@1 —a, =+ Va,, — a,,)* - 4a1,22) = fo 9
1%
ist, d.h. die gefundenen Striktionslinien sind die Achsen einer jeden Kurve
der Schar.
Es ergibt sich somit zur Bestimmung der Achsen einer beliebig ge-

gebenen Kurve zweiter Ordnung folgende Regel:

Ist F(x,y) = 0 die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung,
so ersetze man das absolute Glied der Gleichung durch einen
variablen Parameterr und bestimme dieStriktionslinien der so defi-
nierten Kurvenschar. Diese sind die Achsen der gegebenen Kurve.
1

oF\? G
V(ax) e
Die totale Ableitung desselben nach x oder y, gleich Null
gesetzt, liefert die Achsen der Kurve.
Stellt die Gleichung F (x,y) = 0 eine Ellipse dar, so kénnen wir auch
die groBe und kleine Achse unterscheiden.
Betrachten wir nimlich die einfachste Form der Gleichung der Kurven-
schar (1), nidmlich
(la) a,x* a9 +7v=0,
so wird ifi=2a & _a_F:2a o
ax 11 =1 6}, 2209
1
2Va, ’x* + a2y
4y, X (2, —a,,)

21{e, T a2

Oder auch: Man bilde den Ausdruck 7= —

= .

‘—;i verschwindet fiir x = 0. Die y-Achse ist also eine Striktionslinie.
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Bilden wir nun e’ indem wir zugleich x = 0 setzen, so erhalten wir

at LEaual a,, (@3 —a,) S ayy (@ — @)
ax* x=o 2]’{{&[_1?_){‘-"_:{__(1; L2 p2)8 2a,,°y°

Haben a,, und a,, gleiches Vorzeichen, stellt also die Gleichung (1a)

9

: : 3 : 2 d*t .
eine Ellipsenschar dar, so sind die Vorzeichen von ¢ und ax gleich, wenn

a,, = a;, ist; alsdann ist /¢/ ein Minimum und x = 0 eine Einschniirungs-
linie. Die y-Achse enthilt aber in diesem Falle auch die kleine Achse jeder
Ellipse der Schar (1a).

; d*t : ;
Ist jedoch a,, <Z a;,, so haben £ und ] stets verschiedenes Vorzeichen

fiir x = 0; alsdann ist die y-Achse eine Stauungslinie. Sie enthdlt aber dann
auch die groBe Achse jeder Ellipse der Schar (1a).

Die Striktionslinie einer Ellipsenschar (1) besteht also aus
einer Stauungs- und einer Einschniirungslinie. Die Stauungs-
linie liefert die Gleichung der groBen Achse, die Einschniirungs-
linie die Gleichung der kleinen Achse jeder Ellipse der Schar.

Stellt die Gleichung (1a) eine Hyperbelschar dar, haben also a;; und

9

: : L ]
a,, verschiedenes Vorzeichen, so haben ¢ und e fiir x = 0 stets verschie-
2

denes Vorzeichen. Eine Unterscheidung der beiden Achsen ist in diesem
Falle nicht moglich.

Soll nun die Gleichung (1a) eine Ellipsenschar darstellen, so muB
@y Gy — 4;° >0
2
sein. Alsdann haben wir j;\f’ zu bilden unter Beriicksichtigung von Gleichung
(3). Wir erhalten:
dx i 1 RN : A
T — ia,,’ (@17 — Gyy T R)? (@y? + 201,° — @11 @y3)
=@ @55 ZR) (@, + aee) 'l— "7’112 + 2‘31-12 ey Gl 1

Es ergeben sich zwei Werte, je nachdem das Vorzeichen von R ge-
wahlt wird.

2
Haben nun etwa ixé und ¢ fiir positives R verschiedenes Vorzeichen,
so liefert Gleichung (3a) fiir positives R die groBe Achse der Kurven (1).

Alsdann werden 2 L:
dx?

und Gleichung (3a) liefert dann fiir negatives R die kleine Achse. von (1).

und ¢ fiir negatives R gleiches Vorzeichen haben, und
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Beispiel 1: Die Achsen der Ellipse
X2+ 2xp 422+ 2x 2y —5=0
haben nach (3a) die Gleichungen:
X p et +v5
— . — —_— 1 1! 2 .
o ¥5)
¢ wird fiir alle Werte von x und y negaliv.
Ferner wird
e
dx* (R=+1V5)
at s
e — 10 =5 Y5>10.
el e i e

Die Gleichung der groBen Achse ist also:
Xl 1 %
_——— e — l 5 . y
X 23 Tl ) (R=—V5):
Die Gleichung der kleinen Achse ist:
X iR ) 1 e
H iSSP M=t ) (PR | /5 ).
X+ 2y -+ 1 2 ( 515 (R=+V5)-
Beispiel 2: Die Achsen der Hyperbel
x2fdxy—+ 2y +2x+2y+3=0

— 10 —5¥5<0,

1

(a“ T a + -I::(all __Ei.;)__'i" 4 Ht"))

) F
i X
) F
6y

Ch ey
— - 13117)

Aus den vorhergehenden Betrachtungen ergeben sich auch leicht
folgende Resulfate fiir die Cylinderflichen zweiter Ordnung:

Stelit eine Gleichung von der Form (1) auf Seite 18 eine Schar von
elliptischen Cylindern dar, so besteht das Striktionssystem aus einer Stauungs-
und einer Einschniirungsebene. Die Stauungsebene ist die Ebene der groBen
Achsen, die Einschniirungsebene die Ebene der kleinen Achsen aller Quer-
schnitte jedes Cylinders der Schar.

Stellt die Gleichung (1), Seite 18, eine Schar von hyperbolischen
Cylindern dar, so besteht das Striktionssystem aus zwei Stauungsflichen,
welche die Hauptdiametralebene jedes Cylinders der Schar liefern.

Stellt endlich die Gleichung (1), Seite 18, eine Schar von parabolischen
Cylindern dar, so besteht das Striktionssystem aus einer Stauungsebene, welche
zu der einzigen Hauptdiametralebene jedes Cylinders der Schar fithrt.




: 2f
Bilden wir nun

@t i
dx2 (x=0) I

Haben a,, und a,,

eine Ellipsenschar dar, s

a,, > a;, ist; alsdann i
linie. Die y-Achse enth
Ellipse der Schar (1a).

Ist jedoch a,; < a

fiir x = 0; alsdann ist d
auch die grofie Achse je

Die Striktionslif
einer Stauungs- und
linie liefert die Glei¢
linie die Gleichung ¢

Stellt die Gleichun
a,, verschiedenes Vorzei

denes Vorzeichen. Eine
Falle nicht moglich.

Soll nun die Glei¢

sein. Alsdann haben w

(3). Wir erhalten:
@t _
dxz
— (@1 —

Es ergeben sich
wahlt wird.

{
Haben nun etwa
(|

so liefert Gleichung (34

i

Alsdann werden it ut

und Gleichung (3a) lief

dx?

erhalten wir
— )

)

ichung (1a)
leich, wenn

schniirungs-
Achse jeder

s Vorzeichen

I

ilt aber dann

it also aus
Stauungs-
hniirungs-
}' Schar.

%lso a;y und

tets verschie-

it in diesem
!

so muB

ion Gleichung

a,,)

i — %11 Tas |’

von R ge-

s Vorzeichen,
Kurven (1).
1 haben, und

chse . von (1).
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