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tine einfach unendliche Flächenschar ist bestimmt durch eine Gleichung
zwischen den Koordinaten x, y, z und einem variablen Parameter t. Wir
betrachten zwei zu beliebigen Werten t und t-|-At gehörende benachbarte
Flächen der Schar und ziehen in den Punkten der ersteren die Flächen¬
normalen. Werden die Schnittpunkte und Schnittkurven der Flächen von
der Betrachtung ausgeschlossen, so wird auf jeder Normale von den beiden
Flächen eine Strecke P P 1 ausgeschnitten, und diese Strecken können Maximal-
und Minimalwerte annehmen.

Sind nun bei verschwindendem A r die Flächen r = const, und
t -|- A t = const, unendlich nahe benachbart, so nähern sich auch die Punkte
der Fläche r = const., für welche P P 1 ein Maximum oder Minimum ist, einer
bestimmten Grenzlage. Die Gesamtheit dieser Grenzlagen auf allen Einzel¬
flächen der Schar wollen wir das Striktionssystemder Flächenscharnennen.

Das Striktionssystem kann Striktionsflächenoder Striktionskurvenoder
beide zugleich enthalten.

Der Ort der Punkte, für welche die Strecke P P 1 ein Maximum wird,
heißt Stauungslinie bezw. Stauungsfläche der Schar, während der Ort der
Punkte, für welche die Strecke P P 1 zu einem Minimum wird, Einschnürungs¬
linie bezw. Einschnürungsflächegenannt wird.*)

Die Bedingungen für das Auftreten solcher Striktionslinienund -flächen
sollen untersucht werden. Es ergeben sich verschiedene Methoden, je nach¬
dem die Flächenschardurch eine endliche Gleichung von der Form

F (x, y, z, t) = 0
oder durch drei endliche Parametergleichungen

x =jÇ (u, V, t); y =f 2 (u, v, t); z = / s (u, v, t)
oder durch eine Differentialgleichung gegeben ist.

I. Kapitel.
Bestimmung des Striktionssystemseiner durch eine Gleichung von der Form

F (x, y, z, t) 0
gegebenen Flächenschar.

Betrachten wir eine beliebige Fläche der Schar
(1) F (x, y, z, r) = 0

indem wir t einen bestimmten Wert beilegen, und errichten wir alsdann in
einem Punkte P (x, y, z) der Fläche die Normale, welche mit den Koor-

') Vergl. auch v. Lilienthal, Differentialgeometrie § 18, S. 96.
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dinatenachsen die Winkel a, ß, y bildet, so schneidet dieselbe die benachbarte Fläche
(2) F (x, y, z, r-f- Ar) =0

der Schar in einem Punkte, dessen Koordinaten, wenn wir den Abstand des
Schnittpunktes vom Fußpunkt der Normale mit k bezeichnen, die Werte haben:

f = x -f- h - cos a;
r¡ = y -\- h • cos ß;
C = z -f- h • cos y.

dF\ 2 . (ÔFV . (6F\
dx) ~l~[dy) ^{dz

, h ÔF

Setzen wir
so erhalten wir

(3)

w 2,

V

w
h
w
h
w

dx
dF
dy
ÔF
dz '

Die aus den Gleichungen (3) sich für £, r¡, £ ergebenden Werte müssen
der Gleichung (2) genügen. Es ergibt sich

(4) F x -4--------—, y -\--------— . zA--------—, x 4- A t = 0

oder, wenn wir nach der Taylor'schen Reihe entwickeln:

----1-----ri —Ar-)—
oder

(6) _|_ A .„, + * A t + .

— 7 ------- ..__ --------- ------ ---- j ------------------ _., -------- --------

ÔT
•=0

¿t
0.

Für eine unendlich kleine Änderung des Parameters t erhalten wir
°" F H

(7) A=------ Sá ------- = t-dx,w

wobei wir unbeschadet der Allgemeinheit ¿t als positiv voraussetzen können.
Um Striktionslinien oder -flächen zu erhalten, haben wir etwaige Maxima
oder Minima von t zu untersuchen.

t ist eine Funktion der Variablen x, y, z, von denen aber infolge der
Gl. (1) nur zwei unabhängig sind, während die dritte Variable mit Hilfe der
Gl. (1) eliminiert werden kann.

Betrachten wir etwa x und y als unabhängige Variablen, so sind die
Bedindungen für das Eintreten eines Maximumsoder Minimums:

il - - il jl'ii tí. ~-fl _ n Ii.
d~x dx*~dz'd~x áx d~z ' Fz
dt dt , dt d_z_dj L __dJ_ F «

d y d y dz

(8)
dx*dz

dy dy ' dz ?z

0

0

wobei F x
bedeuten.

F« Fz die partiellen Ableitungen von F (x, y, z, r) nach x, y, z

ê
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1

#•

(9)
O

0.

Wir erhalten die Gleichungen

F dt FF z — - F x

F . dí F

Eliminierenwir aus diesen Gleichungen z mit Hilfe von (1), so stellen
sie das Striktionssystem dar. Dies ist jedoch nur der Fall, wenn

d 2 t d 2 t l d 2 t ^ 2
d~x~2 '

¡d_t
dz

S_i
dz

(10) dy 2 dxdy
d 2 t

0

ist, und zwar wird t ein Maximum, wenn -—=¡ <^ 0,
d't ÔX '

ein Minimum, wenn -—- > 0 ist.

Einfacher gestaltet sich die Rechnung, wenn sich aus der Gleichung (1)
die Veränderlichenx, y, z explizit ausdrücken lassen, oder wenn (1) bereits
in dieser Form gegeben wird.

Haben wir zum Beispiel
(11) F (x,y, z, t) = z— f(x,y, z) = 0,

so wird F x = -/ x ; Fy = -f y ; F z = 1; F T = —/ T;
+ //-"' 2 =1+/X 2

(12)
f

k = -I----- • dz = t • dz.1 w
Hier ist ¿ nur noch eine Funktion von x und y, und die Maxima und

Minima können darum leichter berechnet werden.

Um dabei sicher zu sein, alle Teile des Striktionssystems zu erhalten,
ist es notwendig, jede der Veränderlichendurch die beiden anderen und den
Parameter z explizit auszudrücken und dann die Rechnung durchzuführen.
Denn bei den Differentiationennach x und y in den Gleichungen (8) ist

vorauszusetzen, daß weder -— noch —— unendlich werde, oder daß --— nicht
ex dy dz eF

gleich Null wird. Es könnte aber gerade der Ort der Punkte, für die -—o z
verschwindet, d.h. eine in der xj/-Ebene gelegene Kurve oder diese Ebene
selbst ein Teil des Striktionssystems sein.

Bilden wir also die Gleichungen
(13) x =f t (y, z, t); y =/ 2 (x, z, z); z ==fá (x,y, z),

so haben wir die Maxima und Minima der drei Größen
M M M
dz ' , ôz '., .dz(14) h = w, 4= + w. +

Wo
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zu untersuchen.

(15)

Dabei ist
Wl *=l +

w»

Wo

= 1 -j-

-1 +
+
+

dz)

dz
M
dy

Besteht eine der Gleichungen (8) identisch, ist also etwa

Ô X

so ist t unabhängig von x und die Gleichung
(16) i = vU)

stellt in diesem Falle, wenn wir t, x,y als neue Koordinaten betrachten, eine
gerade Cylinderflache dar, deren Erzeugende der x-Achse parallel sind.
Eigentliche isolierte Maxima und Minima sind hier nicht vorhanden. Die
Maximal- und Minimalwerte von t=cp(y) stellen Ebenen parallel der x-Achse
dar, welche die Cylinderfäche t = <p (y) in Geraden berühren. Jedes der
vorhandenen Maxima und Minima wird daher an unendlich vielen Stellen
jeder Fläche der gegebenen Schar eintreten. Wir erhalten alsdann eine ein¬
fach unendliche Schar von Raumkurven als Striktionslinien. Sie erfüllen eine
doppelt gekrümmte Fläche, die Striktionsfläche der gegebenen Schar.

In besonderen Fällen kann die Schar der Striktionslinienaus geraden
Linien bestehen. Liegen dieselben alle in derselben Ebene, so erhalten wir
eine Striktionsebene.

Die Striktionsfläche ergibt sich für den Fall, daß

6 x
ist, durch Eliminationvon r aus den Gleichungen:

0

und — = 0.
dy(17) F (x,y,z,x) = 0

Enthält jedoch die zweite Gleichung r nicht mehr, so stellt sie selbst
schon die Striktionsfläche dar.

Analoge Resultate werden wir erhalten für
dt

Ist aber gleichzeitig:
ey

= o.

— = 0 und — = 0,
¿>x dy

so sind auch sämtliche höheren Ableitungen gleich Null und wir erhalten
kein Maximum oder Minimum. Die gegebene Schar besteht alsdann aus
Parallelflächen.

Es ist noch ein besonderer Fall zu erwähnen, für den man im All¬
gemeinen auch eine Striktionsfläche erhält.

!
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Ist nämlich
(18)

ohne daß d 2 t d 2 t

d 2 t
dx 2 '
d 2 t

8 2 t
dy 2

e 2 t o

dy 2 ' dx dy

ôx dy)

sämtlich gleich Null sind, so besitzt die durchex 2
die Gleichung (19) t = <p (x, y)
dargestellte Fläche im Allgemeinen kein eigentliches Maximum oder Minimum.
Besteht nämlich für einen Punkt der Fläche (19), für den die Bedingungen
(8) erfüllt sind, die Beziehung (18), so zerfällt die Indikatrix des Punktes in
zwei parallele Geraden und es gibt noch unendlich viele andere Punkte,
welche eine ebene Kurve erfüllen, für welche dasselbe Maximumoder Mini¬
mum von t eintritt.

Diese allgemeinen Darlegungen mögen an einigen Beispielen er¬
läutert werden.

Beispiel 1. Eine Schar von Kugeln sei gegeben durch die Gleichung
(20) ( x _ T)*+j,* + 2ra _2T/>+^ = 0.

Hieraus erhalten wir
z = Í2xp — p 2

dt

dt

(x-r) 2 -y 2
/> + x — T ,
yi t/; — p 2

f(x,/,T).

Da — von x unabhängig ist, so kann es nicht Null werden. Wir finden

also auf diesem Wege kein Maximumoder Minimum und bilden daher
(21) x = r±Í2zp—p 2 —y 2 — z 2 = r±ÍR

Wählen wir das positive Vorzeichen, so erhalten wir die Halbkugeln
auf der positiven Seite der jedesmaligenEbene x = t. Dann ist

P + fR
(22) t= +

eil xp
wo s das Vorzeichen der Wurzel Í2rp

II
p 2 bezeichnet.

-r— und -— werden gleichzeitig Null für6y d z
(23) y = 0; z = 0.

Diese Gleichungen stellen eine Striktionslinte dar, weil, wie die Rech¬
nung zeigt d 2 t d 2 t I d 2 t

dy 2 > 0 ist.
dz 2 \dydz}

Es sind zwei Fälle zu unterscheiden:
1) Ist r^>p, so wird für e = -J— 1 und y =z z = 0:

d 2 t
c-J2<0 > t>0 >

für s = — 1 und y = z 0:
d 2 t
d? >0}t< °-
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Die x-Achse ist eine Stauungslinieder Schar, da t ein Maximum wird.
Die Schar hat in diesem Falle als Umhüllungsflächedas Rotationsparaboloid

yl _J_~jfJ _ 2 p x == 0.

2) Ist p >» t 3> ^, so wird

füf e = -f- 1 '•
d 2 t
Sy 2

für e = — 1 :
8y 2

0; t > 0;

>0; *<0.

Wählen wir in Gl. (21) das negative Vorzeichen, so wird ebenfalls die
x-Achse Striktionslinie und zwar eine Stauungslinie.

Das Striktionssystem besteht also aus der x-Achse als doppelter Stau¬
ungslinie. Die Unterscheidung des Vorzeichens £ ist ohne wesentliche Be¬
deutung, da, wenn t negativ ist, die Maximalwerte von t als Minima von ¡tj
und die Minima von t als Maxima von It/ betrachtet werden müssen.

Beispiel 2. Lassen wir eine Parabelschar mit der Gleichung
2 p (z — r) = {x — a) 2 .

um die z-Achse rotieren, so entsteht eine Schar von Rotationsflächenmit
der Gleichung

2p(z --T)z={ix^fJ'-a)\
2

. (24)
oder

(25) , = {1x>+P af
Es wird

2p

P

dt_
ô x

iV + (>--«) 2 Vr'
px(r — a) ôt _ py(r — a)

dy Vr 3-
1 / 0 /
— und —- werden gleichzeitig Null für
dx 6y & s

(26) r — a oder x 2 -f- y 2 :
Wie die Rechnung zeigt, wird

Ô 2 t BH __ I d 2 t\ 2

'dx 2 ' ôy 2 \oxdy)
für r = a.

Da für r

— 0

a jedenfalls
p2+( r -a) 2 >p 2

ist, mithin der Nenner von t für r = a seinen kleinsten Wert hat, so ist t
für diesen Wert ein Maximum. Der Rotationscylinder

x 2 -\- y 2 = a 2
ist eine Stauungsfläche der Schar (24).



Beispiel 3. Eine Schar von Dupin'schen Cycliden sei gegeben durch
die Gleichung

(27)
oder

(28) z = r ±Vt 2 - (Vx^+7 - t)1

(yx 2 +J ,2_ T)2_|_ (z _ T)2

± /R

(29)
d*

Wählen wir das positive Vorzeichen, so ist
. 8z VR + r

8t
w

und ^— werden gleichzeitig Null fürôx 8 y s 6
(30) (r — t) 2 = t 2 — (r — t) 2.

Hieraus erhalten wir unter Berücksichtigung von (28) als Striktions¬
fläche einen geraden Kreiskegel mit der Gleichung

(31) — x 2 -\-y 2
8 2 t

8U_
8x 2

Berechnenwir-— ¿ unter Berücksichtigungvon (31), so haben t und
Cl X

stets entgegengesetztes Vorzeichen. Die erste Bedingung für das Ein-

= 0

(34)

treten eines Maximumsist also erfüllt.
Da nun ÏM_ 8U_ I 8 2 t

8 x 2 ' 8y 2 \8x dy,
wird, so müssen wir die durch die Gleichung (29) dargestellte Fläche unter¬
suchen. Durch Rationalisierung erhalten wir

(32) (t 2 t 2 -f- 2 x 2 -4- 2y 2) 2 = 4 t 2 (x 2 -f- y 2) (1 + t) 2.
Der Schnitt mit der ¿x-Ebene ist eine Kurve mit der Gleichung:

(33) (t 2 t 2 + 2 x 2) 2 = 4 t 2 x 2 (1 -4- t) 2.
Dieselbe zerfällt in die beiden Ellipsen:

t 2 ¿ 2 -|-2x 2 -|-2t¿x-[-2tx = 0
t 2 ¿ 2 -(- 2x 2 — 2t ix — 2tx = 0

Beide Ellipsen haben die ¿-Achse zur Tangente im Anfangspunkte.
Die Fläche (32) entsteht durch Rotation einer der Kurven (34) um die

/"-Achse. Wir brauchen nur die Maxima und Minima einer der Kurven (34)
zu untersuchen.

Setzen wir in (29) y = 0, so sind die Maxima und Minima von
¿/y_Q\ zu bestimmen.

Wie die Rechnung ergibt, kann ti Vz— q\ nur ein Maximumbesitzen
und zwar für x = t ± r i 2.

Alsdann hat auch t ein Maximum, wenn die Gleichung (31) besteht,
d.h. der durch die Gleichung (31) dargestellte Kegel ist eine Stauungsfläche
der gegebenen Flächenschar.
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II. Kapitel.
Bestimmung des Striktionssystems, wenn die Flächenschar durch drei

Parametergleichungen
x =/ : (u, v, t); y —% (u, v, t); z = / 3 («, v, r)

dargestellt wird.
Es sei t der veränderliche Parameter, der die einzelnen Flächen der

Schar bestimmt und u, v die krummlinigen Flächenkoordinaten. Jeder Punkt
auf irgend einer Fläche der Schar ist bestimmt als Schnittpunkt zweier Kurven
der beiden auf der Fläche gelegenen Kurvenscharen u ~ const, und v = const.

Setzen wir nun
dy dzA-- èJ- . if _du' dv dv ' du'

O) B = dz dx
all ' d~v

dz ex
d~v ' ~du'

C — — Ê2 dx d_y
du' dv ~~ dv ' du'

so sind die Kosinus der Normale in einem Punkte (u, v, r) einer Fläche
der Schar:

— A —A

(2)

cos o

cos ß

yA 2 + B 2 + C 2
-B
-rt ; cos y =

R '
-C
R

Alsdann sind die Koordinaten Ç, r¡, f des Punktes, in dem die Normale
die benachbarte Fläche der Schar schneidet:

A
$ = x -j- h • cos a = x — h R'

(3) v = y H~ ^ • cos ß *;1-
vi-C = z -\- h • cos y — z

wobei h wieder den Abstand bezeichnet wie in Kap. 1.
Es ist nun

Ah
R
B

■-A (B + A«, V + A V, t -f At);

y - h • ^ =/ 2 (« + Au, v + Av, r + At);

ar—A.Ç=/ 8 (a-f Ab, f + Af, t + At).
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(4)

oder:

(5)

Entwickeln wir nach der Taylor'schen Reihe, so erhalten wir:

X — h • A
R ==/i («, *, r)+^.A' fia B + &ÏÀ

1 ô V ^f- Ä '
,JL/M

~2!\fia •Ab + M ■AvfM
ci .Af>+....

y — h ■
B
R = /2 («. v, r) + ^.A'du ' fi V ^JP'

. 1 ß/J
"i 2!\ôb

•Ab + ^1 ô V •Av+^ fir .*,)« + •••■
z — h ■

C
R = /3 («, f, ' ' ÔB n fil/ 'íjÍ'*«

1 l (M
"■ 2!\fia •Ab + M1 ô v •Av + Mdr .A,f+....

■h
A

' R
ax: —• Abdu

1 ¿)X A+ d-v -* v 1_ ÔX A +.....
-h B

* R" OU + ^'Av1 ôv fit
+.....

-h C
' R

ÔZ A
Ö B

! dZ A
1 ôv + ^r- • Atfir

+.....
Multiplizieren wir die erste der Gleichungen(5) mit A, die zweite mit

B, die dritte mit C, so erhalten wir durch Addition aller drei Gleichungen:

(6)
v ÍA.^+B.^+C^)Abdu ' fia ' du)

1 \ dv ' fiv ' fii»/ T \ dr' fir ' fir At + .
Da nun aber

(7)

ist, so bleibt übrig:

A.^ + B.^ + C^du ' du' du

A.^ + B.^ + C^fii> ' dv' dv

0

0

(8) -Ä.R= A.^ + B-^ + C^\ dt dx dr
Es wird daher für verschwindendesAr

W h = -

Der Ausdruck

')at+.

A.^ + B.^ + C^dr dr dr

(10) dr ' fir ' fir

|/Ä2_|_B 2 + C 2
fix fij;
fia'
fix

fia'
0?

fiv' fiv'

fit' fit'

- ß*T.

d_z
du
d_z
dv
__?
fiT

= D

ist die Funktionaldeterminante des gegebenen Gleichungssystems,
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Um das Striktionssystem zu finden, müssen wir die Maxima und Mi¬
nima des Ausdrucks

D D
(11) t— ------—————= — —

Va 2 + B 2 + C 2 K
bestimmen. Hier ist t eine Funktion der unabhängigen Veränderlichen u und v,
die Gleichung /= F (u, v) stellt also eine Fläche dar. Die Bestimmungder
Maxima und Minima erfolgt wie in Kap. 1.

Beispiel: Eine Schar von konfokalen abgeplattetenRotationsellipsoiden
sei gegeben durch die Gleichungen:

x = Ía ¡i — t • cos u • sin v = f t (u, v, x),
(12) y = ia? — x • sin u • sin v =/ 2 (u, v, x),

z = id 2 — x • cos v =/ 3 {v, x),
wobei a 2 > c 2 ^> x sei.

Es wird
R — sin v • ia^-^x • i(c 2 — x) sin 2v -f- (a 2 — t) cos 2v;

sin vD =

(13)

2Íc 2

_D
R

(c 2 — t) sin 2v ~\- (a 2 — t) cos 2v.

j(c 2 — x) sin 2v-|-(a a -^T) cos 2v
2ÍJfl 2 — x) (c 2 — t)

1 /
¿ ist eine Funktion von v allein, also wird ——du 0.

(14)
iL
dv

(c 2 — a 2) sin v • cos v

§1
dv

2 1(a 2 — x) (c 2 — t) • V(c 2 — t) sin 2v + (a 2 — t) cos 2v.
wird Null für: sin v = 0 und für cos v = 0.

Für sin v = 0 wird x = y — 0.
Für cos v = 0 wird z = 0.
Die z-Achse ist eine Striktionslinie, die xj-Ebene eine Striktionsebene.

Nun wird für sin v = 0
HL— (c 2 —a 2) cos 2t>
dv 2-

(c 2 — a 2) cos v

¿= —

2VRi /r¡
cos v ya 2 — x

2(a 2 — x)1c 2 — x
^0

— cos V

2yc2 V(a 2 — t) (c 2 — t)
jenachdem v = 0 oder v == 180° ist.

¿|2¿
Da t und —- jedenfalls verschiedene Vorzeichen haben, so ist die

z-Achse eine Stauungslinie.
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Für cos v = 0 wird
8 2 t _ (ß 2 — c 2) sin -v
dv 2- ~~

t—-
2 sin v {â — t) Va 2 — x

sin v

(a 2 — c 2) sin v
2 (c 2 — t) Va 2 — t

§ 0,

§ 0
2 Va 8 — t

jenachdem v = 90° oder v = 270° ist.
Die x^-Ebene ist eine Einschnürungsebene.

Anmerkung. Die in Kap. 2 angewandteMethode kann auch benutzt
werden, wenn die Flächenschardurch eine Gleichung von der Form

F(x,j, z,t) = 0
gegeben ist. Betrachten wir nämlich x, y, z als Funktionen zweier unab¬
hängiger Veränderlichenu, v und des Parameters r, so wird

ôf __ e? > ex ¿>f < 8y er _ az __
oa~~c>x'da<3.j>'ßaßz'dtt~~ '

n5 x 5F_ÔF 6x ÖF dy dF ôz -- 0 .
( ' ôv~'dx'dv + ôy'dv + dz'dv" '

dF _ dF dx ÔF dy ôF^Ôz , ôF _
Ô T ~ " 6 X ' Ô T Ùy ' d T ■ Ô Z " Ô T Ô T "

== 0.

Hieraus ergibt sich:
ÔF _ 1 ÔF ¡ôy _ ôz ôy ôz\
ôx~ D ' ôt \ôu' ôv dv ' du)'

(16) eF — l dF Idz dx dz dx\
( ' dy~~ F>'dT\du'dv dv'duj'

dF _ 1 dF Idx dy dx dy\
dz~ D ' d~r \du~ ' d~v dv ' du)'

Dann Wird W 2 ÍA 2 + B 2 + C 21

(n) ( ôF Yi ( ô¥ \ 2 \ ( ÔF X ' ôt ' M*
( } \ax) ' \dy) ' \dz) D 2 D 2

Da nun nach Gleichung (11) t= — -=- ist, so wird
dF

i/( dF Y+( dF Y+( aF Y dr
V \dx) + [dy) + [dz) - t

dF

(\&\ ndor / —

f 'dFy (Êï\\ (El
,dx) + [dy) + [dz

Die weitere Rechnung ist dieselbe wie in Kap 1.
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(1)

III. Kapitel.
Bestimmung des Striktionssystems, wenn die Flächenschar

durch eine Differentialgleichung von der Form
g¡ (x, y, z) dx+ g2 (x, y, z) dy + g3 (x, y, z) d z = 0

gegeben ist.
Damit eine Flächenschar

F (x, y, z, r) ==/ (x, y, z) -f- z = 0
ein Integralsystem einer Differentialgleichungvon der Form (1) sei, müssen
die Gleichungen bestehen:

m\ i «3F dF dF
(2) ^'-W * ft== ô7 ; **Xfë"

Für den integrierendenFaktor A bestehen die drei partiellen Differential¬
gleichungen

(3)

dl
dx
11
dy
ex
Tz

ôl Jôgi

gi —

11? -i(*Ji
ez g*- À [dz

Wir fanden nun in Gleichung (18) des vorigen Kapitels
EL

t= _____________**!___________

dg,
ex
dgs
dy

ez

er
vwhwm ,dz,

Da nun hier ^- = 1 wird, so erhalten wir unter Berücksichtigung von (2)

(4) t= ---------- *
¿Ígl 2 +g2 2 +gs 2

Betrachten wir z als abhängige Veränderliche, so müssen, wenn wir
Í7i 2 + g2 2 +gs 2 =w

setzen, für etwa eintretende Maxima oder Minima von t die Gleichungen
bestehen :

(5)

oder

(5 a)

d(Xw)
ex

e(Xw)
ey

eßw)
ex

d(lw)

+
+

dy

e(Xw)
ez

e(Xw)
ez

e{kw)
ez

eßw)
ez

ez_
ex :0;

ey

gs
g^
g3

0;

^- = B = 0;



A== 11
ôx
iL
ft

X

gl

V^ 1
w-

dz ft
<3ft

w +

15 —

X
w «■ Mi + a 8-Ml + a ^3

ÔX

^ + n, M + or M?ôz + ft Ô« + ^3 ÔZ

»•ft L A
+ ft r<

Ml
Ox ft 2 ¿ft

¿2

ôz ft + a a Mi , Mk+ ft ft ô x "t- ft ft e x

ft ft Oft ft ft az

Berücksichtigen wir die dritte der Gleichungen (3), so wird

A =
w-ft ft^f+ft^+ft^-dz dz dz ft ,öft

ôx
2 Mi

ä ex' ft

Mi
ÔX

_ _ ■ „ _ dg, , 2 ôft oft
-T ft ft 7¡V+ftftX77~rft t— — ft' —'ôx ôx

""ft (ft 2 +ft 2) Mi
ôz (ft 2 +ft 2)?ta x

ft ft

-ft ft

Mk
ôz '

Mk
dz

-ft ft

,Mk
ÔX

Mk
dz

+ «*(£- !!)+*«&
ô (A u>)

Da nun —f— - = 0 sein soll, so muß die Gleichung bestehen:ô x

(6) (ft 2 +ft 2)^-(ft 2 +ft 2)^dz

+V*_ff..= a
Ebenso bilden wir nun

Ôj> ôz g3
I ft / oft ,

ÔX
„ „ oft , n n

-ft ft ¿y +ftft Mi
ôx

M*
ôz

B =
»'•ft

IVa

¿ft
-ftft^-- g

dX
■ By'
oÖg 2

. W+ ±L Mi+^ft + ^Mk+ * l 1̂ ôj/^^ôj/^^ôj/
M> + ft^ftaz TS3 ¿z

„ ^\ ^~ „ ^ft . « „ dft"ft 7¡t) + ft ft TT + ft ftôz ôj> ÔJ>
+ ft 2 Mk

„Mi
Z Ô Z

Unter Berücksichtigung der zweiten Gleichung (3) wird
B ftw.g3 [Sl dz

dg,
+ gigsjj+gsi

+ft 2 #+£

B =
»"•ft

\8y
ô

'ôz

ôz

r-ft

Bz gl 8y g2 8y
<3ft , T2 Mk

58 ôj/
Mk_ jP. 2 Mk_ J?J? _ÔZ ^2 ôz Äft 0z

2 Mü

¿ft"

(ft 2 -I : 2)#-(ft 2 +ft 2)
dft ft. oft Oft
¿y-ftft ^+ftft¿y

+ ftft(ff Mk
dz
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Damit
sein, also

(7)

d(lw)
dy gleich Null wird, muß die Klammergrößegleich Null

<*•+*.■> fiôg* to»+ft«)^-ftfi ôft
+ &ft dgi

dy ■f fi fi (

5j
<?fi _ M 0.

Die Gleichungen (6) und (7) stellen das Striktionssystem dar.
Sie sind von der Form

<Pi (x, y, z) == 0 und (p2 (x, y, z) — 0
und stellen zwei doppeltgekrümmteFlächen dar.

Etwas einfacher gestalten sich die Gleichungen (6) und (7), wenn l eine
konstante Größe ist, also die linke Seite der Gleichung (1) das totale Diffe¬
rential einer Gleichung F (x, y, z) = x ist. Dann erhalten wir

(6a, *3#-^--^-^ ÔA 'ôx

(7a) g/-& gl

dz

dz

'fifi

Um Maxima und Minima von t zu unterscheiden, haben wir unter
d 2 t e 2 t e 2 t

Berücksichtigungvon (6) und (7) —-, —-, zu bilden.
dx 2 ' dy 2 ' dx dy

Haben die Gleichungen (6) und (7) gemeinsameFaktoren, sind sie
etwa von der Form

ffay, z ) -A ( x >y> *) = 0 und f(x,y, z) -f2 (x,y, z) = 0,
so stellt die Gleichung / (x, y, z) = 0 eine Striktionsfläche,der Schnitt der
Flächen f x (x,y, z) — 0 und / 2 (x, y, z) = 0 die Striktionsliniendar.

Wir wollen die Gleichungen (6) und (7) noch etwas umformen, wo¬
durch sie auch vereinfachtwerden.

Multiplizieren wir die erste der Gleichungen (3) mit — g.¡ g3 , die zweite
mit —gi g2, so erhalten wir durch Addition:

¿fi & dx ¿fifi

ÔX
= -dx&

oder l [g 2

dl dl , dl
J7 + Xglg>~e7~ Xglg2 ^r

fi + "¿J, fi fi fi ~ -gZ gl fi fi + -q¡¿ • gl fi*

dx fifi ifi
dz ; fi Z fi

dl
dz fi

dl
dx

Berücksichtigen wir nun die dritte der Gleichungen (3), so wird:
¿>fi
dx gi fi dz g2'

Sg3
dx dz )

e*v* Ä ii§ey fifi dg»
ey
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Die beiden Glieder auf der linken Seite kommen auch in Gleichung
(6) vor. Setzen wir die rechte Seite dafür in (6) ein, so erhalten wir die
Gleichung :

m „lift -„»ift^JiA-Mip^-p e^'-O
(8) & dz gi ôx +ftft \ôx ezr gi& ey glg2 e y ~°-

Multiplizieren wir die erste Gleichung (3) mit g 1 g 3 , die dritte mit ft ft,
so erhalten wir durch Addition:

¿ft ft

ex

¿ft
By

'fin 4? + ¿ft&ex
_¿_ft

2 ax ¿ft ft .¿ft
az

-ai &fi
oder A ft ft

aA
ft 2 ft + ex

ÔZ
ft 2 ft

ex
ex ft ft ft.

ift - ft ft _¿ft\_
ez =ft'

«5A
ez

ex
gs Ty

+ A(ftft|f-ftft^f
oder, wenn wir die zweite Gleichung (3) berücksichtigen:

i' oft ¿ft i
ft ft ÔJf ft ft 3j? ~ gl \ey ez)^ glg3 ex glg*ex
Setzen wir aus dieser Gleichung für g1 g3 Bgi Bgi

¿y - - ft ft • -¿f i" Gleichung
(7) die rechte Seite ein, so erhalten wir:

(y) g> dz g* ey^ g2g3 \ey ez)^ glg3 ex &ä ox _0 -
Die Gleichungen (8) und (9) stellen nun das Striktionssystem dar.
Wir können auch ganz allgemein einen Zusammenhangdes Striktions¬

systems mit den Orthogonaltrajektoriender Flächenscharnachweisen.
Benutzen wir zur Unterscheidung für die Orthogonaltrajektoriendas

Zeichen <5 statt <5, so sind die Gleichungen derselben:

00) ^ = -;^ = --<5x ft ày ft
Wir formen nun die Gleichungen (8) und (9) noch in folgender

Weise um:
¿ft | ft ¿ft , ft ¿ft\ „ 2 /¿ft , ft ¿ft , ft ¿ft

(9a)fi& W + ft ¿x+ft

ft dz
ft ¿ft

ez -ft :

ex' T g1 'ey^~g x 'ez ]
¿ft i ft ¿ft i ft.¿ft \ ,.

I rr /57¿J' ft'¿x ft ¿z
Nun ist aber

¿ft __ .¿ft , ¿ft
ex ~ráx

¿ft
ex +

8>
¿ft
¿^ ft

àx
ft

¿gi «5

+
ez
¿ft
¿^ " ft

z
<5x

ft
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Ebenso wird

_á ft _ ift i ft
áx " " dx "l" g1

_ft
ft

(11)
¿ft .M _|_ ft,"a/ ^ ft

eft , ft
ôx + J

A
á ft _ oft ft
ày

___ "SI I SI

' ¿V ft
¿ft i ft

ftox

oft;
Öz !
¿>ft
dz'
ift
5z

Aus (8a), (9a) und (11) erhalten wir:

(12)

(13)

oder

(12a)

(13a)

ft ft

ft ft

-ft'

2 -ft 2

= 0.ôx

ày

■ft/ \_à*Z _
ôx ~ ôx 2 ~ '

<5x
te
ôy

ft

ft
^

¿ 8 t

ôf~
0.

Die Gleichungen (12a) und (13a) stellen den Ort der stationären Punkte
der doppeltunendlichen Schar von Orthogonaltrajektorien der gegebenen
Flächenschar dar. Mithin besteht der Satz:

Das Striktionssystem einer Flächenschar ist der Ort der
stationären Punkte der Orthogonaltrajektorien dieser Flächenschar.

IV. Kapitel.
Anwendung der Theorie auf das Hauptachsen problem

der Flächen zweiter Ordnung.
Eine Fläche zweiter Ordnung wird allgemein dargestellt durch eine

Gleichung von der Form
fl n x 2 4-2a lä xj/-fß 22 j/ 2 -|-2ß 13 xz-{~2a 2S y z-J¡-a 33 z 2

+ 2a 14 x-\-2a 2i y-\- 2ß 34 z-\-a it = 0.
Ersetzen wir nun das absolute Glied c44 durch einen variablen Para¬

meter T, so stellt die Gleichung
(1) F (x,y,z,T) = a n x 2 -f- 2 a l2 xy -f- a22 y 2 -j- 2ß 13 x z-\-2 a 2S yz

+ ^3 3 Z 2 + 2 a l 4 X + 2 ß, 4 y + 2 ß34 ¿ + T = °
eine Schar von Flächen zweiter Ordnung dar, welche dasselbe Centrum und
dieselben Hauptdiametralebenen haben. Denn die zur Bestimmung des Cen¬
trums notwendigen Gleichungen, ebenso wie die zur Bestimmung der Haupt¬
diametralebenen dienende kubische Gleichung sind von ß44 = t vollständig
unabhängig.
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(2)

Um das Striktionssystem dieser Flächenschar zu untersuchen,bilden wir
iL
er

V
Das Striktionssystem wird dann nach Kap.

durch die beiden Gleichungen:

(3a) d¿
dx

dF
dz

iL
dz

<9F
ex 0 und et_

dy

i

EL
dz

1

Gleichung (9) dargestellt

dj_
dz

d_F
dy

0.

Durch cyklische Vertauschungerhalten wir noch die beiden Gleichungs¬
paare :

(3 b)

(3 c)

dt_
dy

dz

<5F
dx
dF
ay

iL
dx
iL
¿y

0 und dt
dz

0 und

EL
dx
dF
dy

iL
dx
iL
dy

dF
dz
iL
dx

= 0.

0.

iL
dy
iL
dz öx

Je nachdem wir z, x oder y als von den beiden anderen abhängige
Variable betrachten, wird das Striktionssystemdurch die Gleichungspaare
(3 a), (3 b) oder (3 c) dargestellt.

Nun ist

(4)

1 P
— = 2o n x + 2a l2 y + 2a Vi z + 2a iS

eL
dy
iL
dz

2 u,

= 2 a i ., x -f- 2 a 2 ., y -j- 2 cu¡ 3 z -j- 2 a ä 4 = 2 v,

= 2a 13 x -\- 2a 23 y -\- 2a-33 z -\- 2a 3i = 2 w.

(5)

Aus (3a) und (4) erhalten wir:
(a ÍX u-\-a í2 v-\-a i3 w) w~ (a ia u-\r a î3 v-\-a.J3 w) u = 0,
{ai2 u-\-a 22 v-\-a 23 w) w—(a 13 u-\-a i3 v-\-a 33 w) v = 0,

als Gleichungen des Striktionssystems.
Bezeichnet X einen Proportionalitätsfaktor, so muß nach Gleichung (5) sein

a Xi u -|- a12 v -\- a x 3 w = X u;
(6) a 12 a-}-ß. 22 v-f-023 w = A v;

«13 " + «28 v + «33 f = * ^

Für X ergibt sich dann die kubische Gleichung:

(?)
«n
«12
a,

a,
- X

X
= 0.

"•18

*2 2 " «2 3

»1 S «2 3 «3 3

Dieses ist aber die bekannte Gleichung dritten Grades, voti der das
Hauptachsenproblemder Flächen zweiter Ordnung abhängt.

Werden die drei sich daraus ergebenden sämtlich reellen Werte von X
in die Gleichungen (6) eingesetzt, so stellen diese die Hauptdiametralebenen
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jeder Fläche der Schar (1) dar. Die Schnitte von je zwei Diametralebenen
liefern die Hauptachsenjeder Fläche.

Das Striktionssystem der Schar (1) wird also durch die gemeinsamen
Hauptachsen der Flächenschar dargestellt. Es bleibt jedoch einer näheren
Untersuchung vorbehalten, ob alle drei Hauptachsen dem Striktionssystem
angehören.

Für die Bestimmungder Hauptdiametralebenenund Hauptachsen einer
Fläche zweiter Ordnung ergibt sich nun folgende allgemeine Regel:

Man ersetze das absolute Qlied der Flächengleichung durch
einen variablen Parameter und bestimme das Striktionssystem der
so definierten Flächenschar. Dieses Striktionssystem liefert die
Hauptdiametralebenen und Hauptachsen der gegebenen Fläche;
oder: Man bilde den Ausdruck t=

s> ôF_y, (dT\, + (—dxj \dy) \dz
Die vollständigen Ableitungen desselben nach zwei von den

Variablen x, y, z, von denen eine als abhängig betrachtet werden
muß, liefern die Hauptdiametralebenen und Hauptachsen der ge¬
gebenen Fläche.

Wir wollen nunmehr untersuchen, welche Achsen einer Fläche zweiter
Ordnung dem Striktionssystem angehören und welche der beiden Arten von
Striktionsliniendieselben darstellen.

Zunächst betrachten wir die Centralflächen, welche ein bestimmtes end¬
liches Centrum besitzen, um dann zu den Paraboloiden überzugehen, welche
kein bestimmtes endliches Centrum haben.

A. Die Centralflächen zweiter Ordnung.
Eine Centralfläche zweiter Ordnung wird in der einfachsten Form dar¬

gestellt durch die Gleichung
b llX * + b22 y* -\- b33 z* + biá = 0.

Ersetzen wir bi¡k durch den variablen Parameter r, so erhalten wir eine
Schar von Centralflächen, dargestellt durch die Gleichung

(8) F (x,y, z, r) = blt x* -+- b 22 y* + bs3 z 2 + x = 0.
Hieraus ergibt sich
c5F
<3x

df df
2b {1 x; Fy = — = 2b 22 y; Fz = — = 2b33 z;dy dz

<9F.
dt' i;

also
(9)

1

t/W
i

2>V 2X '2 + *2 2 2 .V2 + *3 3 3 Z"'! 2/R
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Wird z als Funktion der unabhängigen Variablen x und y betrachtet,
so ergeben sich als Bedingungen für das Auftreten von Striktionslinien die
Gleichungen:

(a)

et et
ex'

et
ez

fx b^x h 3 l Z
b33 Z

X
ex ?z 2Vr 8 2ÍR* 2VR1
et et et ?y à,*'y b 33 2 z b 22 y y
ey By ez Fz 2/R3 2 y R» b33 z 2ÍW3

(* u »-* 11 * 88 )=0;

(& ---*22*8S) = 0-

Werden x und z als unabhängig, y als abhängig betrachtet, so sind die
entsprechenden Bedingungsgleichungen :

(b)

et_
ez

§_t_
ex

e¿
" ez

et_
ex

et ?z _ b83 2 z b3S *y b33 z
By'Fy 2/R 3
et Fx b^x

2/R 3 b 22 y
x

2VR»
(*8 Ô22*33)=°;

b ti 'y b
By Fy 2/R 3 2VR«

(b 11 2 -b il b 22 ) = 0.
iy ¿\K a 2/R 3 b 22 y

Sind endlich y und z unabhängig, x abhängig, so sind die Bedingungs¬
gleichungen :

(c)

et_
By

ej_
ez

et_
By

ej_
'ez

iL. L
Bx'F x
et fz

h-?y b. b t *y
2VR 3 2|/R 3 bxx x
b33 2 z i n ! x b33 z

2^R 3
z

(Ä2 2 •*u*2î) = 0;

öx Fx 2Vr 3 2]/R 3 6 llX
(*3S 2 — ¿11 Ä33) = °-

Die Gleichungen (a) sind erfüllt für x = y
eine Striktionslinie werden.

Alsdann wird für x = y == 0

2/R s

0; die z- Achse kann

e 2 t
ex 2 '

i

21/R 3
1

(*n 2 — ¿11*33) =
2Ä 33 3 z 3

(¿il— ¿33);

ó 2 /
(10)— =

dj 2 2VR
(b 22 2 — b 22 bS3 ) =

b.

e 2 t
:0;

e 2 t e 2 t
ex 2 '

2b 33 *z*
\ 2 b it b,

(»2 2 ^3 3)i

2 2

4Ô33 6 .
i"'(*n — b3a ) (b 22 —b ss )ex ey ex 2 ey 2 \exey)

Die Gleichungen (b) sind erfüllt für x = z = 0, d.h. die /-Achse kann
ebenfalls eine Striktionslinie sein.

(H)

Nun wird für x = z = 0
2

e 2 t

^=— U(ä ».
dz 2 2VR 3 '

a x a (^
2VR 3

e 2 t e 2j
"ex-zex " 0; ¿z 2

*22*ss) =
b33

2*2 2 3r

*11 *2 2 ) =
¿11

2^2 3 / 3

_l BH__ \ 2 *„

(¿S3 - ^22);

(¿>n — b 22 );

\ez ex lb ti *f y "' ■A»>>ii-&«);
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Die Gleichungen (c) endlich sind erfüllt für_y = z = 0; die x-Achse
kann eine Striktionslinie sein.

Für / = z=0 wird

2VR
1

(12) %L-
tiz* 2/R 3

8 2 t
0;

(Ä33 2 - b llKÙ =

ô-t ô 2 t I d 2 t

^8 8

2b 11 *x>
(*8Í38

¿2 2 ¿ 3i)
4ft «X 6 & *n)(*8.-*ll)-• dy ôz dy 2 dz 2 \ßy dz)

Wir können nun zur Untersuchung der einzelnen Arten der Central-
flächen übergehen.

I. Das dreiachsige Ellipsoid. Sind die Koeffizienten der Gleichung (8)
sämtlich positiv, so stellt dieselbe eine Schar von dreiachsigen Ellipsoiden dar,
und zwar sind die Flächen reell für negative Werte von t. Für positive
Werte von r erhalten wir imaginäre Ellipsoïde.

Setzen wir fest, daß ft 33 > ft 22 > ftix ist, so fällt die große Achse
sämtlicher Flächen der Schar mit der x-Achse, die mittlere Achse mit der
j-Achse und die kleine Achse mit der z-Achse des Koordinatensystems
zusammen.

Striktionslinien der Schar können sein:
1. die z-Achse (x =y = 0); 2. diejz-Achse (x = z = 0); 3. die x-Achse (y =z = 0).

Für x=/ = 0 wird nach den Gleichungen (9) und (10) für positives z:
1

2*33*
<0; S<0;

ßy 2 ^ ' ax 2
§11.
dy 2

>0.
öx z ' tiy'¿ ■ öx* tiy 2 \ßx ßyj

Die z-Achse ist also eine Striktionslinie der Schar von Ellipsoiden, und
ß 2 t d 2 t
——, TTT gleiches Vorzeichen haben, eine Einschnürungslinie.
Bx ¿ tí y 2

Für x = z = 0 wird nach den Gleichungen (9) und (11) für positives y:
1 .„ ß 2 t ^ „ d-t : A d 2 t d 2 t I ßH

zwar, da t, — ,

2 ft,
ß 2 t
ti z

ö 2̂ ÖH_ ß 2 t
ßx 2< ~ ' dz 2 ' ßx 2 dz dx <0.

Die j/-Achse ist keine Striktionslinie.
Für j/ = z = 0 wird nach den Gleichungen (9) und (12) für positives x:

2ft tl x "-"' dy 2 " "' ßz 2 ^ "' dy 2 dz 2 \dy dz)
Die x-Achse ist also eine Striktionslinie und zwar, da idas entgegen-

ß 2 t d 2 t
gesetzte Vorzeichen hat wie „—- und — -. eine Stauungslinie.

tiy 1 dz 2
Unsere Theorie gestattet uns also, die drei Achsen eines Ellipsoids von

einander zu unterscheiden.
Liegt eine Gleichung zweiten Grades vor, welche ein drei¬

achsiges Ellipsoid darstellt, so ersetzt man das absolute Glied
durch einen variablen Parameter und bestimmt die Striktionslinien
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der so definierten Flächenschar. Das Striktionssystem besteht
aus einer Stauungslinie, welche die große Achse liefert und aus
einer Einschnürungslinie, welche die kleine Achse liefert. Die
dritte Achse, welche dem Striktionssystem nicht angehört, ist die
mittlere Achse.

II. Das verlängerte Rotationsellipsoid. Bestehen unter den Koeffizienten
der Gleichung (8) die Bedingungen paa = b„„ >> b lu so stellt sie für ne¬
gative Werte von x eine Schar von verlängerten Rotationsellipsoiden dar.

Die Gleichungen (a) sind erfüllt für x =
dt

■■0, da ^— = 0 wird.
dy

Dann ist nach (9) und (10) für positives y und z:

____!____ = _____!___ <0 - A21
2b o:é y + 2b ss z 7i 2b 22 (y + z) 5Ç! ' dx 2

d 2 t eu _ i d 2 t y _
dx 2 ' dy* ' \dx dy)

Die Gleichungen (b) sind ebenfalls erfüllt für x = 0, da

Dann ist nach (9) und (11) für positives y und z:

0;
dy 1

0;

dz
\ 0 wird.

t= 1
2b^(y + z) <0;

d 2 t
dz* 0: S<0; *" d 2 t

c'x-5 dx 2 dz"
d 2 t

dx dz
0.

Es tritt hier der auf Seite 6 erwähnte besondere Fall ein, in welchem
d 2 t

also die yz- Ebene als Striktionsebene zu betrachten ist. Da nun t und dx 2
jedesmal gleiches Vorzeichen haben, so ist diejz-Ebene eine Einschnürungsebene.

Die Gleichungen (c) sind erfüllt für j> = z = 0.
Dann ist nach (9) und (12) für positive Werte von x:

1 d 2 t d"-t d-t d'2 ¿ I ñ 2 ¿ \ 2

Die x-Achse ist eine Stauungslinie, da t ein anderes Vorzeichen hat wie
d 2 t

dy 2
und

dz 2
Stellt also die Gleichung (1) eine Schar von verlängerten

Rotationsellipsoiden dar, so besteht das Striktionssystem aus einer
Stauungslinie und einer Einschnürungsfläche. Die Stauungslinie
liefert die gemeinsame Rotationsachse, die Einschnürungsebene
die dazu senkrechte Hauptdiametralebene.

III. Das abgeplattete Rotationsellipsoid. Genügen die Koeffizienten der
Gleichung (8) der Bedingung:

so stellt dieselbe für negative Werte von t eine Schar von abgeplatteten
Rotationsellipsoiden dar.

Die Gleichungen (a) sind erfüllt für x = y = 0.
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In diesem Falle ist nach (9) und (10) für positive Werte von z:
1 ñ 2 t fi 2 t <92 / rfii

2*„*^ ü ' 6x*^ u ' dy 2< - ' dx 2 dy 2
d 3 t

dx dyt
>0.

dtDie z- Achse ist eine Einschnürungslinie.
Die Gleichungen (b) sind erfüllt für z = 0, da ~

Dann ist nach (9) und (10) für positive Werte von x und y.

0 wird.

¿ =
1

2*11 (x+j0 <0; (̂
>0;

d 2 t
0;

d 2 t d 2 t d 2 t
ex* "' ez 2 ex 2

Die Gleichungen (c) sind ebenfalls für z = 0 erfüllt, da

t =

\dz dx

dy~
Dann ist nach (9) und (12) für positive Werte von x und y

1 ^ e 2 t A d 2 t ^ „ e 2 t e 2 t i d 2 t

0.

0 wird

<0; 0;
¿z 2 "-5* 0 ' d/ 2 dz 2 dy dz

0.
2b íí (x+y) ^ ' ¿5j 2

Die xj/-Ebene ist eine Stauungsebene.
Stellt also die Gleichung (1) eine Schar von abgeplatteten

Rotationsellipsoiden dar, so besteht das Striktionssystem aus
einer Einschnürungslinie und einer Stauungsebene. Die Ein¬
schnürungslinie liefert die gemeinsame Rotationsachse, die Stau¬
ungsebene die dazu senkreche Hauptdiametralebene.

IV. Das einschalige und zweischalige Hyperboloid. Betrachten wir r als
positiv, so stellt die Gleichung

(13) b li x 2 -\-b t2 y 2 Jr bzs z 2 ±r = Q
bei negativem b S8 eine Schar von zweischaligen oder einschaligen Hyper¬
boloiden dar, je nachdem wir für x das positive oder negative Vorzeichen
wählen. Nehmen wir im ersten Falle noch an, daß b.22 ^>b ll sei, so sind
die Gleichungen (a) erfüllt für x —y == 0.

Dann ergibt sich aus (9) und (10) bei positivem z:
1 _ „ Ül^n- --^-n- <m. d *t I P*

dx 2lb 33 z
>0;

fl 2 t d 2 t
- ' ôy 9< ~ ' dx 2

>0.
dy 2 \dx dy/

Die 2-Achse ist eine Stauungslinie. Sie ist aber auch die gemeinsame
reelle Achse der Schar von zweischaligen Hyperboloiden.

Die Gleichungen (b) sind erfüllt für x == z = 0.
Dann ergibt sich aus (9) und (11) bei positivem y:

1
2* 22 J

<0;
d 2 t
dz 2

>0; dx 2< - u ' dz 2
Uli.
ex 2

e 2 t
ôz dx <0.

Die Bedingungen für das Vorhandensein einer Striktionslinie sind nicht
erfüllt. Die .y-Achse ist darum keine Striktionslinie.

Die Gleichungen (c) sind erfüllt für y = z = 0.
Dann ist nach (9) und (12) bei positivem x:

^=--- L-<0;S>0;
2ô x1 x ^ ' ey

Die x-Achse ist eine Stauungslinie
ßz 2 ^' ôy 2 dz 2

J1LY
ôyôz)

>0.
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Stellt die Gleichung (1) eine Schar von zweischaligen Hyper¬
boloiden dar, so besteht das Striktionssystem aus zwei Stauungs¬
linien, welche zu der reellen und der großen imaginären Achse
jeder Fläche der Schar führen. Die kleine imaginäre Achse ge¬
hört dem Striktionssystem nicht an.

Wählen wir nun in Gleichung (13) fürt das negative Vorzeichen unter
der Voraussetzung:

¿22 >*ni *8 3 < °'
so wird

(14) t = + 1

und in entsprechenderWeise ändern sich dann auch in den Gleichungen
(10), (11), (12) die Vorzeichender zweiten Ableitungen.

Nun sind die Gleichungen (a) erfüllt für x ==y = 0.
Dann wird nach (14) und (10), unter Beachtungder veränderten Vor¬

zeichen, bei positivem z:
1 „ ~ d°-1 ^ „ ô°- 1 ^ „ c3- / d°- t / d-t

Ihi
<0;S>0;S>0; 0 ^ *'<dx°- dy l dx a- dy'2 dx dy >0.

Die z- Achse ist eine Stauungslinie.
Die Gleichungen (b) sind erfüllt für x = z = 0.
Dann wird nach (14) und (11), unter Beachtung der veränderten Vor¬

zeichen, für positives y:

t = -±- >o- ^<o- ^>o- *L.£L.
2o 22 j/ ö2- ox- dz- ÖX"

Die j>-Achse gehört nicht dem Striktionssystem an.
Die Gleichungen (c) sind erfüllt für y = z = 0.
Dann wird nach (14) und (12) für positives x:

, = _J_>o-^<o^<o-^^
/o^x öj;- dz- ay d z-

d a-t
dz dx

d*t

<0.

>0.
\<9y dz/

Die x-Achse ist eine Stauungslinie.
Stellt also die Gleichung (1) eine Schar von einschaligen

Hyperboloiden dar, so besteht das Striktionssystem aus zwei Stau¬
ungslinien, welche die große reelle Achse und die imaginäre
Achse jeder Fläche der Schar liefern. Die kleine reelle Achse
gehört nicht dem Striktionssystem an.

Die Betrachtungder dem einschaligenund zweischaligen Hyperboloid
entsprechenden Rotationsflächen führt leicht zu dem folgenden Ergebnis:

Die Rotationsachse ist eine Stauungslinieder zugehörigen Flächenschar,
während die zur Rotationsachsesenkrechte Hauptdiametralebeneeine Stau¬
ungsebene derselben Flächenschardarstellt.
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B. Die Paraboloide.
Eine Schar von Paraboloiden kann dargestellt werden durch die Gleichung

(15) F (x^z,*) = b tl x 2 -\- 2b 22 y 2 + b si z + t = 0.
Dann wird

(16) t =

1.

2]/ô u 2 x 2 + ô22 2 .j/ 2 + ô 34 2
t ist eine Funktion von x und y allein und wir bilden daher:

(17)

et , et—- und -r—
ex By

(18)

et _ *H 2 X et _ b22 2y
ex " 21/R 3 ' ey "" 2VR 5 '

gleid Null für x = j/ = 0. Alsdann wird
d 2 / _ ¿n' 2 . e 2 t b i2 2
ÔX 2 -2ô 34 b' Ô/ 2 "" 2b 3i 3'
d 2 / e 2 t i e 2 t \» ¿^ 2 -^ 2
dx 2 ey 2 i,axôyj " 4ô34 6

Soll nun die Gleichung (15) eine Schar von elliptischen Paraboloiden
darstellen, so müssen ¿>u und ô 23 gleiches Vorzeichen haben; nehmen wir
an, es sei b tl ^> 0; ô22 ^> 0; b 3

i e 2 t e 2 t
t== ~^b7 i ' <0; e*2>0; ëyT>0 '' ex"- ey 2 \exeyj
Ist aber b 3i <C 0, so wird für x =y = 0:

i '>0 i S<0;S<0;S-S-i^:y>0.

y3 4 > 0, so wird für x = y = 0 :
e*t_ eu^ l e 2 t
dx a " >0.

ô^ 2" <0; dx 2o' x 2 ' tíj> a ox- <3/2 \Bx By]
Die z- Achse ist eine Stauungslinie der Schar (15). Sie ist aber auch

die reelle Achse jeder Fläche der Schar.
Haben b xl und 6 22 verschiedenes Vorzeichen, so stellt Gleichung (15)

eine Schar von hyperbolischenParaboloiden dar.
Es sei etwa ô„ > 0; b., 2 < 0; bSi > 0. Dann wird für x = y = 0:

ö x z ' ■ By 2 ^ " Bx'
Ist aber b Bi •< 0, so wird für x

<92 ¿
'By 2

/ <?2 ¿ N

=y= = 0:
a 2 ¿ / B 2 t '

>0.
<3j/ 2 \ôx <9jV

Die z-Achse ist auch hier eine Stauungslinie.
Stellt also eine Gleichung von der Form (1) eine Schar von

elliptischen oder hyperbolischen Paraboloiden dar, so besteht das
Striktionssystem aus einer Stauungslinie, welche die reelle Achse
jeder Fläche der Schar liefert.
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V. Kapitel.
Die Bestimmung der Achsen einer ebenen Kurve zweiter Ordnung

mit Hilfe des Striktionssystems.
Die Untersuchung der Striktionslinienwird sehr vereinfacht, wenn wir

uns auf die Betrachtung einer in einer Ebene liegenden Kurvenschar be¬
schränken. In diesem Falle führt uns die Theorie zu einer interessanten und
einfachen Bestimmungder Achsen einer Kurve zweiter Ordnung.

Die allgemeineGleichung einer Kurve zweiter Ordnung ist
F(x,y) = ßll x 2 + 2^2X^ + 022^ + 2a 18 x + 2a 23 y-\-a 33 = 0,

wobei die aus den Koeffizienten gebildete Determinante von Null verschieden
sein muß.

Ersetzen wir das absolute Glied a S3 durch einen variablen Parameter t,
so erhalten wir die Gleichung einer Flächenschar

(1) F(x,y,r) = a u x 2 -|-2a 12 xj/ + a 22 j/ 2 -f- 2a l3 x-\-2a i3 y-{-r = 0.
Da die Koordinaten des Mittelpunktes irgend einer Kurve der Schar

ö22 fl 13 ß 12 a 23 . .. ^ll^S ß 12 a 13
H 2 ' ü\ 1 #2 2

jv
M ■_>— a, i a.11 u 2 2

von t unabhängig sind, so sind alle Kurven der Schar konzentrisch.
Sie haben auch alle dieselben Achsenrichtungen, denn der Ausdruck

(a) ig 0 = — ( ßl 1 — a 2 , ± /(flu — Û2 2 ) 2 + 4a 12 2),
"12

das ist die Tangente des Winkels, um den das ursprüngliche nach dem
Mittelpunktverschobene Koordinatensystemgedreht werden muß, damit die
Gleichung (1) in die einfachste Form

a'nX 2 -)- a' 23 j/ 2 4- T = 0
übergeht, ist ebenfalls von x unabhängig.

Wir finden nun die Striktionslinien der Kurvenschar (l),indem wir bilden
£F
dtt— —

VI<3F
<9x

+ <3F

Es ist
ÔF
ÔT

dF
= 1; -3— — 2a ll x + 2a l9 y-\- 2a 1 .i 2u;

aF
dy 2 a x 2 x -j- 2 a.2 2 y -\- 2 ff23 = 2v.

'Die Bedingung für das Auftreten von Striktionslinienist
dt
dx 0.
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Wir erhalten
dt a lx u -j- fl i: f « a 12 u -\- a.22 v

dx 2^«»+^ " 2V(a 2 -f-i/ 2)3
oder v(ßj t « -)- öj , v) — u(a l2 u -\- cl^v) = 0;

(2) ß 12 ß 2 — (flu-ß 22 ) KV — ß 12 v 2 — 0.
Diese Gleichung stellt die beiden Geraden

0;

(3)

oder

u =
2 ß 12 («u — «22 ± /( ß n — (hi) 2 + 4ß 12 2)

(3 a;
dar.

) ßi! x + ß l2 y + ß13 =-^----- 7~- ------^(o,, —ß 22 ±y(ß 11 -ß 22 ) 2 + 4ßj 2 2)2ß

Besteht die Schar (1) aus Kreisen, so ist

und wir erhalten in (3a) auf der rechten Seite den unbestimmten Wert
d. h. die Striktionslinien sind unbestimmt; die Kreise sind äquidistant.

Für eine Parabelschar gilt die Bedingung

0'

ß,, a. 0.
Dann erhalten wir

ß lt x+ß I2 j- r-ß J3 =^^^^ l=^(ß 11 -ß. 22 ±yß 11 2 +ß 2S!2 +2ß 11 ß22 )

oder

und

(0 a iX X -f "W + «J3 = ( ß I2 X + «W + a 2s)
*11

(II) ß tl x -f ß 12 / -f ß 1;i = — (ß 12 x + a.10_y -\- ß 28 )
ß 22<
ß 12

(la) ßxl ßI2 x -f- «12 2/ + ^^s — fl 11 a i-2 X + ßll fl BgJ' + a M ff98?
(IIa) ß ia ß l2 x -j- ß 12 2/ -f- ß 12 ß 13 = — ß 12 ö 22 x — ß 22 2y — ß 22 ß23 .

Die Gleichung (IIa) stellt eine eigentliche Striktionslinie dar, während
(Ia)die unendlich ferne Gerade repräsentiert, da die Unbekannten ganz fortfallen.

Die Gleichung (IIa) stellt auch die Achse einer jeden Parabel der
Schar dar. Denn die Geraden

«iiX + ß 12 J/ + ß 1;i 0
und ß12 x -J- ß22 j/ -j- a23 = 0
sind hier parallel, also Durchmesser jeder Kurve der Schar.

ßn __ ß 12
a i2 ß 22

Die Richtungstangente ist

Die Richtungstangente der normalen Sehne ist dann
ßoo daher die

Gleichung der Parabelachse: 1S

a i 2 (a i 1 X + a i *y + a i 3) + ß22 (a i 2 X + fl22^ + a%s) = 0 -
Letztere Gleichung ist aber identisch mit der Gleichung (IIa).
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Die Schar (1) möge nun ein bestimmtes Centrum haben. Verschieben
wir das Koordinatensystem nach demselben, so erhalten wir aus (2)

ß12 (on x' -f- a 12 y')'2 — (flu — a22 ) (du x' + a^y') (aL2 x' -f a^,/)
— a i2 (ai2 x' -{- a 22 y')* = 0

oder

(4)

(5)

a 12 \ 2 {axí a 22 — a 12 2) — (ß lt — 022) (a il a 22 — a 12 2) x' y'
— ßl2^' 2 («11 ^2 — ß12 2) = °;

*12 '
1

2 - (ß n — ^2) x> — c 12 / 2 = 0;

/fall - ß22 ± fall — <h2? + * ai2 2 )-
2ö 12

Die Striktionslinie zerfällt in zwei zu einander senkrechte Geraden, da
das Produkt der beiden Richtungstangententgq>x-tg(p2 = — 1 ist.

Vergleichen wir die Gleichung (5) mit (a), so sehen wir, daß

tg ¥ = -À- fei - <h2 ± y(ß 31 -ö 22 ) 2 + 4u 12 2 ) = tgê
12

ist, d. h. die gefundenen Striktionsliniensind die Achsen einer jeden Kurve
der Schar.

Es ergibt sich somit zur Bestimmung der Achsen einer beliebig ge¬
gebenen Kurve zweiter Ordnung folgende Regel:

Ist F (x,y) = 0 die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung,
so ersetze man das absolute Glied der Gleichung durch einen
variablen Parameterr und bestimme dieStriktionslinien der so defi¬
nierten Kurvenschar. Diese sind die Achsen der gegebenen Kurve.
Oder auch: Man bilde den Ausdruck t = —

/¡ mu an
ôxj \dyj

Die totale Ableitung desselben nach x oder y, gleich Null
gesetzt, liefert die Achsen der Kurve.

Stellt die Gleichung F (x,y) = 0 eine Ellipse dar, so können wir auch
die große und kleine Achse unterscheiden.

Betrachten wir nämlich die einfachste Form der Gleichung der Kurven¬
schar (1), nämlich

(la)
so wird

a^x* -\- a 22 y 2 -\- z = 0,
«5F ÔF .

— = 2a 11 x; — = 2a 22 y;

t- 1

ÉL
dx

2}/a 11 2 x 2 -f- fl22 2j/ 2

ß ll X (ß 22 ---- a il)

dt
dx

2fa ll 2 x 2 + s 22 2 J' 2) 3

verschwindetfür x = 0. Die /-Achse ist also eine Striktionslinie.
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d 2 1
Bilden wir nun -, -, indem wir zugleich x = 0 setzen, so erhalten wirdx 2

d 2 t «11 («22 — «n)
dx 2 (x=0 ) 2]l(a ll *x* + a 22 *yr

a x , (o.'22

2a 22 s y 3

Haben a xl und a.2 , gleiches Vorzeichen, stellt also die Gleichung (la)
d 2 t

eine Ellipsenschar dar, so sind die Vorzeichen von t und -3-5 gleich, wenn

«2 2 ^> «il ist ; alsdann ist /// ein Minimum und x = 0 eine Einschnürungs¬
linie. Die /-Achse enthält aber in diesem Falle auch die kleine Achse jeder
Ellipse der Schar (la).

(fit
Ist jedoch a 22 <; alv so haben /fund -j-, stets verschiedenes Vorzeichen

für x = 0; alsdann ist die j/-Achse eine Stauungslinie. Sie enthält aber dann
auch die große Achse jeder Ellipse der Schar (la).

Die Striktionslinie einer Ellipsenschar (1) besteht also aus
einer Stauungs- und einer Einschnürungslinie. Die Stauungs¬
linie liefert die Gleichung der großen Achse, die Einschnürungs¬
linie die Gleichung der kleinen Achse jeder Ellipse der Schar.

Stellt die Gleichung (la) eine Hyperbelschardar, haben also a 11 und
t

a 22 verschiedenesVorzeichen, so haben t und für x = 0 stets verschie¬

denes Vorzeichen. Eine Unterscheidung der beiden Achsen ist in diesem
Falle nicht möglich.

Soll nun die Gleichung (la) eine Ellipsenschardarstellen, so muß
a, i a11 "2 2 «12 2 >0

(fit
sein. Alsdann haben wir -— zu bilden unter Berücksichtigung von Gleichung

dx 2
(3). Wir erhalten:

d 2 t
dx 2 ±h (fli1 a 22 ± R) 2 (fl.22 2 + 2a12 2 — ayi a22 )

a„c- (flll - fla9 ± R) (a tl + a„J + a x 2 + 2a, 2 -

Es ergeben sich zwei Werte, je nachdem das Vorzeichen von R ge¬
wählt wird.

d 2 t
Haben nun etwa --- und t für positives R verschiedenes Vorzeichen,dx 1

so liefert Gleichung (3 a) für positives R die große Achse der Kurven (1).

Alsdann werden -— und t für negatives R gleiches Vorzeichen haben, unddx 2
und Gleichung (3a) liefert dann für negatives R die kleine Achse von (1).
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Beispiel 1 : Die Achsen der Ellipse
x 2 -f 2 xy + 2 y 2 -f 2 x + 2 y — 5 — 0

haben nach (3a) die Gleichungen:

4 = y(-1^5).x + 2j/ +
¿ wird für alle Werte von x und y negativ.
Ferner wird

dH
dx* (R=+y5)
ePt

-ft)

= 10 — 5 f5 < 0,

= 10 -r-5l/5>0.
¿x 2 (R =

Die Gleichung der großen Achse ist also:

x + 2j;+l- 2 ^+ 15 J
Die Gleichung der kleinen Achse ist:

x + y + 1 - J-(-l+Y5)-

(R=-ys)-

(R=+V5)-x -|- 2y -j- 1 2
Beispiel 2: Die Achsen der Hyperbel

x 2 -(- 4 xy -f 2 j/ 2 -\- 2 x + 2 ^ + 3 = °
sind: d F

1dx

J>_F 2a ií
( ö n '2 2 ± Í(a XÍ - a^) 2 + 4a 12 2)

also
x + 2.y+l 4 V --'"'2X + 2J/ +

Aus den vorhergehenden Betrachtungen ergeben sich auch leicht
folgende Resultate für die Cylinderflächenzweiter Ordnung:

Stellt eine Gleichung von der Form (1) auf Seite 18 eine Schar von
elliptischen Cylindern dar, so besteht das Striktionssystem aus einer Stauungs¬
und einer Einschnürungsebene. Die Stauungsebeneist die Ebene der großen
Achsen, die Einschnürungsebenedie Ebene der kleinen Achsen aller Quer¬
schnitte jedes Cylinders der Schar.

Stellt die Gleichung (1), Seite 18, eine Schar von hyperbolischen
Cylindern dar, so besteht das Striktionssystemaus zwei Stauungsflächen,
welche die Hauptdiametralebene jedes Cylinders der Schar liefern.

Stellt endlich die Gleichung(1), Seite 18, eine Schar von parabolischen
Cylindern dar, so besteht das Striktionssystem aus einer Stauungsebene, welche
zu der einzigen Hauptdiametralebenejedes Cylinders der Schar führt.
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