.' Uber die Differentialgleichung der Kriimmungslinien

bei einigen krummen Oberfiachen.

I{rﬁmmungsiinien einer krummen Oberfliche werden bekanntlich erhalten, wenn
man von einem Punkte aus auf der Fliche in Richtungen fortschreitet, in welchen die
aufeinander folgenden, unendlich nahen Normalen sich schneiden.

Durch jeden Punkt der Fliche gehen zwei daselbst sich senkrecht schneidende
Linien dieser Art, die ganze Oberfliche enthdlt also zwei Scharen von Kriimmungslinien.

Die Gleichung der Kriimmungslinien wird aus der Gleichung der Normale ge-
wonnen. Ist die Gleichung der Fliche in der Form 2z = f (i, y) vorausgesetzt, so entsteht
bei Anwendung der gebriiuchlichen Bezeichnungsweise fiir die Kriimmungslinien die

| Gleichung
' de +pde  dy—+qdz
i 3T (IEP__ T __(El;;l' A%

Die Integration dieser Gleichung ist meist mit grossen Schwierigkeiten verbunden.
Sie lasst sich, wie bekannt, nur stets ausfithren bei allen Cylinder-, Kegel-, Rotations-
und Kanalflichen, ferner bei den abwickelbaren Flachen und allen Flichen zweiten
Grades. Schon fiir die Flichen dritten Grades ist das Problem noch nicht allgemein
gelost, Es giebt jedoch viele Flichen aller Grade, fiir welche man die Krimmungslinien
bestimmen kann.
Es mag hier sogleich mit einer Fliche vierten Grades begonnen werden, der
il Einhiillenden aller Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer gegebenen Ellipse liegen und
deren Oberflichen durch den Mittelpunkt derselben Ellipse gehen. Die Gleichung dieser
Fliche findet sich bei Schloemilch, Ubungsbuch zum Studium der hdheren Analysis, I,
Seite 180, niamlich

{'m,‘.__i_'y,‘. +:?.}3=£(“'2 :f‘.2+.]'}'.‘iy2)l

Die oben angegebene Differentialgleichung wird bei dieser Fliche zur bequemeren

Handhabung besser in die Form gesetzt

I ————— —————— Shesr———pr == TS
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Aus der Gleichung der Fliche erhilt man durch einmaliges partielles Differentiieren
nach den unabhingigen Variabelen # und y, wie man leicht iibersieht,
&
X Zp=a. Vata? +-{;-: ?2 3
o
Va®z®+ b2 y° ;
worin die Quadratwurzeln dieselben Zeichen haben. Differentiiert man beide Ausdriicke,
wie es obige (Gleichung vorschreibt, vollstandig, so ergiebt sich
yydae—zdy)
(@a®a®+ b2yt
Der Ausdruck fiir y +2¢ kann aus dem fiir # 4 2z p erhalten werden durch Ver-
tauschung von ¢ und & und gleichzeitig von # und y, daher wird
2 (xdy —y dz)
@t b
folglich lautet die Gleichung der Kriimmungslinien nach Aufhebung der gleichen Faktoren
y(yde—ady) @(vdy—yda)

y+zg=10b%.

d@+pz)=a®b*:

dy—+qgz) =a*b*,

dp dy
oder
(yde— xdy) (ydg-+adp) =0.
Es zerfillt also diese Gleichung in zwei, ndmlich
ydoe —ady=20
und

4 ydg+adp=10,
von denen die erstere die Projectionen der einen, die zweite die der andern Schar von
Kriimmungslinien auf die zy-Ebene liefert.
Aus der ersteren beider Gleichungen folgt sofort durch Integration
i/

= = gonast. ,
@

d. h. die Projektionen der Kriimmungslinien der ersten Schar auf die @y-Ebene sind ge-
rade Linien, die durch den Koordinatenanfang gehen; die Kriimmungslinien selber liegen
also in Ebenen, welche sich um die z-Axe drehen.

Die Auffindung der Projektionen der zweiten Schar fordert die Integration der
Gleichung
dp ]

TR £
Hierin ist p und ¢ durch # und y auszudriicken. Es ist
fff‘:r-l-.‘."p):cf.‘i:ﬁ—:rfp—]—ptf.‘,
oder, wenn man dz vermittelst der Gleichung

de=pda+tqgdy
eliminiert,

dw+z2p)= {1+ pda+ pqgdy+ = dp.
Ebenso folgt dy+2q)=1+q")dy+ pqgdr4 zdg.
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Fiir beide Ausdriicke sind oben aus der Gleichung der Fliche Werte berechnet.

Man findet aus den bestehenden Gleichungen
= 22 Y (-’f z—a dy) 2
‘ Sl (a2 2%+ b2 y2)} —((I—I—p)tfm—l—pqdy).
r - e i (Lt_“f?’i_:u (I,ﬁ'"] Lo 2 1 .
I o A (a®a® 4 b2 y*)t ((I )Gy g {h') :

Die Division beider Gleichungen durch einander ergiebt mit Berlicksichtigung

: )
} dessen, dass Shiheasd sein muss,
| dyg &z
(i y a0y (ydo — wdy) — ((I +pilda+tpq rflf,') (a? a? 4 1° y"!j;j
) & —a* bty de — edy) — ([’f + ¢%) dy + pq d.—r) (a® z* + (IJ“EII}'L’}& :
' Hieraus folgt nach Weglassung der Glieder, die durch Subtraktion und Division
{‘;, in Wegfall kommen,
|I y ((_{ + g%} dy + Pq d’.a.‘) —_—u ((_! “- l‘ncj da-pq (fy)
Il oder
' dy ({I +q¥y+p r].?') = —dux ((1 + p?la + yqy) ,
(R s d :
de  (1+¢)y+pgx’

Es ist zu bilden
(1 . 2 (a® _ .V:I{-{L.“";:-E_-Ff-&r;?é) ) e I:j? r;u" 8l l"-f_;_@__;'Qe_-}'_."’g 'I?Q)ﬂ(b-! T }:“E FEEE b_'-" F) :
(e 2?4 5% y°) 2 (at e 07 y%)
Der Zihler dieses unter gleichen Nenner gebrachten Ausdrucks lautet in den
Variabelen & und y allein

[V T3 — (0 4 4% (" + 5y + 0 (o — Va P 4 5°) "] o
1 + 2 y* {ag b2 — (a? +b2) Va2 a? 4 b% y? + a? 2 + b2 3;2}
oder
@ [(.’ (a? a2 + b2 y2) — 2 a? 2 — (a® + lr?)_?f?) Va? a? b2 y* — (2 +y%) (a® 2* + 02 y?)
| 4+ at a? 4 @ (a® 22 + b2 y?) 4 a? b? y? 4 y? (a? 2? 4- b7 _'-;‘3)] :
Hieraus entsteht nach gehoriger Reduktion '
i [-”” — at)y? Va? 2* + b2 y* + a* (a? 2* + b* .5'2)]

oder
& Va?at byt [(.i.'z —a)y? 4 a? Va2 g2 W] .
Ferner ergiebt sich fiir (14 ¢% y -+ pq« ein Bruch mit demselben Nenner als fiir
den Ausdruck (1 +p*) &+ p gy und mit dem Zihler
y Va? o+ bt y? [ (a2 —82)a? 452 Vst 15252 -
In der That lehrt eine Vergleichung beider noch nicht entwickelter Ausdriicke,
dass sie auseinander entstehen durch gleichzeitige Vertauschung von # und y und von
a und b,

|
|
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Die Differentialgleichung der Kriimmungslinien der zweiten Schar ist also nach

Weglassung der sich hebenden Faktoren
dy 2 [ —a2)y? 4 at yar g3 4 2 v
da y [(az — b)) 22 4 b Va2 22 1+ b_ﬂ?] ;

Die Integration gelingt, wenn man als neue Variabelen » und v einfiihrt, die mit

@ und y durch die Gleichungen verbunden sind
:2. (be oy a.r".J _?;‘E o alt Vale e AT f)“!_j,;é — (b-.: e “2) :
— L (0 —a®) 2 B Y at e 525"-' =u(b*—a?,

W - 1] —— . - o
Setzt man zur Abkiirzung e Rt LT & e ol und Vala?4 0%yt =w,

so lauten die beiden Gleichungen
«) tyt=u—muw,
1)) —fat=v—nuw.
Hieraus erhalt man weiter '

y dy e du — m dw

2z de  dv—ndw
Ferner geht A
(6 —a?) y> +a? Va2 a? L7 y2

— (8 —aY) @ +b? Vat ot 1 57 2

iiber in
(u—mw)+mw 2u—muw

_2_(;- — 7 7:,-._} +nw 2v—nw
Die Differentialgleichung ist demnach
du—mdw 2u—muw
dv—ndw 2v—nw
oder
2(vdu —udy) — 2 (myv — nu) dw — w (n du — m dv) = 0.

Aus den oben mit a) und ) gekennzeichneten Gleichungen geht durch Elimination

von w hervor
a4+ ny?)=nu—muv,
d. i,

Fa?a® 4 0%y%) = (0% — o) (nw — muv)
oder
Jw?= (0 —a¥(mu— mu),
also besteht die Gleichung
,2 .
2 (v du — udy) + X w — dw— ——:,{ih—u— W= i
F— L/

oder
vdu—ude=o,
woraus das Integral hervorgeht
u

- = pOnst,
»
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Es wird also die zweite Schar der Krimmungslinien der behandelten Fliche dar-
gestellt durch die Gleichung

(b2 — a?) y? + 2.a2 VmbTyz'=c(_ (b2 —a?) a? + 252 m),
worin ¢ eine Konstante bedeutet. Durch Rationalmachen verwandelt sie sich in

(b2 — a?)? (y? +ea?)? — 4 (b2 c — a?)? (a2 2 + B2 3?).

Man erhilt also einen geraden Cylinder vierten Grades, dessen Gleichung zusammen
mit der der Fliche die Gleichung der Kriimmungslinien darstellt.

Bringt man besser aus dem gefundenen Integral mit Hiilfe der Gleichung der
Fliche den Ausdruck

2 ],/;':E 2? + b2 y? = a2 - yﬂ + 22

heraus, so entsteht

(02 — a?) y? + a? (2 + y? +z2)=c(-—(!ﬂ — a?) a? + b? (a? +yz+52)}),

d. h
byt a2t =@ 2 0y 4 0P 2P)
oder
3 4.+b,\ - b e — a? -
: gt Lyt = 27
a y e

Es liegen also die Kriimmungslinien zweiten Systems auf elliptischen Kegeln.

Die zu Anfang angefiihrte unentwickelte Differentialgleichung der Kriimmungslinien
verwandelt sich durch die Elimination von z bekanntlich in eine Differentialgleichung
zweiten Grades von der Form

dy\* dy
2(G) + Qg +R—o.
worin P, @, B von 2 und y abhiingige, durch die ersten und zweiten partiellen Differential-
quotienten von z nach den unabhingigen Variabelen ausgedriickte Grossen bedeuten. Die
Wurzeln dieser Gleichung ;.
dy , )
;{:i- =X und Eﬁ:?= i
sind die Differentialgleichungen fiir je eine Schar.
Es miissen zwischen den Gréssen P, @, R, X und ¥ die Relationen bestehen
_-—‘?jaX—l— Y und J;i: XY,
Aus der Zusammensetzung der Ausdriicke
P=(1+g¢)s—pgt,
Q=(1+¢)r—(1+pYt,
R=pgr—(1+4p*)s
erkennt man die Existenz der identischen Gleichungen
(1+p)P—pgQ+(+q)B=0,
Pr— Qs+ Rit=o0

e e " —— '_ P —— T




oder nach obigen Relationen
1+p*+pg (X+ V) +(L+¢) X Y=o,
r4 8 (X Y)+t X ¥=—o.
Aus der ersteren Gleichung findet man, sobald die eine Wurzel X obiger
Differentialgleichung bekannt ist, sofort die andere, nimlich
i R i
da (1+q') X+pg~
Die Beachtung dieser Beziehung hitte, beildufig bemerkt, bei der wvorhin be-
handelten Fliche vierten Grades sofort auf die Differentialgleichung der Kriimmungslinien
zweiter Schar gefiihrt.

Im folgenden soll mit der Differentialgleichung
(de+pdz)dg=(dy+qdz) dp
eine Entwickelung vorgenommen werden, von deren Resultat ich nicht weiss, ob es he-
kannt und benutzt ist.

Entfernt man dz durch die Gleichung dz = p dw+- q dy, so erhilt man zuniichst

((1‘ +pH)datpq “13}.) dg — ((}_‘ +q)dy+pgd .J') dp.
Beseitigt man nun nicht wie im friiheren dp und dg durch die Relationen
dp=rda+sdy,
dg=sda+ttdy,
sondern dz und dy unter Beibehaltung von dp und dg, so hat man einzufithren
- sdg—itdp

dax - A
8 — 1t
7 sdp — rdyg
ady=—= -
3 e

{ T ; : :
Es folgt, wenn man nach Potenzen von EQIP ordnet, die Differentialgleichung zweiten
i

Grades
(!(f +q)e—p ‘!) (“'I’)H Wk (rf +g)r— (14 ’uz”) Jﬂ"' gr—(14pls=9¢
' B dg q D dg rq 1 :

d. h. mit Benutzung friiherer Bezeichnungen
f("f’) i
dq dy

Die Anwendbarkeit dieser Gleichung erfordert, dass die zweiten Differential-
quotienten », s, ¢ sich durch die ersten p und ¢ ausdriicken lassen. Dass dies, wenn auch
in einzelnen Fillen nicht ohne Rechnungsschwierigkeiten, moglich sein muss, zeigt folgende
Uberlegung.

Die Gleichung der Fliche mit den fiir p und ¢ daraus zu entnehmenden Werten
stellen drei Gleichungen mit den Gréssen «, ¥ = dar. Da diese drei Gleichungen im
allgemeinen von einander unabhingig sind, wird sich aus ihnen jede der drei Grossen
durch p und ¢ ausdriicken lassen. Ist dies moglich, so miissen auch #, s, ¢ durch p und
q allein wiedergegeben werden konnen.
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Der Vergleich der zuletzt erhaltenen Differentialgleichung zweiten Grades mit der
gewdohnlichen zeigt, dass sie in der &ussern Form bis auf das Vorzeichen des mittleren
- o St P Bt 1 d
Gliedes iibereinstimmen, dass also die eine aus der andern hervorgeht, wenn i—r[;‘?j:_ mit — --F

e iy

vertauscht wird. Die Wurzeln der Gleichung
dpy ? dp
P — e —
(rfg) Q di T R=o
werden also sein
.d-?)z — X und é‘n:—- Ve
dyg dy
worin nunmehr X und Y als Funktionen von p und ¢ gedacht werden. Setzt man in die
oben erwahnte Gleichung
r+s(X+ YY)+t X Y=0
die Werte fiir X und Y in p und ¢, so hat man eine partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung, welche als Differentialgleichung der Flichen mit den den Grdssen X und Y
entsprechenden Kriimmungslinien anzusehen ist.

Zur Illustrierung des Verfahrens mag die Aufsuchung der Differentialgleichung
der Kriimmungslinien des dreiaxigen Ellipsoids vorgenommen werden,
Aus der Mittelpunktsgleichung desselben

2 2
& ¥ z
S+t a=1
@ L+

folgt
N ey
P=—ay 1T T
und hieraus
a? b*
L= P Y=g
Differentiiert man p und ¢ partiell nach @ und y, so entsteht
GZ
82 B p ot 1+ o p :
P — — g ———
44 Z° 43 Z
i b e e
= el P
AT z—__g,tg:__f:fl.f—id ot 1
b bt z
oder a® ! ot A
PE=——0—pP, §z2=—7pq, dz=——b—!——g'

Multipliciert man die Gleichung der Kriimmungslinien mit (— z) und setzt

—_—rr=r

HEs — =28, —st=t,

2

B a— = "'_'—'_-—'-- - = par = . I




o i,
so erhdlt man, nachdem man gebildet hat
% = i ¢
(1+¢)s —peti =1+q")pg—pq (?ﬂ'"""fg) i ("_ Ea“) ;
: x 2 o : a3
A+a)n—0+p)e = +) (G +p) — 1+ (5 +¢)
gt ot ok : et

L.I.

A T . e
PIn — (1 +p*)s =pg (ae +P') —(+p)pe=rpg (?_ 1),
als Differentialgleichung der Kriimmungslinien

b e S e e
A .‘F‘T([;{j' — B — 4 p—a fj)'d&,' —a pg=20,
worin zur Abkiirzung geschrieben ist
5 o Cu Ul:
C€'=I—;1, Pﬂ:I_EI'

Die Differentialgleichung in den Variabelen z und 7 lautet
] dyy* ; A . 2 4
2 ay (dj) + (a® 2 — 3% y* + b —a?) ;;’: San =i
Man erkennt, dass die vorige Gleichung von letzterer in der Form nicht wesent-
lich abweicht, es wird also die erstere durch eine gleichartige Substitution, als bei der
zweiten von Monge angewandt ist, integriert werden konnen. In der That, substituiert

man p g i{.-”,zg'-' » entwickelt nach p* und differentiiert vollstindig, so gelangt man auch
ity

hier zu einer Gleichung, deren linke Seite aus zwei Faktoren besteht, namlich
¢ atqt
g —ga- (Lo ST
Ce1 =090 G = mat agy
Die Differentialgleichung ¢d g — g dt = o liefert das vollstindige Integral

et e B E’ﬁi_("z}z%
Pi=xq e Fa
Das entsprechende Integral in den Variabelen z und y ist
2t ‘!!2

a2 T |
e e o
worin u fir » und e* =a® —}* fir f* —a® auftritt. Die eine von beiden letzteren
Integralgleichungen muss sich genau in die andere iberfiihren lassen. Die lingere
Rechnung, welche dies bestdtigt, mége hier unterlassen werden,

Als zweites Beispiel diene die windschiefe Schraubenfliche, deren Gleichung ist
e — x ‘y_
2 arctg P
€
Man findet e P T 7 e
an P 2+ q V’.T:2+l?’,,
Hieraus folgt

=—— mnd plgt =

: S iy
e o

r ¥ 1
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S N e 2 2 e __F)__
folglich pe=se tlreha)os S e = ord
und

s a q
= x(p" q° d e A
q (p*+q°) oder 1 Fig
Aus der Relation f: = — —? oder gy + p #= o folgt weiter
£ o

ys+ptaor=o,
gt+yl+aos=o

: Gy q :
Differentiiert man # = ————— partiell nach y, so folgt
P- _"_ fjr,. P

o=(p*—q*)t—2pqs.

Das hieraus entnommene ¢ werde in ) eingesetzt, so ergiebt sich mit Beriick-

sichtigung der Werte fiir # und y
P o e Y
A e -l=0,
ST T
2pg(@*+q)—2pt+(p—q)t=0,
also t=2pgq.
Dann ist s=p*—¢q*.
Aus ) folgt
£ U ST
P"{'?(f _'?J—] f:i+ 2_'_'?3 o
und hieraus nach einiger Reduktion
r=—32pq.

Die Grissen P, @, R der Differentialgleichung werden
P=(14¢)(p"—q") —2p' ¢ =p"— " (1+p'+¢), y 4
Q—=—(1+¢)2pg— (1 +p")2pq=—2pq—2pq(t+p +0),
R—=—2p'¢"—(1+p°) (" — @G)=qg—p ' A+p'+¢).

Die Gleichung selbst lautet demmach, wenn man 1+ p® + ¢ = A setzt,

a a 1 . dp P @
@' — a8 () +2pa(a+ 0T+ @ —p" D) =0
£ q L. rj
Die Discriminante dieser Gleichung ist
p\zqu r& + I)c e [’P'_' =t ?ﬂ ."‘_\J (Q': Al pc &J A ,ﬂ, (2?]':{{! ":I"PI _'_?l) it l;;n'! _f_qz)-. &.

Demnach ist

2

(P — 4" A" df =—pa(A+ )£ +TWVA

Fir die erste Schar gilt

(p*—¢ A) dg——m(&+ﬂ+t’1}*+q‘)&=(1ﬁFM’JL\.) (—a+pVA)

oder

(’P"‘ﬁ'l‘&){w —q+p VA,

@)
b




TSt

:
also s .
dp _—a+pPVA 1
LIRS 3
Fiir die zweite Schar ist f
2 2 1 J 9 @ po— — s o
(P"—q" A) -Jj? =—pi(A+)— P +¢)VA=—(¢+p VA)(+qVA), &
also ; r
(I i R T o |

dg P—9VA

Entwickelt man Gleichung I in

pdp+qdq+(@qdp—pdq) YA =o,
so erkennt man, dass hierfiir gesetzt werden kann t

Up*+9)+¢ VA4 (L) —o.
Als neue Variabele werden eingefiihrt

ts":i’—}—p"—}—gg und L=§ !

Dann ist fg
pdp 4+ gdg=udu g
und f
qdp—pdg=qdv. |
Also wird die Differentialgleichung |
wdu+ ¢*udv=og, |

d. h. dud- g dv—=o.

g el R A S
Auslj—vfo]gt 7 —v-[—ioderf_;r—-ﬂ!_'_f—v-.,_]_f. |
Folglich ist zu integrieren

et — du dv .

du |- Vil dv=10 oder o My 0 ; :

Hierin sind die Variabelen getrennt. Schreibt man ferner noch die Gleichung q
folgendermassen | j
$du Ydu | dv o {
B = yged g [
so ergiebt die gliedweise vorgenommene Integration |
l(u—1) —-_‘l-f(u-l-f_’]—]-m-dgu:Cans.t., |
woraus nach Wiedereinfithrung von p und ¢ folgt ]
f- ': S r:- i If

L ]{ +:ﬂ.+ qﬁ. --—f + arctg P = Const. . -

Vitp'+q* +1 g !

Fiir die zweite Schar ist ‘
Pdp+qdyi— (gdp —pdg) YA = o )

oder, unter Anwendung derselben Substitution wie vorhin, i
du—q*dv =0, i
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woraus mit Benutzung der fritheren Entwickelungen folgt
du dv

w—1 1+

=0

und hieraus das Integral

— 1
VI + P + q — arcty sl const. .
Vf TPt 1 q
Setzt man fiir p und ¢ ihre Werte in 2 und y zuriick, so folgt fiir die erste Schar
% TR, By T
VI _i i —_I{-.—-] 2y + ’, ( .z) — Cf}“ﬂt. S

Vn'—l- g RV

oder, wenn man die Konstante gleich — fr-l nimmt und den Nenner von der Irrationa-
litit befreit,
e L 1
LIViFa +y — Va+ )+l =arg L,

S=tyla (Vita+y —Ve'+y):

Ganz ebenso ergiebt sich fiir die zweite Schar
5 T ) Fs ERTRLE ¢
g —=tgle, Vit +y + Ve +y').H

i

Es war oben gezeigt worden, dass die Gleichung der zweiten Schar der Kriimmungs-
linien aus der ersten erhalten wird durch die Gleichung
dy 1+p'+pgX dp
%~ (A+q)X+pq  dg
Hierdurch ist man in den Stand gesetzt, die Kriimmungslinien von Flichen auf-
zufinden, ohne das Integral der partiellen Differentialgleichung, durch welche sie charak-

terisiert sind, zu kennen,

‘Wir nehmen den speciellen Fall an, dass g{ = — }; Differentialgleichung der
[t i
Kriimmungslinien sei, so ist in p und ¢ allein
Sl
S
r?j— o und gjn —_— —
S : "—ff—i-"f)j +pa
Die erstere beider Gleichungen liefert sofort
L Const.
q

als Gleichung der Projectionen der einen Schar; die andere Gleichung verwandelt sich

zunichst in

#) cf. L. Fuchs Inaug. Dissert.
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(¥
d. h. j
poptqig—o,
woraus die Integration ergiebt ]
p° 4 g% = const. . i
Die partielle Differentialgleichung der Flichen, bei welchen die eben gefundenen 2
Integrale, wieder in # und y ausgedriickt, die Projectionen der Kriimmungslinien dar- g
stellen, ist ]] 1
!
I ,¢(_.4?.t_|_.r". ) ) i ¢
q P i
oder |
p{;u'-—-(p"‘—qe_}#‘—pgtzo. t
Hierhin gehdren die Flachen, bei denen eine Schar der Kriimmungslinien in Ebenen ]
liegen, welche der x y-Ebene parallel sind, da sich hierfiir als Differentialgleichung ergiebt i
i ; . : : : f
il » von welcher wir ausgingen. Andererseits ersiecht man, dass auch hierher zu |

dx q
rechnen sind die Flichen, welche durch die Gleichungen charakterisiert sind
tj’.’f'— ?iy = 0,
IJ"“ - rj.r“ =_,r' (),
d. h. die Rotations- und Kanalflichen.
Dem vorigen Beispiel schliesst sich unmittelbar an das folgende. Es sei Differential-
gleichung der Kriimmungslinien

dy P |
iy |
dann wird i
_ 2 P :
i 2 G |
Jp_ +P_____'—_{j‘j_r;_ q 14 2p° :
{:‘r;;' o S e ! '

G,
(A+q) 0 +pa
Aus der ersteren Gleichung wird
dp HE P
dg = i
woraus durch Integration fiir die eine Schar folgt

pg= Const. .
Auch die zweite Gleichung kann sofort integriert werden. Es ergiebt sich fiir
die andere Schar

e —

_ D m?

_j::__:i.::’ = const. « I]
Die partielle Differentialgleichung der in Rede stehenden Flichen ist \

[ 4 95t Sl
q p 1-2qg° I+2q |
oder i
Peq(l+2¢)r+ (' —q)s—pg(t+2p")t=o0. ¥
|
Aus dieser Differentialgleichung moge eine Fliche hergeleitet werden, I
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3) gy=Arpq-
Nun war die Gleichung der Projectionen der einen Schar von Kriimmungslinien
\ p q = Const. , daher auch

il Man kann der Gleichung folgende Gestalten geben
' & 14 2p° ¢ 14-2p?
:’ 1) 1901 +2q2 Ea)f 14247 W
{ oS S e e Al el b e L O
n I: 2) 14 2p? E;B[’P‘I} 14 2q% 8y (ng)==o:
s Wir setzen Z=mp , y="mnq,
! worin m und n unbestimmte Funktionen von & und y bedeuten mogen. Differentiiert man
! erstere von beiden Substitutionsgleichungen nach y, die zweite nach @ partiell, so ist
y ; dm
| wh-l-p-a—é;u—a,
{ dn
1 . “3+F‘IE‘;EG'
|
¢ | Die Elimination von s ergiebt
1 . P Emzlq an
| m 8y n 3z’
B Specialisiert man n dadurch, dass man annimmt
' i
=
m
worin 4 eine Konstante bedeutet, so wird
3 pam qm A 9m
?:133_- A m®: da’
i woraus weiter folgt
2 m 2 m
— ) —=0.
] 173 & ! 2y
! Diese Gleichung hat dieselbe Form, wie Gleichung 1). Letztere wird demnach
erfiillt, wenn man
1 2p?
o m=
L 2 gs
§  setzt. Hiernach wird nun
| 0 ) 1 1=af 3
; + 2 p? (1122
I = i- I__-EJ ] ] A " ( o r{ﬂ ) '.!l
’.i 1 + 2 J;l i _l. 9 p*
f woraus sich ergiebt
I
|

2y =a,
: worin e eine Konstante bedeutet.

I Setzt man nun pg¢ in Gleichung 2) ein, so folgt
| 'y

| L0 BB s el 1
14+2ptt 14242

¥

woraus sich weiter ergiebt
1+2p* 0 Y
4:' F ?--a- — I it
1+ 24° q &

- ——— o —p—— — . W-ﬁ-‘:#
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Setzt man fiir 2 die Konstante 4 ¢2, so erhilt man aus 3) und 4) fiir p und g die
Ausdriicke

20l T

Die Integration ergiebt die Gleichung

46222 = (w? — 2e?)(y2 —2¢).

Dieselbe stellt eine algebraische Eliche vierten Grades dar. Bringt man sie auf

die irrationale Form
VEG—0 2 +VIGr g £ 7 =2,

so erkennt man, dass die Fliche der geometrische Ort eines Punktes ist, dessen Abstinde
von zwei sich rechtwinklig schneidenden geraden Linien eine konstante Summe haben.

Die Projectionen der Krimmungslinien auf die zy-Ebene sind fiir diese Fliche
ausgedriickt durch die Gleichungen

]

& y = Const. und Y=

o2
v = = const. .

b b

(¥

In den fiir die zweite Schar geltenden Ausdruck
o s D S
dg (A+¢ ) X+pg’
worin X = — g,:? der ersten Schar bedeutet, werde im folgenden substituiert
TR st s A e 7
_J'i“Pg‘i‘{{?' 2 _J_}_Pl_l_qz‘
Hieraus findet man zunichst

1 1
—u — = 3 A s e
1 U vl — mz T—i—? und umgekehrt i + }3‘2 -+ I’fq = J P ]
also
; 1? v?
- = - d 2 .
P PR e 1 —u? —9p?

1 — pt : i —u? uy
ST g el o s At e
Ferner erhilt man

(1 — v?) du+ up do
T o Sl T
Bl == (1 —u?—yp2)2 °*
ey (1 — u?) dv+ uv du
g — e

(f—ul — Uz)i_ t

Setzt man dies in den obigen Ausdruck ein, so folgt
(1—v*)dutwde 1 —o24wX
(1 —u)dvtuwdu A—uw)X+uw'
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nf

e

= e

Aus der Form erkennt man, dass diese Gleichung befriedigt wird durch
1
L

du
worin man sich X durch » und » ausgedriickt denken muss.

: i : { ;
Ist z. B., wie bei der eben behandelten Fliche, X = p s,y -{f)--z = f; fiir die
q dg
erste Schar, so ist fir die zweite
dv - u
TR L
woraus sogleich folgt
#? — p? = consl.
als Integral, d. h.
pE i Const
5 - = Const. »
st e
. . : ; 14
Setzt man die Konstante gleich ¢ und bildet -I+- , S0 kommt man auf das
AL
frfther entwickelte Tntegral 2T 2" _a sonet. zuriicl
ruher entwickelte Integra 1 + 2_'1_‘3 == consl. ZUruck.
Ist X =1, so ist fir die erste Schar
)
ey S
Iffla'j'
p+ g = Const. .
Fiir die zweite Schar wird
dp _1+p*+p9g
dg  1+¢*+pg-
Die Substitution fithrt auf
dv
du
woraus sogleich erhalten wird
# — v = Const. ,
d. h.
o T-_p_ —__-G‘ == == C[’}H."'i‘. 1
V1+p?+qt
welches auch das Integral der in p und ¢ ausgedriickten Differentialgleichung sein muss.
Ahnliches gilt, wenn X — — 1 genommen wird. Dann ist fiir die eine Schar der
Kriimmungslinien %‘E— — 1, daher p — g = Const. . Fiir die zweite Schar gilt
dv
P s The woraus folgt

U - v = const. ,

S pig

T E P

Vi+p? +q°

- RN — B e ; e -
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Im folgenden mdgen noch drei naheliegende Fille behandelt werden.

Ist X=0, d. b —:ii =0, so folgt fiir die eine Schar der Krimmungskurven
y = Const. , sie wird also erhalten, wenn man die Oberfliche durch Ebenen schneidet,
welche der z:z-Ebene parallel sind. In p und ¢ ausgedriickt gilt fiir dieselbe Schar

jg =9, also p= Const..
Fiir die zweite Schar wird
dp 1+p?
4 pg
wofiir mit getrennten Variabelen geschrieben werden kann
pdp _ 0g
1EP = g

Hieraus folgt durch Integration
L1+ p?) — I(g*) =L const.

oder
1 2
= +2p— = const, ,
q
woraus leicht abzuleiten, dass fiir diese Schar auch _49-.-—” konstant sein muss.
5 ey i e

Auf die geometrische Bedeutung dieser Bemerkung soll hier nicht weiter eingegangen
werden.

Die Flichen, bei welchen die Differentialgleichungen der Kriimmungslinien von
der angegebenen Beschaffenheit sind, sind enthalten in der partiellen Differentialgleichung

zweiter Ordnung
Pl
Py
oder pgr—(t4+p*ls=o.

Die linke Seite dieser Gleichung ist der letzte Koefficient in der allgemeinen
Gleichung der Kriimmungslinien.

B

T

; d : i § JEn
Teta = ca i tl.ih, : =o0, so ergiebt sich als Gleichung der Projectionen der

ty
einen Schar

& = Const. oder q= Const. .

Fiir die zweite Schar gilt die Differentialgleichung

dp Pq

Die Integration liefert die Gleichung
P'I
1+¢°

= conast.
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oder
“—% = const «
Vi+ p?+q*
Man erkennt, dass man auf den vorher behandelten Fall zurickkommt, wenn
man nur p und ¢, ferner # und y mit einander vertauscht.
Die partielle Differentialgleichung der hierher gehorenden Flichen ist
(1+g*)s—pgt=o.
Der gleich Null gesetzte Ausdruck ist in diesem Falle der erste Koefficient der
allgemeinen Gleichung der Kriimmungskurven.
Hierbei sei bemerkt, dass die eben behandelten Flichen, bei denen also eine
Schar von Krimmungslinien in Ebenen liegt, welche der yz-Ebene parallel sind, sich
bekanntlich durch die Gleichungen ausdriicken lassen
o —

B = U.lriuv-i—J‘Vr?mvch:,

2= Ucosv— 5 V sin v do,

worin u und v Parameter von der Beschaffenheit bezeichnen, dass u— Const. und v = Const.
die beiden Systeme von Kriimmungslinien darstellen, und worin ferner U und ¥V Funk-
tionen von u resp. v allein bedeuten. Obige partielle Differentialgleichung wird in der
That durch die den angegebenen Gleichungen entnommenen Werte fiir p, ¢, 3, ¢ befriedigt.

Drittens werde angenommen, dass die Summe der beiden Wurzeln der allgemeinen
Gleichung der Kriimmungslinien gleich Null werde. Nach unserer Bezeichnung ist alsdann
il prtpg X o
(1+q¢) X+pg
Hieraus entwickelt man fiir X den Wert

S oo 4 g
1+q*
Daher gilt fiir die eine Schar die Differentialgleichung
P T
dg = g-'_
und, wie man sofort erkennt, fiir die zweite Schar
: o
T T
Setzt man die Gleichungen in die Form
dp dy
Vitp:  VItT
und ;
¢ i R e

3.

E——mss B e ] — L B T
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so erkennt man als die zugehorigen Integrale
(p+Vi+pY) (@+Vi+q*) =2
i PEYLOE

Zu denselben Gleichungen gelangt L. Fuchs in seiner Diss. inaug. auf an-

derem Wege.

Die Differentialgleichung der Flachen, deren Kriimmungslinien in der angegebenen
Weise sich darstellen lassen, ist, wie auch aus der Annahme hervorgeht, dass die Summe
der Wurzeln der Gleichung der Kriimmungslinien gleich Null sein soll,

(A+g¢)r—(1+p2)t=o0.

Der die linke Seite dieser Gleichung ausmachende Ausdruck ist der zweite

Koefficient in der allgemeinen Gleichung der Krimmungskurven.

Es sei erwihnt, dass letztere Differentialgleichung erfiillt wird fiir das Paraboloid
&, 5 5 . . . . . .
Y—=¢, da die Differentialquotienten » und ¢ gleich Null werden. Die Projectionen der

Kriimmungslinien letzterer Fliche auf die azy-Ebene werden also ausgedriickt durch die
Gleichungen .
(+Ver+y2)(2+ Ve +at)=¢,

v VT
.?'-—I— e + z2 £

Es ist ersichtlich, dass man in derselben Weise fortfahren kann fiir die Grisse X
Werte in p und ¢ einzufitlhren, wofiir wenigstens die Differentialgleichung der einen
Schar der Kriimmungslinien leicht integrierbar ist. Ob das Integral der Differential-
gleichung der andern Schar leicht gefunden werden kann, geht dann oft aus der
Differentialgleichung hervor, welche aus der obigen Einfiihrung der Gréssen u und v
entsteht. Man erhilt also eine betrdchtliche Anzahl von Flichen, ausgedriickt durch
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, fiir welche, wenn die Integration letzterer
ausgefiihrt ist, die Kriimmungslinien angegeben werden kénnen.
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