Untersuchung der Bewegung eines schweren Rotationskorpers, besonders unter

der Voraussetzung, daB ein Punkt der Achse gezwungen isf, sich anf einer

festen horizontalen Ebene zu bewegen, und dab die Rotationsgeschwindigkeit
sehr grof ist.

Die Bewegung des Korpers werde bezogen auf ein festes rechtwinkliges Koordinaten-
system. Die horizontale Ehene sei die #y-Ebene desselben, # die Vertikale. Den Anfangspunkt
eines zweiten rechtwinkligen Koordinatensystems (£, 5, £) legen wir in den Schwerpunkt, der,
da der Korper ein Rotationskirper ist, anf der Achse des Korpers liegen muB. Diese Achse
wihlen wir zur §-Achse. X, ¥, Z sollen die Koordinaten des Schwerpunktes und s das Stiick
der Achse bezeichnen, welches zwischen dem Schwerpunkt und dem auf der Ebene bleibenden
Punkt liegt, den wir die Spitze nennen wollen. Es gelten dann die Gleichungen:

t=X+ak+by+ ¢k,

y=Y +a§+ b+ qf,

8 =2 + ayk + b+ g8,
in denen die neun Grofen ay, b, ¢, a, - - - die Richtungsdeterminanten der einzelnen Achsen zu
einander bezeichnen. Zwischen diesen neun Kosinus lassen sich sechs unabhiingige Gleichungen
aufstellen. Alle neun Kosinus kénnen also durch drei derselben oder durch drei unabhingige
andere Variable ausgedriickt werden. Dazn wihlen wir nach Euler erstens den Winkel P,
welchen der Durchschnitt der #y- und der En-Ebene mit der g-Achse bildet, zweitens den Winkel
@, der zwischen demselben Durchschnitt und der z-Achse liegt, drittens den von der z- und der
{-Achse eingeschlossenen Winkel & Fiir diese GroBen und die Kosinus @, by, - gelten die
Formeln:

@, = ¢08 @ cos ¥ + sin @ sin ¥ cos &, : Iy = SIN (p COS Y — COS @ Sin P cos 4,
1) by = cos @ sin ¢ — sin @ cos ¥ cos &, 2) by = sin @ sin ¥ + cos @ cos ¥ cos &,
¢, = sin @ sin &, €y = — CO8 @ sin &,
tty = — sin ¢ sin &,
by, — cos 1 sin &,
gy = cos &,
Z = § cos &
Die Gleichung Z — s cos & enthilt die Bedingung, daB ein und derselbe Punkt des
Korpers stets auf der Ebene bleibt.

Zur Kenntnis der Bewegung dieser Spitze ist nur die Angabe der Werte von X, ¥, ¢
und & erforderlich, wie aus den Gleichungen:
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R 1,

=X —¢gs=X — gsin @ sin &,
y=Y —¢s= Y+ scos ¢sin #,
g=F —¢,s=7Z—gcosd# =0 hervorgeht.
M bedeunte die Masse des Kérpers, g die Schwere. Die Kriiftefunktion nimmt daher
den Ausdruck an: U= — Mgs cos &.
Derselbe enthilt die Zeit nicht explizite. Daher gilt der Satz von der lebendigen Kraft
T — U= h, worin 7' die lebendige Kraft, i eine Konstante bedeutet. Nun setzen wir
g’g* = i, ;;' = @y, ;il =1y, é;;* e -Xn gg:' o YI
und driicken 7' durch diese GriBen, sowie die Variablen @, ¥, #, X und ¥ ans. Darauf sub-
stituieren wir in I'— U =k fiir

. i a H.f
X, die GroBe e
: W
Y, » n  FF
aw

'&1 ” » e NSW.

-

und erhalten dadurch eine partielle Differentialgleichung fiir W. Die Integralgleichungen der

Differentialgleichungen der Bewegung in der Hamiltonschen Form sind dann: ol B;, worin
@ﬂ‘; ¥

jedes « eine der in W enthaltenen Konstanten und die §; nene Konstante bedeuten. Zu einer
vollstindigen Losung W sind fiinf Konstante erforderlich. Nach diesem angedeuteten Ver-
fahren fiihren wir unsere Betrachtung durch. Es ist:
z' =X + 4115 + b0 + '5’1r€,-
¥ =Y +a't +b'n+g't,
g =2 +alk+b'ny+eE.
A, B, € geien die Haupttrigheitsmomente des Kérpers, von denen die beiden A und B
gleich sein sollen. Dann ist
20 = Sm(a® +y*+ %) = M(X? + Y* + Z% + A(p* + ¢*) + O,
worin die Winkelgeschwindigkeiten p, g, » die Werte haben:
p=sinysin & — cos ¥ -4,
gq=—cosypsind-g —sing &,
r=—cosd-9p + 79 und Z'=—5- s H zu sefzen ist.
Dadurch erhalten wir:
2T = M(X* + ¥*) + Ms®sin® & - 82 + A(sin* & - ¢ + 8%) + C cos & - " — 22
Hieraus folgt:

= e i

=X =MX, [l —8=(4d+ M sin )¢,

E-T '}" 1]['1_': ﬁf‘ L ] r ol i # ¥

sy — hh=M1, Hg},-—-q31=l_fsfsm i@ —]—(_,r'oﬂ'ﬁ'i\cos{%qr—@'),
g7

=% =—Cleos 8- g — W)
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Bei Aufstellung der Hamiltonschen Gleichung 7'— U=k wird vorausgesetzt, daB alles
durch die urspriinglichen Variablen X, ¥, &, @, ¥ und durch die von T nach den Grofen X, ¥
&, ¢/, ¥ genommenen Differentialquotienten ausgedriickt werde.

Wie die fiir T soeben transformierte Gleichung zeigt, ist 7' eine homogene Funktion
zweiten Grades der Variablen X', Y7, ¢, ¢/, #. Ein Satz iiber homogene Funktionen liefert uns
daher die Gleichung:

27 =X, X'+ Y, Y + @9 + 99 + 8, %,
in der wir nun X’ - .- ¢’ auszudriicken haben durch X, -.. ¢, und die Variablen X - .- p.

Mit Beobachtung der aus den (leichungen fiir ¢, und ¢, folgenden Relation g, + cos & -,

= A sin® & .¢" nimmt 27 die Form an:

g 1 - o r o i (@, = cos & - 1p,)* i, ®
FEfEE 2 2y Lo o — & LR IRt A 1Exc
2T M (Ai + 7)) + AL Ms®sin® & 2 A sin? & + (]
Zur Bildung der Gleichung 7' — U = h, worin U die Kriftefunktion — — Mys cos # ist,
haben wir noch
i W aw
X, = A Loty - dw

zgu setzen. Dieselbe lantet also:
(E-' W
1 rpewae . e r&) 1 8 W 7 WNe
P WAL b ekl = Lol Bt s : : 08 & - —
o [(E—}{} " {r) ) ,J o 204 | Ms* sin® &) + 2 A sin®* & (i'tp + cos & el )
I 1 (r W
Tag\ay

‘)ﬂ + Mags cos & = h.

W wird daher die Form haben:
W=acX+BY+ap+by+ V@),

worin «, B, @ und b konstante Grifen sind. Daher geht obige Gleichung in folgende iiber:

AAY
e 4 fif (E-ﬂ') {a - beos &) | B* T i
% tIaF e s T sdmmo  Tagt MgseosE=h

Aus dieser Gleichung folgt:
8V i T R G D) R T o e g e 72 B T
';&- = l/?(.r[ + Ms* sin* &) (Ia. = _”iﬂ— — B Mys cos & — @ﬂﬁ it g ):-

oder, wenn wir die zweite groBe Klammer unter der Wurzel = R setzen,

o _y2(d+ M e’ 9) VR

und
V= f VE{A 4 Ms® sin? rﬂ') . V}.'f - d i
Es ist daher:
W—uX+pY+ap+by+ [ V2A+Msin®d) - VR dd.

Nach der erwithnten Theorie werden die Integralgleichungen erhalten, indem die Funktion
W nach den in ihr vorkommenden Konstanten differenziert wird und die so entstehenden
Differenzialausdriicke gleich neuen Konstanten gesetzt werden. Die Zeit wird erhalten, indem
man nach der Konstanten /i differenziert.
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Man erhiilt:

- S0 }“2(_'_.-1 4+ Ms®sin® @) -l EIV' W
X— X,= M VB - dir, e oyt 0= 5p USW-
- 1;- s ["l.f l[:i—|— Ms® gin® -&) . d8
2VYR :

PRl J V24 + M sn_:*n«f}- Ll LR
24 sin* @ VR
V2(4 - Ms® sin® #)d& (b | (a4 b cos &) cos &
it Oy f YR (c i Asin® o )?
L =f‘]‘,f'2{:_1_—i—_ Ms?sin®9) o
2V R
B muB eine gewisse Zeit iiber einen positiven Wert haben, weil sonst VR und daher
auch die Zeit imaginiir wiirde, was nicht angeht. =0 hat also mmdestms zwel reelle Wurzeln,
die beide reelle Werte fiir & liefern. Um die willkiirlichen Konstanten aus R fortzuschaffen,
tilhren wir die "r"r1uLLIgeqch'.uudugkutLu ein, die sich aus den letzten Gleichungen ergeben:

pll, (t}bLan{ cos & = ’],ffa
Asn*@ ? + Asin® & ([l_j—bﬂnh lﬂ.} ]h(fl—|- s :ﬂn"-ﬂ"l

Eine der oben erwihnten Wurzeln fiir R sei cos 8, also R (cos &) = 0. Dann ist:

r_ G bcosd, ip el cos &, (a + b cos &)
PR | SiII=-'ijLI_-’ Vo= == I A sin® &,
und
e it hE (@ +beos §)' e p?
R=h—Mgscosd —gp— —Fmma— eM u
e - : b (e boeosd,) _ et e
O=h— Mgs cos &, — 500 A el 537 » ¢daber IT)
By : ; , [ i, ) b cos &)
aus (I) — (II): R = Mgs (cos &, — cos &) + G G:; ;1(:;8& o) (@ 2":1 ;ifﬁ‘l& 25

Aus den Gleichungen fir ¢y und 3’ folgt:
@+ bcos &, = A, sin? 9,
@+ beos & =a +bcos & - b (cos & — cos &) = @, A sin® &, + (cos & — cos )b,
b= C(¥ — @y cos ) = — N geseta,
@+ b cos & =y’ A sin® &, + (cos B, — cos #) N = L + N (cos &, — cos &),
worin L = ¢, A sin® &, gesetzt ist.
Es folgt weiter:

r 2.4 sin® & L2 2LN(cos &, — cosd)  N*(cos &, — cos &)t
B= H"“'(wgﬂ —0088)+ @y —5 24sn'®  2dsnid 248t o
Bs ist aber:
¢ 2.4 sin® 8, L

4 ifq‘ rg (008 &, — cos &) ( cos &, 4 cos &)

Yo sae T 2dsnta 2P Tl — sin® &,

also

R (cos &, -wﬂ"'ﬂ;q.{;u Ve , L o2 ATgin? 088 1 cos B — 2 LN

V= e dsmrg (24 Mgssin®® — N¥(cos &, — cos &) + p,* A?sin® 8, (cos &, + cos #) — 2 LN},
Weil R noch mindestens eine reelle Wurzel haben muB, die einen reellen Wert fiir &

liefert, so wollen wir cine zweite Wurzel mit cos #, einfithren und untersuchen, wie die dritte

\
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Wurzel der Gleichung R = 0 beschaffen ist unter der Voraussetzung, daB cos &, und cos 9,
zwei reelle Wurzeln sind, welche reelle Werte von # liefern, deren Existenz bereits nach-
gewlesen ist, Hs sei
p_ cosd, — cos &
R=- AT 5 - I,

1) K =24 Mgs sin® & — N*(cos &, — cos &) + @24 sin® #,(cos &, + cos &) — 2L N.

Da cos #, eine Wurzel sein soll:
2) 0=24Mgs sin® &, — N*(cos &, — cos &,) 4 @, A? sin? &, (cos By + cos 8,) —2LN,
(1) —(2): K =2A4Mgs(sin*& — sin®&,) + N*(cos & — cos &) + ¢, *A?sin® &, (cos & — cos i),

K = (cos &, — cos &) {24 Mys (cos & + cos &) — (N* + @, 4% sin® 9,) )
_ ¥are 8 42 qind . S 2AMgs (cos &, + cos LA
= (N* + ;4% sin? 9) (cos & — cos 8) (1 — 255E° ST )

oder wird fiir N sein Wert eingesetst, so erhiilt man:

of e T : : 24 Mgs (cos &, + cos &)
K= (C'{qﬁu cos &y — ¥, )* + @, 2 A? sin ‘*}n) (cos & —cos ) (I ~ Oig cos B, — B gyt A7 sin® 0 )

Die dritte Klammer liefert uns die dritte Wurzel von R. Nehmen wir an, daB die
Rotationsgeschwindigkeit im Anfange, wo die Achse den Winkel &, mit der Vertikalen ein-
schlieBen mige, sehr groB, also ¥,  sehr groB sei, so ersehen wir hierans, daB die dritte Wurzel
groBer als 1 sein muB. Wir konnen unter jener Annahme auch in der dritten Klammer das
zweite Glied gegen die Einheit vernachlissigen und erhalten somit fiir B, wenn

C*(q," cos &y — ¥))* + @2 42 sin? 8, = P

gesetzt wird, den Wert

¥

I 5
B= ;5 (cos 8, — cos &) (cos & — cos 9,).

Damit R positiv bleibe, muB also & zwischen &, und #, liegen. Ferner nehmen wir
an, cos &, se1 die kleinere und cos #, die gréBere Wurzel. Diesen Wert fiir B setzen wir in
die GlLthung fiilr £ — £, ein:

R ]-f'l’.-! —|—st" sin"vﬂ‘:l-:i'-ﬁ' et ;A_[l ]J'”l—f— J.fti-'sm‘i’r] gin & . di
/ _I, o T V(cos &, — cos &) (cos & — cos &, J
2 -1 Bin

i g (cos &, — cos ) (cos & — cos &)

Es sei x = cos &, also
: dx
38 =— §in & 7
so hat man:

A A I'j' dao VA4 + Ms*— Ms*z® _V M /‘ dz Y — 2
! I Viz, —-'L]l(l._—:c ) Vi, — ) (z - -—z‘.l
. A Mg
WOorin - J’f“ig

r ist also > 1:

- = f eingefilhrt werden mége. Der absolute Wert

.f - %) - da a1 @l —wn- :
Viw, — cl(t— ) —D0 + 2 f}fr.:r—|— r) (@ — frj(.:u:— r‘l(r—rl
Die Wurzeln des Nenners sind der Grifie nach geordnet
— ¥y g, Gy, vy (> 1),
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Die Grenzen des Integrals miissen 2, und x, sein. Unsere Aufgabe geht zuniichst dahin,
das Integral

dx :
J}w+ﬂu—amﬁ4m&4ﬂ

Y@ — 51 — =Y

zn bringen. Zu diesem Zwecke machen wir die Substitution:

auf die Form

a4 bs? G
e dn und 2* = y.

# bedeute die positive Wurzel von y. Dann ist
1 dy
G
dz

Va — 290 — #'5)

o

._-e_:_l

R E LAY
Yyl — y) (1 — »y)
Der Ausdrock y(1 — y) (1 — »*y) hat die Wurzeln:

0

ve|

1 F

: —F'l: "ILI" i 7 oC .

Damit 2* ein echter Bruch oder y ein echter Bruch werde, miissen wir die beiden
Wurzeln @, und z,, zwischen welchen das Integral liegt, den Werten 0 und 1 entsprechen lassen.

Der Bedingung, daf % ein echter Bruch werde, wird durch die Annahme, daB :, zwischen 1

und oo liegt, geniigt. Nehmen wir ferner an, daBl z und y gleichzeitig wachsen sollen, so ent-
sprechen folgende Wurzeln einander:

XT=—r -+ @y
Y =0 0]

Durch dieselben lassen sich die GriBen a, b, ¢, d und #* bestimmen, indem in die

AT a-dby .. . . el :
Gleichung @ = - = d; fiir jeden der vier Werte von # das zugehérige y gesetat wird.
b : a )| a - b wia -+ b
S=aE=se et L Fam e o i e ale L d )
daher:
. s d
bh=—rd & ¢ — rd Fi ¢ o & — &,
; W= e Fd T AlaR i ¢ @ r’
&= Ic ] 1 b . +
+ (]
d S AL
i, — - — & w2 — 11—-1---'529— ;
HE AL R Sl %y st F e iy ) ¢
at 4 2 P T T L @ + 1@ —n
(= X, +r
Weiterhin ist:
r oy |
e O e NS A 6y (@ + 1) — 1yt — %) |
3 ¢+ dy z, +r -+ ylm — =)
] 1 e 0 1 ]
i
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] Es werde gesetat: :
f Ty +r + y(@ — ) = N;

also ist:

@ 1) @ + 1)

. [‘T1 T 'ru:' :Jl,g + T) 1 — y\\.
& + Y= N -~ 3 B e .

»

(@, — @) (r 4+ o)y

: (@, — r}zy + 1) (1 — yx’)
T — 2 =— N . R A e T e o S

T H
und wir erhalten:
: ; (m, + ¥z, + N¥e, — 234, — POyl — il — %%
Gl el sl e e e D Bl

Aus

T (& | 1) — ryE, — 3)

= e -
) o 4y — )
folgt:
& — @)z, rie, + 1
dr = — _f_ J.__q.j_\__nih..r‘i‘ fl{_l T ) 'ﬂrj.l‘:-
(dz)* (dy)® _ Afda)*

EIFNE—m)@—a)@—r (@@ —nyd—yl —='y) (@ F N —z)d — o)1 —w'ey)
Da z und y zu gleicher Zeit wachsen, so ist:

1 dax Sdz

Ve + e —o)e—z)e—n Vg + 00 —z)1 — 50 — %)
Zuniichst muB der Bruch
o (SN (BN iy
¢+ dy

Ty o 4 yim — @)

in Partialbriiche zerlegt werden, da das Integral fiir die Zeit

a4 bz y? .
% it ] =l I ;
t— Hﬁ - f e I.l? - F ! d'l:l: e—— 2{/—1'"_—'—' e :.(__'t.'.'_|_._{€._.l_' T {’1'.‘3 war.
J Ve + niw — o)z — a)z —r) Vi, Fo)ir— o) ({1 — 25 (1 —»¥%)

o

Zu dem Zwecke entwickeln wir nach der Reihe von Taylor:

f {,-r,"j fr) ' (ex) 1 rp" ':’I)
; as ﬂ__tp_(_J_u-I__ ‘P..:r—i 3F S L
(& — a) (x — a) (& — a) 2 (z— o)
| den Bruch:
(i)

ri Man hat:
] e a*d®* — 2abed 4 b¢*
P ("' d) F L ]

. o 2abd — 20%
? ( {f) ik d ?

i (-0,
und da
| a= x,(x, + 1),
I IJ — rli;tln e ;rl:Ja"
¢ = (50 +1),
d = — (z, — x,) ist,
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Lagial

(n -t f.rg,r)E 251 { a*d® —2abed - b*e* 2b{ad —be) 52
efdy/)  d* (e 1+ dy)® e+ dy i |2
a*d® — 2abed + b2 = (z, + r)¥(x, — z, (2, + )3,
2b(ad — be) = — 2r(zmy — 2,)* (2, + 1) (2, + 1),
b2 &
= —r=0.
Mit Einfithrung von m = ; - — :“ _l_: erhalten wir:

i dg o A il
T “!! (- sin® p) A + 'II,_/ (m-fsin®gp)dgp * (¢ = sin ®)s

2f(x, + v)¥(x, + )

(@ — o) V@, + e —a)

worin

und
4@, + 1)@ + )

. s ist.
(@ — ) Yiawy +1)(r —

B =

Wird mmJ coim :';’;m PL mit V, bezeichnet, wo u irgend eine negative oder positive
ganze Zahl bezeichnet, so gilt die Reduktionsformel:
(m +sin®g)singpeos pdp = — 2u A Vi1 + Cp+ BV, —(2u+2)0V wr1 T+ 3%V

Worin

-

A =m(1 + m)(1 + »*m),
B=1+42m+ 2x%m + 3x*m?,
O=14 221+ 3x%m
zu setzen ist. Nach derselben erhalten wir fiir y — — 1:
PPl {m - Ei.l_ﬁ_.qi:"__.l - 8in g i__"_;m pde -4 B I’__l__— **V, i

mithin:

gty (ﬁ_i_.vc.h') »*el, | wsingeosgpde
A aYiey 24 24 ' (msinfgizd

Bei Anwendung der von Legendre aufgestellten Bezeichnung fiir die drei Gattungen
der elliptischen Integrale lassen sich ¥, und V_, so ausdriicken:

{m - sin® @) dp ~[— m*u i
J- Jtplf A -~ F(g ]__' Ei (),

L dp 1 1
J.lim,—j—"u'ill:.np}ldq: 8 Ty 1, (\(P; ?) :

7
+5 . d ot . G
Fiihren wir j 'ﬁz = I'(p) = w als variablen Parameter nach Jacobi ein, so gehen

unsere Integrale in folgende Ausdriicke fiber:

1} mn? he e 1 —|— rmc’ 1 Eu 1 .
reis el 5 dia gt e — AL
|  U— — Bu)= o ZN),

14 mx? E' (1)

oder Vy=u ( o i )_':= (j{ 1 Quj)
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TI, (g, #) steht mit der von Jacobi eingefiihrten Transzendenten IT(w, @) durch die
Gleichung

11, (g, m) — u +

in Verbindung unter der Bedingung, daB % — — %®sin® am ¢ und hier n ein negativer echter
Bruch ist, dessen absoluter Wert kleiner als %* ist. Der obige Ausdruck ist dann reell.
Nun haben wir:

et 4 (m—a) A _Mwg—2)2r _ 2ra
m ¢ (@, 1) ? (e + 1) (r — ;) @ —r?

i wo 2r >, —r ist. n ist also, wie aus obigen Formeln hermrgpht ein negativer echter Bruch,
i dessen alrsuiuter Wert kleiner als »* ist. Daher haben wir

| V_ = - w -+ g g (-H-Zu- + ;-1 Gr"_“:')}.

! m dama °g & (w4 a)
! . c . frama
| Wir berechnen weiterhin —=——— s war
[ A ama
I . &y — &,
! #*sin® am @ = 21,
Ty =1
elich ist: . r—a
’ B sin® am @ = -
h 2y
r &
EDSE am @ = _li_.l_ 7
' 2r
) Q ¥ —E
' te? am a = =
| g ra, ’
4 i T
' A am g BT !
x, +r
tgama _ Yir—=z)@w 1)
. dama =~ r-m
: . 1 Hw
- Da ferner: Sin @ — sin am 4 — — v
. 7 =% o’
% Ht'ﬂ - }T]
j cos = | = i
‘ 08 @0 = €OS am U Vﬁ ou)
i )
N _ i, B4 K
| e & ()
. sing-cosgp-dp . .
ist, —=—— iiber in:
t, so geht ~ENE ber in

¥ H(W) Hu+ K) 0w+ K)
B () | wm O (u) + H*(w)) ;
i Es war

! «B 5 wle. V) csing - cosg. dep
= bt A U AT 7 :
b=y = (Iﬂ—i_ "’/1) I—l 24 ' (m 4 sin® )2 A

. Fithren wir die oben aufgestellten Werte statt ¥_, und ¥, und ““L‘I L2 ein, 0
1 erhalten wir fiir { — #, folgende Gleichung:

: wld tgama- /(aj e (1) mx? B )

1' 'E_t” [ m (ﬂ"i ‘2!.)(I'+ dama ) 2.4 ( T XK }

| o G!w a) (ﬁ—l- nB) tgama an - 8w K)Hu) s Hu+4 K) aZiu)
2 Buta) " 94/ 2dama-m O () [ xm O (u) - H*(w)) 24

2
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Abkiirzend konnen wir also schreiben:
(1t — a) T () - Hiu 4 K): @(u+ K
=yt - 200 +elog (G0) +1 Sl tawore T

p, q, t, | sind bekannte Funktionen der Wurgeln z,, #, und r, welche aus unseren friiheren
Zusammenstellungen leicht berechnet werden konnen. Wir stehen von der Ausfithrung der
Rechnung ab, da die Resultate fir p, q, v und | sich in sehr schwiilstiger Form darstellen
wiirden und es daher empfehlenswerter erscheint, fiir jeden speziellen Fall die einzelnen Elemente
der Ausdriicke p, q, v und | besonders zu berechnen. Fiir jedes & wird durch frither entwickelte,
hier zusammengestellte Formeln w berechnet:

@ (0 +- 1) Fyrlt —2)

e : s
TP —u; sin @ = 23 y = 2% &= 008 & = — -
? {Ta+r)_y[a.u _'11}

_.er

z war als die positive Wurzel von y eingefihrt worden:
e R R | o)
il V{w+ @ —a)
Fiir jedes & liefert also die Gleichung t —t, = A(u) in Verbindung mit dem System
folgender Formeln die Zeit:
x = cos &,

(, ‘I’ f:! '-’3-'_‘_:(‘!.] 2 2 (5':0___ &y :' ¥

g=s8sngp=| +——— £ ® = —
i @F N —a) @ Do —a) ?

L
d
f'.mp' = u (mod . %).
L4

In der Gleichung:
im0+ g S+ LT S
bestimmen wir die Konstante £, so, daB fir & = & =0 sei.
Wir nennen nun 7' die Zeit, welche verstreicht, wiihrend die Achse den Weg von
bis @&, hin- und zurticklegh. & entspricht dem Werte 0 und &, dem Werte 1 von z = sin .
Fiir diesen Wert ist aber w = K. Bewegt sich die Achse in der Hohe #, angekommen wieder
L]

bis #,, so nimmt u den Wert — J -jﬁ — K an. Weil nun in der Gleichung fiir ¢ —{#; jedes

Glied der rechten Seite mit Ausnahme des ersten periodisch um 2K ist, so entspricht den
Werten von ¢ folgendes System der Werte von u:
=10, =0,
t—=1T, u=2K,
t=2T, u=4K,
T selbst ist =p - 2K.
Zur Berechnung von ¢ wird uns, wie aus Obigem hervorgeht, stets die Anzahl der Hin-
und Hergiinge der Achse zwischen #; und &, gegeben sein miissen.

E e ——




S [ P
Wir wenden uns nun zur Berechnung des Integrals:

2 _J‘ V2(d Ms*sin®#) (a+4beos &) dd
gk 2 Asin®*d- VR

Hier haben wir:
) -}51: L:;S-i}
und
1I) (“ ';._:’Tf—;{q) cos

umzuformen. @ und b sind bereits frither durch die bekannten GriBen ausgedriickt worden:
b= O(wy — @, cos &),

a=A- g, sin® &, — C cos (¥, — @, cos &),
&+ beosd r:-l—b.r_
Entd o L—at
(u—,—bmsﬂj . _ azfbx*  boaw :
o T A e e g e b.

(i ]
Wir braunchen daher vorliufig unsere Betrachtung nur der Grifie ——l- ﬂ:=— zuznwenden
. as a L3
und dann, um die entsprechenden Ausdriicke fiir - ltm,-

. T, r
vertanschen, Wir setzen b = - °;|_I--, also

zu erhalten, b und a mit einander zu

(e, + )—-—ﬂ;(r —-:r,‘,- _ &b yr

*rn+r+J'{'-'1_1'J b—y i
@0 --yr
j . 1 1 o
.1—|-b.-4:_= L b=y (D—ﬂ [n(u—y}-l—h(rlmi-|—y;_j|n
1—a* T +yr | (0 — o) — (o 4 yr)? |

b—y
5 ba . =
Es stellt sich also ﬁ_l;——::— dar in der Form:

sy*+hivte ., e %
Iy I T m— § ] T ] T ]
¥+ oy —v) Y+ L y—»
worin & fi, §y, 0, 4 w und v konstante Griifien sind und die letzteren die Werte haben:

= l:"{".l+ :]'Ll aE 1:1?'

i I:JL“—."C]:.‘IJ‘—I;I’
Es ist
a— bcos & o i
e i ¥+ u 5 i — v
Frither hatten wir erhalten:
V2(d 4 Ms*sin® &) d& (m - sin® @)~ 2dg (m-sin® )" 1de
— — = + 5 ~,
2VR deg de

J V2(d + Ms*sin® 8)(a+boos ) -dd
2YR- Adsin® &




o g

Daher ist:
1 q'lzcc[m + sin® @)~ 4 fom + sin® @)~ 1) (e + e(sint g + w1 + AEint o — )7 1) dg
¢:—q}0—_1- A‘p _ _— o
oder: 1
@ — = 14 f{m (m + sin® @)=* + ef(m + sin® @)= + wo(m + sin® @)~ 2(sin® @ + )~
+ ai(m + sin® @)—*(sin® @ — )~ + o B(m -+ sin® @)~ (sin® @ + p)~*

+ Ba(m + sin® p)~2 (sin? g — v)~1} 7.

Jedes der unter dem Integralzeichen stehenden Gllec[ur zerlegen wir in Partialbriiche
aund erhalten dieselben in der Form:

1 e | f 8
(m—ein® @)* (sin* @ —»)  (m+sin®g)® | m - sin’ g sinfgp—u ’ |
' |
i B i t '
nFsnigr Ty F e mEsmie T miswig | amipiE

Die Nenner der Partialbriiche heifien:

(m 4+ sin®@)?, m+sin®p, p+sin®ep, sinfep—o.

Somit ergibt sich fiir @ — @, der Wert:
0 P S T
2 %_fll—x sy | (n+sin?g)? T ontanty T pfenty T ﬂ“’tr—'vl
mit den Konstanten @, P, S und T.

Es war erhalten worden:

f{ﬂ_!—!—ﬂin"q-:-l,‘f-r!rp _ 1 ging cosgp-dg }3"] dep x! (m-[—hm pldgp

e =34 wrsntp T od) dpmtene 24, ag

worin abkiirzend gesetzb war:
A =m(1l + m)(1 4 #*m),
=14 2m+ 22°m -+ 3%*m?,
=14 %+ 3=x*m.

Durch diese Substitution geht ¢ — @, iiber in:

P B dy @x* [ dg(m -+ sin® g) 4 dep
+ T A — T T -+ 8 e
P — @, = 2y S8 Ay o (etsing)dg

(m - sin® @)
Ry vdy i 4 ¢  sng-cong-dy
o) (Bin*gp—1)dp 24 (m -~ sin® @)

Hier sind die beiden Integrale

'_ dp $ 4] degp
(gin*gp — v)d v,] (14 mnsin*q)de

f' dip 1 dp
e —————  Telu.
o (p-fsin®*g)de it Ap(l - n, sinf )

und




Um die richtigen Substitutionen fiir diese Integrale in Anwendung zu bringen, miissen
wir die Parameter #, und n, noch genauner betrachten.

> 1 (1 -+ niEs — )
LN e =) e
1 (@, — o)(r— 1)
thy=— — = LU 0
B (xo - )L "F' Ty )
@ 2r
%5 = .
al{r—ua)’
wWo
X, +r
- i o
i Ly — T,
gesetzt 1st,
ng wird durch das Produkt der beiden positiven echten Briiche --1“—,—1"'— und = aus
EEG | Lk o

gedriickt und ist daher selbst ein positiver echter Bruch.

In dem mit dem Minuszeichen behafteten Prodult fiir », ist jeder Faktor positiv,
selbst also negativ. Um zu entscheiden, ob sein absoluter Wert kleiner oder griiBer als »* ist,
bilden wir %* - n,:

o 1 ar 11 1 (r4a)(1 —¥)
e + ”1 — F it e T __}"__1 R E + l\"}\- J.l‘
e | r—m 1—ux | e rFr—a)1l—a)
o +r . s i e T
= ————— 1st positiv und > 1, also — e positiver echter Bruch und da in %* + n,
0 i

der Faktor 1 — r allein negativ, also »* 4 n, selbst negativ ist, so mubB der absolute Wert von
n, grofler als #* sein. Da auBerdem
(r -+ 2,1 — &)
. e ) LI
R T = )
positiv ist, so ist der absolute Wert von n, < 1.
Es liegt daher — m, zwischen 1 und #* oder

n, =zwischen —#* und —1.

ng liegt, da es ein positiver echter Bruch ist, zwischen 0 und + co.
Um die Legendresche Form des Integrals dritter Gattung mit der Jacobischen
Transzendenten IT in Verbindung zu bringen, haben wir fiir die Parameter », und n, zu setzen:

ny = — % sin® am (ia + K),
n, = — =° sin® am (ia),
daher:
d Aam (ax’)i (w, ia 4+ K
P =”_|__.__._I‘._'._ Joue et N [ l]

(14, sin®g)dep #*sinam (aw’) - cos am (a») ’
i

dep E sin am (ax) - cos am (ax")iII (s, ia)
5 = dam(ax’)

(A sin*9) 5




14 —

worin -
. ; 1 (16 — 1)
!I{-!i,l‘ﬂj] —— H..Zl:'fﬂj J,‘ 3 1Dg _@_{:_!-G_-i;-fﬂ‘l_ 1
L gin am 4 cos a1m %
ill(u, ta + K) = ill(u, ia) + Lu — arctg -—m—:&; =

ist und
»* tg am (ax’)
A am (%)

Die beiden anderen in der Gleichung fiir ¢ — ¢, vorkommenden Integrale sind
dp ok |' tz am a 1 & — 1
*f'l:m'—]— sin’glde  m l AF damea ( ?{:ﬂlj + l g Eu 4 u})J

Ll ; e | _1
dep(m - sin® @) 1} mn? 1 [ B ]
'/- = s = _ % — l!{ -+ Z(u) ;-

e % |

Wir verwandeln noch:

L Lsinamu-cosamu . il L Hu-Hul K
BYC T Jamu s St B e YL TR O

und erhalten schlieBlich:

P tgama o0 o 1 tgama g O—a)
=P ( o ’-1){ kich dama ZU&J-“T 2 Adama 105’ & 1 - a)

e e e )

24 | ] x? K
=i | i 8in am (@x’) - cos am @’ : 1 B (u—ia) )
- -'I- 1 w4 Tanar ( Z(!‘ﬂ-} - = fl}g _‘9—(“‘1‘ ia)
- f [ o am (@) : L _inﬂl_fl“‘FKJ
v 'L“ 1E % gin am (@x’) cO8 am (ax) (Lu Ell('.ttl' K @weu+ K) )

B —ia) |

o HuyHu+ K)- @u+ K)
og E’{H—]—J:IJ j il e

LR T
A a) T 24 % 0w (xm 6w+ Hu]

Es stellt sich also ¢ — @, in folgender Form dar:

| ritse & — a) B(u —ia)
¢ — @ =p -u+gq - Zu+rlog @u+a) + 1§y + log Out+ia)
! L Huw) Hu-4 K) H(w) - Hu+4 K)8(u -+ K)
+ 10 arcig - W ewtE T Y T ou(xmOw+ HiwW)
Hier sei @, so bestimmt, daB fir u — 0 auch ¢ — 0 sei.

Alle Glieder dieser Gleichung sind periodisch um 2K mit Ausnahme der ersten. Wie
wir gesehen haben, entsprach der Zeit T die Gréfe 2K. Der in dieser Zeit zuriickgelegte
Winkel ¢ ist also ¢ =p - 2K.

Die Anderungen dieses Winkels @ miissen innerhalb der Zeitriiume von T bis 27, von
2T bis 3T usw. der Periode 2K wegen gleich sein.




-

CF AR

¥ — 3, war

a9y 24 +11Ts=_.~;iﬁfﬁ}[ b, (atbeoed) ool
= AT et Amip v
: VR a A sin® & J
_ (daVed + Mstsn ) [ (1 .1) g btacnd |
= i W l } ({_" A A sin®* & I

Es wird daher sich ¢ — ¢, darstellen durch:
1 1 : .
P—Py=0b (C o j) (f' — to) + 1(w).
Die Funktion y(u) soll hier nicht weiter entwickelt werden. Zu ihrer Aufstellung
bedarf es nur @hnlicher Uberlegungen, wie sie zur Herleitung des Werts fiir das Integral
_ [d9Ve(4F Ms*sin®¥) (a+Doosd)
T | R R g_-[_f'ﬁx_ T Asin*@

erforderlich waren.
Fiir X — X, und ¥ — ¥, ergibt sich unmittelbar aus Vergleich der fiir diese GriBen
und ¢ — ¢, anfgestellten Integrale

also:

(1
= — = gpnst.
p

Diese Gleichungen zeigen, daB die Projektion des Schwerpunkts auf die zy-Ebene sich
mit konstanter (eschwindigkeit in gerader Linie fortbewegt.

——pae .




Druck von B. G. Teubner in Leipzig.




9|eos Ael) NF4-11




	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	[Seite]
	[Seite]

