
Übtt bie jnjtljngoreifdjett Jaulen .
£ )ic 33udjftaben Bebeuten gange ftafykn , m mtb n ( m x unb n 1 ; m 2 unb n 2 , m ' imb n ' ,

. . . ) gwei relatiöe sßrtmjaljlen , tion benett n gerabe ift, unb a ( a lr a 2 , a' , . . . ) unb k
tiofttitie ^ atjlen .

Sine gatjl Ijeijjt eine sßrtntgatjt , wenn fie ntc^ t bas *ßrobuft jwetcr bie ©intjeit über*
fteigenben ^ afjlen ift - •3 *° " .ßaljten Reiften relatitie ^ rimjaljlen , wenn fte leinen bie ©inljeit
überfteigenben galtor gemein Ijaben . | i>ieritadj finb 1 unb jebe beliebige ,gaf) l , aufy 1 unb 1 ,
relatitie ^ßrintäafylen .

$ ur 23ermeibung tion 3Biebert)oIungen feien folgenbe ©äjse tiorauSgefdjidt :
I . SMe ©umtue unb bi ^ SMffercnj ^ meier retatioen ^$ rint3at ) len , tion benen

bie eine gerabe ift , finb ungerabe relattüe ^Srimgafilett .
£ >enn fjätten , menn x unb y relatitie ^ ruuäatjlen finb , üon benen bie eine gerabe ift , bk

ungeraben ,Qaf)Ien x + y unb x — y einen gemeinfcrjaftlicrjeitgaltor , ber alfo ungerabe fein
mitfite , fo tjätten audj ifjre ©ttmnte unb itjre Differenz ttämltdE) 2x unb 2y , folglich bk ^ afjten x
unb y biefen ungeraben galtor gemein , maS gegen bie 33orauSfe | ung tierftöfjt .

IL SBenn fomof ) ! bit Pallien Xl un b y l als audj bie 3af ) Ien x 2 unb y2
relatitie ^ rimjaljlen finb , fo giebt es leine tion 1 tierfdjiebene Qal) l , bie gugletcrj
in ben ^Srobuften XjXj , y t y 2 , x x y 2 , x ^ enthalten ift .

£ )ettn märe bk tion 1 tierfdjiebene Qai) l y , alfo audj irgenb ein ©runbfaftor 5 üon y
in jebent ber tiier ^Jrobufte als galtor enthalten , fo müfjte ber ©runbfaltor 5 , ba er in Xj, x 2
enthalten märe , entmeber in x t ober in x 2 , etma in xit enthalten fein . Stfsbann müfjte , ba xt
unb y x relatitie ^ rintjjatjlen finb , alfo § lein gaftor tion yx ift, mol)I aber ein galtor tion y x y 2 unb
x 2 y ! märe , 8 aud ) ein ©runbfaltor üon x 2 unb y 2 fein , maS gegen bk 23orattSfei3ung ift .

§ 1 . Sie 3aI ) Ien a , b , c Ijeifjen titjtfjagoreifdjc galjlen , menn fie leinen
gemeinfdjaftlidjen galtor Ijabett unb

a 2 = b 2 + c 2
ift . a fjeiftt bie §titootenufe , b unb c rjet ^ en bit Satfjeten .

§ 2 . 2tus ber Definition getjt tjertior , bajü je jmei tion brei titjtfjagorcifdjen 3afjleu relatitie
$ rim. ;$af)Ien finb . ©eSljalb lönnen nidjt jmei gerabe fein , alfo ben gemeinfdjaftlidjen $ attor 2 Ijabett .
@ S lönnen aber audj nidjt alte brei ^ afjfen ungerabe fein , meil bann audj ifjre Qttabrate ungerabe
mären , bk Summe äweier ungeraben Qafykn aber gerabe ift . @ S muffen bafjer jwei Qafykn
ungerabe , bie brüte gerabe fein . 35a fidj jebe ungerabe Qafy unter ber gorm 2p — 1 , alfo ifjr
Quabrat unter ber $ orm 4p 2 — 4p -f - 1 barftelten läjgt , fo entljält ber @ umme ber Quabrate
jmeier ungeraben Qafykn niemals ben $ altor 4 , woraus (jertiorgebt , bafj bie §t )tiotenufe niemals
gerabe ift .



$ ebe .£>t) öotenufe ift ungerabe ; bit Statteten finb relatioe ^ rimaaljlen , öon
benett bit eine gerabe ift .

§ 3 . yiaä) ber allgemeinen 93oraUiSfe | ung finb m nnb n relatioe ^ rimäaljlen , öon benen
n gerabe ift, alfo naä) I . m 2 -f- n 2 unb m 2 — n 2 nngerabe relatioe ^3rimäatjlett . golglidj Ijat
man wegen ber ©leidjung

( m 2 + n 2) 2 = ( m 2 — n 2) 2 + ( 2mn ) 3
ben @ a | :

3 ) ie ©utnntc ber Ouabrate jweier relatioen ^$ rim5af ) len , öon benen bie eine
gerabe ift , ift eine ^ rjüotenufe .

§ 4 . Söenn b bie ungerabe Sattjete ift, fo tann man , ba fowoljl bie Summe al§ auäj
bit ÜJifferenj zweier ungeraben .Qaljlen gerabe ift,

a + b = 2x , a — b = 2y
fefcen . Sllgbann ift

a = x + y , b = x — y .
3 ) a jjiernadj jeber gemcinfdjaftlidje gaftor öon x unb y auäj ein gattor öon a unb b ift ,
a unb b aber nadj ber 93orau§fetmng relatioe sßrtmäatjlen finb , fo finb auä) x unb y relatioe
^Srintäafjlen . gerner ift

a 3 — b 2 = ( x + y) 2 — ( x — y ) 2 = 4xy = c 2,
alfo

c = 2 / xy :
golgliä) ift xy ein Quabrat , \va§ , weil x unb y feilten gemeinfäjaftliäjen gaftor tjaben , nur
mögliä ) ift, wenn fowotjl x als auä) y ein Duabrat ift . Se | t man

x = m 2, y = n 2,
fo ift

a = m 2 - j- n 2 .
$ )a a ungerabe ift , fo ift eine ber beiben relatioen ^ßrimjafjlen m 2 unb n 2 gerabe . hieraus ergiebt
ftdj ber ©a | :

$ ebe §t ) üotcnufe ift bie -Summe berQuabrate jweier relatioen 5ßrimjaf ) len ,
öon benen bie eine gerabe ift .

§ 5 . 9lu3 ber ©teiäjung
a = m 2 + n 2 = i [ ( ni + n ) 2 + ( m — n ) 2]

folgt ttatfj L :
$ ebe§ö , öotenufe ift gleidj ber Ijalben Summe berQuabrate jweier ungeraben

relatioen $ßvim jaulen .
§ 6 . SBenn x unb y ungerabe relatioe sßrintäaljlcn finb , fo finb bie Qaljkn | ( x + y )

unb l ( x — y ) , weil iljre Summe unb iljre SDiffereng bit relatioen ^ rimsaljtett x unb y finb , eben =
falls relatioe ^ rimjaljlen , öon benen bie eine ungerabe uub bie anbere gerabe ift, weil itjre Summe
ungerabe ift . iDaljer folgt aus ber ©leidjung

i ( x 2 + y 2 ) = [ ! ( x + y ) ] 2 + [i ( x - y ) ] 2
ber Sa£ :

3Me Ijalbe Summe ber Quabrate je gweier ungeraben relatioen ^ rintjaljlen
ift eine | njöotcuufe .

§ 7 . Sie ©arftcltuttg einer §t )öoteuufe ate bie Summe ber Quabrate jweier relatioen
^5rimgar ) Ien , öon benen bie eine gerabe ift, unb ebenfo bie Summe ber Quabrate fetbft Ijeifjt
eine Verlegung , bie relatioen ^ßrimjablen Ijeifjen bit SSeftanbteite ber Verlegung .

„ u>
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Sine | >tjüotenufe fyeißt ciufacf) , wenn fte eine ^ßrimäafjl ober eine Motens einer
Sßrtmäaljl ift, jufammengefelt , wenn fte minbeftenS Sinei üerföbiebene ©runbfaftoren
( ^ rimfaftoren ) enthält , ©infame | >t)üotemtfett fjeißen öerfRieben , wenn fie oerfcbtebene sßrim *
§afjten ober ^ otenjen toerfcbiebener ^ rintja ^ ten finb . ( ^ ^ otenufen , bie tterfcfnebene ^ßotenjen
einer nnb berfelben $ rim -$a :hl finb , felje ich barum nitfjt ai§ ticrfcrjteben an , weil bk Slnja ^ l ifjrer
Verlegungen biefetbe ift unb e3 ftdt) Ijier nur um biefe Strahl , niemals aber um bk ©röße ber
^ tjüotenufen fjanbett ) .

23eiftiiele .
5 = l 2 -f- 2 2, 13 = 3 2 + 2 2, 17 = l 2 + 4 2, 29 = 5 2 + 2 2, 37 = l 2 + 6 2, 41 = 5 2 + 4 2,
53 = 7 2 + 2 2, 61 = 5 2 + 6 2, 73 = 3 2 + 8 2, 89 = 5 2 + 8 2, 97 = 9 2 + 4 2, 101 = 1 2 + 10 2,
109 = 3 2 + 10 2, 113 = 7 2 + 8 2, 137 = ll 2 -i- 4 2, 149 = 7 2 + 10 2 ; 25 = 3 2 + 4 2,
625 = 7 2 + 24 2, 169 = 5 2 + 12 2, 289 = 15 2 + 8 2 ; 85 = 9 2 + 2 2 = 7 2 + 6 2, 221 = 11 2 + 10 2
= 5 2 + 14 2, 325 = 1 2 + 18 2 = 17 2 + 6 2, 1105 = 33 2 + 4 2 = 9 2 + 32 2 = 31 2 + 12 *

— 23 2 + 24 2 .
£>iefe Keine ZabtUt giebt Stnlaß gu folgenben SBemerfungen :
£)ie erften 16 | jt)öotenufen finb unter ben Qaijkn öon 1 U % 156 bk ^5rimäaf)Ien öon

ber $ orm 4k -j- 1 unb laffen nur eine Verlegung ju ; alte übrigen sprirnjalhlen finb öon ber gorm
4k — 1 unb feine §t )botenufen . 3Me £>t)öotenufen 25 , 625 , 169 , 289 finb ^ otenjen ber ürim =
jafjligen gjtiöotenufen 5 , 13 , 17 unb fjaben ebenfalls nur eine Vertagung . £ )ie §t )öotenufen 85 ,
221 mit je $mä unb bie §t )üotenufe 1105 mit öier Verlegungen finb ^ßrobufte unmutiger
£büotenufen , nämlich, 5 - 17 , 13 - 17 , 5 - 13 - 17 . ©ie §t )öotenufe 325 ift ba§ «ßrobuft ber §tWo =
tenufen 13 unb 25 , öon benen bk erfte eine ^ rim -jaf)!, bk zweite aber ba§ Quabrat ber ^$rimi$af)l
5 ift ; fiefjat jwei Verlegungen unb läßt ficb außerbem als bk Quabratfumme 15 2 + 10 2 bar =
ftetten , bie aber feine Verlegung im Sinne ber Definition ift , ba 15 unb 10 feine relatiöen ^Jrim *
äafjlen finb . (Sbenfo läßt fich 625 = 5 4 afö bie «Summe gweier Quabrate mit einem gemein »
fcfjaftlichen gaftor , nämlidh atö bie (Summe 15 2 + 20 2, barftetten .

Die Stnjafjl ber $ aare öon tatfjeten , bk §u einer £t )üotenufe gehören unb relative
^ rimäafjlen finb , ift gleidh ber Stu ^ af)! ber Verf e 3Utt9 e^ weil jebe Verlegung m 2 + n 2 bie Satfjeten
m 2 — n 2 unb 2mn liefert . Stußerbem gefjören ju einer ,!pt)öotenufe , bk ntdEjt eine ^ rimäatj ! ift ,
noch eine Stnjafjl öon Satbetenöaaren , bie einen gemeinfdhaftlichen gaftor fjaben . @3 ift
25 2 = 7 2 + 24 2 = 15 2 + 20 2, 125 2 = 117 2 + 44 2 = 75 2 + 100 2 = 35 2 + 120 2, 65 2 = 63 2
+ 16 2 = 33 2 + 56 2 = 25 2 -+- 60 2 = 39 2 + 52 2, 325 2 = 323 2 + 36 2 = 253 2 + 204 2 = 315 2

+ 80 2 = 165 2 + 280 2 = 125 2 + 300 2 = 195 2 + 260 2 = 91 2 + 312 2 .
§ 8 . $ ebe §t ) tiotenufe läßt ficb unter ber $ m' m 4k + 1 barftelten ; unb eS

giebt feine ^Srimäafjl öon ber gorm 4k — 1 , bie eine | ji) üotenufe ift .
Denn ba m ungerabe , n gerabe ift unb aße ungeraben V <tf)Ien fiĉ unter ber ^ orm 4p ± 1

barftetten laffen , fo fann man m — 4p ± 1 , n = 2q fe | en . Slföbann ift
a = m 2 + n 2 = 4 ( 4p 2 ± 2p + q 2) + 1 .

9ta ift 4p 2 ± 2p = 2p ( 2p ± 1 ) gleich ober größer afö 3JuH , alfo 4p 2 + 2p + q 2 toofitiö .
3foIgKei ift für 4p 2 ±2p + q 2 = k

a = 4k + 1 .
§ 9 . ^ ebe burĉ 3 nicht teilbare Qafyl läßt fid) unter ber gorm 3p ± 1 , i§r Quabrat

alfo unter ber gorm 3 ( 3 P 2 ± 2 P ) + l , lifo überhaupt unter gorm 3k + 1 barfteCen . ftolgltdh
ift bie ©ifferenj jweier Öuabrate , bie nicht burch 3 teilbar finb , ftets ein 33ielfadheä » on 3 , —



$ ebe Qat) l, bte ntdjt bitrdj 5 teilbar ift, ift entweber tion ber govm 5p ± 1 ober üon bei- 5 DE ^
5p ± 2 , ifjr Quabrat alfo entweber üon ber gorm 5 ( 5p 2 4 ; 2p ) -f- 1 ober üon ber gorm
5 ( 5p 2 + 4p ) - f - 4 == 5 ( 5p 2 ± 4p - |- 1 ) — 1 , alfo allgemein tton ber $ orm 5k ± 1 . f^ olglidt) ift
ftetl entweber bie @ umme ober bie ©tffereng jweier Quabrate , bte ntcrjt burdj 5 teilbar finb ,
ein 33ielfac^ e§ oon 5 .

3Son ben » tjtfjagoreifdjen galten
a = m 2 - |- n 2, b = m 2 — n 2, c = 2mn

ift c ftets burdj 4 teilbar . $ ft eine ber Qafykn m unb n burä) 3 ober 5 teilbar , fo ift audj c
burdj 3 ober 5 teilbar . $ ft feine ber £af )len m unb n bttretj 3 ober 5 teilbar , fo ift ftets
b = m 2 — n 2 burd) 3 unb entWeber a = m 2 -j- n 2 ober b = m 2 — n 2 burd) 5 teilbar , hiermit
ift ber @ a | bewiefen :

$ ebe ber brei ,3aljlen 3 , 4 , 5 ift ein Seiler einer oon brei beliebigen tot) tlja =
gereiften galjlen unb 60 ein Seiler be§ «ßrobults aller brei $ ab, len . ( 93al | er .)

§ 10 . ©3 fei

StlSbann ift

@ e | t man

a = mf -f- n ? ■■ m 2 + n 2

m t + m a n 2 + iij 111! + m 2
m ,

m 1 -fm 2
n „ — n , m , — m »

■m 2

Pi
" qi '

n 2 + Ü !

% + nl 2

n 2 - " i

m1 — m 2

n a — » i
+ % m , — m „

P2
q 2 '

wo fowof)! p x unb q ± als audj p 2 unb q 2 relatiöe ^ rintäaljlen finb , fo ift
mi + m 2 P1P2 n 2 + n ! _ p 4 q 2
m , m 9

alfo
qiq 3 p « qi

m , PiP2 + qiq 2 n 1 _ p 1 q 2 — p 2 q ,
m 2 P1P2 — qiq 2

3Mefe ©leidjungen finb nur möglidj , wenn
1% = S (PiP 2 + qig 2 ),

ü ! = £ (p 1 q 2 — p 2 qi ) ,
m 2

Piq 2 + p 2 qi

5 ( piP 2 — qiq 2 ) ;
e ( Piq 2 + p 2 qi )

ift , wo 8 unb e ganje fjaljlen ober <Stammbi-üd)e finb ober bie eine eine gange Qaljl unb bie
anbere ein ©tammbrud) ift . Sftun ift

alfo
i« ! + m 2 2 °PiP 2 ,

m , m „ El
qi

ä= 2ep 2 q 1 ;

Pi
n 2 — ü !

golglid) ift 8 = e . $ ft 8 eine gange Sabji, fo ift biefe , weil m x = Sfopjj + q ^ ) , rij = Sfop ,
— P 2 qJ ift unb m x unb r^ relatiöe ^ rintäafjlen finb , gleich 1 . $ ft bagegen 8 ein ©tammbrud)

unb gleidj ^- , fo ift

alfo

P1P2 + qiq 2 = \ ™u
Piq 2 — P2qi = § i n i /

PiP 2 = £§i ( m i + m « ) /
Piqa = i8 1 ( n , + n x ) ,

PiP 2 — qiq » = s im2 ;
Piq2 + p 2 qi = & ■? %{

q i q 2 ;= i s i ( mi — m , ) ;
P 2 qi = i - 8i ( n , — Hi ) .

4 )
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35a nun xa t + m 2 , n\ — m 2 , n 2 -f n 1 ; n 2 — n t gerabe Valien fittb , fo ift 8 ! ein heiler ber
titer Qabjien PiP 2 , qiq 2 , Piq ^ P2qi / wa§ nacf) IL mtr möglich ift , wenn audj § x = 1 ift .
^ olglid) ift

mi = PiP2 + qiq 2 . « i ^ Piqs — p 2 qw
a = W + nx2 == PlV + PlV + P2 V + <k\ \

atjo
a = G >i2 + qi 2) ( p , 8 + <&' ) •

9tu£ biefer ©leicrjung ju folgern , bafj jebe | ) t)tiotenufe , bie mefir afe eine Verlegung ä " fö§t , gu *
fammengefetjt fei ( tiergl . § 28 ) wäre übereilt , ba fefjr wofjl Pi 2 + qi 2 wnb p 22 + q22, wie l 2 + 8 2
unb 7 2 - j- 4 2, einanber gleid) ober , »nie ll 2 + 2 2 unb 3 2 + 4 2, ^Sotenjen einer unb berfelben
^ rim -jaf)! fein fonnen . SÖDrjI aber berechtigt bie ©leidjuug 3U bem Scfjluffe , ba§ a feine $ rim «
jatjl ift, woraus fitfj ber <Sa | ergiebt :

$ ebe tirintäatjlige ^ tjpotenufe I) at nur eine Verlegung .
§ 11 . @ S ift allgemein

( Xi 2 + Yi 2) ( x ?2 + y22) == x ,2x 22 ± 2 Xl x 2 - y ^ -4- yi 2y22 + x 2y 22 + 2 Xl y 2 . x2y, + x 22y x2,
= (XiX5 + y^ ) 2 + ( x x y 2 — x 2yi ) 2
= fax » — y x y2 ) 2 + ( x iy2 + x ^ ) 2 .

| ) iernact) ift
( m / + V ) ( m 22 + n 22) = ( 11̂ m 2 + n ^ ) 2 + ( n ^ n , — m 2 n x ) 2

= = ( m ^ — r^ iLä ) 2 + ( 111^ 2 - f- m ^ ) 2.
3 ) a mt unb m 2 ungerabe , n x imb n 2 gerabe finb , fo finb aucfj m 1 m 2 + 11^ 3 unb m 1 m 2 — n 1 n 2
ungerabe , ir̂ n ., — 111211 ! unb m ^ - |- m 2 iij gerabe . §ierau§ ergiebt ftd) ber Sa£ :

£ >a§ ^Jrobuft jweier ^ rjtiotenufen läfjt fidj auf minbeftenS gweifactje SBeife
als bie (Summe ber Quabrate jweier Vafjlen , tion benen bie eine ungerabe , bie
anberc gerabe ift , barftetten .

Stnmerlung . Db bie Quabratfummeu ( n^ rOi - f - n ^ ) 2 - \ - ( mjn 2 — m 2 n 1 ) 2 unb
( m ^ ^ — iijn 2 ) 2 + ( m i n 2 + m 2 n 1 ) 2 Verlegungen im Sinne ber Definition finb , bebarf in jebem
Qfaffe einer befonberen Unterfutfjung ; es ift möglich , bafj feine , eine ober beibe Summen $ tv =>
legungen finb . @ S ift 5 . 93 .

( I 2 + 18 2) ( l 2B-f 8 2) == 145 2 + 10 2 == 143 2 + 26 2
( l 2 + 18 2) ( 7 2 + 4 2) == 79 2 + 122 2 == 65 2 + 130 2
( ll 2 + 2 2) ( 5 2 + 12 2) = 79 2 + 122 2 = 31 2 + 142 " .

IDaS erfte ^ßrobuft giebt feine , ba§ jweite eine , baS brüte jwei Verlegungen , $ n ben beiben erften
fällen fjaben bie ^ rjtiotenufen , nämlicb, 325 unb 65 , jwei ©runbfaftoren gemein , im brüten finb
fie , nämlicfj 125 unb 169 , relatitie ^ rimsaijlen .

§ 12 . 9tocfj Suler * ) . @ S fei bie | ) t)tiDtenufe a t = p 2 -)- q 2 eine «ßrimjafjl unb
a = m 2 + n 2 = a x a 2 .

5Da p unb q relatitie ^ßrimäaljlen finb , fo laffen fidj burcfj 23erwanblung beS SörucfjeS — in einen

^ ettenbrucf; bie .ßcujlen a unb ß fo beftimmen , ba ^ .
pa — qß = 1 / p ( noc ) + q ( — mß ) = = m

ober , wenn man ma — x , — mß = y fe | t ,
m = px + qy , n = py — qx + z

* ) Leonhardi Euleri commentationes arithmeticae collectae .
pag . 570 , 571 . ( Opera arithmetica lmcusque inedita .)

Petropoli 1849 . Tomus posterior .
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tft . Stfebann ift
m 2 + n 2 = ( px + qy ) 2 + ( py — qx + z ) 2

= ( PX + qy ) 2 + ( py — qx) 2 + 2 ( py — qx ) z + z i
= ( p 2 + q 2) ( x 2 + y 2) + [ 2 ( py - qx ) + z ] z .

©a m 2 + n 2 burd) bie ^ßrirnjap p 2 + q 2 teilbar tft, fo tft enttoeber 2 ( py — qx ) -f- z ober z
ebenfalls burd) p 2 -+ - q 2 teilbar . $ m erften fyatte fe | t matt

2 ( py - qx ) + z = ( p 2 + q 2) t , z = ( p 2 + q 2) t - 2 ( py - qx )
unb erfjält

IQ » + n 2 = ( p 2 _ |_ q 2) &2 = ( p2 + q2 ) ( x 2 + y2 ) + ( p2 + q2 ) t [ (p 2 _|_ q2 ) t _ 2 ( py _ qX ) ] ,

a 2 = x 2 + y 2 + (p 2 + q 2) t 2 - 2 (py - qx ) t
^ ( x + qtj 2 + (y - pt ) 2.

$ m gleiten gatte fegt man
z = ( P 2 + q 2) " / 2 ( py — qx ) + z = 2 (py — qx ) + ( p 2 + q 2) u

unb finbet
a 2 == x 2 + y 2 + [ 2 ( py — qx ) + ( p 2 + q 2) u ] u

= x 2 + y 2 + 2 ( py — qx ) u + ( p 2 + q 2) u 2
= ( x — qu ) 2 + ( y + pu ) 2.

golglidj ift in jebem gälte a 2 eine ©umtue gweier Quabrate .
Söcnn ein ©runbfattor einer jjufammengefe | ten | ) t) pDtenufe eine | ) t) potenufe

ift , fo ift ba§ ^ßrobuft ber übrigen ©runbfaftoren eine (Summe gmeier Quabrate .

§ 13 . 9? adj Segenbre * ) . ©3 feien x unb y relatioe sßrimgaljlen unb A ein gaftor
» on x 2 -+- y 2. ©e | t man

p = x — vA , q = y — wA ,
fo ift and) p 2 + q 2 burd) A teilbar , alfo

AAj = p 2 + q 2 .
Sie 3at )len v unb w laffen fidj fo bcftimmen , bafj bie abfoluten Serte üott p unb q Heiner all
£A finb . $ ft nämlid) z < ~ < z + 1 , fo ift zA < x < ( z + 1 ) A , o < x — zA < A . ftft
x — zA < £A , fo ift v = z . $ ft x — zA > | A , fo ift A — ( x — zA ) < £A , alfo — [x — ( z + 1 ) A ]
< £A . Gcbenfo läfjt fidj w berart beftimmen , bafj ber abfolute Sßert » on q Heiner aU -| A ift .
& iernad) ift p 2 < | A 2, q 2 < iA 2, alfo

AAj < 2_A / A x

$ ft A x > 1 , fo beftintmt man r unb s fo , bafj bie abfoluten SBerte tion p — rA t unb
q — sA x Heiner aU £A t finb . 35a Aj ein Seiler üon p 2 + q 2, alfo audj üon ( p — rAJ 2 + ( q — sAJ 2
ift, fo fann man

A ^ ^ Cp - rA ^ + Cq - sAJ 2
fe & en , wo A 2 < AA X ift . Multipliziert man biefe ©leidjung mit ber ©leidjung AA X = p 2 + q 2,
fo erf; ält man
AA X2A2 = p 4 — 2rp »A 1 + r ' p 'V + p 2 q 2 — 2sp 2qAa + sVA ^ + p 2 q 2 — 2rpq 2A x + r 8q «Ai*

+ q * — 2sq 3A 1 + s 2 q 2A ,2
«= ( P 2 + q 2) 2 + ( rp + sq) 2A ,2 + ( rq - sp ) 2A x2 - 2 (p 2 + q 2) ^ - 2 ( p 2 + q ^ gqA ,
= t (P 2 + q 2) - ( rp + sqjAJ 2 + ( rq - spJ ' A, 8.

* A .

*) Legendre , Theorie des nombres , 3 . Edit . Paris 1830 . Tome I . pag . 203 .



@ rfe£t man tjierin p 2 + q 2 burd) AAj , fo ergiebt ficf» nact) SMtiifton burct) A/
AA 2 = [A - ( rp + sq ) ] 2 + ( rq - sp ) 2.

$ ft A 2 > 1 , fo läßt fitfj aus bem «ßrobufte AA 2 in berfelben Seife ein ^ robuft AA 3
gleidE) einer ©umme gmeier Ouabrate fjerleiten , in bem A 3 < * A 2 ift, u . f . tt>. ®a in ber fftetfie
ber gangen pofitioen .gatjlen

A , Aj , A 2 , A g , . . .

jebe Heiner als bie £>alfte ber üorljergeljenben Qa^ l ift, fo gelangt man notoenbig §u einer
®leict) ung tion ber gorm

AA k = t 2 + u 2,
in ber Ak = 1 ift. Sfolglidj ift A eine ©umme jweier Ouabrate .

$ eber Seiler einer (Summe ber Quabrate stueier relatiüen ^ rintjaljlen ift
eine ©umme jmeter Ouabrate .

9tnmerfung . $ n bem Borfteljenb miebergegebenen Segenbrefd ) en S3emeife mirb Borauggefetst , baß
x unb y retatiBe ^ rimäafifen finb . ©araug folgt , baß feine ber Qaljlen P — x — V-A- un b 1 = y — W A
gleidfj 9Mt fein fann . ®ie S5oraugfe£ung ift aber aud} notmenbig , meit man , wenn x unb y einen gemein -
fdjafttidjen gaftor Rotten , afg A biefen gaftor wägten fönnte . ©ann aber märe bie SBeftimmung Bon p mtb q
berart , baß fte Keiner atg iA finb , nur mögtid), menn x = vA , y = wA gefegt mürbe , folgtidt) fomofjt p
al§ and) q gfeid) 9iuft märe , moburd) bie weitere ©ntmicfefung unmögfid) mürbe .

@g fann bie gfrage aufgemorfeu merben , 06 ftd; r unb s ftetg beu Gcrforberniffenbeg SSemeifeS
gemäß beftunmen {äffen . 5Son beu 3 a ^ en P un *> 1 mn $ minbefteng eine größer a (§ ^ A 1 fein . ©enn mären
beibe tfeiner atg ^ A t ober bie eine Keiner at§ ^ A 1 unb bie anbere gteid) ±A X ober beibe gfeid) .jA lr fo märe
megen ber ©teidning AA X = p 2 - |- q 2 , AA X ^ JA ^ , A ^ L ^ A r SKfo ift eine ber $ af) ten r unb s ftetg größer
als Scutf , mäfjrenb bie anbere gfeid) Stutt fein fann .

©a t unb u ©ifferenjen finb , fo ift ber gaff nid ) t auggefdjtoffen , baß bie eine biefer Qal) lm Ber =
fdnrmtbet , A affo gtetdj einem Ouabrate B 2 ift . Stfgbann ift audj B ein Seiter Bon x 2 - )- y 2 , läßt fia) baf)er
unter ber gorm einer ©umme jmeier Ouabrate barftetfen , mo aber ebenfalls bag eine Ouabrat Berfdjroinben ,
B atfo gfeid; einem Ouabrat Bj 2 fein fann . Gsg ift baljer benfbar , baß man ju bem Gcrgebntffe getaugt , baß

A = B 2 ,
ift . ®a in ber SReifie ber Satyrn

B = V * , B t = B 22 ,

A , B , B lt B 2 ,
Jebe bie Ouabratmuräet aug ber Borljergetjenbeu , atfo Keiner als bie Borfyergeljenbe ift , fo muß man ju einer
$ at) t B k gefangen , bie gteid; t 2 - |- u 2 ift , mo aber feing ber Ouabrate Berfcfjminbet . 2tug § 6 gefft IjerBor ,
baß x 2 - |- y 2 nur einen geraben gaftor f; aben fann , nämfid} 2 . 3ft A = 2 , fo ift A = l 2 - \ - l 2 . ^ n
jebem anbereu gälte ift A , atfo aud) B k ungerabe , fofgtid) bie eine ber 3 a ^ ten t unb u uugerabe , bie anbere
gerabe . ferner ift

B k _ i = B£ = ( t 2 + U 2) 2 = ( t 2 - u 2) 2 + ( 2tu ) 2 = t12 + u 12 ,
mo t x ungerabe , il gerabe ift , unb ebenfo

B k _ 2 =

B 1 = B 22

. BZ 1 = tj - \ - u 2 , B k _ 3 = B k _ o = t3 - {- u 3

? _ ! + U k - l , A = B 2 = : t| + Uk8 .
Segenbre giebt a . a . D . einen auf gauj anbereu P̂rinjipten beruf; enben SSemeig be§ ©at^ eä : „ Toul

diviseur de la formule t 2 - j- u 2 , composee de deux carres premiers entre eux , est egalement la somme
de deux carres premiers entre eux " . ®en Borftef; enb mitgeteilten S3emei3 fd) fießt er mit ben SBorten : „ . . .
on parviendra donc necessairement ä un terme egal ä Turnte , et alors le nombre A sera egal ä la
somme de deux carres . " 2Bie man fteljt , läßt er f)ier am ©djtuffe bie SBorte „ premiers entre eux " roeg .
S(u§ bem f)ier mitgeteilten S3emeife get) t and) in ber S£at ntd) t IjerBor , baß A ' eine ©umme ber Ouabrate
ämeier retattBen spnmjaljlen ift .

(Sufer giebt a . a . D . fotgenben Semeiä :
3tuS bem im § 12 miebergegebenen ©at^e folgert Gmter äunad) ft , baß , menn bag ^ßrobuft ber beibeu

3af ((en A unb B eine ©umme x 2 - (- y 2 ber Ouabrate jmeier refatiBeu 5jSrimäaf; ten unb A nicf; t eine ©umme
ämeier Ouabrate ift , Bon ben ©runbfaftoreu Bon B minbefteng einer ebenfattg nidjt eine ©umme jroeier Ouabrate

2
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ift . SDenn träfe jeber ©runbfattor öon B eine Summe groeter Ouabrate , fo mürbe man burd) auf eiuattbet'
folgenbc SiDiftoiten burd; bie etitjelnen ©ruttbfaftoren $ut Qaf) l A gelangen , bte uad) beut tewiefetiett ©a (3e eine
©limine jweier Ouabrate fein müßte . Sann fäljrt er fort :

557 . Nunc igitur investigemus , an summa duorum quadratorum pp -\- qq inter se primorum
per ullum numerum 2t , qui non sit summa duorum quadratorum , divisibilis esse queat . Ad hoc
sumamus pp 4 " 11 divisibile esse per talem numerum 2t , atque etiam ( p — m2t ) 2 - |- ( q — n2I) 2 divi¬
sibilis erit per 31 . * )

558 . Poterit ergo talis summa duorum quadratorum pp - J- qq exlriberi , quorum radices p et
q minores sint quam 3t , quin etiam minores quam i2t ; cum etiam ( 2t •— p ) 2 - f - (21 — q ) 2
divisionem admittere debeat , quorum quadratorum radices minores erint quam -| 2t , si p et q eo essent
majores .

559 . Dabitur ergo summa duorum quadratorum pp - }- qq minor qnam ^ 2(21 (cum sit
p < ^ 21 et q < ^ 21) per numerum 2t divisibilis ; ponatur quotus = 33 , qui etiam vel ipse non erit
summa duorum quadratorum , vel factorem talem habebit , eritque 33 < -̂ 2t .

560 . Cum jam pp - (- qq divisibile sit per 23 , exhiberi poterit summa duorum quadratorum
rr - )- ss minor quam ^ 2323 , divisibilis per 23 , et quotus © , qui erit minor quam -| 23 , pariter non erit
summa duorum quadratorum , per quem cum divisibilis sit rr -{- ss , dabitur tt - )- uu
per & , et quotus S < ^-S itidem non erit summa duorum quadratorum .

561 . Hoc modo tandem pervenietur ad summam duorum quadratorum quantumvis parvam ,
quae foret divisibilis per numerum non - summam duorum quadratorum , quod cum sit absurdum ,
necessario sequitur , summam duorum quadratorum inter se primorum non esse divisibilem per ullum
numerum , qui ipse non sit summa duorum quadratorum . "

2Ibgcfef) ert oon ber Uttrid) tigfeit ber am gufje be§ £erte3 mitgeteilten SRanboemertung (benn ift j . 23 .
p z= 37 , q = 16 , 2t = 65 , fo ift p — 1 - 21 = — 28 , q — o - % — 16 ) finb @ulerS ©djtußfotgerungen nid) t
mtoebeitffid ) . (Sr l)at &ewtefeu , bafj 23 entWeber nid) t eine Summe jweter Ouabrate ift ober eine 9? td) t =
©tttume groeter Ouabrate afe g-attor enthält , atfo ntd ) t fcewiefen , bafj 23 eine 9? id) t =@ umme jweter Ouabrate ift .
Ser ©djtujj in § 560 Beruht a6er auf ber 33orau3fe£ung , bajj 23 nid ) t eine ©umtue jweter Ouabrate ift ,
weif , wenn 23 eine ©utnme jweier Ouabrate wäre , alte ©runbfaftoren Don £ ©uninten jweter Ouabrate fein
tonnten .

§ 14 . Waä) ©uler * * ) . Waä) ber Setjre üon ben quabratifd^ eu heften läfjt fiel), wenn
4k + 1 eine ^ßrimgaE ) ! ift, ein Ouabrat x 2 fo beftimmcn , bajj

r ( 4k + 1 ) — 1 = x 2
ift . plglitfj ift

l 2 + x 2 = r ( 4k + l ) ,
alfo 4k + 1 ein £eiler uon l 2 + x 2 . 9? adj bem » or . § ift aber jeber Seiler einer (Summe ber
Ouabrate jmeier relatiüen ^ßrimäaljlen , and) menn biefe ungerabe finb , bie Summe ifjrer Ouabrate
alfo nid>t eine | ) t# otemtfe ift , ebenfalls eine Summe gmeier Ouabrate . $ olglicf ) ift auäj 4k + 1
eine Summe ber Ouabrate jmeier galjlen , bte, weil 4k - f- 1 eine ^ rimjaljl ift , refatioe 5ßrtm=
äaljleu finb , unb t>on benen , ba 4k + 1 ungerabe ift, bte eine gerabe fein mtt | . äJiitljin ift
4k + 1 eine ^ ttootenufe . 23eifyiel :

pr k = 3 ift l 2 + 8 2 = 65 = 5 . 13 = ( l 2 + 2 2) ( 3 2 + 2 2) .
pr k = 10 ift l 2 + 9 2 = 82 = 2 - 41 = ( l 2 + 1 2) ( 5 2 + 4 2) .

hiermit ift bie tlmMjrung be§ in § 8 in 23erbinbung mit § 10 enthaltenen Sat $e <3 : $ ebe
priingatjüge £) tjpotemtfe ift oon ber $ orm 4k -f 1 unb läfjt nur eine Verlegung gu , nämlid) ber
gfermatfdjc Sa£ beriefen :

$ ebe ^ßrimäaljl tion ber gorm 4k + l ift eine §tipotenufe mit nur einer
Verlegung .

*) Script , ad marg . Quorum radices , si p et q sint primi inter se , etiam erunt primae inter se .
* *) 2t . a . D . pag . 572 .
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§ 15 . 2Cu§ § 13 folgt :
$ eber (Srunbfaltor einer .«ptjpotenufe tft eine | jt ) :potenufe .
Sßenn eine 5ßoteng einer ^ rimga ^ I eine §t ) potenufe ift , fo ift e§ and ) itjre

®runbjaf ) I .
§ 16 . iftad) § 12 ift , wenn a == a x a 2 = m 2 + n 2 nnb aj = p 2 + q 2 eine ^ rimäatjl

ift, a 2 == r 2 + s 2, wo entWeber r = x + qt , s = y — pt ober r = x — qu , s = y + pu unb
m = px + qy ift . Sttfo ift

m 2 - ]_ n 2 = ( p 2 + q 2) ( r 2 + s 2) = (pr + qs ) 2 + ( ps — qr ) 2.
£ >a nun in beiben gälten pr - f - qs = px - j- qy ift , fo tft

m = pr - f- qs , alfo n = ps — qr .
.̂ ternadj finb , ba m nnb n relatioe ^ rimjaljlen finb , aud) r unb s relattoe $ßrintäaf )Ien . Sttfo
Ijat man ben ©a§ :

SBenn ein ©runbfaftor einer §t ) potenufe eine £) t) potenufe ift , fo ift ba§
^kobuft ber übrigen ©runbfaftoren ebenfalls eine §rjpotettufe .

§ 17 . | jaben bie # rjpotenufen
a 1 = m 2 + n / , a 2 = m 22 -j- n 22

einen gemeinfdjaftlidjen ©runbfaftor y , fo ift biefer nad) § 15 eine g>t)potemtfe . $ ft ferner
m , 2 + li ;2 = = a ', Y , m , 2 -f n 22 = a '2 y,

fo finb nad) § 16 aud) a ', unb a !2 ^ tjpotemtfen . $ ft§ 2 -f- £ 2 bie nad) § lü einbeutig
beftimntte Verlegung ötm ^ j 0 mu ^ e§ uttter j ,en tjtöglid ^ ett Verlegungen öon a \ eine , p ^ + q t2,
geben , bie mit 5 2 -f- e 2 pfammengefefet bie Verlegung tri !2 + n^ ber ^ rjpotenufe a t liefert , (Sbcnfo
fei unter ben möglidjen Verlegungen ber §rjpotenufe a 2 p 22 -f q 22 biejenige , beren Vufammenfcfcung
mit S 2 -f e 2 bie Verlegung m 22 -f- n 22 ber £>tjpotenufe a 2 liefert . 2tl3bann ift

m ? + öi2 = ( Pl * + qfW + £ 2) = fPl S + q l£ ) 2 + ( Pl e - qi S ) 2
= ( p 1 S - q 1 e ) 2 + ( p 1 £ + q 1 § ) 2,

m 22 + n 22 f= ( p 22 + q 22) ( S 2 + e 2) = ( p 2 8 + q 2 £ ) ^ + ( p 2 £ - q a 8) *

^ iernad) ift entweber
irii

nii

m »

= ( p 2 § — q 2 £ ) 2 + (p 2 £ + q 2 5 ) 2-

±Ö >i8 + qie), n x = ± ( p 1 e — q t 8 )

± ( Pi8 — qie ) , n x = ± ( ft * + ; <fc8 )

± ( P 2 5 + q 2 e) , n 2 = ± ( p , e — q 2 S )

ober

unb ebenfo entweber

ober
m 2 = ± ( p 2 S — g 8 e ) , n 2 = ± ( p 8 e + q i 8 ) .

$ ft eine ber beiben V a ^ en a x unb a 2 , etwa a 2 , eine ^ßrimjat)! , fo ift überalt p 2 = = 1 , q 2 = o p
fe | en . SBilbet man au§ biefen ©leidjungen bie V ^ en ^ aare mjTria + n i n 2 » m i n 2 — m 2 n i uno
m 1 m 2 — r̂ n ,, , 11% n 2 - f - n^ nj , fo wirb fidj , wie man anä) bie SSorjeidjen für m lr n 1 ; m 2 , n 2
wählen mag , in ben V ^ len be§ einen Va ^ en ^ aarl ftets ber gemeinfdjafttidje galtor y üorfinben .
2Bät)It man 5 . 95 .

pV = — (P1 5 — qi4 n 1 = + ( p 1 e + q 1 S ) ,
m2 = — (P2 5 + q2 £ ) , n 2 = — ( p 2 £ — q, 5 ) ,

fo ift
m 1 m 2 — riiiig == ( p x p 2 — q ^ y , nii ^ + mgi ^ = — ( p ^ a + p 2 q , ) y ;
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ober ift

fo ift

mi = + ( p 1 8 + q 1 e ) ,
m 2 = — ( P2S — q « e ) ,

— ( Pie — q ^ )
+ ( P 8 e + q 2 8 ) ,

m 1 m 2 + n ^ = — ( p , p 2 — q ^ Y, n^ ri ;, — n̂ nj = + ( Pl q 2 + p 2 qi ) Y -
gnernadj ift alfo y ein gemeinfäjaftlicfier gaftor ber ßaljlen be3 einen ber ,3tü) lenfcaare m ^ + r ^ rij ,
m ^ — mgii ! nnb irijm 2 — n ^ , m 1 n 2 + m J n i - Söäte nun y au $ ein gemeinfdjaftlidjer
$ aftor ber Valien be§ anberen gcujIenüaareS , fo mürbe fic§ burtf) Slbbition unb ©ufeaftion
ergeben , ba $ y ein gemeinfäjaftlicijer gaftor ber öier 3at )ten 2m 1 m 2 , 2n 1 n 2 , 2m 1 n 2 , 2111211 ! , alfo ,
ba y als §t )fcotenufe ungerabe ift , ber öier Balten m ^ ^ , n ^ , m ^ , Hianj ift , roa§ bem
<Sa | e II . röiberfprictjt . hiermit ift bettnefen :

SBennbie §t ) tootenufen m ,2 + n , 2 unb m 22 + n 22 nid ) t relatiöe ^ rimjaf ) Ien finb ,
fo ift jeber beiben gemetttfc ^ aftltcrje ©runbfaltor ein gemeinfctjaftlicfjer ^ aftor ber
Qaifltn be3 einen , aber aucb, nur be3 einen ber Vafjlentiaare

m 1 m 2 -)- n 1 n 2 , m ^ — 1112 % unb n^ nia — nji ^ , m ^ + 111211 ! .
Gsine aus einer ^ tttootenufe burcf) SBieberIjolung eines ©runbfaftorS neu

gebübete | jrjüotenufe läßt nifyt nteljr Verlegungen 3U als bit §t ) üotenufe , au§ ber
fie gebilbet woren ift .

Sfnmerfung . 3 ltr Erläuterung ber 33eh) eiäfü !jrung biene ba§ ß̂robitft ber $ tybotenufeu a t = 325
unb a 2 = 65 ; beibe fjabot bie ©runbfaftoren 5 = l 2 + 2 2 xmb 13 = 3 2 + 2 2 gemein . .§anbelt es ftd)
um bot (Skunbfaftor 5 , fo tft a,[ = 65 = 7 2 + 4 2 = l 2 + 8 2 , a, '2 = 13 = 3 2 + 2 2. @§ fei nun
m | 2 = l 2, ni 2 = 18 2 ; m 22 = l 2, n 22 = 8 2 . 2>a 5 2 + e 2 = l 2 + 2 2 einbeutig beftimmt ift , fo mufj , ba
bie 3 er ^e S un 9 1 2 + 18 2 Bon a x faftifd) eyiftirt , bie eine ber beiben 3 er f e 9 utl 9 ett Bon a 't mit l 2 + 2 2 $u »
fantntengefe ^ t nij 2 = 1 2, n 12 = 18 2 geben , unb ba§ ift bie 3 er f e 9 un 9 7 2 + 4 2 . Gcbenfo mufj , ba 3 2 + 2 2
bie einzige Qerlegung bon a '2 tft , ( 3 2 + 2 2) ( 1 2 + 2 2) bie 3™iegung m , 2 + n , 2 liefern . $ n ber £at gelangt
man ju biefent Stefuttate , wenn man in ben (Steigungen
m i = PiS + q.i£ / n i = Pi£ — 1i§ , m 2 = p 2 8 + q 2 £ , n 3 = p 2 £ — q 2 8 p t = 7 , q x = — 4 , p 2 = 3 ,
q 2 = — 2 , 5 = 1 , e = 2 fefct , nämttd) äu ben ®Ieid) ungen m ± = — 1 , 11! = 18 , m 2 = — 1 , n 2 = 8 .

§anbett e§ ftĉ um ben gemeinfd) aftud) en (Skunbfaftor 13 = 3 2 + 2 2, fo ift a 'x = 25 = 3 2 + 4 2,
a ^ = 5 = l 2 + 2 2, unb man erljätt für p x = 3 , q x = — 4 , p 2 = 1 , q 2 = — 2 , 8 = 3 , e = 2 baS
©rgebnis m x = 1 , ^ = 18 , m 2 = — 1 , n 2 = 8 . ©a3 «ßrobuft ( 1 2 + 18 2) ( 1 2 + 8 2) fefbft liefert
bie Beiben Ouabratfuntmen145 2 + 10 2 unb 143 2 + 26 2 ; bie ©ummanben ber einen tjabeit bot ©runbfattor 5 ,
bie ber anberen ben (Skunbfaftor 13 gemein .

®ie 3 a ^ en 325 unb 65 fjaoen aoer auct) uodt) bie gufammengefefete §ljtootenufe 65 ate gattor gemein ,
©otten nun bie 3 a W ra e ' neä ^ er 3 a ^ en l' aare "Hjinj + i^ iig , mji ^ — m 2 n i unb ir^ n^ — n iU 2 , nijng + m 2 n 1
biefeu $ attox gemein lja &en , fo mufj a '1 = 5 = l 2 + 2 2 mit y = l 2 + 8 2 gufammengefe ^ t bie 3 er ^e 9 urt 9
l 2 + 18 2 tiefem , taa§ nicf; t ber galt ift . SDtan fief; t alfo , bafj ber ©a ^ für einen gemeinfc£)aftKc§en ju =
fammengefe ^ ten gattor feine ©ittigfeit r) at , n?a§ aud) natürlich, tft , ba biefer gaftor groet 3ertegungen jutäfjt
unb biejenige , bie m 22 + n 22 liefert , ljier m 22 + n 22 fetöft , nämlid; l 2 + 8 2, nid)t mit einer ber 3 el' I e 9 un 9 elt
öon a ', , ^ ier mit ber einzigen 1 2 + 2 2, bie fflerte nij2 = 1 2 , n ,2 = 18 2 ju liefern brauet . Sarauä folgt
aber nict) t , bafj e3 feine ^ k ^ miqen bon a ± unb a 2 gäbe , bereu 3 u fammen fe ^ un 9 bie ©umme ber Ciuabrate
ämeier 3 a ^ eu liefert , bie eine jufammengefe ^ te 3 a ^ a ^ gemeinf (f) aftlid^ en gaftor enthalten . SMre m ^ + n ^
= 1 2 + 18 2, aber m 2' + n ^ nicöj gteidt) l 2 + 8 2 fonbern gteid) 7 2 + 4 2, fo mürbe man in ber SEat ju
einer ©umme bou Ouabraten jroeier 3 a ^ eu » We ben gaftor 65 geraein Ijaben , gelangen ; e§ ift nämfid)
( l 2 4 - 18 2) ( 7 2 + 4 2) = 65 2 + 130 2 = 79 2 + 122 2.

2Bie raan aber aud) 325 unb 65 geflegen (bou 325 giebt tS uocti bie 3ertegung 17 2 + 6 2) unb
bie 3 el' te 9 un 9 en fombiniren mag , ftets tr-irb ftd) fo » of; t 5 at§ auef; 13 in ben ©ummanben ber einen ber
beiben ftd) ergebenben Ouabratfummenborfinben , in benen ber anberen nid) t , fei e§ , bafj bie ©ummanben einer
unb berfelbeu Duabratfumme beibe ®runbfaftoren gemein fabelt , bann finb bie ber anberen relatiöe $ rtnt3at)Ien ,
geben alfo eine 3 el' I e 9 " " g / ober bafj 5 in ben ©ummanben ber einen , 13 in benen ber anberen entsaften ift .
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§ 18 . 9tuS § 17 erhält man burd) umfeljrung ben ©a | :
Sßenn fowof ) l bie QafyUxi m ^ ^ + n ^ a unb ir̂ n ;, — mgii ! als auc§ bte galjlen

m 1 m 2 — njiia unb 10 ^ 2 + m 2 n i telatiöe ^ßrimäafjlen finb , fo ftnb audj bie ,3af ) len
m ^ + ri !2 unb m ^ + iv2 relatioe 9ßrtut ;$ at) len .

§ 19 . 35a bie (Seiten ber ©leidjung
( m /2 + n 22) ( m 22 + n ,2) = = (m^ -f - n ^ ) 2 + ( n^ n , — m .̂ ) 2

meber iljren $ nf)alt nodj ifjre gorm änbern , menu man mt mit m 2 unb 1^ mit n 2 oertaufdjt ,
ober mit anbern Sßorten : ba bie 33e [tartbtetle ber Verlegungen m ^ + n ^ unb m22 + n 22 in gleicher
3ßeife an ber SSilbung ber Quabratfumme ( m, m 2 + i^ na ) 2 + ( n^ rta — m 2 n 1 ) 2, beteiligt finb , fo
mufj , menn m 1 m 2 + nj^rig unb m ^ — xa^ ^ einen $ aftor 8 gemein Ijaben , nad) bem @ a£e toom
jureidjenben ©runbe § ein gaftor fotüot)l öon m * + n ,2 als audj tion m 22 + n 22 fein , ©asfelbe
gilt , wenn bie Qavjkn m 1 m 2 — ^ ^ unb m 1 n 2 + m 2 n i ^ nm Stafto * e gemein Ijaben . Stlfo t)at
man ben @ a | :

SBenn bie 3af ) len eines ber galjlenpaare n^ ma + 1^ 112 , n^ ng — 1x13 ^ unb
m 1 xa2 — i ^ n ., , m ^ a + m 2 n 1 einen $ aftor gemein Ijaben , fo ift biefer autfj ein §aftor
fomoljl öon m ^ + Ü !2 als audj oon m 22 + n 22.

§ 20 . §icrauS folgt umgelegt :
SBenn bie Qal ) ltn m ? -j- n ^ unb m 22 + n 22 relatioe ^ßrimja ^ Ien finb , fo ftnb

fowoljl bie QafyUn beS ^ aljlenüaarS % % + n i n 2 / itii n 2 —' m 2 nir a ^ a " d) ^ ^ e beS
.ßafjlenpaarS n^ ma — ^ n , , m ^ -\- m 2 n ! ebenfalls relatiüe 'Jßrimäaljlen .

§ 21 . Dbfdjon bie Saljlen
^ = m t 2 + n t2, a 2 = m 22 + n 22

| )t)^ otenufen finb , fo folgt aus ber ©leidjung
a = a ^ = ( m ^ + i^ n .; ) 2 + ( m ^ — m ^ ) 2 = ( n^ nia — n ^ ) ? -f ( nijiis , + maüi ) 2,

ä . 33 . aus ber ©leidjung
a = ( l 2 + 18 2) ( l 2 + 8 2) == 145 2 + 10 2 = 143 2 + 26 2

nodj nidjt, bafj a eine §t )öotenufe ift, toeil bie ©ummanben ber Quabratfummen nidjt relatioe
^ rim ^ aljlen finb . @ o ift 245 = 7 2 -f- 14 2 in ber £ljat leine £tjüotenufe . £ )arum ! ann man öor =
läufig nodj iticE)t behaupten , ba ^ baS Sßrobuft gmeier §r >potenufen ebenfalls eine §npotenufe fei ,
mot)I aber auf ©runb ber @ ä ^ e § 17 unb § 20 gotgenbeS :

£ >aS 5ßrobu ! t smeier §t ) ^ otennfen , bie feinen ober nur einen ©runbfaftor
gemein Ijaben , ift ebenfalls eine ^itjpotenufe .

§ 22 . @ inb bie Qaljten a x , a 2 , a 3 , . . . beliebige §tj ^ oteuufen , fo fann man fie , fotoeit
fie nidjt fdjon ^ßrimäa ^ Ien finb , in Sßrobufte üon ^ßrintäa ^ Ien , alfo a = a ! a 2 a 3 . . . . in ein ^ßrobuft
ber ^3rtntäaf; Ien a 1 ; a 2 , a 3 , a 4 , . . . . gerlcgen , bie uadj § 15 fämtltd) §k)pDtenufen finb , aber
nidjt alte oerfdjieben ju fein braudjen . Sßenbet man aisbann mieberb̂ olt ben oorigen ©a | [ auf
a x a 2 , ( a 1 a 2 ) a 3 , {â â â a^ . . . . ] an , fo gelangt man gu bem ©rgebniffe :

^yebeS ^ßrobuft beliebiger §t ) poten 'ufen ift ebenfalls eine §t ) potenufe .
§ 23 . $ e | t läjst fidj ber @ a | § 15 bafjin ermeitcrn :
$ eber Seiler einer | ) t) ^ otenufe ift ebenfalls eine | ) t) üoteufe .
§ 24 . ©inb alle | )tjpotemtfen a 1 ; a 2 , a 3 , . . . gleidj , fo ergiebt fidj ber @ a£ :
^ ebe Motens einer ^ tjpotenufe ift ebenfalls eine §üpotenufe .
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§ 25 . $ ft bie Irtjöotenufe a eine «ßrtmsaljl , fo läfjt fie nad) § 10 nur eine Verlegung
31t . golglidj Ijaben nad) § 17 audj bie £>ööotemtfen aa = a 2, a 2a = a 3, . . . ak ~ 1a = a k , alfo
jebe ^ otenj öon a nur eine Verlegung . £ )aljer fann man ben <3a | in § 10 mit SRücEficfjt auf bie
©rllärung ber einfachen §tjöotenufe bafjin erweitern :

$ ebe einfache §t ) öotenufe läfjt nur eine Verlegung ju .

§ 26 . üDer öorige ©a | läftt fiel) umfefjren :
$ ebe §ijöotenufe , bie nur eine Verlegung pläfct , ift cinfadj .
$ om wäre fie gufammengefelt , fo Ijätte fie , ba fie ftdj afö ein sßrobuft jweier relatiöen

^ riinjafilen barftetten liefje , bie naäj § 23 £>ööotenufen wären , nad) § 20 jwei Verlegungen .

§ 27 . $ ebe jufammengefe | te £) tjüotenufe läfjt minbeftens jwei V er *
legungen ju .

2 ) enn liefje bk £) t)öotenufe nur eine Verlegung ju , fo wäre fie nad) § 26 einfadj .

§ 28 . $ ebe §t ) öotenufe mit mefjr als einer Verlegung ift äufammengefefct .
üDenn wäre eine fotd^ e | ) t)öotemtfe einfadj , fo liefje fie nad) § 25 nur eine Verlegung p .
§ 29 . @ inb

a x = m t 2 + Ü !2, a 2 = m 22 + n 22
öerfdjiebcne cinfadje §tjüotenufeu , fo fjaben fie feinen gtiftor gemein .
( m /2 - |- n 12) ( m 3a + n 22) m <§ § 20 jwei öerfdjiebene Verlegungen .
einzigen, weil bie Verlegungen m ^ -j- n t 2 unb m22 -f n 22 öon a±
beftimmt finb .

$ ) a3 5ßrobutt gweier öerfdjiebenen einfadjen | njöotenufen ift eine gjtjöotennfe ,
bit jwei , aber audj nur jwei QtxUQXixiQeu suläfjt .

§ 30 . <&» feien

golglidj liefert baä ^ robutt
SDiefe finb aber aud) bie

unb a 2 nad) § 25 einbentig

m , 2 + xi ,2, m 22 + n 22, a 3 = m 32 + n ;
2

8 I a k = mg + ng
öerfdjiebene einfache §rjöotenufen unb

cl — cl -j äo & 3 • • • • « -k *

Sie Stnjaljl ber Verlegungen ö on a t ift gleidj 1 = 2° , bie ber Verlegungen °er ^ tjpotenufe a ^
ift gteidj 2 = 2 1. angenommen bie Stn ^ arj ! ber möglichen öerfdjiebenen Belegungen ber §t ) potenufe
a ! a2 a3 . . . . a p ift gteid) 2 P _ 1, fo ift, ba jebe biefer Verlegungen mit ap + i = m p + 12 + n p +12
äufammcngefegt jwei öerfdjiebene Verlegungen liefert , bk Slngatj ! ber müglidjen öerfdjiebenen Ver =
legungen ber £>tjöotenufc a ^ a ,, . . . a p a p + 1 gleidj 2 P _ 1 . 2 = 2 P . Sllfo ift bie Stnga ^ I ber öer =
fdjicbcncn möglichen Verlegungen ÜDn a glcid » 2 k _ 1 .

Sine §t ) öotenufe , bie aus k öerfdjiebenen einfadjen £rjöotenufen 3ufammen =
gefegt ift , läfjt 2 k _ 1 öerfdjiebene Verlegungen jit .

§ 31 , 5Da bie beliebige Verlegung «£ + ng bie jur gjrjöotenufe gehörigen tatfjeten
m| — n * unb 2m x n x , bie leinen gemcinfdjaftlidjen ftaftov Ijaben , liefert , fo tjat man nad) § 30
ben @ a | :

SBenn eine §t ) öotenufe au§ k einfadjen öerfdjiebenen §t ) öotenufen sufammen »
gefegt ift , fo ift bie 'än ^ al) ! ber jur | ) t) öotenufe gehörigen ^Saare öon Satljeten , bin
relatiöe ^ßrimjaljlen finb , gleidj 2 k _ 1.

li
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fo ift

§ 32 . $ ft a ' ein Steiler ber ^ >t) potenufe a , alfo nad) § 23 ebenfalls eine £>t)öotenufe , unb
a = a' a" , a ' = m ' 2 - |- n ' 2, a' 2 = ( m ' 2 — n ' 2) 2 + ( 2m ' n ' ) 2,

a 2 = ( a ' a " ) 2 = [ ( m ' a — n ' 2) a " ] 2 + [ ( 2m ' n ' ) a " ] 2.
$ eber Seiler einer £) ö, öotenufe liefert ein jur gjööotenufe gehöriges Sßaav

oon Katljeten , bie einen $ aftor gemein Ijaben .
§ 33 . @ 3 feien a lr a 2 , a 3 , . . . a k einfache | ) t)öotenufen , a u a 2 , a 3 , . . . a k sßrtm =

jaulen unb
a , •—• cc l , a , = a PS VP3 aic yPk .

a Pl a P2
' S ' • • • " k

SDie Steifer öon a , bie einfache | ) twotenufen finb , finb bie öerfdjiebenen ^Sotenjen ber 'jßrimsablen
a k , nämlid ) a u a ^, a , 3, « ? ; « 2 a P2 u . f . w . , itjre Slngal)!

alfo gleid)
Pi + P 2 + P 3 + - . . . + Pk = S { \ ) ,

wenn man atigemein bie «Summe ber ^ roburte , hxt man erljäft , wenn man bie xte Klaffe ber
Kombinationen ( oljue SBiebertjoIung ) ber ■(gjröonenten bilbet , burd) S ( x ) beseidjnet . angenommen
bie SCnjat) ! ber Steiler ber | ) t)üotenufe , bie q öerfdjiebenc ©runbfaltoren enthalten , fei gteicE> 2 ( q ) .
SDie Steiler , bie q + 1 öerfdnebene ©runbfattoreu enthalten , erhält man , wenn man bie Steiler mit q
öerfdjiebenen ©runbfaltoren mit ben öerfdjiebenen ^Sotenjen ber ©rwtbfaftoren , bie fic nidjt ent =
galten , multipliziert , nämlid) ben Steiler , ber bie k — q legten ©runbfaftoren nidjt enthält , mit ben
p q + i öerfdjiebenen ^ otenjen öon a q + i , bie Steiler , bie bie k — q — 1 legten ©runbfaltoren nidjt
enthalten , mit ben p q + 2 öerfdjiebenen ^ otenjen öon a q + 2, bie Steiler, bie bie k — q — 2 legten
©runbfaftoren ttidEjt enthalten , mit ben p q + 3 öerfdjiebenen ^ otenjen öon a q + 3 u . f . w . , bie Steiler ,
bie bie beiben legten ©runbfaftoren nidjt entlmlten , mit ben p k _ t öerfdjiebenen ^ otengen öon ak _ i
unb fdjliepdj bie Steiler, bie ben legten ©runbfaltor nictjit entlmlten , mit ben p k öerfdjiebenen
Stengen öon a k . ^ olglidj ift bie Stnjafjl ber Steiler mit q + 1 öerfdjiebenen ©runbfaftoren
gleich ber «Summe

[2 ( q ) ] p q + 1 + [S ( ' + 1) ] Pq + 2 + [S C^ 2) ] p q + 3 + • • • + [2 ( V ) ] p k_ i + [S ( Y ) ] Pk -
Söiefe Summe ift aber bie Summe ber ^ßrobufte , bie man erfjält , wenn man bie ( q + l ) fte Klaffe
ber Kombinationen ber ©jöoneuten bilbet, ift alfo gleidj 2 ( q + i ) . $ olgtidj ift allgemein bie 3lnsaljl
ber Steiler , bie x öerfdjiebene ®runbfa ! toren enthalten , gleidj 2 ( x ) . SDa nad) § 32 jeber biefer
Steiler 2 X_ 1 öerfdjiebene Verlegungen jutäfst, fo liefern alle Steiler mit x öerfdjiebenen ©runbfaltoren
2x _ is ( x ) ^ßaare öon Katheten . §ierau§ ergiebt fidj ber Sa | :

3u jeber au§ k öerfdjiebenen einfachen §t ) öotenufen äufammengefe | tcn
| ) öüDtenufe gehören

2°sa ) + 2 1 Sa ) + 2 2 Sa ) + 2 3 Sa ) + . . . + 2 k - 1 S©
öerfdjiebene $ aare öon Kattjeten . SDie Katheten öon 2 k _ 1 paaren finb relatiöe
^ rimäat ; len , bie ber übrigen nidjt .

SBeiföiele . @ § fei a eine £>rjöotenufe unb
a = a Pl . a P2 . a,v3s .

P , + P 2 + Ps + p4 + Ps = 2 ( ? ) ,
P1P2 + ( Pi + P 2 ) P 3 + ( Pi + P2 + P 3 ) P4 + ( Pi + P 2 + Ps + PjPs = S ( * ) ,
P1P2PS + ( P1P2 + PlP 3 + P 2 P 3 ) P4 + ( PlP 2 + PlP 3 + P1P4 + P 2 P 3 + P2P4 + P 3 P4 ) P5 = S ( 11
PlP 2 P 3 P4 + ( PlP2P 3 + PlP 2 P4 + PlP 3 P 4 + P2P 3 PJP5 = S ( 11
P1P2P3P4P5 = 2 ( l ) .

t,Vi a 1>5
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£te Stnjatit ber Setter, bie einfache §t # otenufett flttb , ift 2 ( * ) , bie Sfitja ^ I bev Seiter mit
gtoei etnfaetjen $ t)üotemtfen 2 ( g ) , bie Stngat )! ber Seiler mit brei einfachen §rjüotemtfen 2 ( * ) , bie
Stnjatjt ber Seiler mit toter einfachen £>t)potenufcn 2 ( * ) uttb bie S & tgaljl ber Seiter mit fünf [ein*
faetjett §t )» Dteitufen 2 ( ü ) . Sttfo ift bk Stitjatj ! ber Satljetenüaare

2° - 2 ( ? ) + 2 * - 2 ( | ) + 2 2 - 2 ( « ) + 2 3 - 2 ( | ) + 2 4 - 2 ( '« )
$ ur §t )üotemtfe 5 3 - 13 2 - 17 2 gehören

1 . ( 3 + 2 + 2 ) + 2 - ( 3 - 2 + 3 - 2 + 2 . 2 ) + 4 - 3 - 2 - 2 ,
atfo 87 tattjetenüaare ; nur bie Uattjetett » tut 4 paaren fittb retatioe $ßrimäat)len .

§ 34 . Sinb bie | ) t)üotenufen be§ tior . @ a | e§ , att§ betten bie £)t):poteitufe a gufammett *
gefe | t ift , sßrimäafjlen , fo tmt man fämtlictje ©jüonenten gleict) 1 gu fe ^ en . ©aburet) werben
aud) fämttidje ^ßrobufte in 2 ( k ) gteief) 1 , tt) re (Summen at§ gteief) ifjrer Stngarjl ( k ) . Ober :
£ )ic Seiter ber ^ tjpotcnufe a , bie x tierfcfjiebene ©runbfaftorenenthalten , bitben bie xte klaffe ber
ber Kombinationen ber ©runbfaftoren fetbft ( ntcrjt itjrer (Sjöonenten ) , beren Stnjatjt ( k ) ift ; bk
lefcte f taffe biefer Kombinationen liefert bie *|3aare üon Satfjeten , bie retatioe ?ßrtmga ^ Ien fütb . Sttfo
tjat man ben @ a | :

Qu jeber aus k oerfefjiebenen Sßrtntjatjlen gufammengefe ^ ten §t ) öotenufe
geljüren

2 °ii ) + m ) + 2 2( 3k ) + 2 s ( ü ) + . . . . + 2 k - i a >
oerfäjiebene Ißaare oott Satfjeten . SDte tattjeten oott 2 k _ 1( k ) paaren finb retatioe
^ rimgatjlen , bit ber übrigen niefjt .

^ ^ ^ ^ ^ ^ ■■H



$ >ie Sfagaf )! ber £ «|
gtoei einfachen §t )potenufen
Slngaf )! ber Seiler mit titer
facrjen §t )potemtfen 2 ( ü ) .

2 0 - S ( |
,gur §t ;)potenufe 5

1 . ( 3
alfo 87 Katljetenpaare ; nur

§ 34 . ©inb bie |
gefegt ift , sßrimjaljlen , fo

and) famtlidje 'ißrobüfte hf
£ )ie Seiler ber ^ rjpotcnufc
ber Kombinationen ber ©rw
legte Klaffe biefer Kombinati
l; nt man ben @ a | :

Qu jeber au $ k
gehören

2° ( |
» erfdjiebene ^5aare öon
^ rintäafjten , bie ber üb

i ) , bie SCrtgat) ! ber Steiler mit
fadjen §t )potenufen S ( * ) , bie
at; I ber Seiler mit fünf [ein =

■S ( 55 )

3 - 2 . 2 ,
^3rim§aI) Ien .

bie £)tjpotenufe a gufammen *
gu fegen . £ >aburd ) werben
b, itjrer SCnga !) ! ( * ) . Ober :
ten , bilben bie xtc Klaffe ber
ten ) , beren 9tnjat )I ( * ) ift ; bie
latiüe sßrimsatjlen finb . Stlfo

Itengefegten £>rjpotenufe

fr-1©
lk ) paaren finb relatine
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