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Alber die pythngoreifdien Bablen.

Die Budjitaben bedeuten gange Jahlen, m und n (m; wnd n;, my und ny, m’ wnd n’,
.) awei velative Primzablen, von denen n gerade ift, und a (a,, a,, a’, . . ) und k
pofitive Jablen.

@ine Jabl Deift eine Primzahl, wenn fie nidht dag Produft zweier die Ginbeit fiber-
fergenden Hablen ift. Bwei Jablen heifen velative Primzahlen, wemn jie feinen die Ginbeit
iiberjteigenden Faftor gemein Haben. Hiernach find 1 und jéde beliebige Sabl, audhy 1 und 1,
velative Primgahlen.

Jur Bermeidung von Wieberholungen feien jolgende Siige vorausgejdjict:

. Die Summe und diec Differens jweier relativen Primzahlen, von benen
bie eine gerabe ift, find ungerade relative Primzahlen.

Denn hitten, wenn x und y relative Primzahlen find, von Demen bie ecine gerabe ijt, die
ungevadben Hahlen x4y unb x—y cinen gemeinjdjaftlien Faftor, der aljo ungevade fjein
mitgte, jo hatten aud) thre Summe und ihre Diffeven;, ndmlih) 2x und 2y, folglih die Jahlen x
und y bdiejen ungevaben Faftor gemein, was gegen die Vorausjepung verjtofit.

. Wenn fowohl die Bahlen x, und y, als aud) bdbie Bahlen x, und y,
telative Primgahlen jind, jo giebt es feine von 1 veridicdene Bahl, die zugleidy
in den Prodbubten x,x,, v,¥,, X, ¥, Xy, enthalten ift.

Denn wire die von 1 verjdjicdbene Babl v, alfo aud) ivgend ein. Grunbdfaftor & von y
it jedem Der bier Prodbufte aols Faftor enthalten, jo miifte der Grundfaftor 3, da ev in x,x,
enthalten wire, entweder in x, ober in x,, etwa in x,, enthalten fein. Alddann miifte, da x,
und y;, rvelative Primzahlen find, aljo & fein Faftor von y, ijt, wohl aber ein Faftor von y, v, und

-

Xpyy wire, & audy e Grundfaftor von x, und y, fein, was gegen bie Borvausjepung ijt.

§ 1. Die Bahlen a, b, ¢ heifen pythagoreijde Bahlen, wenn jie feinen

gemeinjdjaftlichen Faftor haben und
af ="h2 L ¢
ijt. a heift bie Hypotenuje, b und ¢ Heiffen die Katheten.

§ 2. Aus der Definition geht hervor, dafi je swei von drei pythagoveiichen Bahlen relative
Primzahlen find. Deshalb Tonnen nidht zwei gerade fein, alfo den gemeinjchaftlidien Faktor 2 haben.
€3 tonnen aber aud) nidjt alle drei Bahfen ungevade jein, weil dami aud) ihre Quabrate ungevade
wiven, bie Summe jweier ungevaden Sallen aber gevabe ift. E3 miiffen daher swei Sabhlen
ungerade, die Dritte gerade fein. Da fich jebe ungerade Jahl unter der Form 2p — 1, aljo ihr
Quadrat unter der Form 4p®—dp + 1 bdavitellen [dft, jo enthilt der Summe der Quabrate
jweier ungevaben Jabhlen niemals ben Faftor 4, woraus hevoovgeht, daf die Hypotenuje niemals
qerabe ijt.
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Jebe Hypotenufe ift ungerabe; die Katheten find rvelative Primzahlen, von
benen Die eine gerabe ift

§ 3. Nady der allgemeinen Vorausjesung find m und n relative Primgahlen, von dener
n gevabe ift, aljo nad) L m* 4 n? und m® — n?® ungevadbe relative Primzabhlen. Folglidh hat
man wegen ber Gleidhung

(m? 4 n?)? = (m%— n?)% 4 (2mn)?
pen Sak:

Dic Summe der Quabrate jweier velativen Primzahlen, von bemen bie eime
gerabe ift, ift eine Hypotenuje

§ 4. Wenn b die ungerabe Kathete ift, fo fann man, dba jowohl dic Summe als aud
bic Differens yweier ungevaben Jahlen gerabe ijt,

a+b=2x, a—h=2y
fesen. Alsbam ijt
a=x-4y, b=x—y.
Da biernacy jeder gemeinjdhaftliche Faftor von x und y aud) ein Faftor von a und b ijt,
a b b aber nad) ber BVorvausjepung velative Primzahlen find, fo find audy x und y rvelative
Primzahlen. Fevner ift
a?—b¥=(x+4y)*—(x —y)* =dxy=c?
aljo
c = 2¥xy.
Solglich ift xy ein Quadrat, was, weil x und y Ffeinen gemeinjdaftlichen Faftor haben, nur
miglich ift, wenn jowobhl x als aud) y ein Quabdrat ift. Sebt man
T —ma
jo ijt
a=m? - n%
Da a ungerade ijt, jo ift eime der beiben velativen Primzahlen m? und n? gevade. Hievaud evgiebt
jih ber Sah:

Sede Hypotenufe ift die Summe der Quabdrate jweier velativen Primgzahlen,
vou Denen Die eine gerabde ijt.

§ 5. us der Gleichung
X a=m?+ n?=1(m 4+ n)? 4 (m — n)?
jolgt nach 1.:

Jebe Hypotenufe ijt gleid) ber halben Summe dber Quabrate jweter ungeraden
velativen Primgahlen.

8§ 6. TWenn x und y ungevabe velative Primzahlen find, jo jind die Jahlen (x4 ¥)
und (x —y), weil ihre Summe und ihre Diffevens bie velativen Primzahlen x und y find, cben-
jal(s velative Primzalhlen, voir denen bie eime ungerade uud bie anbeve gerade ift, weil thre Summe
ungevabe ift. Daber folgt aus ber Gleichung

3+ yY) =R+ P+ EE—y)°

ber Sabi:

Die halle Summe der Quabdrate je zweicr ungeraden velativen Primzahlen
ijt eine Hybotenuje.

§ 7. Dic Darjtellung eciner Hypotenufe ald die Swmme der Quadrate gweier velativen
Primzahlen, von benen die eine gevabe ijt, und ebenfo bie Suwmme ber QDuadbrate jelbjt Heift
eine Jevleguug, oie velativen Primzablen heifen die Vejtandteile der Jerlegung.
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Gine Hypotenuje beift cinjady, wenn fie ecive Primzahl oder eine Potenz einer
Primzabhl ijt, sufommengefest, wenn fie mindeftens zwei verjdichene Grundjattoren
(Primfattoven) enthilt. Einfache Hypotenufen heifen verjdieden, wenn fic verjdiedene Prim-
sablen ober Potenzen verjdiedener Primzahlen find.  (Hypotenufen, die verfhicbene Potengern
eier und Ddevjelben Primzahl jind, fehe ich davum nicht ald verjchicden an, weil die Anmzahl ihrer
Berlegungen biefelbe ift und e fidh hier nur um biefe Anzahl, niemals aber um bie Grife der
Dipotenujen hanbdelt).

Beifpiele.
b =12423, 13 =238742% 17=1244% 20=05242% 37T=1246% 41=57143
B3 =724 2% 61 =52} 6% 73 =321 8% 80—5% 8% 97=074 42 101 — 12 10%,
109 =32 102, 113 =172 8% 137 =112+ 42 149 —17% 1 10%; 25— 3%} 43,
625 = 72 |- 242 169 =52 - 122 289 = 15% |- 82; 85 =92 - 22 =72 62 221 — 11? -+10?
=524 14% 325 = 12 4 182 = 172 | 6% 1105 = 38? -}- 42 — 9% |- 823 = 312 | 12?
— 232 -+ 243,

Diefe fleine Tabelle giebt Anlaf 3u folgenden Bemerfungen:

Die erften 16 Hypotenufen find unter den Jahlen von 1 bis 156 bie Primzahlen von
ber Form 4k + 1 und lofjen v eine Jerlegung u; alle itbrigen Primzahlen find von der Form
4k — 1 und feine Hypotenujen. Die Hypoterufen 25, 625, 169, 289 find Potensen ber prim-
sabligen Hypotenufen 5, 13, 17 und Haben ebenfalls nuc eine Berlequng. Die Diypotenujen 85,
221 mit je awei und bie Hypotenufe 1105 mit vier Jerlegungen {ind Produtte primzahliger
Dypotenujen, nimlidy 5-17, 13.17, 5.13.17. Die Hypotenuje 325 ijt das Produft der Hypo-
tenujen 13 und 25, vou benen bie erjte eine Primzahl, die zweite aber bas Quadrat der Primzah!
5 ijt; fie hat swei Berlegungen unbd lift §idh auferdem al8 die Quabratfumme 152 - 102 bar-
jtellen, die aber feine Jerfegung im Sinne ber Definition ift, da 156 und 10 feine relativen Prims
ablen find. Ghenjo lift fih 626 — 5% al8 die Summe zweier Tuabrate mit einem gemein
jdaftlichen Faftor, nimlid) al8 die Summe 152 4 202, darjtellen.

Die Anzahl der Poarve von RKatheten, die ju einer Hypotenuje gehorven und velative
Primzahlen find, ift gleich der Angahl der Jerlegungen, weil jede Jerlegung m? -+ n? die Katheten
m*®—n® und 2mn liefert. Auperdem gehiven zu einer Hypotenufe, bie nicht eine Primzahl ijt,
nod) eine Anzahl von Kathetenpaaven, die einen gemeinjdaftlihen Faftor Haben. E5 ijt
208 =72 24% =15% 4- 202, 125%=117%} 44% —75% . 1002 = 352 + 1202, 652 = 632
+ 16% =332 |- 56® = 25% - 60® = 39° | 52% 325® = 3232 | 362 = 2532 | 204! = 3152

+- 80% = 165° |- 2802 — 1252 | 300° = 1952 - 2602 = 912 - 312%,

§ 8. (Jedbe Hypotenufe [dft fid unter dber Fovrm 4k 41 davftellen; und es
giebt feine Primzahl von dev Fovm 4k —1, die eine Hypotenuje ijt.

Denn ba m ungevabe, n gevade ijt und alle ungeraden Jalhlen fidh unter der Fovm 4p + 1
bajtellen laffen, fo fann man m = 4p %1, n = 2q fepen. Algbann ijt

a=m?4 n?=4(dp?+2p + ¢ + 1.
Nun ift 4p® £ 2p = 2p(2p + 1) gleich ober guiher ald Null, aljo 4p?=-2p + q® pojitiv.
Folglid) ijt fitr 4p® = 2p + ¢* =k
a=4dk-+ 1.

§ 9. Jebe dburd) 3 wmicyt teilbave Safl [dft fidy unter der Form 3p 1, ihr Quadrat
aljo unter der Fovm 3(3p? & 2p) 4 1, alfo iiberhaupt unter Form 3k -1 darjtellen. Folglich
ijit die Differeny sweier Quabdrate, die nidyt duvd) 3 teilbar find, ftets cin Bielfadhes von 3. —




Jebe Sabl, bie nicdht dbuvd) 5 teilbar ijt, ift enttocber von ber Form .)p—l 1 ober vou ber Form
5p + 2, ihr Quabdvat aljo entieder von der Form 6(5p2 = 2p)-+ 1 ober von der Form
5(bp® 4= 4p) - 4 =5(bp® =+ 4p -+ 1) — 1, aljp allgemein von der fFovm 5k 1. Folglidh it
ftetd entweber bie Summe ober bie Diffevens zweier Quadvate, die nidht durdy 5 teilbar find,
ein Bielfaches voun 5.

Bon den pythagoreijhen Jahlen

a=m?+4+né b=m*—n? ¢c=2mn

ift ¢ ftets burd) 4 teilbar. Jjt eine der Babhlen m wnd n duvd) 3 oder 5 teilbar, fo ijt aud) c
burd) 8 oder 5 teilbar. Jft feine Der Bablen m und n burd) 3 ober 5 teilbar, jo ift jtets
b=m?-—n* burd) 3 und entweber a =m?* 4 n? oder b =m?* —n? durd) 5 teilbar. Hiermit
ift der Saf beroiejen:

ebe ber dbrei Jahlen 3, 4, 5 ijt ein Teiler eimer von drei beliebigen pytha-
goreifden Sahlen und 60 ein Teiler des Produfis aller dbrei Jabhlen. (Balper.)

§ 10. @5 fei
a=m-+n’=m'-+ n’
Algdann ijt

My My Ny~ N; m-mg  Dyg—0n
T T T R L TR B R
Sept man
Iy =y Dgckmy py mg Dy o Dg— o e
n,_— L T T L T T m_1 ST
w0 fowohl p, und g, al aud) p, und g, rvelative Primzahlen find, jo ijt
WisEty. PiBs et lice Py
m, — m, =3 G0 D3 —1D, . Pely

aljo
My HiPes 'I' q; QE Dy _ Pils _'__I}E"h_
i My PiPs — 0’ Dy P19: T P2y
Diefe Gleidhungen find nur miglich, wenn
m; = &(pyPs + Gu0s)y Wy = 8(pyPs — G e);
n, = 5(131%_1325]:} n; = &(p, Gy + P2i)
iit, o & und e gange Bablen ober Stammbriiche find oder bie eine cine gange Sahl und bdie
anbere ein Stammbrud) ijt.  Nun {ijt

m, -+ my; = 28p,p;, Dy —1n, = Zepyq;,
alfo
m-tm &P B
g — 1, E 0y qy

Folghd) 1jt 8=e. Jit & eine gange Jahl, jo ijt dieje, weil my = o(p,p; + gy ), 1y = 8(p, Py

— pgqy) ijt und m, und n, rvelative Primzahlen jind, gleih 1. Jjt dagegen & cin Stammbrud
b gleidy ai o ijt
PiPe + QG = 5y, PiPe — iy = 6y ;
Piy — Pads = 60y, P1Ga+ P2y = &1y,
aljo
PP =36 (my + my), ¢y = % & (m; — my);
Pida =358 (ny + 1), Pagy =5 5(n (ng —m,).
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Da nun m, + my, m; —my, ny +n;, n, —n; geradbe Jabhlen jind, fo ijt 5, em Teiler ber
vier Sablen pps, Uy, Pider Patly, Wwad nad) IL mur mibglidh ift, wenn and) 3, = 1 ift.
Folglidy ijt
my =Py Ps -+ Gs Dy =Pi9s — Py,
a=m’ + 0’ = p’p; +piay’ + pra’ + a'es’,
aljo
a = (p,* 4+ a,) (p," + &)-

Aus diejer Gleichung au folgern, dafy jede Hypotenuje, die mehr ald ecine Berlegung zuldft, u-
jamutengejest jei (vevgl. § 28) wive dibereilt, da fehr wobl p? -+ q* und p.* - q.®, wie 12 4 82
und 7% 42 einanber gleid) ober, wie 11* - 22 unb 3% 4% Potengen einer und berfelben
Primzahl fein fonnen. Wobl aber bevedhtigt die Gleidung zu dem Sdilujje, daf a feine Prim.
gabl ift, wovaus jid) ber Saf ergiebt:

Sede primzabhlige Hypotenunje hat nur eine Jerlegung.

§ 11. Gs ijt allgemein
(57 + 5%+ 1) = 5% £ 20X i W+ X F 20 NN + 5T
=X % + N ¥e)® 4 (X ¥ — %5 )*
= (X, Xg — ¥1¥2)® + (X1 ¥s + Xa73)"
Diernady ijt
(m,* 4+ n;*) (m}? - n,*) = (mymy + n,10,)% -+ (mng — myn, )*
= (m,my; — n;n, ) (m; ny -+ mgn, )2
Da my und m, ungerade, n, und n, gerade find, jo find aud) m,m; + n,n, undb mym, — n,n,
ungerade, myn, — m,n, wnd m;n, -+ myn, gerabe. Hievaus ergiebt jid) der Sap:

Das Probuft jweier Hypotenujen [ift jid) auf mindefensd zweijade Weife
alg die Summe der Quabrate jweier Jabhlen, von denen bie eine ungerade, bdie
anbere gerade ijt, darjtellen.

Anmerfung. £Ob bie Luadratfummen (m,m, -+ n,ny)® + (myn, — myn;)® und
(m,my — 10y )* - (myny -+ men,)® Sevlegqungen im Sinne ber Definition find, bedarf in jebem
Salle einer Defonbeven Unterjuchung; es ift moglid)y, daf feine, eine ober beide Summen Bers
legungen jind. €3 it 3 B.

(1% - 182)(12 4 82) = 14562 - 102 = 1432 - 262

(12 4 183)(7% - 4%) =792 -1 122% — 652 |- 1302

(11% 4 22)(5% - 12%) — 792 |- 1222 — 312 | 1422,
Dag evfte Lrodukt giebt feine, Das jweite eime, dag bdritte jwei Sevlegungen. {n ben DLeiden exjten
Fiillen haben die Hypotenufen, ndmlih 325 und 65, wei Grundiaftoven gemetn, im britten find
jie, miimlich 1256 und 169, velative Primzabhlen.

§ 12. MNad) Culer®). &8 jei die Hypotenufe a, = p2 -+ 2 eine Primzahl unbd

a=m?+n?=aa,.
Da p und g velative Primzahlen jind, jo laffen fih durc) BVerwandlung des Brudyes % in einen

Settenbrud) die Sahlen « und B fo bejtimmen, daf |
pe—ql =1, p(n«) 4 g(—mp) =m
pber, weln man me=x, — mp =y fjebit,
M=pX+qy, n=py-—gx-z

#) Leonhardi Euleri commentationes arithmeticae collectae. Petropoli 1849, Tomus posterior.
pag. 570, 671. (Opera arithmetica hucusque inedita,)




ijt. Alsdann 1t

m* + n* = (px + qy)* + (py — qx + z)*
= (px + q¥)* + (py — qx)® + 2(py — qx) z -+ 2z*
=(p*+ q*)(x*+ y*) + [2(py — qx) + z]z.
Da m*+ n® burd) bie Primzahl p*4- g® teilbar ijt, fo ijt entweder 2(py — qx) 4 z ober z
ebenjalls dburd) p® - q® teilbar. Jm ecjten Falle jept man
2y —ax) +2z=(pP*+ g, z=(p*+ q)t— 2(py —qx)
und exhilt
m* + n* = (p* + q%)a;, = (p* + q*)(x* + ¥%) + (p* + *)H(p® + q)t— 2(py — qx)],
s =X+ ¥ 4 (b + gt — 2(py — ot
= (x4 qt)* -+ (y — pt)=
om gweiten Falle fest man
z=(p*+ a*)u, 2(py —qx) + 2 =2(py —qx) + (p*+ q3)u
und finbet
g = X* + y* + [2(py — qx) + (p* + q¥)uju
=+ v 4 2(py — qxu + (p° + g
= (x—'qu)® 4 (y + pw)*.
Solglid) ijt in jebem fFalle a, eine Summe zweier Quabrate,
Wenn ein Grundfatftor einer jufammengefepten Hypotenuje eine Hypotenufe
ijt, fo ijt bas Prodbuft der itbrigen Grundfaftoren eine Summe zweier Quadrate.

§ 13. Nad) Legendre®). E8 feien x und y velative Primzahlen und A ein Faftor
vont x* Ly et man
P=X—VA, gq=y—wA,
jo ijt auch p* 4 q® buedh A teilbar, aljo
AA, =piqg*
Die Bablen v und w lnjfen jich fo bejtimmen, baf die abjoluten Werte vou p und q feiner als
LA find. Jit namlid) z < % <z41 Poift zA <x<(z+1)A, 0o <x —zA < A. it

X—2zA < JA, foift ve=z. Jftx—2zA = JA foift A — (x —zA) < $A, aljo — [x — (z -+~ 1)A]
< A, Cbenjo lift fih w devart bejtimmen, daf Der abjolute Wert von q fleiner als 1A it
Hiernady ijt p? < 1A% ¢® < 1A% aljo
AA; < 1A% A <IA

3t Ay =1, jo bejtimmt man r und s jo, baf die abjoluten Werte von p —rA, und
q — sA, Hlemer als 3A, jind. Da A, einTeiler von p® -+ g% aljo aud) von (p — rA,)® + (q — sA,)®
ijt, jo fann man

AjA; =(p—1A) - (g—sA))?
jegen, wo A, < IA, ijt.  Multipliziert man diefe Gleichung mit der ®leidung AA, = p* 4+ 3,
jo echdlt man
AAAy = p*—2rp°A, + r®p?A2 -+ piqt — 2spiqA, + s%pPA2 - pig® — 2rpgtA, + riqPA
-+ q* — 2sq®A, | s%2A :
= (P*+q%)* + (rp + s@)*°A," + (rq — 5p)°A,* — 2(p? + q*)rpA; — 2(p® + q)sqd,
=[(p*+ q*) — (rp 4 sq)A,]* + (rq —sp)®A%

*) Legendre, Théorie des nombres, 9. Edit. Parls 1830, Tome I, pag. 203,




Erfesst man bievin p* 4 q* burch AA;, fo exgiebt fich nad) Divifion durd) A
AA, = [A— (rp + sq)]* -+ (rqg — sp)*.

Jit Ay = 1, o lift fich aus dem Probufte AA, in derjelben Weife ein Probuft AA,
gleid) einer Swmme jweier Quabdrate hevleiten, in bem Ay =< LA, ift, w. |. w. Da i der Reibe
ber gamzen pojitiven Jahlen

A AL A A
jebe fleiner als die Hilfte der vorhergehendben Babl ift, jo gelangt man notwendig zu einer
Gleichung von der Form
AAy =2 u?,
in ber Ay =1 ijt. Folglich ijt A eine Summe 3weier Quabdrate.

Jeber Teiler einer Summe der Quabrate zweier velativen Primzahlen ijt
cine Summe jweier Suabrate

Anmertung. Jn dem vorfiehend wiebergeqebenen Legenbrefdien Veweije twirh voraunsgefest, dafi
x und y relative Prumzahlen find. Darvaud folgt, baf feine ber Jahlen p=x—vA und q=y — wA
gleidy Mull fein fann. Die BVorausjebung ift aber aud) notwendig, weil man, wenn x und y einen genein
haftlidgen Faftor Ddtten, ald A dicjen Faltor wahlen fonnte. Dann aber mwive bie Veftimmung von p und q
vevart, bafi fie feiner afs LA fnb, nuv mbglid), wenn x = vA, y = wA gefelt miicbe, folglih fomwohl p
alg aud) g glei) Null wive, woburd) bie weiteve Entwidelung unmiglid wiirbe.

E: faun bie Ftage aufgeworfen werben, ob fih r unb s fietd ben CErforberniffen bes Beweifes
gemif Deftimmen laffen. Bon ben Fablen p und q muff mindeftens eine grifer als ;Al fein. Deun mwiren
Deive Heinee afs 5 A; ober bie eine Feiner af8 LA, unb bie anbere gleidy A, ober beibe gleih TA,, fo twire
wegen dev Gleidung AA, —p* g% AA < IA* A< IA . 9o ift eine der Bahlen v und s ftets grifier
ald Null, wihrend bie andere gleig Null fein Tann.

Da t unb n Differengen find, fo ift der Fal nidt ausgefdlofien, baf bie eine biejer Rablen per-
jwinbet, A alfo gleid) einem Duadbrate B* ift. Afsbann it aud) B ein Teiler von x* -4 y2, [aft fidh daher
unter dev Fovm einer Summe jweier Suabeate bavfrellen, wo aber ebenfalls bag cine Tmabrat verfdwinden,
B aljo gleid) cinem Cwabrat B® fein tann. ©8 ift baher bentbar, bafi man gu bem Evgebniffe qelangt, baf

A= BESR — BAOR) =Rt
ift. Da in der Meibe ber Babhlen
Ay B Bo Byl Gl

febe bie Duabratrourzel aud der vorfergehendent, affo Heiner af8 die vovbergehende ift, fo muf man 3 einer
Bahl By gelangen, bie gleidh t2 -1 u? ift, wo aber fein3 ber Snabrvate verjdwindet. %Aus § 6 gebt fervor,
vaf x? -+ v? nux cinen geraben Faftor Haben fanwm, nimilidh 2. Jfp A=2, fo it A=124 1% Gu
jebem anbeven fFalle ift A, alfjo aud) By ungerabe, folglih bie eime ber Fablem t und u ungevabe, die anbere
gerabe.  FFermer ijt

2 2
g

By 4 =Bf=(*tu??=(t*—u?? | 2tu)? =t
weo t, ungerave, 1, gerabe ift, und ebenjo
By _g=Bg_; ='2?+ '!:Hr Bk—:;:BI%—E:lsa‘:“":;aa Ay Aliis
B, =B'=tf_+uf_;, A=B2—+2 L uf
Yegenbre giebt a. a. O. einen ouf gany anveren Primzipien beruhenden BVeweid ved Salies: . Tout
diviseur de la formule t? - u?, composée de denx carrés premiers entre eux, est également la somme
de deux carrés premiers entre eux'*. Den vorftehend mitgeteilten Bewerd [dlieft ex mit den Worten: ,, ...
on parviendra donc nécessairement 4 un terme égal i l'unité, et alors le nombre A sera égal & la
somme de deux carrés.t* Tie man {ieht, [Aft er hier am Sdyfuffe bie Worte .,premiers entre eux* eyg.
Aus bem bier mitgeteilten Beweife qebt and) in der Tat nidt Hervor, daf A cine Sunune ber Duabrate
ateier relativen Primzahlen ift.

Euler giebt a. a. D. folgenden Beweis:

ug dem tm § 12 wicdergeqebenen Saie folgert Euler junddift, dafi, wenn bas PBrobuft ber beidben
Bablen A und B eine Sumune x® - y¥ ber Duabrate weier velativen Primgahlen und A nidt cine Summe
gioeier Dpabvate ift, von ben Grunbfaftoren von B mindeftens einer ebenfalls midt eine Summe pweiey Duabrate

wl
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ift, Denn wire jedev Grundfattor ven B eine Summe jweicr Cadrate, fo iwilvde man burd) auj emandet
folgenbe Divifienen durd) die eingeluen Grundfaltoven zur Bahl A gelangen, bie nach bem DGewiefenen Satie eine
Sunune gweter Tuabrate fein miigte.  Dann fibrt er fort:

557. Nune igitur investigemus, an summa duornm guadratorum PP -~ 4q inter se primorum
per ullum nomerum %, qui non sit summa duornm quadratorum, divisibilis esse 'i‘-“-'“" Ad hoe
sumamus pp - qq divisibile esse per talem numernm 9, atque etiam (p— mi)% 4 (g — nM)? divi-

sibilis erit per 9.%)

558. Poterit ergo talis summa duorum quadratorum PP - qq exhiberi, quorum radices p et
q minores sint quam %, quin efiam minores quam _—i—:f: cum etiam (A — p)? - (A — q)?
divisionem admittere debeat, guorum guadratorum radices minores erint quam 2%, si p et q eo essent
Imajores. :

054,  Dabitur ergo summa duornm quadratorum pp -+ Q4 minor qnam ;i—':‘i‘]! (enm  sit
po= ,;:’l el q < per numernm ¥ divisibilis; ponatur q — B, qui etiam wvel ipse non erit
summa duornm quadratorum, vel factorem talem habebit. eritque B = 14

560. Cum jam pp - qq divisibile sit per B, exhiberi poter
T - 8§ minor quam B8, divisibilis per B, et quotus &, qui erit minor quam £, pariter non erit
summa duorum quadratorum, per quem eum divisibilis sit rr - 85, dabitur t6 - un < @G divisibilis
per &, et quotus B < 'L itidem non erit summa doorum qu.anll.u:num

i61. Hoe l:lL‘ulin tandem pervenietur ad summam dooram quadratorom quantumvis parvam,
quae foret divisibilis PEr numernm non-summam  duorom quadratorum, quod cum sit absurdum,
necessario sequitur, summam duorum guadratornm inter se primorum mnon esse divisibilem per unllom
numernm, qui ipse non sit summa ducrum quadratorum.®

Abgefelen von ber Unvidptigheit der am Fufe bes Tertes mitqeteilten Hanvbemertung (berm it 3. B
p=37, q=16, A=65, fo iff p— 1A= —28, q—o0-% = 16) find Culers md:inmn[luuuqm iyt
unbebenflich. Ec hat Dewiefen, bafp B entweder nidt eine Cumrm gweter Lnabvate ift ober eine Nidts
Suimme greier Cabrate al8 Faltor enthdlt, alfo nidt bewiefen, baf B eine Nidt-Summe weier Tiuadrate ift.
Der Sdluf in § 560 beruht aber anf ber Borausjepung, baf B nidt cine Summe Fweier Tuabvate ift,
weil, wenn B eine Summe gweter Tuabrate mive, allz Grundfattoren von € Summen jiveter Duabrate fein
finmten.

snmma  duorum l|Li{L‘.i1‘<‘lf“l'l'llL]

§ 14 Nady Culer™), Jlad) ber Lehre vow den quabdvatijchen NRejten lift fich, wenn
dk 1 eine Primgahl iff, ein Quadrat x* fo bejtinumen, daf
r(dk L 1)— | = x?*
ift.  Solglicy ift %
12 x® = r(dk + 1),
alfo 4k -+ 1 ein Teiler von 1° 4 x2 Nad) bem vor. § ift aber jeder Teiler einer Summe dev
Quabvate gweier relativen ‘ltill[aﬂf} en, aud) wenn diefe ungerade find, die Summe Illel‘ Chabrate
aljo nicht eine Hypotenufe ijt, ebenfalls eine Summe stweier Quabrate,  Folglid) it aud) 4k -1
eine Summe der Quadbvate jweier Bablen, bdie, weil 4k - 1 eine Primzahl ijt, velative Prim-
sablen find, und won bdemen, ba 4k -+ 1 ungevabe ijt, bie eine gevabe fein mufi.  Mithin ijt
4k 41 eine Dypotenuje. Beifpiel :
il k=3 ift 1?82 = 218 =12 EJ 32 L 22)
wiir k=10ijt12 - 9* - 1%)(52 - 49),

Piermit {jt die Umbehrung ves in § <‘: :u "mhm‘luuq nnt § 10 enthaltenen ©abes: Syeve
primzaflige Hypotenufe ift von der Fovm 4k -1 und lifit nur eine Jerlequng zu, ndmlid) ber
aermatihe Safy bewiefen:

Jeve Primzahl von der Form k-1 ift eine Hypotenuje mit nur eimer
Jevlegung.

ti
::b

¥} Seripl. ad marg. Quoram radices, si p et q sint primi inler se, etinm ernnt primae inler se.
)W, 0 D, pag, 72,




§ 15. ug § 13 folat:

Seber ®runbfaftor einer Hypotenuje ift eine Hypotenunje.

Wenn eine Poten einer Primzahl eine Hypotenuje ift, fo ift es and) ihre
Grunbzahl

§ 16. Fad) § 12 ijt, wenn a =aa, = m®* 4-n® und a, = p?+ q* ecine Primzahl
ift, a3 = r® -+ s% wo entweder r=x-qt, s=y—pt oder r=x— qu, s=y -+ pu und
m= px - qv ijt. Aljo ijt

m? - n* = (p* + q*)(r? + s?) = (pr + qs)? 4 (ps — qr)®
Da mun in beiben Fillen pr -+ qs =px -+ qy ijt, jo ijt
m = pr - g, aljo n = ps — qr.

Diernad) find, dba m und n velative Primzahlen find, audh r und s velative Primzahlen. Alfo
hat man den Saf:

Wenn ein Grundfaftor einer Hypotenuje cine Hypotennfe ift, jo ijt das
Produft der iibrigen Grundfaitoren ebenfalls eine Hypotennie.

§ 17. Haben bie Hypotenujen
a =m’+n’ ag=m?+n?

einen gemeinjdajtlichen Guunbdjattor v, fo ijt diefer nadh § 15 eine Hypotemfe. It ferner

m’+nt=aly, m?4+n' =aly,
jo find nad) § 16 auch a] und a, Hypotemujen. Jjt 32—+ bie nad) § 10 eindeutig
bejtimmte Jerlegung von v, jo muf e8 unter den méglichen Serleguugen von a, eine, p2 -+ q
geben, bre mit &% 4 e* jujammengejet die Jevlegung m?* -+ n?* ber Hypotenufe a, liefert. Ebenjo
jei unter den migliden Jerlequngen der Huypotenufe aj, p,* + q,* diejenige, deven Sujanumenjefung
mit &% 4-2* dbie Jerlegung m,* + n,* ber Hypotenuje a, lefert. AlSdann ijt

m + ' = (p; + ¢°)(8* %) = (p,& + q,¢)® + (p,e — q;5)®
R et = (P18 — q,8)* + (pe + 4,9)%,
m, 10, = (P ++ Q)& 4 %) = (ps8 qse)* + (P28 — 4, 0)*

= (ped — y2)? -+ (pat - qu5)%
Hievnach ijt entweder

my = £ (p;3 +qye), ny = (p,e — q,8)
ober

my =k (p;& —que), 1, = = (pye + q,8)
unb ebenjo entroeder

my =k (pe3 + qye), 1y = =+ (pye — q5)

pber

m, = =k (P8 — gse), Dy = =+ (pye + 4, 3).
Jjt eine der betben Bablen a, unb a,, etwa a,, eine Primgahl, fo ijt iibevall p, =1, o =0 ju
jegen. Bilvet man aus bdiefen Gleihungen bdie Bablenpaare m,m, + nyny, myn, — myn, und
m,my — N;0,, N, | myn,, fo wirth fid, wie man audy die BVovzeichen fiixr m,, n,, my, 1,
wiblen mag, in den Jablen Des einen Jablenpaars ftets der gemeinjdhaftliche Fattor ¢ vorfinden,
Wiblt man 3. B.

m; = — (py8 —qe), ny =+ (P& - q,0),
my = — (paf + gge), Dy = — (Ps& — UG),
jo ijt
myms — Iy 0y = (P Py —  Ga)y, MWyDy 4 My = — (Pyda - P2ty )7

g




pber ijt
=+ (% + 98, n, =—(p;e—q,8)
r m; = — (Pgd — (28), My = + (pse
fo ift
mymy -+ 00y = — (P;Ps — qi Qe )Y, MyNy — myn, = + (py s + Patly)y-

SHiernad) ijt aljo ¢ ein gemeinjdjaftlidyer Faftor ber Jahlen bes einen der Bahlenpaare m,my - n,n,,
My — Myn; UMD m,my, — N0, myn, -m.n;.  Wive e ¢ audy ein gemeinfdaftlider
faftor der Bablen bes anbeven Jahlenpaaves, fo iwiitde fjid) burd) Adbition und Subiraltion
ergeben, baf v cin gemeinjdhaftlicher Faftor der vier Zahlen 2m,m,, 2n,n,, 2m,n,, 2myn,, alio,
ba v alg Hypotenuje ungerade ijt, der vier Fablen m,m,, n,n,, m;n,, myn, ijt, was dem
Sape IL wiberjpricht. Hievmit ijt bewiefen:

Wenn bie Hypotenufen m?® -+ n? unbd m? + n* nidt velative Primzahlen jind,
jo ift jeber beiben gemeinjdaftlidhe Grundfattor ein gemeinjdaftlidher Faftor bex
Bablen des einen, aber aud) nur dbesd einen der Babhlenpaare

m;my 10y, MmN, — Mgy WD mym, — n,n,, mn, - myh,.

Eine aus einer Hypotenije burd) Wiederholung eines Grundfaftors nen
gebilbete Hypotenuje lift nidt mehr Jerlequugen zu als dbie Hypotenunje, ansd ver
jie gebilbet woren ift

Anmerlung. Jur Erlauterung ber thmeiéf[tﬁnmq biene bas ‘lﬁubuft ber Hopotenufen a, = 325
unb a, = G5; beibe Haben die @ruubfﬂﬂnwn 5=1%_1 2% ynp 13 = 3% 4 2% gemein. SHondelt e8 fih

-8

wm oen Urnnb[‘uhnr 5 fn ift a; _65 = 7?4 -i-: 12-| e — I 3=232122 (B8 jei nm

| 2
m = = 18“ =14 ’“-a 68 L et= l2 ~ 2% cindentig beftimmt ift, fo nmf, ba
Hcrfu‘:qmlq 1 18' L\Dll a, Ta!h|&; e;;iﬂii't bie cmz ber betben 3L! gungen von a\ mit 1% - 22 ju-
luunumgcjc@r mg_ 1¥ | = 182 geben, unb bad ift vie Berlequng 72 1 4%  Ebenfo muf, da 3°* 4 22

bie einzige 3c1‘[tgmtg von a, ift, (3% + 2% (12 1 2%) bie Jerlfequng m,? -|- n,? liefern.  Sn Dev Tat gelangt
man gu bdiefem Mefultate, wenn man in den Gleidungen

m, = p, &+ q,€ 0, =p,e—q,8 38 - 08 Oy = DE—ed b, =T, 4y =—4, py =8,
Qg =—2, 6=1, e =2 febt, nimlich 3u ben Gleidungen m =—1, n, =18, my =—1, n, =38.

: Danvelt ¢3 fih wm ben gemeinfdaftlihen Grumdfaltor 13 = 3% L 2% jo ift o) = 25 = 3% |- 4%,
a; =5=—1%1 2% ymb man erhilt filr p, —'8, g, —=— 4, pp =1, g —=—2, §=23, e =2 bad
Grgebnis m;, =1, n, =18, my——1, n, = 8. Dasg Probuft (12} 182%)(12 | B2 felbjt Tiefert

bie beiben Cuabratimmmen 1452 - 102 ynd 1432 - 26%; bie Gummanben der cinen Haben venr Grunbfalttor 5,
bie ber anberen ben ®runbfafior 13 gemein.

Die Rabhlen 325 und 65 Haben aber aud) nody bie jufammengefetsie Hupotemufe 65 als Faltor qum‘m
Sollen mun bie Jabhlen eined ber Bahlenpaare m; m; ~- nyng, m;n, — myn, unbm m, — n;n,, m;ny, - myn;
biefen Falftor germein Haben, fo mng EL'I =0 == ]3—: 22 mit y=12-1- 8% *u]mnntcuqc?wl bu Herlequng
1% |- 18% liefern, was nicht ber Fall ijt. Tan fieht aljo, baf ber Safy fiiv einen gemeinfdaftliden zus
jammengefetten fFaltor feine Giltigheit l}at :uu:s audy natiivlidy ijt, da bdiefer Faltor swet Berlegungen ulift
und 'DL{'Ltmga, bie m;a - n,® liefert, Hier m,* -+ n * Tdﬁ[t, nfimiidhy 12 - 89, nidt mit ciner ber Herlegungen
von o', Bier mit ber eingigen 12 | 2%, bie ‘T3c1tc m®=1% n?= 182 ju licfern braudt. Daraus folgt
aber nidt, paf ed feine Ferlequngen unn a, unb a, gdbe, beren Bujormmenfepung bie Summe ber Ouabrate
gweier: Bablen liefert, bie eine jufammmengefetste Babl alg gemeinjdbaftliden Fattor enthalten. Tare mf ~ nl2
= 1% 4 18% aber m;—|-‘nf nidt gleidy 12 |- B2 fonbern gleidy 72 - 42, fo iwiicbe man in Der Tat ju
einer Summe vou Duadbraten bm:inr Hablen, bie ben faltor 65 gemein Daben, gelangen; eg ift nimlid
(124 18%(72 4 4% — 652 1308 — 79% 1 1222

) &

TWie man aber aud 3..11 und 65 gerlegen (von 325 giebt e8 nody bie Berlegung 177 4 6%) und
bie Beclequngen fombiniven mag, fletd witd fid jowehl 5 als aud 13 in ben Summanben ber einen ber
beiden fidp evgebenben Diuabratfuwnumen vorfinben, in Demen Der anbdeven nidt, fei e85, bafi bie Swmmanben einer
unb berfelben Dinabratfumme beide Grundfaftoren gemein Haben, bonn find die ver anbdeven velative Primzablen,
geben alfo eine Berfequng, ober baf 5 in ben Sununanben der eimen, 13 in bdemen ber anberen enthalten ift.
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§ 18. Aus § 17 erhilt man durdh) Umfehrung den Sap:

Wenn fowohl die Jahlen mym, +nyn, unbd myn, —myn, als and die Jahlen
m,my —n,n, und myn, +myn, relative Primgahlen jind, fo find aud die Jahlen
m*+n® und m?-+n® velative Primgahlen.

§ 19, Da bie Seiten der Gleihung
(m,* 4 n,%)(m,* + n}*) = (m;m, -+ n;ny)? 4 (myn, — m,n,)?

weder ihren Jubalt nod) ihre Fovm dnbern, wemn man m, mit my und n, mit n, vertaujdt,
pber mit andbern TWorten: dba die Veftandteile der Jerlegungen m? + n® und m,* - n* in gleider
Weife an ber Bilbung der Tuabratfumme (m;m, - n,ny)* 4 (myn, — myn,)*, beteiligt finb, fo
muf, wenn m,my -+ n,n, uNd myn, — myn, cinen Fattor & gemein haben, nady dem Sage vom
suveidjenden Grunde & cin Faftor jowohl von m* + n® ald aud) von m* + n? fein. Dasfelbe
qilt, wenn die Bahlen mym; —nyn, und myn, + men, einen Faftor e gemein Haben. Aljo Hat
wan den Sah:

Wenn bie Bahlen eines der Jahlenpaare mym, + nyny,, myn, —myn, unbd
m,m, — 0, n,, MmN, -+-myn; einen Faftor gemein Haben, jo ift diejer aud) ein Faltor
jowohl von m?® -+ n? alé aud) von m,*+ n’.

§ 20. Hieraud folgt umgetehrt:

Wenn bie Sahlen m?® -+ n® und m? -+ n® relative Primgahlen jind, fo jind
fowoh! die Babhlen des Jablenpaard m,m, - n;n,, mn, —m,n,, ald aud) diec Des
Babhlenpaars mym, —n,n,, myn, 4+ myn, ebenfalls velative Primzahlen.

& 21. Objdon bie Jahlen

a, =m,’-}n' a;=m,+n’
Dypotenujen find, jo folgt aus ber Gleidung
a=a;a, = (mym, + n;ny)? 4 (myny — men, )* = (m,my — ny0,)* -+ (myny 4 myn,)?,
3 B, qus ber Gleichung
a= (1?1188 (12-L 8% —=145%- 10%—143* - 26?2
nod) nidht, baf a eine Hybotenufe ijt, weil die Summanden bder Quadvatfummen nidt velative
Primzahlen find. o ijt 245 =7 - 142 in ber That Teine Hypotenuje. Darum fann man vor-
liufig nod) unidht behaupten, daf das Prooult jweier Hypotenujen cbenfalls eine Hypotenuje fei,
woll aber auj Grund der Site § 17 und § 20 Folgenbes:

Dag Prodult zweier Hypotenujen, die feinen ober nur einen Grundfaftor
gemein haben, ift ebenfalls eine Dypotenuje.

§ 22. &ind die Jahlen a,, a8, ag, . . . beliehige Hypotenufen, jo fann man fie, joweit
jie nicht jchon Primzahlen find, in Brodufte vou Primgzahlen, aljo a = agazay . . . . in ein Prodbuft
per Primzablen e, o, o5, @4 . . . . 3evlegen, bie nad) § 15 jamtlid) Hypotenujen find, aber
nidht alle verjcdhieben zu jein brauchem. Wendet man albann twicberholt ben vorigen Sah [auf
oty Oy, (000 )ty (G 0g2g)ety o - . . ] an, jo gelangt man zu dbem Grgebuiffe:

Jebes Prodbuft beliebiger Hypotenujen ift ebenjalls eine Hypotenuje

§ 23, Qebt laft jih ber Sap § 15 Dalin evtveitern:

Seber Teiler ciner Hypotenufe ift ebenfalls cine Hypoteuje

§ 24. Sind alle Hypotemufen a,, ay, az, . . . gleid), {0 ergieht fidy der Sap:
Jebe Poteng einer Hypotenuje ijt ebenjalls etne Hypotenuje.
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& 25, Jit bie Dypotenuje a eine Primzall, jo lagt jic nach § 10 muy eine Ferleguig
. - Folglid) Gaben nad) § 17 auch die Hypotemjen aa = a® a*a=a?t ... ak—la=ak aljo
jebe Poteng von a mur eine Jerlegung. Daber fanu man den Safp in § 10 mit Rigdficht auf die
Grfldvung Der einfadyen Hypotemufe dabin erveitern:

Sebe einfadie Hypotenuje [aft nur eine Jerlegung zu.

§ 26. Der vorige Sap Lift fid wmbehren:

Jede Hypotenufe, die nur eine Jerlegung uldpt, ijt cinfad.

Denn wive fie gujammengejet, jo hitte jie, da fie fidh al8 ein Produft jweier relativen
Primzahlen davitellen Liepe, die nach § 23 Hypotennjen wiiven, nad) § 20 zwei Jerlegungen.

§ 27, Jebe jujommengefepte Dypotenufe lift mindeftens zwei Jer-

legungen zu.
Denn liege bie Hypotenufe muy eine Jerlegung 3u, {0 wive fie nacdh) & 26 einfad).
1 o | { | ) fad

§ 28. Jede Hypotenuje mit mehr als ciner Jerlegung ijt jujammengejept.
Denn wive eine jolde Hypotenuje einfach, jo liefe fie nad) § 25 nur eine Berlegung ju.
§ 29. Sind
a, =m’>4n? a=m'+}n’

verjdhichene cinfacie Hypotenujen, fo haben fie feinen Faftor gemein. Folglid) liefert bas Probuft
(m? 4+ n?)(m’-+n?) nad § 20 swei verjdhicdene Jerlegungen. Diefe find aber aud) bie
eingigen, weil bie Jerlegungen m?-+n? und m.®--n} von a, wnd a, nad) § 25 -eindeutig
bejtimmt find.

Das Prodbult yweicr verjdicdenen einfaden Hypotenujen tjt eine Hypotennie,

bie swei, aber aud) nur zwei Jerlegungen juldpt.

§ 30. Gs feien

a, =m?+n} aa=m’+n’ ay=my+n ... ax=mi+ng
verjchiedbene ecinfache Hypotenujen und
8= 0;858q . . . . 8L

Die Anzabhl der Bevlegungen von a, ijt gleid 1 =2° bie ber Berlequngen der Hypotenuje a,a,
it gleich 2=2% UAngenommen die Anzahl der miglidjen verichicdenen Jerlequugen der Hypotenuje
ajilgfy + ..« Ay it gleid 2° L jo ift, ba jebe Diefer Jerlegungen mit Bp 1 =Myt -+ D’
sujammengejest swei verjdjiedene Serlegungen licjert, bie Anmzabl der miglichen verjchicbenen Jer-
lequunaen dev Hypotenufe a;agay . . . apag gleid) or—1.2 — 20, Mo ift die Unzahl ber vers
fehicbenen moglichen Berlegungen von a gleid) T

EGine Hypotenuje, dicausd k verjdiedencn cinfaden Pypotenujen jujommen:
gefet ift, [ift 25 vexjdiedene Jerlegungen ji.

§ 31, Da bie belicbige Jerlegung mi - ng die gur Hypotenuje gelbrigen Katheten
m? —nZ und 2m.n,, die feinen gemeinjdjtlichen Faftor haben, liejert, jo hat man nady § 30
ben Sab:

Wenn eine Hypotenuje aus k einfadyen verjdicdenen Hypotenujen jujammens
gejest ift, fo ift die Amyahl Der yur Hypotenuje gehbrigen Paare von Satheten, die
velative Primzahlen find, gleid LR




-
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§ 32. Gjt o’ ein Teiler der Hy potenuje a, aljo nad) § 23 ebenfalls eine Hypotenufe, und
aa’, a=m?1+n"? a*=(m'?—n??-L (2m'n)?

jo ijt :

o

a?=(a'a")? = [(m"*—n"*a"]*
Seber Teiler einer Hypotenufe lieferd ein dm .'pl};JntL‘nlt]'u gehdriges Paax
von Ratheten, die einen Faftor gemein haben.
§ 33. G3 jeien a,, a,, ay, . . . ax cinfadje Hypotemufen, o, o, &, . . . o Prim-
sablen und

By ek Ay e b B == 0kt Ay == At
J.""ﬂ]” ﬂ]'_' al_': L= i !*5.
Die Teiler von a, die einfadje Hypotemijen find, find bie lu‘udjif“wmn Potemzen der Prinzahlen
B, gy g e o oy MAMIE e af ) S e ma R e e et [ mnbees Yimaahl
aljp gleid)
Py +P: + P+ - - Fpe=2Z(})

wenit man allgemein die Summe der Produfte, blt man erhlt, tm:lm man bie xte Slajje ber
Sombinationen (ofune Wiederholung) bdev -Crponenten bildet, buvd) = %) ) begeidynet. ?IJIL‘;L'!Imumm
bie Anzahl ber ﬁ,n[u ber Hypotenufe, die q verjdjiedene Svunbjattoven enthalten, jei gleid) = (.[}
Die Teiler, die q -+ 1 verjdhiedene Grundjattoren enthalten, erhilf man, wenn man die Teiler mit g
verjchiebenen L$3r11gtb]rnftm,cu mit den verjchiedenen Potenzen der Grundfaftoven, die fie nidt ent
falten, multiplizicrt, namlich ben Teiler, der die k — g lebten @vunbfaftoren nidht enthilt, mit ben
Pat1 verjchicbenen Botenzen von egeq, bie ZTeiler, die bie k— q—1 lefiten Grunbdfaftoven nidt
enthalten, mit den pgs verjchicdenen Potenzen vou o4a die Teiler, die die k—q—2 leften
®rundfattoven nicht enthalten, mit den pgis verjchicbenen Potenzen von gt W §. w., die Zeiler,
Dic bie Deiben lepten Grundfattoven nidyt enthalten, mit den py_y verjchicbenen PBotenzen vom ey
und jchlieRliy bie Teiler, die bdem leften Grvunbdfaftor nicht enthalten, mit den pp verjchicdenen
Botengenr von .. Folglid) ijt die Anzabhl der Teiler mit g-+ 1 verjdiedbenen Grundjaftoven
gleid) ber Summe
[2 @ et + BT 1 pare + [ () Ipgra+ - - -4 27 1ot + 2 (5 T

Dieje Summe ijt aber die Summe der Produfte, blE‘ man echilt, wenn man die (q -+ 1)jte Klafje
per Sombinationen der Erponenten bilbet, ijt aljo gleidh) = ‘J_;} Folglidy 1t alfgemein bie Anzabl
der Teiler, die x verjdjicdene Grundfaftoven enthaltew, gleicdh = [:J‘ Da nad) § 32 jeber Diefer
Teiler 25" verjhichene Serlequngen zulifit, fo licfern alfe Teiler mit x verjhiedenen Grundfaktoren
21X (¥) Paare von RKatheten.  Hicvaus ergiebt fich der Sas:

Fu jedber aus k veridyiedenen einfaden Hypotenujen jujammengejesten
Duypotenufe gehdren

2D +2'2@+2°2@+2°2(H+. .. +212()

veridicbene Paare von Katheten. Die Katheten von 257! Paaren find velative
Primzahlen, die der fibrigen nidt.

Betjpiele. &8 fei a eine Hypotenufe und

o

A== wEl P2 D5
a=uai" a’ oy ol ol

P+ Ps 1+ Ps +Pu + 05 =2 (3),

piP: + {1’1 -+ PaJPs ‘|‘ Pi -+ Pe -+ Ps)Pa + (1 + Pe -+ Ps + Pudbs = Z (3),

P1PaPs + '{p1p2 -+ P1Ps Pﬂ’.})f'; - (P1P2 + PiPs + PiPe + PaPs + PeDe -+ DsPu)Ps = 2 (3),
P1P:PsPs + me»I:u + P1P:Ps + P1PsPy + PaPaPy)p; = = m;

PiPaPsPabs = 2 (3)-
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Die Anzahl ber Teiler, die einfache Hypotenufen find, ift I (5), bie Anzahl der Teiler mit
awei einfadien Hypotenujen = (3), bie nzahl der FTeiler mit drei einfacdhen Hypotenujen = (3), die
Anzahl der Teiler mit vier einfacdyen Hypotenufen Z (3) und die nzahl der Teiler mit fiinf ein-
fachen Hypotenufen E (3). Aljo ijt die Anzahl der Kathetenpaare

2B (D222 + 22 (4242

Sur Hypotenufe 5°.132.172 gehiiren

1.(34+2+42)}2.(3-2}5.24-2.2) - 4.3.2.2,
aljo 87 Rathetenpaave; mur bie RKatheten von 4 Paaven jind velative Primzahlen.

§ 34. Sinb die Hypotenujen bes vor. Sapes, aus Denen die Hybotenuje a zujammen-
gejet ijt, Primgablen, o hat man jamtlihe Erponenten gleich 1 zu fesen. Dadurd) werben
aud) fimtliche Produfte in X (5) gleich 1, ihre Summen als qleid) ihrer Anzahl (5). Ober:
Die Teiler der Hypotenufe a, die x verjchiedene Grundjaftoven enthalten, Lilden bie xte Stlafje ber
ber Rombinationen der Grundiattoven felbjt (nidht ihrer Erpowenten), deven MWnzabl (%) ift; die
lepte Rlajje diefer Sombinationen liejert die Paave von Katheten, die velative Primzahlen find. Aljo
hat man den Sab:

Bu jever aus k verfdyiedenen Primzahlen jujommengefesiten Hypotenuje
agehiren

20 +2'G) +2°G)+2°C) 4. -+ 27(R)

verjdyiedene Paare von Ratheten. Die Katheten von 25'(F) Paaren find relative

Brimgzahlen, die der iibrigen nidt.




Die Anzahl ber T 2), bie Anizahl der Teiler mut
swei einfacien Hypotenifen fadyen Hypotenujen X (3), die
nzabhl der Teiler mit wier hall Der Teiler mit fiinf ‘ein-
jfachen Hypotenufen X (3).

2%.3 (]
Jur Hypotenuje 5
1.(3

aljo 87 Kathetenpaare; nur Primzabhlen.

§ 34. Sind bie bie Hypotenufe a zufammen:
gefebt ift, Primzahlen, fo s fepen.  Dadurd) werben
ouch familiche PBrodufte in i 4
Die Teiler ber Hypotenuje,
ber Kombinationen der Gl
[ete Slafje diejer SRombinati
hat man den Sab:

Bu jeder aus k
gehdren

2”{_’: |
verfdjiedene Paare von
Primzahlen, die dev iib

) Baaven find relative

TiWFFEN Gray Scale
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