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Die Kartenprojektionen im Schulunterricht.

Der stundenplanmiBige Unterricht in der Erdkunde wird auf den preuBischen Gymnasien
ind Realgymnasien in der UII abgeschlossen. In den oberen Klassen finden nur noch ab und
zu die unbedingt notwendigen Wiederholungen statt. Um anf Kartenprojektionen im geographischen
Unterricht einzugehen, feblen den Schiilern bis zur UII die mathematischen Vorkenntnisse, in
OII ond I fehlt dem Geographen die Zeit. Das diirfte auch fiir die Oberrealschulen gelten,
wo in den oberen Klassen eine Wochenstunde fiir die Erdkunde angesetzt ist. Sollen unsere
Schiller etwas von Kartenprojektionen kennen lernen, so muf} dies im mathematischen Unterricht
der Prima erfolgen. Die Stereomefrie und Koordinatengeometrie bietet vielfach Gelegenheit
goweit darauf einzngehen, dafl ein Verstiindnis fiir die wichtigsten Methoden der Kartenabbildung
erzielt werden kann.

Mit Reeht wird seit langem von erfahrenen Fachlenten gefordert, bei der Answahl des
mathematisehen Aufgabenmaterials praktische Anwendungen zu berticksichtigen. Aunf physi-
kalischem Gebiete zeigen sich da oft Schwierigkeiten. Entweder ist die mathematische
Ubung bei diesen Aufgaben zu gering, oder sie sind kiinstlich zageschnitten und ibre praktische
Bedeutung ist nur eingebildet. Haben sie aber sowohl physikalisches wie mathematisches
Interesse, dann ist oft erst eine betriichtliche Zeit notig, um die Schiiler mit dem Stoff gentigend
vertraut zu machen.

Bei den Aufgaben tiber Kartenprojektion treten diese Schwierigkeiten nicht auf. Ihr
praktischer Nutzen leuchtet jedem ein. Die notigen Vorkenntnisse aber sind rasch beigebracht.
Sie sind eine treffliche Ubung fiir die Ausbildung der Raumanschauung, fiir die Erlangung einer
gewissen zeichnerischen Fertigkeit, fiir die Gewandtheit in der Anwendung geometrischer und
trigonometrischer Siitze und fiir die Benutzung der Koordinatenmethoden. Sowohl grifere Auf-
gaben fiir hiusliche Arbeiten, als auch kleinere fiir die Klassenarbeiten und das Abiturienten-
examen gibt es da in reicher Auswahl.

Trotz solcher Vorziige liegt, wenn man nach fuBeren Zeichen urteilen darf, dieses reiche
Feld im mathematischen Schulunterricht noch ziemlich brach. Die bekannten Aufgaben-
sammlungen bringen dariiber so gut wie gar nichts. Unter den in den Schulprogrammen ver-
offentlichten Abiturientenanfgaben wird man meist vergeblich nach einer ilber Kartenprojektion
suchen. Auch unsere mathematischen Lehrbiicher fiir die Schule gehen mit wenigen Ausnahmen
gar nicht oder zn oberflichlich darauf ein. Es wiire sehr zu wiinschen, dall eine Mahnung von
Felix Klein endlich die verdiente Beachtung finden michte, An der unten angefiihrten Stelle?)
heiBt es: ,Die Theorie der geographischen Karten ist ein Gebiet, das im Rahmen des Schul-
unterrichts von groBter Bedeutung ist. Jedem Knaben wird es interessant sein zu horen, wie
denn eigentlich die Karten in seinem Atlas gezeichnet sind, und der Mathematiklehrer wird
gewil} groflere Teilnahme fiir seinen Unterricht erzielen kinnen, wenn er hiertiber gelegentlich
den erwiinschten Aufschluf} gibt, als wenn er ausschlieBlich abstrakte Fragen behandelt. Es

1) Elementarmathematik vom htheren Standpunkt ams, Teil II: Geometrie. Vorlesungen, gehalten im
Sommersemester 1903 von F. Klein. Aunsgearbeitet von E. Hellinger. Leipzig, Teubner. 1909. Seite 212.
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sollte gewil} jeder Lehramtskandidat Bescheid tiber jenes Gebiet wissen, das iiberdies auch dem
Mathematiker interessante Beispiele von Punkttransformationen liefert.”
Als Vorldufer fir die angeregte Verbesserung unseres mathematischen Schulbetriebes habe

ich zwei jiingst erschienene Biicher begriBit: das fiur Lehrer bestimmte Handbuch des mathe--

matischen Unterrichts von Killing und Hovestadt Bd. II, Teubner 1913, Seite 198—206, und die
Didaktik der Himmelskunde und der astronomischen Geographie von Hofler, Teubner 1913,
Seite 270—275

In Folgendem will ich zusammenstellen, wie ich in der Ul und OI eines Gymnasiums
den Gegenstand behandelt habe. Da ich dabei auf eine 20 jibrige Erfabrung zurtickblicken
kann, so darf ich wohl mit einem gewissen Recht hoffen, keinen iiberfliissigen Beitrag fiir den
Schulunterricht in der Kartenprojektion zu liefern.

§ 1. Zweck und Einteilung der Kartenabbildungen,

Eine geographische Karte bildet die Erdoberfliche oder eines ihrer Teile auf einer Ebene
in verkleinertem Malistabe ab. Der Zweck einer solchen Darstellung wiirde am vollkommensten
erreicht sein, wenn Original und Bild mathematisch ihnlich wiiren. Die Umrisse der Linder
und Meere wiirden dann nieht verzerrt erscheinen und die Liingen- und Flichenverhiltnisse
wiirden tiberall richtig wiedergegeben sein. Diese Forderungen lieBen sich restlos und leicht
erfilllen, wenn die Erde eine Ebene oder ein von ebenen Flichen begrenzter Korper wiire. Auch
dann noch wilrden sich recht einfache Abbildungsgesetze ergeben, wenn die Erdoberfliiche so
gekriimmt wiire, dal sie sich aunf einer Ebene abwickeln liele, wie das zum Beispiel bei dem
Zylinder- und Kegelmantel der Fall ist. Nun hat die Erde aber mit groBer Anniihernng die
Gestalt einer Kugel. Wer jemals als Knabe versucht hat, eine Kngel durch Bekleben mit
buntem Papier zu verschonern, wird bald dahinter gekommen sein, dafl sich dem Papier zwar
irgend eine bestimmte kreisformige Kriimmung geben LiBit, nicht aber gleichzeitig eine zweite.
Die Kugelfiiiche gehdrt nicht zu den abwickelbaren Flichen. Deshalb lassen sich nicht groBere
Teile von ihr ohne Verzerrung auf einer Ebene abbilden, Das ist nur moglich, wenn man sich
anf die Wiedergabe kleiner Stiicke beschriinkt, bei denen die Erdkrimmung vernachlissigt
werden darf. Um die ganze Erde oder grilere Teile von ihr durch ein iihnliches Bild dar-
zustellen, miite man eine der Erdoberfliche gleichartize Fliche, d. h. eine Kugel beniitzen,
denn die Abweichungen unserer Erde von der Kugelform spielen bel den praktisch miglichen
Mafstiben keine Rolle. Die treuste Wiedergabe der Erdoberfliche wird also auf unseren
Globen verwirklicht. Dall diese wegen ihrer Unhandlichkeit keinen Ersatz bieten konnen fir
ebene Kartenbilder, leuchtet ohne weiteres ein. Man hat deshalb die mannigfaltigsten Methoden
ersonnen, um den verschiedenen Forderungen, die eine fehlerfreie Abbildung erfillen mtiBte,
wenigstens teilweise zn geniigen.

Ein Ort auf der Erde ist durch seine geographische Liinge und Breite bestimmt. Denken
wir uns die Erdoberfliche mit einem Netz von Liingen- und Breitenkreisen bedeckt, dessen
Maschen wir so eng machen konuen, wie wir wollen, so LiBt sich irgend ein Gesetz vmschrelh(‘.n,
nach dem wir diese Kreise auf einer Ebene oder einer Fliche, die in einer BEbene abwickelbar
ist, abbilden sollen. Hiernach gibt es unziiblig viele Methoden, die eine eindeuntige Darstellung
del Kugelfliche auf einer Ebene ermiglichen. Ihre Zahl wird -:lﬂdurch eingeschriinkt, daB man
je nach dem Zweck, dem die Karte dienen soll, gewisse Bedingungen stellt. So kann man
z. B. verlangen, e beliebige Flichenstiicke anf der Erde dasselbe GriBen-
verhiiltnis haben wie ihre ebenen Bilder, oder daB jeder griBte Kugelkreis der Erde als gerade
Linie dargestellt wird usw.

Eine Einteilung und Behandlung dm Kartenprojektionen auf Grund derartiger Eigen-
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schaften erscheint aus didaktischen Rticksichten nicht angezeigt. Im Schulunterrieht wird man
sich in der Hauptsache auf solche Projektionen beschriinken, die nach einfachen geometrischen
Gesetzen die Kugelfliche anf einer Ebene oder einer abwickelbaren Fliiche abbilden. Da von
diesen Flichen nur der Zylinder- und Kegelmantel in Betracht kommen, so werde ich nach-
einander die azimutalen, die Kegel- und Zylinderprojektionen behandeln. Fiir zweckmiiBlig halte
ich es, einige Bemerkungen iiber Koordinatensysteme vorauszuschicken.

§ 2. Koordinaten.

Auf einer geraden oder krummen Linie 146t sich die Lage eines beliebigen Punktes durch
eine einzige Angabe festlegen, z. B. durch die auf der Linie gemessene Entfernung des Punktes
von einem festen Anfangspunkt. Zur Bestimmung eines Punktes auf einer ebenen oder krummen
Fliche geniigen zwei Angaben, z. B. auf einer Ebene die senkrechten Abstiinde des Punktes von
einem rechtwinkligen Achsensystem, auf einer Kugelfiiiche die geographischen Koordinaten Liinge
und Breite. Im Raum ist ein Punkt erst durch drei Angaben bestimmt, z. B. durch seine Ent-
fernungen von drei sich rechtwinklig schneidenden Ebenen. Wenn wir der Linie eine, der Fliche
awei, dem Korper drei Dimensionen zuschreiben, so berubt diese Ausdrucksweise auf der geo-
metrischen Tatsache, dall sich die Punkte dieser Gebilde durch 1, 2 oder 3 verinderliche GroBen
darstellen lassen, s

Bei den Kartenprojektionen handelt es sich um die Lage von JF
Punkten auf Flichen. Da wir die Erde als vollkommene Kugel an- /
sehen und ihre Oberfliiche auch bei den Zylinder- und Kegelprojek- % i
tionen zuguterletzt auf einer Ebene abbilden, so sind fiir uns die P oy
ebenen und sphirischen Koordinatensysteme besonders wichtig. AuBer . i
den bereits erwiihnten rechtwinkligen Koordinaten bedient man sich Y X G]L 7
hiinfig anch der Polarkoordinaten. Bedeutet auf einer horizontalen
Ebene (Fig. 1) SN die Richtung von Stiden nach Norden und O einen
festen Punkt auf SN, so ist die Lage eines beliebigen Punktes P
der Ebene bestimmt, wenn man die Polarkoordinaten OP = p und
ZNOP = a kennt. Der Winkel a heiit das Azimut von P in bezug auf '
den Pol 0. Es wird von ON an geziiklt im Sinne des Uhrzeigers, Figur 1.
also von Norden iiber Osten, Siiden, Westen, Zwischen den Polarkoordinaten von P und seinen recht-
winkligen Koordinaten OQ = x und PQ = y bestehen die Gleichungen x = p sina, y = p cosa.

Auf der Kugelfliiche dient als rechtwinkliges Achsen-
system der Aquator AQ und der Nullmeridian ANQS (Fig. 2). 1 .l,”;/‘
Die geographischen Koordinaten eines Punktes P sind die e
griBten Kugelkreisbigen AL und PL, die durch die Mittel-
punktswinkel ACL und PCL gemessen werden. Setzen
wir den Kugelradius 1, so sind AL = ) und PL = v die
im Bogenmall ausgedriickte Linge und Breite von P.

Die Polarkoordinaten von P in bezug auf N als
Pol oder Hauptpunkt des Systems sind die Poldistanz
Nl’zp-~+,‘2-—r_.uud das Azimut ZANP = a = AL = i.

Der Pol oder Hauptpunkt des Systems kann aber
auch jede beliebige andere Lage haben. Wird er z B.
(Flg 2) nach dem Orte O vellc"t, der durch die Linge
ALQ- dg und die Breite OLO_ %o gegeben ist, dann
stellt der griBte Kugelkreishogen OP = p die Poldistanz Figur 2.
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und ZNOP = o das Azimut dar. Fiir den Znsammenhang der rechtwinkligen und Polarkoordi-
naten ergeben sich in diesem allgemeinsten Falle aus dem sphiirischen Dreick OPN die Gleichungen:

1. cosp = sing, sin - cosy, cosp cos(h—71o)  1.* siny = sing, eosp - cosy, sinp cosx
a5 Jifhs Snmmilcsldoosm 8% fnl 1) Smssing

: : SR cos g

3. tanga = BIIH= o) 3* tang (h—},) = sin

CO8 @, tang g — sin g, cos (i — i) c08(, ctgp —sing, cosc

Aufler dem bereits erwihnten Sonderfalle v, = =/2, ist noch der wichtig, wenn O anf

dem’ Aquator liegt, also o, = 0 ist. Die allgemeinen Transformationsgleichungen gehen dann
itber in:

L. cosp = cosy cos(h—h,) [.* ging = sinp cosa
N e ?Fsl(l—lgl cos g Iie S yied sin o 5in£
: - sinp i A cosm
III. tangz = ctgo sin(h—J,) ILL.* tang(h—3,) = sina tangp

Die Gleichungen fiir tanga und tang(h—J,) erhilt man ibrigens einfacher aus dem recht-
winkligen sphirischen Dreieck LyPL.

§ 3. Allgemeines fiber azimutale Projektionen.

Wir befinden uns im freien Felde und wollen durch eine einfache Zeichnung die Lage
gewisser Punkte der Umgebung in unserer Erinnerung festhalten. Wie verfahren wir? Wir
bestimmen die Richtungen nach den einzelnen Punkten gegen eine feste Anfangsrichtung, z. B. die
durch den KompaB angegebene. Diese Richtungen werden als gerade Linien gezeichnet, die
alle von einem festen Punkte, dem Standpunkte des Beschauers ausgehen. Auf diesen Strahlen
tragen wir die uns irgendwie bekannt gewordenen Entfernungen ab. Die Grenze des Karten-
bildes wird der Kreis, der den scheinbaren Horizont abbildet.

Auf den Orientierungstafeln, die man an vielen Aussichtspunkten antrifft, wird auf diese
Weise die Umgebung dargestellt. Man benutzt bei einem derartigen, einfachsten Kartenentwurf
offenbar die in § 2 erliuterte Methode der Polarkoordinaten. Die Anfgabe, einen groferen Teil
der Erdoberfliiche abzubilden, fithrt zu einer naheliegenden Verallgemeinerung.

Man denkt sich die Erdoberfliche mit einem Netz bedeckt, das aus zwei Kreissystemen
hesteht, entsprechend ‘den Meridianen und Breitenkreisen. Nur ist der Durchmesser aller Grofi-
kreise des neuen Netzes nicht die Erdachse, sondern der zum Hauptpunkte O gehirige Durch-
messer, wenn O als Kartenmittelpunkt gewiihlt wird. Alle diese GroBkreise heiBen Hauptkreise.
Sie werden rechtwinklig von dem zweiten Kreissysteme geschoitten, das dem der Parallelkreise
entspricht. ~Als Bildebene dient die Tangentialebene im Hauptpunkte. Sie gibt die Horizont-
lage des Ortes O an. Da alle Kreise des zweiten Systems parallel zu diesem Horizont liegen,
so nennt man sie Horizontalkreise.

Um das neue Netz abzubilden, bringt man séimtliche Hauptkreisebenen zum Schnitt mit
der in O bertthrenden Ebene. Dadurch erhiilt man als Abbildung der Hauptkreise ein Strahlen-
biischel mit dem Scheitelpunkt O. Irgend zwei Strahlen schlieBen denselben Winkel ein wie
die beiden Hauptkreise, deren Bilder sie sind. Die Azimute auf der Kugel bleiben also bei der
Projektion erhalten, so dal} die Bezeichnung azimutale Projektion gerechtfertigt ist.

Zur Abbildung der Horizontalkreise triigt man auf den Strahlen des Biischels eine Strecke
p’ = f(p) ab, d. h. eine Strecke, die irgendeine Funktion des sphiirischen Abstandes p eines Hori-
zontalkreises vom Hauptpunkt ist. Welche Funktion f(p) man zugrunde legt, das hiingt von
der besonderen Eigenschaft ab, die den Kartenentwurf auszeichnet. In jedem Falle werden die
Horizontalkreise als konzentrische Kreise um O mit dem Halbmesser p’ dargestellt. Die ver-




(i

schiedenen azimutalen Projektionen unterscheiden sich demnach nur durch das Halbmessergesetz
p" == f(p). Je nachdem der Hanptpunkt ein Erdpol, ein Punkt des Aquators oder irgend ein
anderer Punkt anf der Erde ist, spricht man von 1. polaren, 2. fiquatorealen, 3. horizontalen
Projektionen. Hierfiir sind auch die Bezeichnungen 1. normal, 2. transversal, 3. schiefachsig
gebriiuchlich.

Fiir die rechtwinkligen Koordinaten x, y der Bildebene gelten in jedem Falle die Gleichungen

x = f{(p) sina
¥ = f(p) cosa.

Ersetzt man in ibnen p und « mit Hilfe der Gleichungen des § 2, so erhilt man x und ¥
durch die geographischen Koordinaten X und ¢ ausgedriickt. Die Elimination von i oder w ergiht
daon die Gleichungen der Bildkurven fur den ¢. Breitenkreis oder den . Meridian.

Diese Umformungen bilden einen guten Ubungsstoff fiir trigonometrische Rechnungen, von
denen einige im § 8 durchgefiibrt sind. Fiir den praktischen Kartenentwurf sind sie weniger
von Bedeutung, da man fiir die iblichen Lagen des Hauptpunktes Tabellen hergestellt hat, die
die Verwandlung geographischer Koordinaten in azimutale enthalten. In das leicht zu zeichnende
azimutale Kartennetz werden dann die Orte (), ) eingetragen.

§ 4. Einordnung der perspektivischen Projektionen unter die azimutalen.

Der Gedanke, ebene Kartenbilder von einer Kugelfliche nach den Regeln der Perspektive
zu entwerfen, ist sehr alt. So wird die Erfindung der stereographisclien und orthographischen
Projektion bereits dem Hipparch (180—125) zugeschrieben., Er wird sie allerdings nur zur Dar-
stellung des Himmelsgewdlbes angewendet haben. Erst viel spiter wurde erkannt, dall die per-
spektivischen Netzentwiirfe nur Sonderfiille der azimutalen Projektion sind. Als Bahnbrecher ist
hier der deutsche Mathematiker Lambert!) zu nennen, der zuerst die Kartenprojektionen von
einem hoheren Gesichtspunkte aus behandelt hat.

Nach den perspektivischen Methoden werden die Punkte einer Kugelfliiche so auf einer
Ebene abgebildet, wie sie einem Beobachter von einer bestimmten Stelle aus erscheinen. Zieht
man vom Augenpunkie (Projektionszentrum) aus Strahlen nach den verschiedenen Punkten des
darzustellenden Kugelteils und bringt diese Strahlen zum Schnitt mit der Zeichenehene, so wird
jedem Punkt des Originals im allgemeinen eindeutig ein Bildpunkt zugeordnet. Diese Bildpunkte
verbindet man dann in derselben Reihenfolge miteinander, wie sie auf der Kugel angeordnet
sind. Ein beliehiger Kugelkreis projiziert sich als Kegelschnitt, namlich als der Schnitt der Bild-
ebene mit dem Kegel, der seine Spitze im Augenpunkt hat und dessen Basis der Kugelkreis ist.
Das Netabild der Liingen- und Breitenkreise mull sich also aus Kegelschnitten zusammensetzen.
Die Bildebene nimmt man aus naheliegenden Griinden senkrecht zu dem Strahl an, der das Auge
mit der Mitte des abgebildeten Kugelteils verbindet.

Die mathematisch interessanteste der perspektivischen Projektionen, die tiberdies auch fiir
den Geographen ihre Bedeuntung hat, ist die stereographische?®). Bei ihr liegt der Aungenpunkt

') Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften, herausgegeben von Wangerin:
Nr. 54 Anmerkungen und Zusiitze zur Entwerfung der Land- und Himmelskarten von Lambert (1772).
Nr. 56 Uber Kartenprojektion. Abhandl. von Lagrange (1779) und Gauss (1822).
Nr. 93 Drei Abhandl. iiber Kartenprojektion von Euler (1777).
Gretschel: Lehrbuch der Kartenprojektion (1873).
Tissot: Die Netzentwiirfe geographischer Karten. Bearbeitet von Hammer (1887).
Hammer: Uber die geographisch wichtigsten Kartenprojektionen (1589).
Breusing: Das Verebnen der Kugeloberfiiiche fiir Gradnetzentwiirfe (1892).
Zippritz-Bludan: Leitfaden der Kartenentwurfslehre (1899).
®) Der Name ist ungliicklich gewiiblt, denn man kinnte Jjede Projektion so hezeichnen.




5

auf der Kugel. — Wiblen wir den Kugelmittelpunkt zum Augenpunkt, so ergibt sich die
zentrale oder gnomonische Projektion. Sie wird hilufig bei Himmelskarten beniitat. Da die
Stundenlinien des Zifferblattes einer Sounenubr durch Zentralprojektion der Stundenkreise der
Sonne erhalten werden, so ist diese Abbildung filr die Gnomonik wichtig und daher rithrt die
Bezeichnung gnomonische Projektion. — Fiir einen unendlich fernen Augenpunkt werden die
Projektionsstrablen parallel, und man erhilt, da die Bildebene senkrecht zdr Strahlenrichtung
liegt, die orthographische Projektion.

Alle drei Projektionen lassen sich als azimutale auffassen, wie die Figur 5 zeigt, aus
der man unmittelbar die drei Halbmessergesetze
ablesen kann. Der Kreis um C mit dem Radius 1
bedeutet den Meridian des Hauptpunktes O, der
der Kartenmittelpunkt werden soll. Die Bild-
ebene ist die Tangentialebene in O.

a) Bei der stereographischen Abbildung ist
der Augenpunkt O, der Gegenpol von O; RP ist
der Durchmesser eines beliebigen Horizontal-
kreises, dessen sphiirischen Abstand OP wir
mit p bezeichnen. Aus dem Dreieck O,0F'
folgt fiir den Radius des Kreises, der den Hori-
zontalkreis RP abbildet, OP’, = p’; = 2 tang %.
Hier ist also f(p) = 2 tang 1;-

b) Projiziert man zentral von C aus den
Horizontalkreis RP, so ergibt sich aus dem
Dreieck COP’, der Radius des Bildkreises
OP', = p'y = tangp. Das Halbmessergesets
wird demnach durch f(p) = tangp dargestelit.

¢) Die orthographische Projektion des

Horizontalkreises RP liefert den Kreis um O mit dem Radius OPy = B:_}-‘- — p's = sinp. In diesem

Falle ist somit f (p) =sinp zu setzen.

Figur 3.

§ 5. Die Bildverzerrung.

i/ Wir denken uns um den beliebigen
Punkt P der Kugelfliche einen selir kleinen
Kreis beschrieben und dureh P alle mog-

* lichen GroBkreise der Kugel gelegt, die
den Kleinkreis in dem variablen Punkte M
schneiden. Hat P die azimutalen Koordi-
naten p und «, so lassen sich die eines
bestimmten Punktes M durch p - dp und
« -+ da darstellen, wo dp und dz die
positiven oder negativen sehr kleinen Zu-
wiichse von « und p bezeichnen. Die durch
P und M gehenden Haupt- und Horizontal-

f kreise des azimutalen Netzes begrenzen eine
rechteckige Masche PQML (Fig. 4), die um
so genauer als ebenes Rechteck anzusehen
ist, je niher M- an P liegt. Die beiden

Figur 4.
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Gegenseiten dieses Rechtecks PQ und LM sind gleich dp. Fir die Seite PL ergibt sich der
Wert dasinp. Denn ist B der Mittelpunkt des Horizontalkreises von P und L, so ist ZPBL = da
und der Radius PB = sinp, wenn wir wie bisher den Kugelhalbmesser 1 setzen. Die Original-
figur PQML wird auf die Kartenebene als Kreisringsektor P'Q'M'L’ projiziert, den wir ebenfalls
nach obiger Voranssetzung als ein Rechteck auffassen kénnen. Fir die Projektionsart sei irgend
ein Halbmessergesetz p’ = f(p) gewiihlt. Dann ist
P'Q' = L'M = f(p + dp) — f(p) und
P'L! = f(p)da.
a) Wir bestimmen zunichst die linearen Verzerrungen, die die Seiten PQ und PL bei der

Abbildang erfahren und messen diese Verzerrungen durch das Verhiiltnis v, = l;;g and v; = PP‘—F,
e £V + dp) — . ; z
fir die wir erhalten v, = m’—"?&-—@, d. h. die erste Ableitung '(p) von f(p), und
—hide KD}
* ™ de-sinp ~ sinp’

Die linearen Verzerrungen v, und v, beziehen sich auf die zueinander senkrechten Bild-
richtungen, welche denen des Haupt- und Horizontalkreises von P entsprechen. Um die Ver-
P'M! ; - :
zerrung V= Par 20 erhalten, benutzen wir die Beziehung
P'M" = P'Q"2 4 P'L?
und beriicksichtigen, dall P'Q’ = v, - PQ und P'L’ = v, - PL ist.
Es folgt dann P'M'? = v,?. PQ? 4 v,2. PLe,
Bezeichnen wir mit u und n’ die Winkel, die die Rechteck-Diagonalen PM und P'M' mit
den Seiten PQ und P'Q’ bilden, so ist ferner PQ — PM cosu
PL = PM sinu.
Durch Einsetzen in die letzte Gleichung filr P'M’2 ergibt sich nun
P'M'* = PM2 (v,%cos?u -} v,%sin?u), also
V = Vv, 2cos®u | vi,sin®u.

Lassen wir in diesem Ausdruck den Winkel u alle Werte von 0 bis 2= durchlaufen, so
beschreibt der Punkt M den sebr kleinen Kreis auf der Kugel, den wir um P gelegt hatten.
Der Wert V gibt somit die lineare Verzerrung an, die ein von P ausgehendes und beliebig ge-
richtetes Bogenelement eines Grofikreises im Bilde erleidet. Die Werte v, und v, sind die
beiden Grenzwerte von V fiir u = o und = oder fiir u = ;

Wir stellen nun die mit u variablen Griflen v,sinu und ;‘hi
v;cosu durch die Strecken x und y dar und erhalten in den E
Gleichungen x = v,sinu und y = v,cosu die bekannte Para-
meterdarstellung einer Ellipse mit den Halbachsen v, und v,, P ﬂ_
wobei es von der Natur der Funktion f(p) abhiingt, ob v, oder AL
v, die lange Halbachse wird. Wir nehmen v, >v, an, zeichnen [ «
die Ellipse mit dem Mittelpunkt P (Figur 5) und beschreiben
um P mit v; den Kreis. An die Y-Achse tragen wir in P
den Winkel u an, dessen freier Schenkel den Kreis in R
schneidet, und fiillen von R auf die Y-Achse das Lot. Dieses
trifft die Ellipse in einem Punkte M’ so, dall PM' = V =
}”;1‘-'.13_082[1 -+ v,%sin®u ist.

PM’ bildet mit der Y-Achse einen Winkel u’, fiir den Figur 5.
nach bekannten Eigenschaften der Ellipse die Gleichung tangun’ = E—‘l‘itaugn besteht. Denselben

w 9

3
und 3T
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Wert aber hat in dem Kartenbilde die Tangente degs Winkels v, denn es ist (Fig. 4) tangun’ =
BLw 1B ¥aELl 5
M. PO w-PQ
Denken wir uns jetzt den Kleinkreis, den wir auf der Kugel um P gezogen hatten, auf
die Kartenehene so gelegt, daB P mit seiner Abbildung P’ zusammenfillt (Fig. 5), so schneidet
die Gerade PR den Kleinkreis in dem Punkte M, dessen Abbildung der Punkt M’ ist, sobald
wir nur die Strecke PM als Einheit fiir den Mallstab der Fig. b ansehen. Unter dieser Yoraus-
setzung stellt die Ellipse mit den Halbachsen v, und v, die Projektion unseres kleinen Kugel-
kreises dar. Sie ist nichts anderes als die aus den Arbeiten Tissots bekannte Indikatrix!). Ihre
Halbachsen fallen mit den Richtungen der Haupt- und Horizontalkreisbilder zusammen und sind
ein Mal fiir die griBte und kleinste lineare Verzerrung. |
b) Die Winkelverzerrung u—u’ ergibt sich einfach aus der obigen Gleichung tangn’ =

Va
BT :
5, tangu

Vg 2 ; ) i i A 3 -
— tangu. Es ist el AL RS e Ot WIT il
V1 tangn4tanguw'  sin(u-fu') vy v =0

= ’ Vi— Vg - r

sin(u—u') = 22— sin(n-+-1’).

(n=1) = B2 sin (ufw) _
Durehliinft u das Intervall von 0 bis =/2, so erreicht un — n' fiir u 4- v’ = =/2 ein
Maximum w, wo sine = ::’—T:‘-f” ist. Es mogen U und U’ die dem Maximum entsprechenden
2~ Va

A 3 Va {
Werte von u und u’ sein, dann folgt aus tangn’ = = tangu |
1

cotang U = :—' tang U, also
15

tangU = V:_" ,

Fiir zwei beliebige von P aunsgehende Richtungen tritt die grilite Winkelverzerrung 2w
dann ein, wenn die eine Richtung den Winkel U mit der Y-Achse bildet und die zweite sym-
metrisch zu dieser Achse liegt. |

¢) Die Flichenverzerrung S 1iBt sich bestimmen aus dem Inhaltsverhiiltnis der Elementar-
Rechtecke P'L/M'Q' und PLM(Q. Es ist

s PL - PRy W = Pf!ﬂm
e 0 Tl Gt o T |
Zu dem gleichen Resultat gelangt man, wenn man das Verhiiltnis bildet der Indikatrix- i

fliche zu der Kreisfliche, deren Projektion sie ist.

§ 6, Azimutale Projektionen mit ausgezeichneten Eigenschaften,
a) Soll die Winkelverzerrung nu— u’ null, also u=u’ sein, so liefert die Gleichung i
tangn’ = ::f tangu die hinreichende und notwendige Bedingung v, = v,. Die Indikatrix geht

dann in einen Kreis iiber. Es miissen also die linearen Verzerrungen nach allen von einem
Punkte P ausgehenden Richtungen gleich werden. Das folgt iiberdies anch aus der allgemeinen
Gleichung fiir die lineare Verzerrung V = Vv, %cos®u-vy3sinu fiir v; = v,. ]
Man nennt in diesem Falle die Abbildung winkeltreu oder dem Original in den kleinsten 3
Teilen dhnlich (konform). ‘
Da v, = f'(p) und v, = :ii’”}

2 i , :
dmguu;:r erfiillen () = ;i{n;_;i]*

ist, so mulBl eine winkeltrene azimutale Projektion die Be- i

1) Von dieser Indikatrix machen anch Hammer und Zippritz-Bludau in den bereits angefiihrten Werken
Gebranch, Wiihrend sich H. auf den allgemeinen Beweis Tissots stiitzt, dessen Weg fiir die Schule nicht gang-
bar ist, beschriinkt sich Z.-B. anf die Anwendung.
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Nun war f(p) die Strecke OP' = p’ (Fig. 4) und f'(p) = d—gll;} = %}E}', demnach lautet die

Bedingung —'j:—r e % oder if? - s—flllll}—l, Hieraus ergibt sich durch Integration Inp’ = Intang g + C,
also p’ = f(p) = =ztang g,

wo » eine Konstante bedeutet, die den Abstand der Bildebene vom Gegenpol O, des Haupt- -
: & { I

punkies milit. Wenn wir auf die Tangentialebene in irojizieren, dann ist x = 2. Fiir
punktes O miflt. W i f die Tangentialel O proj d t 20 F
einen anderen Wert von » dindert sich nur der MaBstab.

Das Halbmessergesetz f(p) = ztaugg charakterisiert die Abbildung als stereographische
(§ 4), die demnach die einzige winkeltrene azimutale Projektion ist?). 5

Das Resultat wurde durch Integration der einfachen Gleichung "—'1' = —L grreicht. Den

B p sinp

Primanern der Realanstalten darf man das wohl zumuten. Auf den Gymnasien kann man sich
auf folgenden Nachweis beschriinken:

oy i T = 1 ¥ e ! E i s i e _1_ —_— [ fjﬂ —_—
Durch Differentiation von f(p) = 2tm|g9 erhiilt man {'(p) = ST Da v, = Spi
El.imi% Seanli] ]

i ist, so erfiillt das Durchmessergesetz f(p) = 2iang§ in der Tat die Bedingung
k- Cos% = o

der Winkeltreue v, = v,.

Um noch elementarer zu verfaliren, benutzt man die Figur 4 unter der Voraussetzung,
daB PQ = Ap, P'QY = Ap’ und £POL = P'OL’ = Az beliebige endliche Zuwiichse von OP — i
OP" = p" und des Azimuts = der Punkte P und P’ sind, wie diese Zuwiichse aus praktischen
Griinden auch tatsiichlich gezeichnet wurden. Die lineare Verzerrung in der Horizontalkreis-

= s : i SR e Pt SRS _ o) P -
richtung wird dann dargestellt durch v, — BE o o st g e withrend man die
. . P dp’ —f i :
Verzerrung lings eines Hauptkreises durch v, — 'ﬁi‘ - -J'; = M‘—’_};’; —t®) nift. For f(p) =
P 2tang P 1 2tang P —tfﬂ‘ —Qtangy gin 2P 1
2tangc et nonit, — = ———gndip, = ——meb Te . B R, 0 L. o 8
2 sinp cos?P dp —? cos E__'..dl_’ . cosg

Wenn Ap sich immer mehr der Null nihert, so folgt hieraus fiir v, der Grenzwert
o)

v, = ——; der Wert von by = = =
sinp

- 1 gndert sich bei diesem Ubergange nicht. Hiermit
cos’E costk

ist der elementare Nachweis erbracht, daBl die Funktion f(p) = Qtangg der Bedingung der
Winkeltrene v, = v, gentigt. Ein rein geometrischer Beweis hierfiir findet sich im ] i
Die Flichenverzerrung hat nach § 5 den Wert S — v, - v,, woraus sich fiir die stereo-

graphische Projektion S = v, = SR,
costf

sprechenden Verzerrungen zusammen.

ergibt. Wir stellen fiir einige Werte von p die ent-

p |V=\'1=v3: S 2w
00 i I 1 0
300 | 1,072 1,149 0
450 " 15 1172 1,373 0
60° | 1,333 1,778 0
900 2 4 )

') Die clementare Begriindung dieses Satzes in dem Leitfaden von Zuppritz-Bludau, 2. Aufl, S, 44, halte
ich fiir einen Scheinbeweis.
S
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b) Eine Abbildung heifit flichentreu (&quivalent), wenn ein beliebiger Teil der Kugelfiiiche
und sein Kartenbild inhaltsgleich sind. Eine azimutale Projektion kann diese Eigenschaft nur
besitzen, wenn fiir den MaBstab 1 die Gleichung besteht

S=v,'vuy=1 (8.55)

- S T : sl D R Py ; 4 A ..ﬂpf'p'_

Nach Einfilhrong der Werte v, = ip und v, = Fig geht diese Gleichung iiber L e
oder p'dp’ = sinpdp.

Dureh Integration folgt nun %{p':}“ = — cosp 4 C.

Da p’ zugleich mit p null werden muf}, so ist C = 1, also
p

%(1}“)9 = 1 — cosp = 2sin?;,
p' = 2sin %

Ohne Integration kommt man zu demselben Ergebnis durch folgende Uberlegung:

Die Kugelkappe POR (Fig. 3) hat den Inhalt F = 2=h, wenn h ihre Hihe bezeichnet und
der Kngelradins die Liingeneinheit darstellt. Irgendein azimutales Bild der Kappe ist eine Kreis-
fliche mit dem Radius OP' = p’ = f(p), ibr Inhalt also F' = p'2z. Die Bedingung der Fliichen-
trene ergibt 2=h = p'?x, also p’ = V2h. ILs ist aber, wie ans den Dreiecken PBO und POO’
E, somit p’ =23i11%, d. b. gleich der zum Bogen OP gehirigzen Sehne.

Beide Ableitungen zeigen, dall es nur eine einzige azimutale Projektion gibt, die flichentren
ist. Sie wird nach ihrem Erfinder gewdhnlich die Lambertsche genannt (s. d. Anm. 8. 7 u. § 8¢).
fip)  2sinf
sinp ~_ sinp ;‘;“”'5'

folgt, h = 2sin*

Die lineare Verzerrung lings eines Horizontalkreises ist v, = . In der

dazn senkrechten Richtung, also der eines Hauptkreises, betriigt die lineare Verzerrung v, =

g A2sink

ke

muB v, - v, = 1, also v, = ‘—l = C08
2

— c{:-s'_—;. Die Differentiation ist nicht notwendig, denn wegen der Flichentrene
14
2

Da offenbar v, > vy, so ist die Winkelverzerrung » (8. § 5) zn berechnen aus sinw

sein.

L — costP in2P
vg—v; L —costy BINZ ] — cosp

Veb Vi 1 cos*? 50 cos*..f.,_" ~ 8 cosp’

Man gewinnt eine Vorstellung von der Grifie der Verzerrung aus folgenden Zahlenwerten:

p B il v, | Vs i S
0o Ol 2T = 1
300 3058 | 0,966 | 1,035 1
450 | 994’ | 0924 ‘ 1,082 1
60° 16026’ | 0866 | 1,656 | 1
g0 | 88057 | 0707 | 1414 | 1

¢) Bei der azimutalen Projektion mit l&ngentreuen Hauptkreisen (s. § 8e), hiiufiz als
iiquidistanter Entwurf bezeichnet, hat jeder Bildpunkt dieselbe Entfernung vom Kartenmittel-
punkte wie der entsprechende Punkt auf der Kugel vom Hauptpunkte gemiill dem Halbmesser-
gesetz p' = f(p) = p. Die Hauptkreise werden demnach lingentren abgebildet und die lineare

Verzerrung vy in der Richtung dieser Kreise ist |, was auch aus der allgemeinen Beziehung

w=f(p= g—:; = 1 hervorgeht. Die lineare Verzerrung senkrecht zur Richtung dieser Kreise

1
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£(p) p

ist v, — TS und deshalb die Flichenverzerrung S = v, - v, = si!l‘p‘ Die Winkelverzerrung

: g —i A= _ P_bhinp hii ie T .
berechnet man aus sin w = Vi o Man erhiilt so die Tabelle:

p | 2w ) Vs i Y1

09 s [Asl 1

300 JU %9' | 1,047 1,047 1

400 ) el @Ak o) e 1L 1L 1,111 1

600 109 527 | 1,209 1,209 1

a90° 26239 | 1,571 1,571 1

d) Die gnomonische Projektion (S. § 4, § 7b, § 8b) ist dadurch ausgezeichnet, daB alle
KugelgroBkreise sich als gerade Linien ahbl]den Hierauf beruht die Anwendung der gno-
monisechen Entwiirfe bei Seekarten. Unsere modernen Schiffe machen ihre Reisen der Zeit-
und Kohlenersparnis wegen auf dem kiirzesten Wege, das ist der GroBkreishogen, der Abfahrts-
und Ankunftsort verbindet. Dieser Weg stellt sich auf der gnomonischen Karte als gerade
Linie dar.

Das Halbmessergesetz dieser Projektion lautet f(p) = tangp (S. § 4b).

Nach den allgemeinen ‘.’a,r:-;errunﬂ'm'i,gulll ergeben sich die Werte

v dtangp
v =f(p) = "R —

(Uber die ganz entsprechende elementar e Ableitung s. §6a).

dp ~ cos?p

_f(p) - taogp 1

~sinp ~ sinp ~ cosp
] 1
b — Wy = ——
5 =gy o cos'p
- V1 — Vg 1 —cosp 2p
sl w — =T = tang -

Vi-+Va l--cosp Satg 2

Nach diesen Formeln berechnet man die Tabelle:

p | 2w Y1 ¥ S
0o (0% il lsaid 1
300 80 14/ 1,333 | 1,165 1,640
456¢ | 19945" |, 2 | 1,414 2,828
60° 38957’ 4 {452 8
900 | 1800 | | oo 0

e) Die orthographische Projektion (s. § 4 und § 7¢) wird hier nur erwithnt zum Vergleich
der dabei auftretenden Verzerrungen mit denen, die unter a) bis d) bestimmt worden sind. Es
gilt fir die Projektion das Halbmessergesetz f(p) = sinp. Die allgemeinen Verzerrungs-
gleichungen liefern also die Formeln:

v, = {'(p) = cosp

p ‘ 2w | ] | vy [V

stl,;,': == BRESSL =t o s 1 1

8 = v, - v, = cosp 300 50 141 ‘ 0,866 0,866 |

; — 1 —cosp g 450 19 45" | 0,707 0,707 1
Sinw = e = R = tang 3 gf:u _ 380 ;r:fp | 0,5 g,_‘} 1
0e 180 .| 0 1




14

& 7. Geometrische Behandlung der perspektivischen Projektionen.

a) Die Eigenschaften der stereographischen Projektion lassen sich aus zwei Siitzen ableiten:

1. Alle durch den Augenpunkt gehenden Kugelkreise bilden sich als gerade Linien ab, alle
anderen Kugelkreise als Kreise.

2. Die Bilder zweier Kugelkreise schneiden sich unter demselben Winkel wie die Kugel-

kreise selbst,
; &, Der erste Teil desSatzes 1. lenchtet ohne weiteres ein,
Z{ Den zweiten Teil beweist man am einfachsten mit
' dem Satze vom Wechselsehnitt. Wir denken uns die Kugel
um C (Fig, 6) vom Augenpunkte O, aus auf die Tangential-
cbene im Hauptpunkte O projiziert. PQ stellt den Durch-
messer eines beliebizen Kugelkreises dar, dessen Ebc¢ne
({5" senkreeht zur Papierfliche liegt, P'Q’ ist die Bildgerade
von PQ. Zieht man die Tangente UO, an den Haupt-
& kreis OPQO,, so erkennt man die Gleichheit der Winkel
P'Q0,, UO,Qund QPO,. Die Abbildungsebene schueidet
P demnach den schiefen Kreiskegel, dessen Hauptachsen-
schnitt O, PQ ist, in dem Wechselschnitt P'Q’, also in
Q; P! Vi einem Kreise. : ; ‘

! Beweis fiir 2.: Die Tangenten aller durch einen be-
liebigen Kugelpunkt P lanfenden Kugelkreise liegen in
der Ebene, die in P die Kugel um C (Fig. 7) berithrt. Diese Ebene schneidet die Bildebene,
d. i. die Tangentialebene E in O, in einer Geraden TT,T,, die senkrecht auf der Bildgeraden
& OP' des Hauptkreises OPO, steht.
= Ist PT die Tangente dieses Haupt-
kreises in P nnd sind PT, und PT,
die Tangenten von irgend zwei
durch P gehender Kugelkreise, dann
sehneiden sich diese drei Kreise in
4@ P unter den Winkeln T, PT, T,PT,
1 T,PT,. Das Bild des Hanptkreises
fillt in die Gerade TP', die beiden
anderen Kreise hilden sich als Kreise
ab, deren einer Schnittpunkt P’ ist.
Die Geraden P'T, und P'T, sind
Tangenten an die Bildkreise, denn
sie sind die Projektionen von PT,
und PT,. Aus der Gleichheit der
Winkel TP'P = UO,P = TPP' folgt
die Gleichheit der Strecken PT und
P'T. Da ferner 2T, TP =T, TP'
= 1R ist, so muB AT, TP=T,TP' und AT,TP2RT, TP’ sein. Hiermit ist die Gleichheit der

Winkel T,PT, und T,P'T, bewiesen, also auch der Satz 2.

Demnach entspricht einem beliebigen von Kreishiigen begrenzten Dreieck der Kugel ein
mit ihm in den Winkeln {ibereinstimmendes Bogendreieck der Kartenebene. Diese krummlinigen
Dreiecke mit endlicher Seitenliinge sind aber nicht dhnlich, denn die Seitenverhiiltnisse sind nicht
dieselben, wie man sich leicht iiberzengt. Nur dann wird diese Bedingung erfillt, wenn wir ein

Figur 6.

N
™

Figur 7.

. w8 ada b o
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so kleines Dreieck der Erdoberfliche abbilden, daB man seine Seiten als gerade Linien ansehen
kann; man sagt deshalb mit Recht: Das stereographische Bild der Kugelfliche ist dem Original
in den kleinsten Teilen dhnlich.

Bei der Netzzeichnung der Lingen- und Breitenkreise sind die drei Fille (§ 3) zu unter-
scheiden: 1. normale (polare), 2. transversale (fiquatoreale), 3. schiefachsige (horizontale) Projektion.

Der Ifall 1 bedarf keiner Erlinterung.

Im Fall 2 liegen der Hauptpunkt O und der Augenpunkt O, auf dem Aquator, Die
geographische Linge 1 soll von dem durch 0, 0, und die Erdpole N, S gehenden Hanptkreise
auns gezihlt werden, den wir kurz als Null-
meridian bezeichnen. Sein Bild und das des
Aguators sind zwei sich in O rechtwinklig
schneidende Gerade y nnd x (Fig. 8), withrend
das des Meridians von 90° der Kreis um O
mit dem Halbmesser 2r ist, wenn r den
Kugelradius bezeichnet. Die Schnittpunkte
der Geraden y mit diesem Kreise stellen
die Polbilder N’ und S" dar. Alle Meridian-
abbildungen miissen durch N’ und 8’ gehen
und, da es Kreise sind, liegen ihre Mittel-
punkte auf der Geraden X. Mit dem Null-
meridian der Karte bilden diese Kreise in
N’ und 8’ die Winkel ». Triigt man also
einen bestimmten Winkel A (i. d. Fig. 607
an ON' in N" an, so muB} der freie Schenkel
den . Bildmeridian beriihren, woraus die ein-
fache Konstruktion desMittelpunktes M folgt.

Die Breitenkreige und Meridiane schnei-
den sich rechiwinkliz, demnach schneiden f’
sich auch ihre Abbildungen so, und die Mittel- Fioar

; i : gur 8.

punkte der Breitenkreisbilder liegen auf der

Graden y. Wegen der Parallelitiit der Projektionsebene und der Ebene des 90. Meridians wird die
Abbildung dieses Meridians durch die Abbildungen der Breitenkreise genan so geteilt, wie dies
bei den entsprechenden Kreisen anf der Kugel geschieht. Man hat also an die x-Achse in O
die verschiedenen Winkel » (i. d. Fig. 45°) anzutragen, die freien Schenkel zum Schnitt mit dem
Bildkreis des 90. Meridians zn bringen und die Tangenten in diesen Punkten zu konstruieren,
die die Y-Achse in den Mittelpunkten B der Breitenkreishilder treffen.

Das so erhaltene Gradnetz besteht aus zwei sich rechtwinklig schneidenden Kreishiischeln,
deren Potenzlinien die x- und y-Achse sind.

Die ostliche und westliche Halbkugel der Erde wird nicht selten in der angegebenen
Manier abgebildet. Das Kartenbild ist dann durch den Kreis mit dem Halbmesser 2r begrenzt.

Bei dem Netzentwurf der stereographischen Horizontprojektion benutzt man mit Vorteil
den Satz:

Der Mittelpunkt der Abbildung eines griBten Kugelkreises liegt auf dem Lot, das man
vom Augenpunkt auf die GroBSkreisebene fillt!).

@

1) Der allgemeine Satz heibt: Der Bildmittelpunkt eines beliebigen Kugelkreises liegt auf der Geraden,
die den Augenpunkt mit der Spitze des zugehiirigen Tangentialkegels verbindet.
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Zum Beweise legt man senkrecht zur Ebene des GroBkreises einen Hauptkreis durch den
Augenpunkt O,. Die Schuittgrade, ein Kugeldurchmesser AB, projiziert sich als Durchmesser
A'B’ des Bildkreises. Die Dreiecke AQ,B und A’O,B’ sind rechtwinklig, also die Wechsel-
schnittwinkel Komplemente. Fillt man von O, auf AB das Lot, so halbiert seine Verliingerung
A’B" in M, da die Dreiecke A'O,M und B'O M gleichschenklig sind.

Die Netzkonstruktion erlintern wir an der Figur 9. Der Kreis um C stellt den Null-
meridian der abzubildenden Kugel dar, NS die Erdachse, AQ einen Aquatordurchmesser. Fiir
die Lage des Hanptpunktes O ist die Breite
9, = 60° ndl. angenommen. Der Augenpunkt
0, hat also 60° siidl. Breite. Die in O be-
rilhrende Bildebene ist zuniichst senkrecht zur

4

''''' N

0

Papierfliche zn den-
ken. Die Tangente in
0 ist die Projektion
des Nullmeridians. Auf
ibr liegen die Polbilder
N’ und 8 (in der Fig.
ist 3" nicht gezeichnet).
Um einen beliebigen
Breitenkreis ahzubil-
den, projiziert man den
kreisdurchmesser und erhiilt so den
Klappen wir die Bildebene um 90° in
die Bilder der Breitenkreise gezeichnet

Figur 9.

in der Papierebene gelegenen Breiten-
gesuchten Durchmesser auf der Karte,
die Papierebene um, so kinnen nun

werden, Wir begrenzen sie durch | den Kreis um O, der die Projektion
des zur Bildebene parallelen Haupt- \ / kreises ist.

Die Mittelpunkte der Meridian- A abbildungen liegen nach obigem Hilfs-
gsatz auf den vom Augenpunkte O, anf \/H / die Meridianebenen gefiillien Loten.
Diese Lote gehiren siimtlich einerEbene /e an, die senkrecht zur Erdachse NS

;)
steht und die Bildebene in einer zn N'O senkrechten Geraden L schneidet. L ist somit ein

geometrischer Ort fiir die gesuchten Mittelpunkte M nnd, wie leicht zu sehen, die Abbildung
des durch den Augenpunkt O, gehenden Breitenkreises. Die zweiten Orte fiir die Punkte M
sind die freien Schenkel der Winkel g—-}., die man in N’ rechts und links an N'O antrigt.

In der Figur 9 ist die eine Hilfte des Gradnetzes von 309 zu 30° fiir eine Halbkugel gezeichnet.

b) Bei der gnomonischen oder Zentralperspektive gind die Meridianbilder stets gerade
Linien, wo auch der Mittelpunkt O der Karte auf der Kugelfliche angenommen wird. Es sind
die Schnittgeraden der Meridianebenen mit der Bildebene. Sie laufen deshalb alle durch den
Punkt N’, der den Erdpol N abbildet. Liegt O unter der Breite <,, so ist N' von O um
cotangw, entfernt und der den . Meridian darstellende Strahl schlieBt mit dem Bilde des An-
fangsmeridians den Winkel )’ ein, der durch tangh’ = —tangh. sing, bestimmt wird.

-—

.
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Die Projektionen der Breitenkreise erhiilt man als die Schnitte der Bildebene mit dem
geraden Kreiskegel, der seine Spitze im Kuogelmittelpunkte und zur Basis den abzubildenden
. Breitenkreis hat. AuBler dem Offnungswinkel = — 2¢ des Kegels kennt man den Neigungs-
winkel ¢, der Kegelachse NS gegen die Bildebene und den Abstand r = 1 dieser Ebene von
der Kegelspitze. Wir werden also auf eine aus der Geometrie bekannte Aufgabe gefiihrt, die
mehrfach Anwendung findet, z. B.: Es soll die Kurve gezeichnet werden, die das Schattenende
eines vertikalen Stabes im Laufe eines Tages auf dem Horizont eines Ortes unter der Breite g,
beschreibt. Gegeben ist die Deklination der Sonne. — Ersetzt man die Stablinge durch den
Kugelradius 1 und die Deklination durch ¢, so wird die Schattenkurve identisch mit der gno-

monisehen Abbildung des o. Breitenkreises. Je nachdem @%g — u, ist, erhiilt man eine Ellipse,

Parabel oder Hyperbel. Die eine Hauptachse dieser Kurven fillt stets mit der Abbildung des
Nullmeridians zusammen. Die Lage der Scheitelpunkte ergibt sich unmittelbar aus der in der
Ebene dieses Meridians ausgefithrten Schnittzeichnung, die Lage der Brennpunkte mit Hilfe der
Dandelinschen Kugeln. Rechnerisch erhiilt man aus dieser Figur die Halbachse

Bl COBqQ
8= 4 —
R = == 508 (o1 008 (Po—1)
und die lineare Exzentrizitit e = -4 908 P pICP . Das +Zeichen gilt fiir die Hyperbeln,

~ cos (g1 @) cos (g — )
das —Zeichen fiir die Ellipsen. WAz :

Mathematisch nicht uninteressant erscheint mir die Tatsache, dal der Halbparameter p
stets gleich ctge, also unabhiingiz von o,, d. h. von der Lage des Hauptpunktes O ist, so
daB sich folgender Satz anfstellen 1iBt: Legt man an einen Kugelsektor beliebige Tangential-
ebenen, so haben alle Schnittkurven dieser Ebenen mit dem zugehirigen Kegel denselben
o

3 wemn r den Kugelradins und « den Zentriwinkel des Sektors be-

Parameter 2p = 2rtang
zeichnet.

¢) Orthographische Projektion. Die projizierenden Strahlen sind senkrecht zur Karten-
ebene gerichtet, die im Hauptpunkte O unter der Breite ¢, die Kugel beriihren mige. Die einen
beliehigen Kugelkreis abbildenden Strahlen liegen auf dem Mantel eines schiefen Kreiszylinders.
Die Zylinderachse ist das Lot vom Mittelpunkte des Kugelkreises auf die Bildebene. Diese Ebene
schneidet den Zylinder in einer Ellipse, der gesuchten Bildkurve. Sie hat die Halbachsen a =p
und b = p cosy, wenn p den Kugelkreisrading und & den Neigungswinkel der Ebene dieses

Kreises gegen die Bildebene bezeichnet.

iy

L]

Ist - der-abzubildende Kreis der . Breitenkreis, dann mufl p = cosz und ¢ =
: . b g . : il 1 E
also a = coso, b = cosy sinyg, sein, und wegen 5 = sing, gind alle diese Ellipsen iihnliche

Figaren. Ihre kurzen Achsen fallen in die Richtung der Bildgeraden des Anfangsmeridians, und
die Mittelpunkte sind von O um sine cosz, entfernt. — Bei der Abbildung des i. Meridians hat
man p = 1 zu setzen und ¢ auns cosy = cosw, sink zu bestimmen, wie sich ans dem recht-
winkligen sphiirischen Dreieck ergibt, das vom Anfangsmeridian, dem %. Meridian und dem der
Bildebene parallelen Hauptkreise begrenzt wird. Fir die Bildellipse des ). Meridians ist also
a=1 und b = cosy, sinh. Der Mittelpunkt ist O. Die lange Achse schlieBt mit der Bild-
geraden des Anfangsmeridians den Winkel B ein, der aus tangp = siny, tangh zu finden ist, wie
ans dem bereits erwiihnten rechtwinkligen sphiirischen Dreieck folgt.

Um das Kartennetz der Meridian- und Breitenkreise zu zeichnen, benutzt man am be-
quemsten das Grund- und Aufriverfahren. In Fig. 10 stellt der Grundrifi die Polarprojektion
der nordlichen Halbkugel dar. Als AufriB erhiilt man die Aquatorealprojektion einer Halbkugel

w 3




Aus 1., 2. und 4. folgt

aus 1., 2. und 3.

18

von 909 westl. bis 90° 6stl. Liinge. Die Horizontalprojektion
fiir den Hauptpunkt O unter der Breite ¢, geht als Grundril
aus dem gezeichneten Aufril hervor, wenn man diesen so
dreht, daB die Erdachse N'S' gegen die horizontale Grund-
ebene um den Winkel =, geneigt ist und O der hichste
Punkt der neuen AufriBfigur wird.

§ 8. Allgemeine Methode fiir den Netzentwurf
azimutaler Projektionen.

Das im § 7 benutzte geometrische Verfahren verlangt
fiir jeden Binzelfall eine besondere Begriindung. Es soll
hier bei einigen Aufgaben die algebraische Methode an-
gewendet werden, die wir bereits im § 3 als stets brauchbar
kurz erlintert hatten.

a) Stereographische Aquatorealprojektion. Das Halb-

messergesetz heifit f(p) = ‘Ztangg_ Es sollen die recht-

winkligen Koordinaten x, y eines Kartenpunktes bestimmt
werden, wenn der entsprechende Kugelpunkt durch seine
. Liinge und Breite (A, ) gegeben ist.

Der Anfangspunkt des x-, y-Systems sei der Haupt-
punkt O, der durch % = 0 und ¢, = 0 festliegt. Als
y-Achse dient die Abbildung des Meridians von O, als
x-Achse die Abbildung des hierzu senkrechten Haupt-
kreises.

Es ist dann§(s. § 3) I =2tunggsina

2. y=2tangF cosa

Um p und « durch < und » zu ersetzen, benutzen wir die Gleichungen I und IIT des § 2:

3. cosp= cosp CoSh
4. tapge = ctge sink

b. ;-f: tanga = etgosind,

l—cosp 4  l—cosg cosl
1+cosp  l-+cosg cosl

6. x?-y* =4tang=%=4 '

Durch Elimination von x aus 5. und 6. erhiilt man

1— cosg cosi
1-lcosp cosd

7. yletgiogin?h L yi=4-

also 8. y=

y2(cosp sin?l 4 gin®p) 1 D cosfpeosth costpsin?l 4 sinp
= ° (1tcospeosi)?® (1 -+cosqeosi)® ?
2 ging i 2 gosg Bind

9, x

1-- cosp cosi’ = 1 cospcosi

Sollen ferner die Gleichungen der Meridian- und Breitenkreisbilder aufgestellt werden, go
ist aus 8. und 9. das eine Mal ¢, das andere Mal A zu eliminieren. Man findet so die Gleichungen
x? - 4x etgh + y?—4=0 und

xtfyr— =L L 4=0

Bin g

Die gesuchten Bilder sind demnach Kreise mit den Radien 1:';:;{3—1 und pp = 2 ctg o,
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Ihre Mittelpunkie haben die Koordinaten xi = — 2etgh, ya=0 und xp =10, yp = o

3in
der Konstruktionsfigur 8 des § 7 kann man diese Resultate direkt ablesen. 2
b) Gnomonische Horizontalprojektion. Es gilt hier das Halbmessergesetz f(p) = tangp.
Deshalb ist 1. x = tangp sina
2. y = tangp cosa.
Hierzu treten die allgemeinen Gleichungen des § 2, in denen nur A,, die Liinge des Haupt-
punktes, gleich Null gesetzt ist.

Aus

e L L
sinp
4. cosp = sing, sing -+ cosz, cosy cosh
b. tanga — sin
L 8% = oo T tang @ — sing, cO8 A
A i ini cosg sinl cosp Bind
-3.und dergibt ‘6, x—tbo0ee L
1.3.und 4. ergibt 6. x CO8p sin g sin @ -+ cosg, cosg cosl sin gy tang g -+ cos g, cosl
‘ o la 1 inl
Wegen 1. 2. und 5. ist 7. > = tanga = T
Y CoSqgy tang g — singy, cosi
8 vy — H0ge — tangg, cosi

T tang g, tangg + cosi’
Aus 6. und 8. ist nun entweder ¢ oder ) zu eliminieren, wenn man die Gleichungen der

Meridian- oder Breitenkreisbilder erbalten will. Aus 6. folgt langr;:ﬁiq%w und
(1]

etgl . T ; :
~£Z x + otge,. Die Meridiane bilden sich also

durch Einsetzen dieses Wertes in 8. y = — T
2 ']

als gerade Linien ab, die die y-Achse in der Entfernung cotangw, vom Polbilde N’ schneiden
und mit dieser Achse den Winkel ' einschlieBen, der durch tang ' = — sin g, tang ) bestimmt wird.

Die direkte Elimination von » aus den Gleichongen 6 und 8 ist eine ermiidende Rechnung. Wir
kommen bequemer zum Ziel, wenn wir die Gleichung 1* des §2 ... siny =sinw, cos p - cos, sinp cosa
mit beriicksichtigen. Wir ersetzen hier das Produkt sinp cosz mit Hilfe der Gleichung 2 durch

8in @
y cosp und finden cosp = S iR
Wegen 1. und 2. ist aber x? 4 y* = tang®p, also
3 L= (8in @y -+ ¥ cos @)
x4y 41=1-+ tang?p = e °Sm%._m-°

oder geordnet x*sin®p -} y*(sin®e — cos¥y,) — 2ysing,cosy, - sin®y — sin%, = 0.

Diese Gleichung stellt die Abbildung des ¢. Breitenkreises dar. Wir geben ihr noch die Form
x*gin*p — y¥cos (g, -+ ¢)cos(p, — ¢) — 2ysing,cose, — sin(w, 4 ¢)sin(z, — ) = 0.

Ist = /2 — ¢, so fillt das Glied mit y? weg und die Gleichung

x*8in*y — 2 ysing cosy — cos20 = 0
oder x* = 2etgo(y + ctg2¢) ergibt eine Parabel.

Fiir 9> /2 — o, wird cos(g, -+ ¢) negativ, das Breitenkreishild ist dann eine Ellipse, wihrend
die Bedingung ¢<<7/2 — o, eine Hyperbel liefert. Fiir die Halbachsen erhalten wir die im & 7b
abgeleiteten Werte.

c) Lamberts fldchentreue azimutale Projektion ist dureh das Halbmessergesetz f(p) = Esin‘.—:
charakterisiert. Liegt der Hauptpunkt auf dem Aquator unter der Liinge 3, = 0, daun bestehen
die Gleichungen: Te— 25£ugsina, A ‘Jsiuf‘—;cusa

3. cosp = cosy cosh, 4. tanga = sinkectgo.
Aus 1., 2. und 3. folgt 5. x* | y* = 4sin‘=g= 2(1 — cosp) = 2(1 — cosw cosh),
aus 1., 2. und 4. 6. % = fanga = gin)ctgo.
a
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Durch Elimination von A aus 5. und 6. findet man
x!4yi=2— % Vy® —sinp(x® - y%) und nach Fortschaffung der

Wurzel 7. y* - x2y® — 4y* + 4sin®z = 0, Die Abbildungen der Breitenkreise sind also Kurven
4. Ordnung. Um die der Meridiane zu erhalten, eliminiert man © aus 6. und 7. und findet
- 8. xt | yisin®h - x2y2 (1 |- sin%h) — 4y2sin?h — 4x2 | 4gin? = 0.

d) Die drei angefiihrten Beispiele zeigen, wie man rechnerisch die rechtwinkligen
Koordinaten eines Kartenpunktes aus den geographischen Koordinaten erhilt. Fiir die Schule
sind derartige Aufgaben ein gutes Ubungsmaterial fiir algebraische und trigonometrische Um-
formungen. Die punktweise Konstruktion des Netzes aus den rechtwinkligen Koordinaten liefert
zwar die genausten Bilder, ist aber in der Ausfithrung zu zeitraubend. Deshalb moge hier noch
ein zweites allgemeines Verfalven erwihnt werden, das rascher zum Ziele fiihrt.

Will man ein azimutales Netz fiir irgend eine Hauptpunktslage herstellen, so ist das ver-
hiiltnismiBig einfach, wenn bereits fiir dieselbe Hauptpunktslage ein anderes azimutales Netz
gezeichnet vorliegt. Hierzu eignen sich am besten die stercographischen Netze, denn sie lassen
gich stets mit Lineal und Zirkel konstrnieren. Um also das flichentrene azimutale Netz fiir
die Hauptpunktslage g, = 0, }y = 0 zu entwerfen, legen wir in Figur 11a das entsprechende
stereographische Netz zugrunde. Es ist durch die voll ausgezogenen Linien dargestellt. Der
Punkt P' hat die Breite 45° uud die Liinge 60° Nun ist die Gerade OP’ fir jede azimutale
Projektion das Bild des Hauptkreises, der durch den zugehrigen Kugelpunkt lduft. Der zu
konstruierende Punkt =" der flichentrenen Abbildung mull also auf OP’ liegen. Ferner muf

Or = 23i11'23 sein und wegen OP' = EIaugg folgt On' = OF’ l:usg. Man trage deshalb
(Fig. 11b) auf dem horizontalen Durchmesser, dem Bilde des Aquators, die Strecke OP’ von O
N
?-jf
r
n
ﬁﬂ
Figur 11a. Figur 11b.

aus bis A ab, verbinde A mit 5, mache 8'B anf S'A gleich OP' und fille von B das Lot BC
auf 08, dann ist S'C = O='. In der Figur 11a wurden so punktweise die Bilder der Meridiane
von 60° und der Breitenkreise von 45° gezeichnet.

" e) Eine Abbildungsaufgabe aus der astronomischen Geographie. Drehbare Sternkarten
sind in jeder Buchhandlung zu billigem Preise kiiuflich. Ich habe sie stets meinen Schiilern
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zur Anschaffung empfohlen, da sie bei richtiger Handhabung recht gut zur Orientierung am
Fixsternenhimmel geeignet sind. Unter einem Ausschnitt liBt sich die drehbare Karte fiir einen
bestimmten Tag und Stunde so einstellen, daBl nur die Sterne auf ihr sichtbar sind, die sich
iiber dem Horizont befinden. Welche Form muBl der Ausschnitt haben, wenn der Beobachtungsort
unter der Breite o, liegt?

Der Ausschnitt ist eine Abbildung des Horizontes. Seine Gestalt hiingt also von der
Projektionsart ab, in der die Sternkarte entworfen ist. In Betracht kommen 1. die stereographische
und 2. die #guidistante Polarprojektion. Im Falle 1 kann es nur ein Kreis sein, dessen Lage
und Halbmesser wir bestimmen miissen. Der Horizont ist ein groBter Kugelkreis des Himmels-
gewdilbes. Seine Ebene bildet mit der Weltachse den Winkel ¢, Beriicksichtigt man den Hilfs-
satz § 7, Seite 15, so zeigt ein Blick anf die aus der astronomischen Geographie bekannte Figur,
die zur Veranschaulichung von Azimut und Hohe, Stundenwinkel und Deklination usw. dient,
folgendes Resultat: Der Mittelpunkt des Ausschnitts liegt auf der Geraden, die den Meridian des
Beobachtungsortes darstellt, und ist vom Himmelsnordpol um 2etge, entfernt. Der Halbmesser

hat die Liinge 2.
8in gy

2. Gewdolnlich sind die drehbaren Sternkarten in dquidistanter Polarprojektion gezeichnet.
Der Ausschnitt scheint hier beim ersten Anblick eine Ellipse zu sein. Tatsichlich stellt er eine
transzendente Kurve dar. In der Figur 12 sind die Strahlen durch den Pol P die Bilder der

_,‘__‘__ 'qs.a-_r'__—
% 4

Fignr 12.
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Stundenkreise von 30° zu 30°% Unter ihnen befinden sich die beiden ausgezeichneten, auf-
einander senkrechten Strahlen, von denen der zur Y-Achse gewiihlte den Ortsmeridian, der in
die X-Achse fallende den durch den Ost- und Westpunkt gehenden Stundenkreis abbildet.

Fiir jeden in eine Gerade gestreckten GroBkreisbogen von 90° sind 36 mm in der Zeichnung
angenommen, so daB 10° 4 mm entsprechen, Der Himmelsiquator und seine Parallelkreise pro-
jizieren sich als konzentrische Kreise um P. Ein Punkt %' des Horizontbildes ist durch seine
Polarkoordinaten PX' = p und den Winkel NP2’ = « oder durch seine rechtwinkligen Ko-
ordinaten PQ = x und £'Q = y festgelegt. Das dem Sektordreieck PN'Y’ entsprechende Dreieck
auf der Kugel ist ein rechtwinklig-sphiirisches mit der Hypotenuse P = p, der Kathete PN =g,
und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel NPY = o, dem Supplement des Stundenwinkels.
Es hesteht daher die Beziehung cosa = cotangp - tang ;.

Es ist dies die Polargleichung des gesuchten Horizontbildes, wenn man a und p als variabel
ansieht. In der Figur 12 ist ¢, = 45° n. angenommen, so dall cosa = cotangp wird. Zur
Zeichnung der Kurve berechnet man fiir beliebige Winkel « des ersten Quadranten die Werte p,
bestimmt in mm die Strecken, die zu diesen Winkeln p gehiren, und triigt sie auf den freien
Schenkeln der Winkel a ab. Auf diese Weise erhiili man den im 1. Quadranten liegenden
Kurventeil. Da der Ausschnitt auf jeder Stundenlinie eine 180° entsprechende Strecke, in
unserem Falle 72 mm, abschneidet, so ist der Verlauf der Kurve im 3, Quadranten leicht zu
zeichen. Durch Umklappen um die Y-Achse findet man die Kurventeile im 2. und 4. Quadranten.

In rechtwinkligen Koordinaten lantet die Gleichung der Kurve

rtang [V @ 1y
1}%__1‘—1?‘1'3' = tang .
Bei den kiiuflichen Sternkarten ist der Ausschnitt fiir eine mittlere geographische Breite

des Beobachtungsortes berechnet. Fir den Besitzer einer solchen Karte ist es deshalb nicht
ohne Wert, sich einen Ausschnitt herzustellen, der fiir den eigenen Wohnort pafit.

& 9. Kegelprojektionen.

Man kann diese Projektionen im Unterricht recht kurz behandeln, wenn vorher die
azimutalen Entwiirfe besprochen sind. Denken wir uns einen Kegel konstruiert, der die Kugel
in irgend einem Kreise berithrt, bilden wir dann die Kugelfliche nach einem bestimmten Gesetz
anf dem Kegelmantel ab und wickeln diesen in eine Ebene auf, so nennt man das so entstandene
Kartenbild eine konische Projektion. Je nachdem die Kegelachse mit der Erdachse, oder einem
Durchmesser des Aquators, oder einem beliebigen anderen Kugeldurchmesser zusammenfillt,
spricht man auch hier (s. § 3) von normalen (polaren), transversalen (figuatorealen) und schief-
achsigen (horizontalen) Projektionen. Die Endpunkte jenes Durchmessers sind die Pole oder
Hauptpunkte. Die durch sie gelegten GroBkreise heien Hauptkreise. Zn ihnen senkrecht
liegen die Horizontalkreise, zu denen auch der Beriihrungskreis von Kegel und Kugel gehrt.
Die Hauptkreisebenen gehen erweitert durch die Kegelspitze und schneiden den Mantel in
geraden Linien. Liings einer dieser Geraden denkt man sich den Mantel aufgeschniiten und
aufgerollt. Das so erhaltene ebene Strahlenbiischel stellt bei allen Kegelprojektionen die Ab-
bildung der Hauptkreise dar. Die Bilder der Horizontalkreise sind konzentrische Kreisbtgen.
Sie werden um den Scheitelpunkt des Biischels mit Halbmessern p’ = f(p) beschrieben, wo {(p)
eine Funktion des sphiirischen Abstandes p eines Horizontalkreises vom Hauptpunkte ist.

Hat der Bertihrungskreis von Kegel und Kugel den sphiirischen Abstand p,, so ist sein
Halbmesser sinp, und die Seitenlinie des Kegels tangp,. Der Kegelmantel wickelt sich dann
als Sektor ab, begrenzt von dem Bogen 2=xsinp, und den Radien tangp, Der Zentriwinkel des
Sekters ist 2wcosp,. Einem Winkel =, den ein Hauptkreis mit dem Anfangsmeridian auf der




Kugel einschlieBt, entspricht deshalb auf der Karte nicht ein gleicher Winkel wie bei den
azimutalen Projektionen, sondern ein Winkel o’ = acosp,, d. h. ein ihm proportionaler Winkel.
Fiir den bisher angenommenen Fall, daBl der Kegel die Kugel beriihrt, ist der Proportionalitéits-
faktor n = cosp,. Benutzt man einen Kegel, der die Kugel in den Horizontalkreisen p, und p,

Pi-tDps
]

schneidet, so hat man n = cos zu setzen. Demnach muf} n stets ein echter Bruch sein.

Fiir den einen Grenzfall n = 1 geht der Kegel in die Tangentialebene im Pol iiber und die
Projektion wird eine azimutale. Der andere Grenzfall n = o tritt ein, wenn der Kegel zu einem
Zylinder ausartet, der die Kugel beriihrt oder schneidet.

Die Bestimmung der Halbmessergesetze fiir konische Projektionen mit ausgezeichneten
Eigenschaften lassen sich nach den Methoden des § 6 erledigen. Man erhilt z. B. fiir die

2sin .
Flidchentrene das Gesetz p’ = ‘TFz's fir die Winkeltreue p' = x(tang g]“, wo die Konstante x
n =

den Halbmesser der Abbildung hedeuntef, die den Horizontal-GroBkreis darstellt. Auch die Er-
gebnisse des § 5 iiber die Bildverzerrung konnen in einfacher Weise iibertragen werden. So
findet ‘man bei flichentreuen Entwiirfen fiir die lineare Verzerrung in der Riehtung der Haupt-

I
kreise v, = f'(p) = cl—/:” und in der Richtung der Horizontalkreise v, = l—?; Die Wahl des
n cos

Proportionalititsfaktors n gestattet noch gewisse Freiheiten. Bei Lamberts flichentrener normaler
Kegelprojektion z. B. wird n so bestimmt, dal der mittlere Breitenkreis des darzustellenden
Gebietes sich lingentren abbildet.

b

& 10. Zylinderprojektionen.

Die Abbildungen mit Hilfe eines Zylinders konnen als Kegelprojektionen aunfgefaBt werden,
bei denen n = o gesetut ist (s. § 9). Wegen der Wichtigkeit einiger dieser Entwiirfe ist es
Jjedoch angebracht, sie besonders zu behandeln. Wir beschriinken uns auf die meist angewendeten
Fille, wo die Zylinderachse normal, d. h. in der Richtung der Erdachse liegt, und der Zylinder-
mantel den Aquator beriihrt.

Die erweiterten Meridianebenen schneiden den Mantel in parallelen Geraden, senkrecht zum
Aquator. Hieran wird durch die Abwickelung lings einer dieser Linien nichts gedndert. Der
Aquator stellt sich in seiner wahren Linge als gerade Linie dar, die Meridiane in natiirlichem
Abstande als darauf senkrechte Gerade, Da man auch die Breitenkreise als dem Aquator parallele
Gerade abbildet, so unterscheiden sich die Zylinderprojektionen, die wir hier betrachten, nur
durch das Gesetz y=1{(y), das die Abstiinde der Breitenkreisbilder von der Aquatorgeraden festlegt.

PMQL sei eine Masche des Gradnetzes auf der Kugel. P und Q sollen anf dem Meridian 2,
L und M auf dem Meridian » 4 dA, ferner P und L aunf dem Breitenkreis v, Q und M auf dem
Breitenkreis ¢ -+ dv liegen. Die Abbildung von PQML auf der Karte sei das Rechteck P'Q'M'L/,
und zwar mogen P' und L' von der Aquatorgeraden um die Strecke ¥, Q@ mnd M' um y 4 dy
abstehen. Wegen P'L’ = Q'M’ = d} ergibt sich fiir die lineare Verzerrung in der Meridianrichtung

P dy ’

Vi =itens =2 o Ao}
B vl b oly
PL = dicosgp =~ cosg’
_ fia)
2 7 cosg!

und in der dazu senkrechten Richtung v, =

Hieraus folgt die Fliichenverzerrung S = v, - wiihrend man die Winkelverzerrung
R e
aus sine = Z 22 (§ 5) findet.
a) Soll die Zylinderprojektion aquidistant sein, so hat man y = f(2) = © zu setzen. Man
erhiilt die sogenannte Plattkarte, bei der das Gradnetz aus kongruenten Quadraten besteht. Es
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besitzt den Vorzug der leichten Herstellbarkeit. Die Bildverzerrung ist aber bereits fiir Liinder,
die sich iiber 209 nirdlich oder siidlich vom Aquator ausdehnen, sehr betrichilich. Zwar ist

v — il dochivei— 1 und anch 8 = L. Die groBte Winkelverzerrung 2w bestimmt man
i 2 COS COS @

1 — cosgp P
— 9-2 -,
1+ cosgp tang 2

b) Lamberts flichentreue Zylinderprojektion. Wegen der Flichentreue muf B=v, v, =

gu—(a% = 1, also '(¢) = cosw sein, woraus y = f(¢) = sing folgt. Die den Breitenkreis ¢ dar-

stellende Gerade muBl somit von der Aquatorgeraden denselben Abstand y = sing haben wie
der Breitenkreis ¢ aunf der Kugel vom Aquator. DaB eine nach diesem Gesetz gezeichnete
Karte in der Tat die verlangte Eigenschaft besitzt, 186t sich unmittelbar aus der bekannten
Formel F = 2rxh fiir den Inhalt der Kugelzone einsehen.

Die linearen Verzerrungen sind v, = cosg und v, = E—l—. Fiir die Winkelverzerrung er-

gibt sich sinw — L S0%® 0
T 14 costy’

¢) Mercators winkeltreue Projektion?). Die Winkeltrene verlangt, daB v, = v,, also im

vorliegenden Falle f'(¢) = w%p ist. Nur die Funktion y = In tang (E -+ g) erfilllt diese Be-
dingung, wie sich durch Integration ergibt.

Will oder muf man anf diesen kiirzesten Weg verzichten, dann erscheint mir folgender
Gredankengang der natiirlichste zu sein:

Auf der Kugel ist jeder Bogen eines Meridiangrades genau so grofl wie der eines Aquatorial-
grades, dagegen nimmt die Linge eines Grades auf den Breitenkreisen mit wachsender Breite
ab und betriigt fir die Breite ¢ nur meosy, wenn m die Linge eines Meridiangrades angibt.
Das Verhiiltnis der Gradlinge auf einem Meridian zur Gradlinge auf dem p. Breitenkreise

ist also c—;ﬁ, Auf der durch Zylinderabwickelung hergestellten Karte hat jeder Grad eines
Breitenparallels die Linge m. Einen Grad des ¢. Breitenkreises der Kugel stellt also die Karte

cEElng mal so groB dar. Vergrofiern wir nach Mercators Vorgang fiir einen Kartenpunkt der

ans sinw =

Breite o den Meridiangrad von m auf E{;J':"q}? so ist das Verhiiltnis von Gradlinge anf dem Meridian

zur Gradlinge des Breitenparallels €£_q: - mzégﬁ, d. h. ebenso groB wie auf der Kugel. Soll

das fiir alle Kartenpunkte gelten, so miissen ihre Abstinde von der den Aquator darstellenden
geraden Linie die Liinge y = m [ﬁ, 4 E;F 4o E:}EU erhalien. Auf der Erde ist ein
Meridiangrad gleich 16 geographischen Meilen oder ungefihr 111 km. In erster Anniherung
1Bt sich dieser Bogen als gerade Linie, jede Gradmasche also als ein ebenes Rechteck ansehen,
dem seine Mercator-Abbildung &hnlich ist. Weit genauer und filr praktische Zwecke villig aus-
reichend trifft dies zu, wenn man die Werte von y statt von Grad zu Grad, von Minute zu
Minute fortschreitend berechnet und beim Kartenentwurf verwendet.

Die Mercatorprojektion ist die einzige winkeltrene Abbildung, bei der die Meridiane und
Breitenkreise durch gerade Linien dargestellt werden. Hierauf bernht ihre hervorragende Be-

1) In dem Leitfaden fiir Projektionslehre von Miiller und Presler (S. 312) bedauern die Verfasser den
immer aufs neue entstehenden Irrtum, die Mercator-Karte fiir eine Zylinderprojektion zu halten, Die Verfasser
haben Recht, wenn man unter Projektion nur die Perspektive versteht. Dem aber steht der Sprachgebrauch
entgegen, denn alle namenhaften Autoren, die iiber Kartenprojektion geschrieben haben, gebrauchen das Wort
Projektion in der allgemeinen Bedeutung von Abbildung. DaB jemand deshalb die Mercator-Karte fiir eine
Zylinderperspektive halten wird, erscheint wohl ansgeschlossen.
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deutung fir nautische Zwecke. Verbindet man zwei Kartenpunkte A’ und B’ durch éine Gerades
8o bildet diese mit siimtlichen Meridianen den gleichen Winkel . Die ihr entsprechende Kurye
auf der Erde, die sogenannte Loxodrome, schneidet wegen der Winkeltreue ebenfalls alle Meridiane
unter demselben Winkel «. Auf dieser Kurve fihrt ein Schiff, wenn es seinen Kurs, d. b. den
Winkel zwischen KompaBrichtung und Fahrtrichtung, unverindert beibehiilt, was fiir den Steuer-
mann das einfachste ist. Will man also auf der Loxodrome von A nach B gelangen, so erhilt
man die einzuschlagende Kursrichtung, indem man auf der Mercatorkarte den Winkel = milt.

Fir geographische Zwecke hat die Mercatorprojektion wegen ihrer betriichtlichen linearen
und Flichenverzerrung nur geringe Bedeutung. Es ist v, = v, = ?:q_und S=v v, = ﬁ. In
welcher Weise diese Verzerrungen mit zunehmender Breite wachsen, zeigt folgende kleine Tabelle:

(2] :' V= vl 5 N 2e
ne | 1 ]
300 1,15 1,33 0
450 1,41 2 0
60o 2 4 0
LB S i) 0

§ 11. Die schriige Parallelprojcktion der Kugel

hat fiir Kartenentwiirfe gar keine Bedentung. Fiir den Unterricht, wo man so oft in der mathe-
matischen Geographie die Erd- und Himmelskugel mit ihren wichtigsten Kreisen zu zeichnen hat,
erscheint sie mir als die geeignetste Methode der Kugeldarstellung. Statt ibrer benutzt man
wegen der leichten Ausfihrbarkeit mit Lineal und Zirkel zuweilen auch die stereographische
Projektion'). Doch haben die in dieser Manier entworfenen Bilder fir den Anfinger zu wenig
Anschaulichkeit. AuBlerdem ist die sehrige Parallelprojektion dem Schiller weit geldufiger, da
man sie meistens fiir die Herstellung der Figuren in der Stercometrie benutzt. Der Einwand
der groBeren Schwierigkeit einer exakten Zeichnung bei dieser Abbildungsmethode ist hinfillig,
wenn ungiinstige Bedingungen vermieden werden.

Um einzusehen, worauf es dabei ankommt, dient folgender Satz:

Die schrigen Parallelprojektionen aller gro8ten Kugelkreise, die aui der Bildebene senk-
recht stehen, schneiden sich in den Brennpunkten der UmriBellipse der Kugel.

Holzmiiller macht in seiner ,Einfihrung in das stereometrische Zeichnen® von dem Satze
Gebrauch (Seite 63), ohne ihn zn beweisen. In dem Leitfaden der Projektionslehre von Miller-
Prefiler, Ausgabe A, Seite 45 und 46, findet sich wohl ein Beweis, doch ist er so umstiindlich,
daB ich von ibm nur abraten kann. An dem gleichen Ubelstande leidet der Beweis, den Weber-
Wellstein in ihrer Encyklopiidie, Band III, Seite 441, geben. Behrendsen-Gotting behelfen sich
in ihvem Lehrbuch der Oberstufe, Ausgabe A, Seite 108, ohne den Satz, indem sie eine grofle
Zahl von Parallelkreisen konstruieren und die Umrifiellipse dann als Einhiillende nach dem Augen-
mali zeichnen. Das Verfahren ist recht zeitraubend. Es gewiihrt auch keinen Einblick in die
Bedingungen, von denen die GriBe und Lage der Umriliellipse abhiingt. Der obige Satz leistet
dies und ermiglicht ferner eine rasche und exakte Ausfithrung der Zeichnung. Hier folgt sein
einfacher Beweis:

Die Kugel um M mit dem Radins MB = r (Fig. 13) soll in schriiger Parallelprojektion
unter % Verkiirzung und dem Winkel & auf einer Tangentialebene oder einer zu dieser parallelen

) 8. z. B. Kambly-Thaer: Stereometrie, Ausgabe A, § 82,
W 4
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Ebene abgebildet werden. Die Figur 13 ist ein Achsenschnitt des die Kugel einhitllenden Strahlen-
zylinders, MM’ seine Achse. Der Zylinder beriihrt die Kugel in einem Kreise KML, dessen Ebene
senkrecht zur Strahlen-

/73' ;} richtung liegt. Die Pro-

7 jektion dieses Kreises

gibt den Umril} des sicht-
baren Teils der Kugel an.
Es ist dies eine Ellipse
mit der langen Achse

e 2r

LR = Ao
WinkelderStrahlengegen
die Bildebene bezeichnet

wo a den

7 @ ,’ und dureh die Beziehnng
Fd ¥ .
,/ ’ clga = L pestimmt ist.
e 2 ; n i
i ; Hieraus folgt L'K' =
s £ '

v 4 A é) gf V?fﬁuﬂieﬁ }:Iurze
Y / / 7 . ! Achse der Umnribellipse
"% % ';:‘;- " ‘G}. & 2 hat die Liinge 2r. I;]Il.
man die Figur anffassen
kann als den Achsenschnitt eines schiefabgeschnittenen geraden Kreiszylinders mit einer der
Dandelinschen Kugeln, so muf} der eine Brennpunkt der Ellipse der Beriihrungspunkt F', von
Kugel und Bildebene sein. Den zweiten Bremnpunkt F, erbiilt man durch die Projektion des
hiichsten Punktes P der Kugel. Alle grioBten Kugelkreise, deren Ebenen senkrecht zur Bildebene E'
stehen, haben PF, zum Durchmesser. Deshalb miissen sich ihre Abbildungen in F', und F; schneiden.
Der zur Bildebene parallele griBite Kugel-
kreis BMC projiziert sich als ein gleich groBer
Kreis, der die UmriBellipse in den Endpunkten
der karzen Achse (B"C” Fig. 14) berithrt und
ihre lange Achse in B" und C' trifft.

Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion
| des Schriigbildes der Kugel, die durch die End-
~ punkte von drei zueinander senkrechten, gleich
langen Achsen gehen soll, von denen zwei in der
Bildebene liegen. Die Verkiirzung beirage g
und der Winkel 45° (Fig. 14).

Man zeichnet um den Mittelpunkt M’ des
Achsensystems den Kreis mit dem Radius r z. B.
= 3 e¢m, der die unverkilrzt erscheinenden
Achsen in den Punkten A, Q, N, S schneidet.
An AQ trigt man in M’ 459 an und macht die

Figur 14. freien Schenkel = M'F, = M'F, =~g 1= 2,5 cm.

Auf FF, errichtet man in M’ das Lot und bringt es zum Schnitt mit dem Kreise in B” und C".
Die UmriBellipse ist nun durch ihre Brennpunkte F, und F, und ibre kurze Hauptachse
B"C" = 2r = 6 cm bestimmt. Stellt der Kreis ANQS den Nullmeridian der Erde dar, so erhiilt

Figur 13.
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man z 15 die Bilder des Meridians von 90° und des Aguators al¢ Ellipsen, bei demen F,F
und’ NS oder F,F, und AQ konjngierte Durchmesser sind.
 absichtlich so gewiiblt worden, daB die

In der Figur ist das Verkilr:r.ungﬁverhﬁ.ltnis%

UmriBellipse sehr betriichtlich von dem Bilde des Nullmeridians abweicht. In welcher Weise
sich die Zeichnung bei passender Wahl von n vereinfacht, zeigt folgende Tabelle, in der fiir
r =3 em die lange Halbachse a der UmriBellipse und die Differenz a—r fiir verschiedene n

berechnet ist.

n | a a—r
1. 1 | 4,23 1,23
2. 1,2 3,905 0,91
3 1,5 3,605 | 06
Ve [ 3,354 0,36
5. 3 | 3,162 ‘ 0,16
6. 1 3002 | 0,09
7. 5 3,059 0,06

Der Fall 2 der Tabelle ist in der Figur 14 ausgefiihrt. Die lange Halbachse M'L’ ist hier
um 0,91 em griBer als r und die Abbildungen des Meridians von 90° und des Aquators greifen

erheblich iiber den als Kreis gezeichneten Null-
meridian iiber. Das ist fiir den Zeichner recht un-
bequem. Dagegen wird im Fall 6 (firn = 4) M'L’ =
3,092 cm. Es ist dann a noch nicht um | mm groBer
als r, UmriBellipse und Nullmeridian sind also, wie
die Figur 15 zeigt, nicht mehr anseinander zu halten.
Selbst bei einer groBen Wandtafelfigur wiirde bei
r = 30 em a nur um 9,2 mm linger als r sein, und

man darf deshalb ohne Gewissensbisse Ellipse und

Kreis zusammenfallen lassen.

Zeichnet man nun den Aquator und 90. Meridian
so als Ellipsen mit der langen Halbachse r, daB sie
durch die Punkte F, und F, laufen, so kinnen auch
diese Bilder nur nnmerklich von den exakten Figuren
abweichen.

Es ist eine fiir den Primaner nicht uninteressante
Aufgabe, die Grofie der hierbei auftretenden Fehler
festzustellen. Zu diesem Zweek ist zunichst diewahre

Liinge der Hauptachsen a und b z. B. bei der Aquatorabbildung zu berechnen aus ihren konjugierten
Halbmessern &' =r und b' = g, die den Winkel ¢ einschlieBen.

Die Gleichungen a2 + b® = a’* 4 b2 und ab = a'b’sin¢ liefern, wenn n = 4, r=3cm
und % = 90°, 60°, 45°% 30° angenommen wird, folgende Werte fiir a und b in em:

Figur 15.

,1|} 90{1 : ,BUE}
a 3 3,024

B ool 025 0,644

450 ale
3048 | 3,07
0522 | 0,366




~,  Da wir die korrekte Abbildung durch eine Ellipse ersetzen, die dur¢h die Punkie F, und F,
geht und deren halbe lange Hauptachse a’ = 3 cm ist, so bestimmien wir noch die halbe kurze
Achse b” der Ersatzellipse und den kleinen Winkel &, den die Achsen a und &' bilden. Aus
den leicht abzuleitenden Gleichungen b” = lﬁfn_:jﬁ?;?ﬁ; und siné = %V:: :—:: erhalten wir
dann die Tabelle:

¢ | s0° | e6ue 450 | 300
b 0,75 0,634 | 0,539 0,384
b —b 0 0,010 0,017 - | 0,018

S 10 36" 1947" | 1030’

Ich fasse die Ergebnisse des letzten Paragraphen zusammen:

1. Fiir die Zeichnung der Kugel in schriiger Parallelprojektion ist die UmriBellipse besonders

wiehtig. Ihre Gestalt hiingt allein von dem Verkiirzungsverhiltnis ;l ab. Je kleiner ;1; ist, um so

weniger unterscheiden sich die Léngen der beiden Hauptachsen. Filr n=4 kann dieser Unter-
schied unbedenklich vernachlissigt und die Ellipse durch den Kreis ersetzt werden, dessen Halb-
messer gleich dem der Kugel ist.

2. Der Winkel ¢ der Abbildung beeinfluBt nur die Lage der UmriBlellipse. Ihre lange Achse
fillt in die Richtung, in der man den zur Bildebene senkrechten Kugeldurchmesser darstellt, Die
Endpunkte dieses Durchmesserbildes sind die Brennpunkte der UmriBellipse,

3. Der Aquator und 90. Meridian werden fiir n=4 mit ausreichender Genauigkeit als Ellipsen
abgebildet, die durch jene Brennpunkte laufen und deren lange Achse ein Durchmesser des in
natiirlicher Grifle erscheinenden KugelgroBkreises ist.




., Da wir die korrekte A
geht und deren halbe lange
Achse b der Ersatzellipse

den leicht abzuleitenden Gl

dann die Tabelle:

Ich fasse die Ergebnis
1. Fiir die Zeichnung ¢
wichtig. Thre Gestalt hiingt
weniger unterscheiden sich |
schied unbedenklich vernack
messer gleich dem der Kug
2. Der Winkel & der A
fillt in die Richtung, in der
Endpunkte dieses Durehmes
3. Der Aquator und 90.

abgebildet, die durch jene |
natiirlicher Grile erscheinen

Druck von R, Nischkowsky in Breslau,

lie durch die Punkte F'; und F,
men wir noch die halbe kurze
Achsen a und a’ bilden. Aus

b J/aT—a% .
6 = 5 sa—pe erhalten wir

ist die UmriBellipse besonders
1
n
| Fiir n=4 kann dieser Unter-

is ersetzt werden, dessen Halb-

|

mriBellipse. Ihre lange Achse
& geldurchmesser darstellt. Die
F‘u riflellipse.

hender Genauigkeit als Ellipsen
Achse ein Durchmesser des in

o
ab. Je kleiner = ist, um so




	Titel
	[Seite]
	[Seite]

	Abschnitt
	[Seite]
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	[Seite]


