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[Die andern Gruppen enthielten unter A) die Frage nad
per Diffeveny von u bez. v bez. w und X einerz, der Summe
pev bier {ibrvigen anbdeverfeits, joie dic nad) ber Summe von
allen. finf. B) entfprechend, ald Verhaltniszahlen jedodh
6:5:4:3 beg. 3:4:5:0 be3. 4:5:6:7. ©) gleidhlautend. |

Stapifel IL
Reduftionen und Gegenreduftionen r; R (el

r. Sommt in cinem Aggregat ein Glied wiederholt vor,
io redbuziert man (fiivzt ab), indem nan es nnr einmal jdhreibt
und Hinter dem (einem) - bey. — bdesfelben uotiert, wie oft
e vorfommt. R B. a—b—b-4c4+a—b-+4c+c—Db
vedugiert man u 2a—4b-4+3c. — Die (Biffer) Notij
nennt man Kodffizient der vedbugievtenw 3dahlung, diefe jelbit
bag Produklt!’) von zwei Bahlen. J[n unferem Veijpiel
erhielt man ein WAggregat von drei Produften ald Gliedern.

Bemerfungen, Vei bder Anivendung von r bedarf man
in geiffen Fallen ein Sonderungdzeichen, namlid) einen Punftt
(- ober ><). Da man nun bet Produften bag bdeven Sinn o
angemefjene ,mal” gerne fpridit, fo wird der Punft gewdhnlid
ald Multiplifationdzeiden angejehen, eigentlih ohue NRedht'?),
benn bdie Regel r tweify nichtd von einem Punff. JNur in den
Sillen, wo eine beftimmte 3ahl; ohne da ihrv eine Kette vov-
audgeht, wiederholt ift, braudt man ihn. So jdveibt man,
um pon der Bahlung 38 die Neduftion von 3 Jdhlungen 8 3u
untevfdeiden, fiiv lepteve 3 - 8; ober fiiv —2 —2—2—2—-2
jest man — 5 - 2. Fovmen mwie — 221 . (—9) und — 221 (—9)
bedeuten bereitd genau das gleiche. RKommi vollends eine un-
beftimmte Bdahlung iiederholt vor, fo bleibt der Puuft n Dder
Kurzidrift vegelmdfig weg, ohne daf vevivehrt ift e ,mal”
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u fpredpen. — 2Auf die Form — 224 (—9) jtot man bei Re-
buftion ded Aggregats, weldes aud 22 Gliedern — (—9) und
einem BHalb jo grofen gefitgt ift (pad namliche ie ein aus
46 Gliedern Halb jo grop ald — (—9) bez. je 4% gebildeted
Uggregat). Beim Lefen diefer Fovm nimmt man in Gebanfen
eine Sonderung ded durd) den Kodffizienten abgefpaltenen ,—"
und feine Lerfnitpfung mit dbem Koéfjizienten vov, inbem man
bie Form als 223maligen Wegfall des Nadteils 9 deutet. Dem
fommt die Mathematif entgegen dadurd), daf jie — 224 alj
SKoéffizienten im erweiterten Sinn gelten (Gt und {id
fo den Borteil fichert, daf der Koéffizient genau vie eine jede
Adahlung alles mbgliche, aud) ein negatived, jein darf. — Daf
3:8=28.3 ijt, wifjen wir lingft. Gbenjo, dak e3 anbere
Rahlen mwie 3 und 8 fein fommen. Wucd) 225 und — 9 fonnen
e3 fein und s gilt — 22} (—9)=—9(—22!). Fapt man
namlid den Koéffizienten i der eben cvlauterten Eriveiterung
auf, fo hat man linfs den 22Imaligen LWegfall ded Nadhteils 9,
ved)td den 9maligen Wegfall bed Nadhteils 225  Beidbes (it
Bovteil im Betvag 2021, Den Koéfjizienten in der urjpriing:
(ichen Vejdranfung genommen, jo hat man [linfd dad aus 224
Adhlungen — (—9) bez. 9 gebildete Aggregat in Kurzjdrift
por fidh), vedt3 bdiejenige ded aus 9 Gliedern — (— 223) bes.
—+ 224 Dbeftehenden Aggregats. Beidemal evhialt man, twie jdhon
oben, 2021, Wad mwiv aud) fitr awei Sahlen Haben, ob toir,
allgemein ausgedvitcft, a und b Haben, jtetd gilt ab="ha d. §.
bie Neihenjolge der Faftoven einesd Produfts ift ohne
Ginfluf auf dejjen Wert, Man nennt namlid) im Produft
pon 3toei Bahlen jede derfelben, dad ,LWas” der Wiederholung
nicdht minder toie deven ,Wie”, Faftor und betont mif der
Gleichbenenmung, daf beide die Nolle taujden Fonnen. Nidi3
fieht im Weg, den wivtlidhen Vorgangen nadyfommend, Pro-
putte von mehv al3d zwei Faftorven zu bilben, und aund
ba gilt der Bodwidtige Sab'®). JInfolge der 3weifaden
Aujfajjung ded RKoéffizienten diirfen bdabei die
und —, welde die eingelnen Faftoven als Vorvzeiden
fiibren, jamt und fondbers ald Beiden einmer einjigen
an Faftor 1 gefniipften Kette gelten.

R. Sommt in allen Gliedern eined 2Aggregatd bder
namlide Faftor vor, jo jdreibt man ihu nur einmal neben
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(vor oder Bhiuter) bdie UmElammernng bded Aggreqatd vhne
diefen Faftor in den cingelmen Gliedern 3u wiederholen.
Bum Beifpiel veduziert man 2a — 2 ab— 6 ac—+ 3 ad beliebig
ma (2—2b—6c¢c+3d) odber2a(l—b—3c+4154d)
ober —2a(—1+b-+3c—1,6d) u. dgl. mehr.

Bemerfung. Die durd) R getwonnenen Neduftions:
formen findb (ebenfall3) vollivertige Beichen fiir bie vedugievten
Ngqregate. Man nennt joldhe Form ,dvas Produft von
einem Aggregat mit einer Jahl”. Oben war es bag Pro-
puft bon Pem in Klammern gefafpten WAggregat mit der jemals
poraudgehenden Jahl abez. 2abez. —2a. Der Name ift u
NRedht gegeben; denn betvacdhtet man mx —nx—+px, fo fann
man redugieven ju X (m — n—p); man fann aber aud) aufldjen

1 2 x
au pem Aggregatm —n—+p-+m—n—4-p...-4+m—n-}p
und erfennt BHievin thatjacdhlih bdie x-fache LWiederholung bes
Aggreqatd m —n—4p, iie ed der obigen Deutung bder NRe-
dbuftion X (m —n--p) entfpricht [vergl. aud) die Deutung
bonn— 221 (— 9) in ber Vemerfung 3u r]. — Den beifpiels-
ieife angefithrten Nedbuftionen entnimmt man nod) den Sah:
Dasd Produft von zwei Bahlen jtimmt itbevein mit
pem Produft von deven Gegenjiben').

0. @3 perlohnt fidh), die fpater eingehend zu evdrternbe
Regel DBereitd jet au Denitben: Kommt in einem Produft ein
aftor wiederholt vor, {o fdreibt man ihn nur einmal und
uotiert ved)ts oben, wie oft er vorfommt, Sum Beifptel ve:
bugtert man 2abe - 4ac - 4 abd ju 2°a’b*c*d. — Die erhaltene
Kurgidrift ijt ein dollivertiges Bafhlzeichen, heipt Potenz des
fpieperholt auftvetenden Faftors bez. ihrer Bafid; bdie Notiz
veht8 oben ift der (Potenzz) Crponent. — Obige Form ijt
ein Produft, bdeffen Faftoven bdie Potengen 2%a’bxe*d? —
foie man fiiv d jur Befrdftigung, daf ed einmal ald Faftor
gilt, f{dyveiben darf — find.

Ne. 1. Bardey'®), &. 12, die Aggregate unter 18 ujanmens:
jufaffen! Probe mita——1;b =2;x= — 3!
V. H. b. R. n.
"—x+t+a—b+T7a—x-+}+28—3b42x—10-42—3a
~+ 2x — ba-43b+a—=2x — 6} 3a.
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— Die angegebenen Werte eingefeht, jo fommt  J ) Lo 1)

L. 743 — 1ﬂ5-7—l—3—‘3—6—6—10—}—.‘3—}—3—6
+ 546 — 1 beg. — 153

R. — 6— 6 — 3bes. — 15, tie L. fteht und jein joll!

Nr. 2. Toie miflen a; b und x gewdhlt werden, joll Der bei
Y RNr. 1 gegebene Auddruct gu O fwerden und x Halb
jo grof al3 a fein?

Fitv en Ausdbrud faun wman feine vedugievte Form Dbe:

-4 nitgen. G f. §. 2x—64-3a=0 (Hauptgl.); ferner2x—=a
: (Nebengl). & b H. g L2 Ronoa— 6 -+ 3a = 0 bez.

ja—60e3. a=-13; aljo x=1%; b fann jebe Bahl fein. Die

Aufgabe ift geldjt™®).

Rr. 3. B, ©.30und 31,3:8:13;.- .-, fernera-4-a-4-a{-a=!

....23) ax + ay 4 bx + by —a(x+yY)+bE+Y)
— (x+Y)(a+{Db) ober aud...-=x(a-+b)+y(a+b)

—(a+b)EX+7y) — Hinteis, dap der Wortlant von R
pem Verfahren nidht entgegenteht. An welchen €aty evinnert dev
poppelte Ausgang?

28) ab Ha—bl1=ab—1)—(b— DN=(b—1)(a—1)
oper aud) ---=(1—Db) —a (1l —Db) = (1—Db)(L—a)").
— n toeldhen Safs evinnert hier dev poppelte Audgang? (Levgl.
aud) RKap. I, Nr. 18.) 28,) {0n2}-21 xy — 1inx — 15 ny
—5n(2n—3y) +7x(_3Y -{—_211):(211——33-*) (bn —Tx).

— Gine Rahl und deven Gegenjap find im Grund die nam=
fiche Babl wur mif bev gegenjatlichen Cinweijung in bie Vex=
fnfipjung mit andern Sahlen. Davauf oder auf den Sdluf:
abfas in dev Bemerfung u B it fid) dev hier angerendete
Diechanidmug, welder unter oie Nubrif: Verwandlung
einev ,—“Nedutftion in eine - Redpuftion fallen
mag. 94) 2ax —bay+a—2bx+4Hdby —b=:--. Ein
Faftor oird preiglicpeviges Aggregat! Man fann fid) da
fragen: it e3 in dhnlicyen Fallen vorteilhafter das Aggregat
in jwei Gruppen von je prei Gliedern, odev in drei Gruppen
pon je atwei Gliedern Fu fiberfchanen? [Jn allen Féllen aber
Gruppen von gleichviel Gliepern!] 34,) Wmformung!

(x—y) (3a-+4b) + (3b—4a)(_ y+X) +2(x—¥)( 4b+8)

— (x—y) {(Ba--4b)+(5b—4a)+2(a—4b)}*)
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= (x—y) {3 a—4b--6b—4a-{-2a—8b}=(x—y) (a—-D).
ata—tata—a(lt1414+1)—4a

Benterfungen, Aus dem lehten Beifpiel wird flar, in-
wiefern R auf r im audgezeichneten Fall hinausfommt, r alfo
al8 Unterfall in R begriffen ift. — Bei andevenr Beifpielen er-
gibt fih al8 Negel: it eine Sdhlung ein von Klammern
umijdlofienes Aggregat mit dem Borzeidhen 4 bez —,
fo darf fie erfelt werdben durd) das Aggregat Dejy.
deffen Gegenfa. — Die Hauptfacde jedodh ift: ©3 hat fidh
eine neue Neduftionsform, 9asd Produft von atwet ggres=
gatew, ald bolltwertige Zahlform eingeftellt, Man fonnte in
ben Dbetreffenden Fallen Gruppen von gleichviel Gliebern mit
je einem gemeinfamen Faffor mwahrnehmen und dann iebe fo
vedugieven, daf bie Gefamtheit Der evhaltenen Produfte die Ne-
buftion ivieder erlaubt Hat'®), Wir Haben bie Vevanlafjung,
eine 3weifade Handhabung von R anguerfennen: 1) Die
ein Gefamtaggregat fofort umfafjende: jie fiubrt 3um Prodult
eines Aggregatd mit einer Rahl. 2) Die erft Gruppen von
gleichviel Gliedern und banad) deven jamtliche Neduftionen um-
faffende; fjie fiithvt gum Produft von zwei Agaregaten. IRo
beide Hanbhabungen mdglidy find, empfiehlt ed fich die gruppen-
weije Jerlequng 3u wihlen. Die bisherigen Edbe fitr Produkte
gelten fovt, ob viel, 0b twenig Faftoren Aggregate jinh. — Vor
vem Verjud) der Reduftion von bdievgliederigen Aggregaten 3u
Prodbuften von 3iwei jweiglicdevigen vefp. ju binomifdhen Faf-
toven follte man fidh vergemwiffern, ob man gum Ziele fommt
be3. ob das Aggregat in 3weifader Weife aua 3ivei Bielfaden
je eined Binoms gufammengefetst ift, 5. 5. die Cigentiimlich-
feit De3 Aggregatd dev vier Glieder einer geometrijhen Pro-
portion geigt. Bei allen bearbeiteten Beifpielert diefer Ant ift
thatjacdlich) aud) dad Produtt von wei beftimmten Gilie-
bern bed Aggregatd gleich dem Produft Her jvei an-
bern. Nod) mehr; [aft man {bervall die Roéffizienten aufer
Spiel, fo bleiben Glieder von dor Ant bevjenigen einer geo-
metrifden Proportion beftehen, und audy vie foéffigienten diefer
Glieber halten eine eben joldje Proportion ein. Wo ein vier-
glieberiged Aggregat diefe Mevtmale nidt Dbefitst.
fann gruppeniveife Reduttion nidt gelingen.

.




25

Nr. 4. Bu vevjdiedenen Beifpiclen unter Nr. 3) Proben, 3um
Beijpiel gu 34,) die Probe mit x = 3; y = — 2,
a=1};b=—1,25!

Ne. 5. Obne mweiteved fteht feft: Gin Rrodutt ijt Nul,
jobald ein Faftor Null gewovden ift2?).
Davaufhin gu evmitteln, unter twelden Umftanden
eingelne Dev unter Nr. 3 beavbeiteten Aggregate
Nullwert erlangen!

for 3 -++33) Dad Wggregat ijt 0 entmweder, wenn x und Yy
' belichig, ettva 3 unb — 4, find und gilt a—b-4+c=0, was
beifpielsweife der Fall ift, fobald aufer a— —Hunpb =4
nod) gilt ¢c=9; ober, wenn a, b und ¢ beliebig, etiva
53— lind und x ber Gegenfap ju y, etwax=>5und
y=—>50 ijt. — 34,) Dasd Aggregat ift O entiweder, wenn
a und b beliebig, etwa O und 1, find und 2m —3p=20
beg. m und p jid) wie 3:2 verhalten; oder, wenn 2l a-+b =0
ijt beg. & und — b fid) tvie 1:21 vevhalten, wahrend m und p
beliebig find.

L

Nr. 6. PLroben 3u Beftimmungen unter Re. H!
++:33) I) Die fejtgefesten Werte a=—25,....eingefelst,
fo twitd bdas vorgelegte Aggregat d. M. m. 3...-.. IT).....
34;) 1) Den Ermittelungen entjpr. a —h —1:im — 3 B
p=2E in da8 Aggregat eingefest, fo . 5. N. n
3(2-0+7-1) R-3E—3.2E) -5 (3.0—4. 1)
(2-3E—38.2E)=3.7.-0-+5.(—4).0=0,
. e. {. f.! II) hiex fommt 5. N. n.
SRE—147E) 2m—3p)+4-5 (BE}-84E)(2m —3p)=.. ...

Rr. 7. B, S. 18 und 19, Auswahl unter 40) — 57.)!
oo 44)) Umformung:
3a(a—c)b—b (2b—38a)c— (8a—2¢) b2b? . (hat-a)
=3 a’h —3 abc — 2b% —+ 3abe — 3ab? 42 b2c |- 6 ab?
=3da’h+3ab’=3ab(a-b)). — Bon welder At it
ver bovgelegte Augdruct, bdesgl. jede einzelne Umfornung ?
Hiev fam die nad) dem Wortlanut von R felbjtverjtandliche
Regel gur Anwendung: Da Produft von einem Aggre=
gat mit einer Zahl ftimmt fbevein mit dem Aggre-
gat dev Produtte®), welde man evhalt, wenn man
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jebed Glied jened Aggregatd mit der Bahl multi:
pliziert??).

Ne. 8. B, ©. 19, Auswahl aus 60) — 65) &. 20, Augwahl
aug 110) —110,), ©. 21, Auswahl aug 125) — 125,) i

. a.!
oo Dem Gang vieler Beifpiele entfpridht die folgende -
Negel: Dad Produft von zwei Aggvegaten ftimmt ."*'

fibevein mit dbem ggregat von Produften, welde
man exhdlt, wenn man jeded Glied bed einmen pon
jenen Aggregaten mit einem jeden dbed anbevrn multi-
pligiert.

Nr. 9. Ausgezeidnete Produlfte. Ausdwahl nad V., ©.19
und 20 aug 66) — 83) und 90) — 108) u. a.!
... Borftehend fann man gwei Avten von Beifpielen, bei
toelchen die Aufldfung toefentlidje AbElivzungen evlaubt, unter=
jcheiden. Bei der einen Art wav ftetd ein Aggregat mit fid
jelbft ju multiplizieven, gu quabdrieven, wie man fjagt. Von
getiffen Gliedern, weldhe man erhielt, jtand im Vovaus feft,
paf fie cin 3iweited WMal vorfommen miiffen®*). Diefen Um-
jtand bevitctfichtigt die Negel: Dad Quadrat eined Aggre=
gatd ftimmt fibevein mit bemjenigen weiteven Aggre=
gat, deffen Glieder die Quadbvate allev einzelnen
Gliedber jened WAggregatd und dbie Doppelproduftte
eined jeden jeiner Glieder mit jebem vovhevgehenbden
find. Aud) wenn ein Aggregat mit einem feiner Vielfachen
multipliziert tverden foll, [eijtet die Jegel gute Dienjte. —- s
Sm andbern Fall jtand fogleid) feft, Daf von getvijjen Glicvern
aud) bie Gegenfie evhalten werben und mit diejen entiallen.
Dem entfpricht die Negel: Dasd PLroduft aus der Summe
imweier Bahlen, gleidhviel ob einfader ober 3u-
fammengefetter, mit deven Differenz jtimmt iiber-

;‘\

ein mit dev Differeny ber Quabdrate diejer Bahlen.

Nr. 10. RBerlegung trinomijder Stufen®),
2m?’ —3m—4m-4+6=m@m—3) —2(2m —3)
=Rm—3)(m—2);.----
3—T0x*—29x—=3+4+6x—3bx—T0x*
=3(142x)—3BxA+2x)=(1+2x)B—5x);
3 —T0x*29x370x2+3+29x;70x* —29x 435 --.:.-
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6(a42b)?x*—5H(2b-+4a)*x 48x*
—=8x*—4(a+2b)*x?410(a42b)*x’ —bH (a2Db)*x?
—4x*{2x — (a4-2b)*} + 5 (a+2b)*x*{2x— (a|-2b)?}
—=x?(Rx—a?’—4ab—4b?) (4x-+5Ha*-}20ab-420b?);
43{4-—-—36}'2?5[;—41(4——'12}22}'Z3+_[_QX?‘}'Za—r36}'326:----%).

Bemerfungen. Dreigliedevige ggregate, von welden bdie
Glieder in eine Neihenfolge gebracht twerben Fonmen, daf bes.
einer oder mehreve Wrten unbeftimmter Faftoven gleihmagige
Abminderung bez. WMehrung in der Haujigleit des Vorfommens
pon Glied zu Glied beobadhtet wird, heigen gefjtufte Tri-
nome obder trinomijde Stufen. — Sm erjten der obigen
Veifpiele fomnte dad Aggregat auf eine trinomijhe Stufe u-
fammengezogen fwerden (m be. m' ift die u bHeobachtende
Mindevung ded Faftorenbeftanded bez. die bftufung ded Tri:
nom3 von Glied gu Glied). Dod) jihe man der neuen Form
nidht unmittelbar an, dafy fie veduftiondfdhig ijt. Jene Form
dagegen Dbefist bie unter Nv. 3 Hervorgehobenen Merfmale da-
fiiv,  Wlan tweify jedod) unter Veniibung ded Umitandes, daf
ber Roéffizient der Iwijdenitufe die Sunume von einem Faftoven-
paar bed Produltd derbeiden anbern Koéfjizienten ijt, die tri-
nomijdhe Stufe jum veduftiondjdhigen viergliederigen ggregat
umgujormen und gelangt dadburd) jur Neduftion der Stufe jelbit.
Der BVergleih bdes allgemeinjten Produftes von Aggregaten,
weldhed trinomijche Stufen liefevt, mit der Neihe der 1berginge
au feiner fuvventen Fovm Deftatigt die Nidtigfeit der fiiv den
eingelnen Fall pajjenden Aufldjung3iweife flix jeden anbeven
dentbaven Fall. Man hat namlid

(A X+-B)) (A, X+4-B,)) =A; A, X*+A, B, X+A, B, X+B, B,
—A, A, X2+ (A, B, +A, B,) X+ B, B,.

— Auf die Koéffizienten fein Sewicht gelegt, fo ijt die Swijden-
jftufe eines gejtuften Trinomd bdie mittlere geometrijhe Pro-
povtionale u den jwei andern. Gin joldhes Trinom ift dem:
nad) vebuftionsfahig auf Grund bded teiteren Wmitanded, daf
per Roéffizient dber Smwijdjenitufe die Summe von 3wei Faftoren
ift, in tveldhe Dad Produft der anbern Koéffizienten erfallt.
Die giinjtige  Sevipaltung bder IBwijdenjtufe ivird Ddadburd
moglid).
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Nr. 11.  Bejtimmungen gu 0 an eingelnen unter Nv. 10 be-
avbeiteten frinomijen Stufjen! PRroben!

MNr. 12. Cine Gvofmutter und ihv CEnfel, welder dag Gym:
najium bejudyt, wdahrend die Grofmutter ungewdhn-
lihe mathematijhe Kenntniffe befitst, veifen mit ein-
ander und tverben bon einem Witveifenden [dftig
audgefragt, sulelst fiber ihr Alter. Da antworteten
jie a8 Gleihe und dennod) vichtig. Der Fragende
palt fid fitr gefoppt und ftellt dag Fragen ein. Wie
alt tar jeded, indem bdie Antwort gleicher Weife
gelautet hat: Die 85fache Wienge meiner Jahre ijt
1000 mefhr al8 diefelbe mit ihr felbft multiplizievt?27).

Dad Wlter der gefragten Perfon zu x Jahren ange:
nomnter, o 1jt die 8Hfache Wienge der Jahre 85 x; fie ijt
aber aud) bie mit fich felbjt multiplizierte und nody) um 1050
erhohte WVenge; fie ift x* 4+ 1050; baher muf fein

8D X = x* - 1050 be3. x* — 85 x -} 1050 = 0 be3.
x?2—15x —70x+41050=00be3.x (x—15H) — 70 (x—15)=0
be3. (x —10) (x —T70) =0 be3. entwederx — 156=0,
aljox=15o0derx— 70 =0, aljo x =70.
Die Grofmutter fonnte nuvr 70, der Enfel Hlog 15 Nabhre
alt fein.

P

Sapifel Ila
Divijion. Gebrodyene Sahlen.

Pe. 1. Wie erhalt man 4 a; — a'; — 2a’he; 4 a 4 at und
2a*(l—a) aus a!

Man evhilt dag Gewiindte, wenn man 4; — a’ — R abe;
4+ a’ 2a(l—a) zgu aald Faftor jtellt, bez. a damit
multiplizievt. — Das Multiplizieven ift angewiefen und (ab-
gefehen bon moglichen Veveinjadhungen) vollogen durd Hloges
Nebeneinanderftellen dev Faftoven?®). Jnbdefjen muf die Ver:
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