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Sur Methode der Anflofung von planimetrifden Confreuctions -
und trigonometrifden Redenaufoaben, insbefondeve folden, die das
Dreiek betreffen.

I.

Werwendung dev fity ein gegebenes Dreiedt veveinbarfen Symbole Gei geomefrifden
Conflrnctionsanfgaben wnd bei trigonometrifdien Wedienanfgaber.

JNach bem Borgange von Culer bejeidynet man jeht wobl ziemlid) allgemein bdie
Geiten eines gegebenen Dreieds ABC durdh a, b, ¢, ihre Gegenwinfel®) durd) «, g, ¢
Hiernad) bebeutet dad8 Spmbol a die Seite BC ded Dreiedd ABC, ijt mit BC idbentifch;
a und BC find nur verjdiebene Namen fiix ein und dasdjelbe Ding. Wenn man aber jagt:
Gin Dreiect 3u conjtruiven aus a, b, ¢, jo Will man damit ausbriiden, daf cin Dreied ABC**)
fo conftruivt werben foll, daf die Seite BC gleid) einer gegebenen Strede a, die Seite CA
gleidy einer gegebenen Gtrede b und bie Seite AB gleich einer gegebenen Strede c ift. Hier
bedbeuten aljp die Symbole a, b, ¢ nidt die Seiten cined Dreieds, jondern brei in ber
Beidhenfladie gegebene Streden, jind aljo dburdiausd nidit mit den Seiten BC, CA, AB bes
3u confiruivenden Dreieds ABC, tweldes ja bei der Stellung der Aujgabe fiberhaupt nod
gar nicht vorhanden ift, identijch, jonbern die Seiten ded ju conftruivenden Dreieks ABC
jollen nur gleiche Grofen mit ben Streden a, b, ¢ haben. €3 ift daher durdjausd unjtatt-
baft, daB man etwa in der fiir bie Analyfis entworfenen Figur dbie Budyftaben a, b, ¢ an
bie Seiten BC, CA, AB ober die Budftaben «, f, » in bie Winfel CAB, ABC, BCA fefit.
Wag hier von den Seiten und Winfeln gefagt ift, gilt audy fiiv beliebige andere gegebene
Ctiide ded Dreieds. Nun ijt e3 unmdglich, die Bedbingungen, tweldye ein ju conftruivendes
Dreied erfitllen foll, einfadher und prdcijer al8 dadurdy ausjudriiden, dah man biejenigen

*) Die Ausbriide , Begenwintel von Seiten eined Dreieds”, , Gegenwinfel eined Bieveds” mogen
woll Bei Bielen Anftofi ervegen, weil dad MWort , Gegenwinfel” fGon die befannte BVevmendung Dbei jwei
@eraben, bie von einer britten in ywet Puniten gejdnitten werben, gefunden Hat; idh meine aber mit Unvedt,
TMWarum joll dafjelbe MWort nidt in verjdiebenem Sinne gebrandt werden biirfen, wenn nur jedbe Jmweideutig:
feit ausgejdlofjen tft? 1nd ijt e8 jweidbeutig, wenn id 3. B. jage: ,An parallelen Geraden find bvie Seqen:
winfel qgleich’; ober: , Wenn jwei Seiten eined Dreiedd gleid find, jo find aud) ihre Gegenmwinkel gleid”;
ober: ,Die Gegenwintel eined Pavallelogramms jind gleidg ?

**) @8 ift natitelidd an {id gleidgiiltig, ob man die Edpunite bed Dreieds durd) A, B, C oder
burd) beliebige anbere Budjtaben P, Q, R begeidnet, dod) jur leidieren BVerfidndigung swijden Lehrer und
Sdyitlern empfiehlt e8 fid, in der ©dule aud) dariiber ein gewifjed Uebereinfommen ju trejjen.
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Stide, welde eine gegebene Grie oder ein gegebenes Verhiltnis Haben jollen, durdy die
fiir ein gegebened Dreied vereinbarvten Vejeidnungen angiebt. €3 Tann daber nidyt
siweifelbaft jein, daf bei der Stellung von Dreledsaufgaben, wenn s angeht, mur dieje Form
su fodblen ift. Dann aber balte id) e3, um Verivirrung ju vermeiden, fiir durdjausd geboten,
bei Gonftructionsaufgaben bdie fiiv ein gegebened Dreted wvereinbarten Symbole von
ber BVerivenbung jur Bejeichnung von Grifen, die nidyt gegeben find, gany audzujdlichen
unb bie evforderlichen Vejeichnungen dafite nur ber Figur ju entnehmen. Was bon den
einfaden Symbolen gilt, gilt namentlich audy von ben sujammengejebten fiiv Summen,
Differensen, BVerbhéiltnifien von Grifen u. | w. Gehbrt 5. B. der Ueberfdufy der Summe
sweier Seiten eined Dreieds fiber die dritte yu den gegebenen Gréfen und wird diefe, wie
getwdbnlich und twedmdpig ift, durd) a 4- b — ¢ Dejeichnet, fo Dedeutet Diejes unger-
trennbare Symbola + b — ¢, eigentlidh (a 4 b — c¢), eine Strede, und in bem ju conz
fieuivenden Dreied foll BC + CA — AB eben biejer Strede gleid) jein. 3Jft das Berhalt-
nis a:b gegeben, fo bebeutet das foviel ald: Jn dem verlangten Dreied ABC jollen die
Seiten BC und CA fidh verbalten, wie jvel gegebene Streden m und n (nidt a und b)
ober tvie jwei gegebene unbenannte Bablen m umd n. TWenn a2z — b2 gegeben ift, jo foll
vamit gefagt werden, dap in bem verlangten Dreied bie Differeny der Quabrate iiber den
Seiten BC und CA einer (getwdbnlich in Form eined Quabrats mit gegebener Seite, 3. B.
q2, De3 Quadratd iiber der gegebenen Strecde q) gegebenen Flddhe gleich jein joll. €3 ijt
wobl ju beachten, daf jolhe Ausbriide wie a - b — ¢, b2 — 2, be u. f. . ungertrenn:
bare Shmbole fite eine Grisfe find, die man unter Winjtinden swedmifig duvd) bejonveve
Eﬁudp”tabm erfeit (was idy jcbud; fo viel wie miglich vermeide). Wie ed nun nidht ju-
ldjfig i, die U[cu{mnq BC 4+ CA = a + b zu bilden, wenn 3war a 4 b — ¢, nidht
aber a - b ober a undb b gegeben finb, ebenjoivenig barf man bei Behandlung einer vot:
liegenden Gonftructiondaufgabe mit vein geometrijher Analpfis (. unten Seite 10) aud den
gegebenen Streden a —1— b und a — b bie Gleichungen

a (a b) 4 (a — h)] b= g(il- +b) — (a — h};

ableiten, da die Etlecﬁn a und b nidit gegeben find. Bei der Vefprechung und Durd):
nafme der fogenannten Data im Allgemeinen, oder wenn man fury die Ldjung einer Auf:
gabe anbeuten twill, mag man fid) immerhin des usbrucs bedienen: Mit a 4 b und a.— b,
oder mit a -+ b und a:b w. {. w. jind die Strecden a und b gLJE[‘rCII nidht aber halte id) diefe
Nusbrudsiveife fiir zuldjfig bei einer wolftdndigen Bearbeitung einer Aufgabe, wic man fie
pom Sehiiler verlangen muf. Wie idy meine, daf derartige Aufgaben su behandeln jeien,
migen folgenbe Beijpiele jeigen.

Aufgabe 1. ‘Drcicc’ﬁ au3 a + b, a — b, 7.

Analpiis (Fig. 1). jei ABC bas verlangte Dreied, b. b. 8 fei BC + CA=a -+ b,
BC—CA=a—b, £ L{).‘L_.yf) Befdyreibt man mit CA um C den Kreis, der die
Strece OB in D und ben Gegenftvahl von CB in E fdneidet, jo ijt

BE=a-++b, BD=a—b,

*) G5 mag an biefer Stelle die BVemerfung Plaf finden, daf die Analyfis meined Crvadytend jtets
mit einer Ginleitung, wie id ed nenne, beginnen muf;, welde bie Bedingungen enthilt, bie dad ju conjlrui:
venbe Dreiect erfiillen joll. I Halte eine jolde Ginleitung jur Orientivung und jharfen Aufjafiung der
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alfo find bie Puntte B, E und D Beftimmt, und dbamit aud) ber Puntt C als Mittelpunit
ber Ctrede DE.  Gin Ort filr A ift ber Strabl CA, beftimmt durd) den Winkel BCA = »,
ein siveiter der Rreid mit dem Mittelpunite C und dem Nadiug CD.

GConftruction (Fg. 2). Conftruive die Strede BE gleid) a + b, befchreibe um B
mit a — b einen Sreigbogen, welder die Strede BE im Punfte D jehneidet, halbive dic
©trede DE durd) ben Punlt C, lege an bden Strahl CB den Winkel p an, beffen freter
Schenfel den mit CD um C bejdyrichenen Kreis in A fehnetdef, uud jiebe ADB.

Behauptung. ABC ijft das verlangte Dreied, b, . o8 ift

304+ CA=a-+b BC—CA=a—b, £BCA=y.
Beweid. Nacdy der Conftruction ijt
BE=BC -+ CE=a- b, ¢FE = CD =CA,
aljo BC + CA =a 4 b. Ferner ift nach der Eonjtruction BD = BC —DC=a—b,
aljo BO — CA=a — b. Gndlid) ift nady der Conjtruction £ BCA = 9.

Determination. DasDretec it miglich und eindeutig beftimmt, wenn a-h>a—Dbift.

Aufgabe 2. Dreied aus u — v, u:v (=m:n), h. (u und v beseichnen die 2Ab-
jdmitte, in tveldhe bie Seite a burd) die Palbirungslinie des Winfeld « getheilt iwird;
u liegt an C).

Analpfis (Fig. 3). €3 fei ABC da3 verlangte Dreied, . 0. 3 fei £ CAD = DAB,
DC—BD=u—v, DC:BD =m:n, AE | BC, AE=h. ®Bejdjreibt man um D mit
DB einen Sreisbogen, ber die Strede DC in F jdmeidet, fo it FC=u—y, aljo find
bie Punite I' und C Geftimmt. €8 verfilt fich ferner DC:DF = m:n, alfo ift bev Punkt D
als bderjenige Puntt beftimmt, weldher die Strede CF nady dem Verhéltniffe m:n in dupere
Abjchnitte theilt. Gin Ort fiir B ijt der Gegenftrahl von DC, ein siveiter ber Kreid mit
bem Mittelpuntte D und dem Radiug DF. Da CA:AB = DC:BD ijt, jo ift ein Ot fiir
A ber Apollonifhe Kreis fitv bdie Punite C und B und bas BVerhilinis DC: BD. Gin jtveiter
Ort fiiv A Dejtebt aus den Pavallelen ju BC im Abjtanve h.

Conftruction (Fig. 4). Conjtruire die Strede CF=u — v und theile fie durd)
ben Paunft D jo in dufere Abjhuitte, dap DC: DF = m:n ift, bejchreibe um D mit DF
einen Kreisbogen, welder ben Gegenftrabl von DF in B jdneidet, conjtruive fir bie Punite
C und B und vbas Berhiltnis DO: BD bden Apolonifdhen freis, welder von einer im Ab:
ftande h su BC gejogenen Parallelen im Punkte A gejchnitten tird, und jiehe CA und AB.

Behauptung. ABC ift das verlangte Dreied, d. h. ¢3 it £ CAD =DAB;
DC —BD=u—v, DC:BD=m:n und, wenn AE | BCijt, AE=h.

Beweis. Nach der Conftruction ift DC — DF =u — v und BD = DF, aljo
DG —BD =u —v. Ferner verhilt fih DC:DF = m:n, alfo audy DC: BD =m:n.
Da A ein Punft bes Apolonijhen Kreifed fitv die Punfte C und B und das Berhltnis
DC: BD ift, §o ift CA:AB =DC:BD, aljo £ CAD = DAB. Endlid) ift AE=h, foeil
A in einer Parallelen ju BC mit dbem Abjtande h Liegt.

Yufgabe flir unumgdnglid nothmwendig. Hommen bdarin Stiide vor, weldje nidt Seiten oder Wintel find,
3 B. Pohen, Shwerlinien u. §. w., fo find fie ald folde su Govatierifiven, ehe vonfihnen ctwas Anbered
(Grife, Berhiltnid w . w.) audgefagt wivd. MNad) ver Confiruction wicd in einer Behauptung, dev i) am
Tiebften einen Befonbeven Abfak eingeviiumt fihe, audgejproden, daj dad conftruirte Dreied bie gegebenen
Bedvingungen wictli exfllIL,
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Determination. €3 muf m > n und h darf nidt groper als ber Raviug des
Apolonijchen Kreijes fein. Der Punlt D ift ein Punft desd Apolonijdhen Kreifes; G fei ber
Gegenpuntt deffelben und M der Mittelpuntt der Strede GD. T it )

DC:BD —=GC:GB=m:n,
(@—v):BD=(m — n):n.

BC:(u —v) = (m -+ n): (m — n),
GB:BC =n:(m — n),

GB:(u —v)=(m 4 mn:(m - n)2

Pl (i = =n)n s R R AT S T AN s
B ER | (m — n)2 e e (m — n)?2 (s
i e e
m — n)?
€3 ijt daher dad Dreied eindeutig ober jlveideutiq Deftimmt, je nadbem
hiimt e BT N el
< (m — n)? )

ift.

Gang anbers liegt die Frage fiber Bertvendbung bder vereinbarten Symbole, wenn
aud gegebenen Gtiiden die iibrigen durd) Recdhinung gefunden werden jollen, aljo befonbers
bei trigonometrijdyen Aufgaben. Hier wird gar nidt wverlangt, baf ein Dreied ABC ge-
seidnet twird, jo daf gewiffe Stiicke besfelben eine gegebene Grdfe ober ein gegebenes BVer:
Diltnis haben. 9Hier fann man fid) bag Dreied ABC al3 gegeben benfen und febt nur die
Mapzahlen geviffer Stitde ald befannt vovaus, die man etiva durdy divecte Meffungen obev
ourdy Rednung gefunden hat, Hier hanbelt e8 fic) jundchit wm die Aufgabe, 3ivijden dicfen
und ben iibrigen Stiden Gleidiungen aufjujtellen, durch deren Auflsjung die verlangten
Stiide gefunben ferden, und es jtellen bie gegebenen Stiide bie befannten und die gefudhten
Stiide die unbefannten Gridfen in den ju bildenden Gleichungen dar. Hier ift ¢8 daher ev=
laubt, audy die Stiide, weldje nidht gegeben find, durdy die vereinbarten Symbole ju be:
seichnen und biefe Begeichnungen in der Figur, wenn cine jolde erforderlidy fein jollte, an
bie Detreffenden Stitde su fepen. Nur eins halte i fiir geboten, worauf jdon vor einigen
~abrer von Sturm (in der Jeitjdhrift fite mathematifden und naturiviffenidajtlichen Unter-
ridt, herausgegeben von Hoffmann, L. S, 22, 23.) hingewiefen worden ijt, ndmlidy aud
in ber Bejeidnung ftveng. su unterjdjeiden swifden der Mafzahl einer Grife und biefer
©rdpe felbit. Wie 8 iiberhaupt im BVerlaufe einer mathematifchen Unterfudhung unftatthaft
ift, durd) ein und dasjelbe Shmbol siwei gan verjdjiedene Dinge ju beseichnen, jo fann es
audy nicht 3uldjfig fein, baf bei der Behandlung einer vorgelegten Aufgabe 3. B. basd Symbol
a bald eine Strede bald eine Jahl bebeutet. Der von Sturm a. a. O. gemadite Vorjdlag,
die Strede BC burd) a und die Mapsahl diefer Strede durdh a ju beseichnen, joheint miv
purdyaus acceptabel su fein und [aft ficdh, wie idh aus eigener Grfabrung tweif, in der Schul:
praxid mit der grioften Leiditigleit durchfiihren.
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IL.
Sdarfe Weflimmung geometrifder Qerter.

Man bat fdon foviel iber dbie Widitigheit der Untevicheibung svijdien Strede,
Strahl und Gerabde gefdhricben und fo triftige Griinde fitr ihre Nothiwendigleit beigebradyt,
baf e8 gevadeyu unbegreiflich ift, wie man fid) nody dagegen jtréuben fann, diejen Unters
jhied su macdhen. n febr vielen Fillen ift 8 allerdingd nidt erforderlid), der Bejeidnung
AB bas Wortden Strede, Strahl oder Gerade bimjujufitgen, je naddem man bdie Strede,
ben Strafl ober die Gerabe AB meint, da ber Jujammenhang oft unjiveideutig erfennen
laft, was gemeint ift. Wenn i 3. B. die Gleihung AB = CD bilde ober vom Mittelloth
pon AB ober von AB al3 Seite eines Polpgons fpreche, fo ift e8 ungweifelhajt, dbap idy die
Strede AB im Sinne habe; ijt von AB als Sdenfel des Winfeld CAB bie Rede, fo fann
nut ber Strahl AB gemeint fein; und gebraudye idy ben Ausbrud: AB it parallel CD, jo
ijt 8 felbftverftindlich, baf AB al3 Gerabe gedadt werben foll. Jn andern Fillen da:
gegen, insbefonbere Gei Punktbeftimmungen dburdy geometrijdye Derter, halte idy e fiir durd):
aus geboten, fich der grofiten Schirfe und Genauigleit su befleipigen und jtetd die Beftim:
mung, ob Strede, Strabl ober Gerade, hinyuzufiigen. €3 todre su winjden, dap audy die
Unterjdpeibungzwijden @ runbieite und Grundlinie ivie inder Sterevmetrie swijden G rund=
flache und ®rundebene, allgemein wiirhe, und daf man filr bie BVerldngerung ded Strahls
AB {iber den Yusgangdpunft A hinaus die Benennung , Gegenfirahl von AB" gebraudhte.

Aber nicht allein bei der Angabe geometrifdher Devter, wenn diefelben Theile von
Gevaden find, pflegt man fidh ungenau audjubdriiden und fiiv Strecden und Strablen bie
®eraben, benen fie angehibren, su jeben, jondern man geftattet fich aud), und twie iy meine
mit Unredht, gange Kreislinien al8 geometvijhe Oerter anjugeben, wihrend nur die Punite
pon Rreisbogen eine gegebene Bedingung erfiillen. Wenn im eigentlichen Lehr=Curjus
geometrifhe Devter angegeben twerden, jo werden freilich meift Joldhe Ungenauigeiten ver-
mieden. Man jagt 3. B.: Dev geometrifche Ot fiiv den Scheitelpuntt eined Winkels bon
gegebener ®Grife, deffen Schenfel jiwei gegebene Punite enthalten, befteht aus jwei Kreis-
bogen, welde von diefen Punkten begrdnyt werden. Warum denn aber nidyt diefelbe Ge-
nauigfeit bei Behandlung ciner vorgelegten Conjtructionsaufgabe? Die Analyfis mup fo
befdhaffent fein, daf man, wenn man in der Conftruction fivicte nad) ben Angaben derfelben ver-
fiabrt, unter allen Umjtinben eine Figur enthilt, welde den gegebenen Bedingungen geniigt
(vorausgejest, daf die sur Conftvuction der eingelnen Puntte angegebenen Devter fidy fdhneiden).
Dasd tviirde aber durdhaus nidpt immer der Fall fein, twenn man die geometrijcdhen Derter
nicht jtetd jharf umgringt. (BVergl. unten die Anmerfung zur Analyfis der Aufgabe 5).
St nun ein Strafhl der geometvifde Ort eined Punftes, o darf man fidy nidt mit der Feft-
legung ber Geraden, weldyer ev angebiet, begniigen, fondern 3 ift unumglinglich nothivendig,
audh jeinen Audgangspuntt in der Analpfis su Leftimmen und in dber Synthefis ju conjtruiven;
und find Streden und Kreisbogen geometrijde Oerter, fo ift die Beftimmung ihrev Endpuntte
in ber Analpfis und die Conftruction derjelben in der Synthefis eben {o wenig von der
Pand ju weifen wie diejenige anberer nothwendiger Punite der Figur. Die Widhtigleit
einerjeits, befonders audy fiiv die Determination, und anbererfeits die Leidhtigeit einer jd)drferen




___—....6
Beftimmung  geometrijder Oerter will i) duvd) einige BVeifpiele in ein Lelleres Lidt 3u
feben judhen.

Aufgabe 8. Dreied aus b — ¢, t, a '

Analpiis (Fig. 5). €5 jei ABC bas verlangte Drefed, b. h. 3 fei CA —AB=h—c¢,
BD=DC, AD=t, £ CAB=u. Berlingert man bie Strede AD um fidy jelbjt big L,
jo it dag Bieved ABEC ein Parallelogramm, alfo BE = AC. Bejdreibt man ferner um
B mit BE cinen Sreisbogen, weldher den Gegenftrahl von AB in I' jdmeidet, und sieht
oie Strede FE, welde die Strede AC in G fdneidet, fo it AF=Dbh — ¢
£ BEF = AGF = GFA, aljo AG = AF. Durd) ben Winkel CAB = « find die Stralhlen
AC und AB bejtimmt. Gin Ort fiiv die Punfte F und G ift ber Kveis mit bem Mittel-
punite A und dem adiud b — c,. ein jiweiter fiir jenen der Gegenjtrahl von AB, fiir
diefen der Strahl AC. Gin Out fiiv E ift der Gegenftrahl von GT, ein jiweiter der
Sreid mit bem Mittelpunfte A und dem Radiug 2t. Ein Out fir B ift der Strahl AB,
ein giveiter EB, bejtimmt als Parallele durdy E ju AC. Ein Out fiiv C ift ber Strahl
AG, ein zweiter EC, beflimmt al8 Parvallele durdy E ju AB.

Determination. Da E im Gegenftrabl von GF liegt und der Winfel AGE
als Aupentvinfel an der Bafis cined gleichjchentligen Drefedts frumpf ift, fo mup AE > AG
oder 2t > b — ¢ fein.

Aufgabe 4. Dreie aud b — ¢, p — q, B, wenn B < R ijt.

Analyiis (Fig. 6). €8 jei ABC das verlangte Dreied, d. b. e3 fei CA—AB=Dh — ¢,
AD | BC, DC—BD =p —q, £ ABC=p, Z ABC < R. Befdhreibt man mit DB
um D einen Sreisbogen, welder die Strede DC in E jdneidet, o it EC=p — ¢. Da
A ein Punit ded Mittellothd von BE ift, fo ift AE = AB. Bejdireibt man ferner um A
mit AC cinen Sreigbogen, der ben Gegeniftrahl von EA in F jdmeidet, jo it EF = b — ¢,
£ CEF = BEA = ABE = f. Durd) ben BWinkel CEF = B find die Strahlen EC unbd
EF beftimmt. Beftimmt man nun juerft ben Punkt C, file welden ein Ort der Strahl
EC, cin gweiter der Sreis mit dem Mittelpuntte B und dbem Rabdius p — q ift, fo ift der
Strahl EF nidyt ein Ort fiir dben Punit T, da ber Winfel EFC als Bafiswinkel des
gleichichentligen Dreieds AFC fpib ijt, alfo ber Puntt T, wenn CG | EF ift, gar nidht in
ber Strede EG legen fannj vielmehr ftellt der Gegenfirahl von GE bdie Gefamtheit
verjenigen Puntte, veven jeder dev Punft F fein fann, b. b. den geometrifdhen Ort des Punftes
I bar, fomweit die Bebingungen in BVetrad)t fonumen, daf der Winfel ABC des gefuchten
Dreieds fpit fein und eine gegebene Grisfe und bie Projectionen der Seiten CA und AB
auj die Seife BC eine gegebene Diffevens haben jollen. Der Punft G, defjen Beftimmung
(und nadjherige Confteuction) Giernad) nicht al3 diberfliiffig erfdheint, ift Deftimmt als dup-
puntt bes von C auf EF gefillten 2othes. Soweit es fidy nun wmn die Bebingung handelt,
pap die Diffeven; der Seiten CA und AB gleid) der gegebenen Strede’d — ¢ jein foll,
ift ein jweiter Ort file F dev Kreid mit dem Mittelpuntte E und dem Radius b — ¢. — Man
fonnte auch anders verfafren; man Fonnte, nadydem man die Strablen EF und EC (aber
nidyt den Punit C) beftimmt Gatte, juerft den Punkt F beftimmen, it weldjen bann aller-
dings det Strvabl EF ein geometrijdher Ort gewefen todive, und hievauf den Punkt C; dbann
aber tdre nidht etiva der Strahl EC, fondern, wenn FH | EF ift, die Strede EH cin
geometrijdjer Ot fiiv C gewefer. — Rimmt man ferner, nachoem man die Punfte E, CF
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beftimmt bat, al8 einen Ort fiir A bas Mittelloth von FC, jo wird damit, und das ift hier aud
willig ausreichend, nur die Gigenjdaft des Punftes A beriidfidtigt, daf er die Spike eines
gleichicjentligen Dreieds mit der Bafis FC ift. Giebt man aber als jiveiten Ort fiir A nicht
ven Strahl FE, jondern den Segenftrahl von EF an, fo findet audy der Umiftand, bap
oie Punfte A und F auj verfdjiedenen Seiten bes Punftes E.liegen miifien, feine volle Be-
viidfichtigung; unbd baf er diefe finde, ift durdjaus exforderlidy. Fiw B endlich ift ein Ort der
freis mit bem Mittelpunfte A unb bem Rabius AE, ein weiter der Gegenfirahl von DC,
veffen Ausgang3puntt D als Fuppunit des von A auf EC gefillten Lothes beftimmt ift.

Die Determination diefer Aufgabe madht jept tweiter Feine Schivierigleit. Da
A tm Gegenjivafl von EF und im Mittelloth von FC liegt, fo liegen die Lunfte F und E
auf derjelben Seite diejes Mittelloths, aljo ift EF < EC, b — ¢ << p — q; und ba F im
Gegenjtrafl von GE liegt, fo ift EF > EG, b — ¢ > (p—aq)cosp. Die Aufgabe it alfo ftets
miglicdy und das Dreied eindeutig beftimmt, wenn p — q > b — ¢ > (p — q)cosf ift.

Aufgabe 5. Dreied ausd b, r, g — 9.

Analpfis. (Fig. 7a undb 7b). €8 fei ABC bdbad verlangte Drefed, b. b. o8 fei
CA=Db AM=BM =CM=r, / ABC— BCA =8 — . Wenn man den Durchmefjer
AE 3iebt, bon A auf BC das Loth falt, weldes die Gerade BC in H und ben Kreis ABC
in D {dyneidet, und EF [| DA conftruizt, jo ift der Winfel HAE gleich dem Peripheriemwintel
i dem SKreisabjchnitte ABCF (in Fig. 7b ift diefer Winfel dasd Supplement vom Peripherie-
winfel AEF), alfo / HAE = ABC — FAC, unb da AF || DE ijt, £ HAE=ABC—BCA=—§ —.
Die Puntte A und E find beftimmt als Gegenpunite des Kreifes M mit dem Radius r. Gin
Ot filr D ift bdiefer SKveid, ein pweiter die Gerade AH, Deftimmt durdh bden Winfel
HAE =f — 9. Gin Dut fiiv den Punft C ift, wenn G ber Mittelpunit des Bogens BC ift,
auj fweldyem der Peripherieivinfel CAB ftebt, derjenige Bogen GF, in weldent der Lunit
A nidyt liegt: Bon den Endpuntten diejes Bogens ift der Punft F als Scnittpunit bes
Sreifes M mit der Pavallelen durd) A ju DE, und der Lunkt G ald berjenige Schnittpuntt
0ed Rreifes M mit bem Mittelloth von DE (ba DE||BC ijt) beftimmt, welder innerhalb
Des Ainfels HAE liegt. Gin jiveiter Ort fitr C ift der Kreid mit dem Mittelpunite A
und dem Nadius b, Der Punft B ift beftimmt durc) denjenigen Bogen GA, in weldhem
oer Punkt € nidht liegt, und durdy die Parallele durdy C ju DE.

Anmerfung. Ditte man fidh in der Analyfis jo audgedriidt: Gin Ort fiir C ift ber Kreid M mit
bem Rabiud r, ein joeiter der Kreid mit bem Mittelpunite A und dem Nabiud b, fo wiltbe man in der Con-
jtruction bereditigt fein, al8 ben Punit C denjenigen Sdmittpunit bdiefer Derter ju nebmen, welder nidt in
bem Bogen GCF liegt, und wiirde jwar cin Dreied (AB'C’ in Fig. Tb) evhalten, dbadfelbe wiirde aber nidt
oen gegebenen Vedbingungen geniigen.

Determination. Junddift darf b nidt grofer als 2r fein. Liegt nun der Puntt
M innerbalb bes Winfels FAH, und bas ift ber Fall, menn p — ¢ < R ijt, jo it das Dreied
BAC jtveibentig beftimmt, mwenn bie beiben Ungleidhungen AC > AF und AC > AG obder

b > 2rsin(f — ¢) und b > Qrcos-.: B—9»
erfitllt findb, und Deide Drveiede fallen in eind jujammen, wenn b = 2r ift. Jt nur eine
ber beiden Bebingungen erfiillt, jo ijt dbad Dreted eindeutig beftimmt und ift feine erfiillt, fo
ijt ie Aufjgabe unmiglich. Wenn der Punft M in AF oder auferhalb ded Winfeld FAH
liegt, und biefe Lage hat der Punft M, wenn f— p = R ift, jo ift dad Dreied cindeutig
Bejtimmt, wenn
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ﬂrc{}s%(ﬁ — )< b << 2rsin(f — 9)
ift, dagegen die Aufgabe unmoglich, wenn eine diefer Ungleidhungen nicht ftattfinbet.

(Bergl. Aufgabe 9.)

Man begegnet oft ber Anfidht, wenn fie aud) nidht immer ofjen audgejproden ift,
daf eine geometrijhe Conftructionsaufgabe durch) die Unalyfis als geldft ju betradten fei.
an fofern bie Aufgabe aber bdie twivEliche Jeidnung einer Figur, getwiffen Bebingungen
gemdp, vberlangt, fann i) einer foldyen Anficht nicht Geiftimmen, da durd) die Analpfis ber
in der Aujgabe gejtellten Forberung nidht geniigt wird. Die eigentliche Lojung der Aufgabe
it und bleibt unter allen Umftdnden die Conjtruction, undb am allerivenigfieu datf man auf
diefelbe vevjichten, wenn, wie oft gejdhieht, in der Analyfis nur die theorvetijhe MoglichEeit
oer Conftruction nadygetviefen, nidht aber die gebithrende Ridfidht auf die prattifche Ausfiihe-
barfeit berfelben genommen fvorden ift. Dody glaube idy, daf man bei einer Behandlung
et geometrijdyen Analyfis, wie ich fie in den obigen Ausfithrungen geforbert habe, ben Scyiilern
ver oberjten Stufe einer hisheren Lebranitalt, den Primanern, fiiv gewdhnlich die Conftruction
erfaffen fann. Denn wenn in der Analpfis duvd) eine {dharfe Angabe der geometrijchen
Derter gegeigt tworden ift, wie der Reile nach bdie eingelnen Puntte der verlangten Figur
conftruirt werden fonnen, jo erjcheint e§ mir auf diejer Stuje nur nody von untergeorbneter
Bedeutung, die Conftructionen aud) wivklich ausfiihren ju laffen, vorausgefest, daf man in
ver Analpfis jur Lojung nur die Venubung der allereinfadyjten Aufgaben, Grundbaufgaben,
und ber im Lehr-Curjusd befprodienen geometrijhen Derter geftattet, unter feinen 1lm:
jtédnden aber die Angabe jogenannter Data uldft. Jn Tertia und Secunba freilich wird
man fjtetd bavauf Dbeftehen miiffen, daB aus den gegebenen Stitden die verlangte Figur aud
irtlid) aufgebaut werbe. (Vergl. unten Abjchn. 1V.)

111

ermeidung von Aednungen bei geomefrifden und von Conflrnctionen bei
trigonometrifden Aufgaben.

Die geometvijdhe Aufgabe (id)y jebe ab von Hujgaben, die burdy algebraijehe Ana-
[hfis geldjt werden follen) ift eine Conftructionsaufgabe, d. h. fie verlangt, durd) Zeidhnung
eine Jigur o Devsujtellen odber eine gegebene Figur fo ju eviveitern, daf gewiffen, meift
ebenfalls duvch Zeihnung gegebenen, Bedingungen geniigt wird. Die trigonometrijche Auf:
gabe dagegen ift wefentlich eine Rechenaufgabe, fie ftellt die Forberung, aus Bebingungen,
die in Jahlen gegeben find, die Mafzahlen von Seiten, Winfeln, Fldchen obder jonftigen
vetlangten Grdgen ju berednen. Diefer grundverfdjicdene Charakter der genannten Arten
von Aufgaben bedingt nicdht nur Guferlidy, wie iy im erften Abjchnitt dargethan zu haben
glaube, eine berfdhiedene Antvendung von Sohmbolen fiiv gegebene und nidt gegebene Stitce,
jondern ev verlangt weit mehr noch eine grundverfdyicbene BVehandlung und Durdifithrung
in der Auflsjung der Aufgabe: die Lojung einer geometrifhen Nufgabe joll vein jonthetijch,
die einer trigonometrifden vein analytijdy fein; mit andern Worten: Die Behandlung einer
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geometrijhen Aufgabe foll alle Nechnung, diejenige einer trigonometrijren alle Conjtruction,
jomeit fie nicht unerldflich jur Geiwinnung ber ndthigen Gleichungen ijt, permeiden. Die
Sammlung frigonometrijder Aufgaben von Lieber und v. Lihmann, bie voritglichfte, die
miv bis jept su Gefidt gebomumen ift (auf die gleidhfalls vorsiigliche und in ber trefflidyen
Buiammenftellung und Anotdbnung des Stoffs meined Eradytens big jeht unerrveicdte Samm:
- fung geometrijher Conftructionsaujgaben von denjelben Berfaffern twerde id) ebenfalls ®e-
' legenbeit baben su wertveijen), fteht auf biefem Standpunfte. Die Verfafjer jagen in ber
1 Vorrede: Wit haben ,eine vein analptifhe Methobe angetvenbet; die Methobe auf Grund
pon geometrijchen Conftructionen die Aujgaben ju bfen, it gang fibergangen. Von jelbt
: verjtebt e8 fich, dap, wm bie trigonometrijdhe Lojung angubahnen, diejenigen Linien, welde
! unmittelbar gegeben, in ber Figur gejogen fein mitfjen, aber fonft feine SHitljslinten. Be-
I finbet fidh 3. B. o unter ben gegebenen Glementen eined Dreied3, jo ift der Radiud des
eingefchrichenen Kretfes su zichen; ift aber a - b ober . +loy eing der gegebenen Elemente, jo
barf bei einer vein analptijchen Lojung nidt a + b, refp. oa + ov wirklidy confiruivt iwerden,
fondbern ed geniigt im lepteren Falle, wenn o, und gy geseichnet werben. Cntjdyicden ijt in
bidactijdjer Begiehung die BVermengung beiver Methoden zu veriverfen, da fie nur dagu
geeignet ift, bei den Schiilern Unilarheit hervorjurufen.” Gegen biefe Bemerfungen hitte
idh nur einjuienben, dap mir der rein analptifhe Charafier nody nicht entjdhyicden genug
getvabrt su fein fdeint. & wiitde 3. B. g + ov nidht allein nicht conftvuiven, jonbern
auch bdie Conftruction von g. und g, (welde iibrigend nidyt , unmittelbar gegeben” find,
foent ,0. - 0, eind ber gegebenen Glemente” ift) vermeiden, die Confjtruction von gy neben
9 derjenigen bon g, aber gerabesu fiiv [ogifh feblerhaft alten. UMm mich deutlicher ju er-
Hldren, bemerfe ich sundchit, baf r den FRadiud bed RKreifes ABC, o ben Rabiud ded inneren,
01, 02, 03 Die Mabien der dufieren ben Seiten a, b, ¢ angejhriebenen Beriihrungsireife, s, s, 55
bie von ben Gdpunften A, B, C ausgehenden Tangenten (begréiingt von ben Edpuniteniund
ben Berithrungspuntten) bes inneren Beriihrungsireifes und s bie vom Edpuntte A ausge-
henbe Tangente des duferen, der Seite a angefdyriebenen Beriihrungstreijes bedeuten, dap
ferner s; unb sa gleidh den von den Cdpunften B und C audgehenden Tangenten Ded juleht
eridbnten Rreifes find, baf endlich s gleidy dem [alben Umfange ded Dreieds und
§ =5—a, s =5—Db, 55 =s—c ijt. Hanbelt e8 fih nun dbarum, eine Relation
| ywifchen o - g2 und r zu gewinnen, jo hat man fid) sunddft ju fragen, ob man nidt
i mit dem aus bem trigonometrijdhen Lehr-Curfud befannten Formel-Apparat ausfommen
fann, und nur im duerjten JNotbfalle feine Juffucht zu eimer Figur zu nehmen. Die
Gleidyungen F = gs = g; 81 = 0250 = 0353 = V55, 5253, @ = 51 18+ &= Sa tgy = Sstg5¥
jollten in feinem Qehrbuche der Trigonometrie feblen. Hievaus ergiebt ficdh aber fiiv

2 1 i ‘305{??’
unferen Fall oy = stge, e =5stg56, a1 + Q=5 —F——5
: Cos 5 ¢t cos—zﬁ

Bi= -.:—(;1. -+ b 4 ¢) =r (sine - sinf - siny) = 41‘«:3(:-8%E o cos-;-,ﬂ cos%y,
01 - 03 = 4reos %yﬂ.
Sind jene Formeln nicht aud dem trigonometrijhen Lehr-Curjus befannt, jo hat man aller-
bingsd an einer (jei es im Kopje oder auf dem Papiere) ju entwerfenden Figur junidit eine
Q9
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Ferner ift
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Gleidung fiv ¢i ju entwideln. Man findet a = o) (tg5p + tg%y},

1
'Cﬂ'él— ;
— @ = 4rsinga cosyf cosgy. Diermit ift aber bewiefen,

2rsine = g,

;i LDE- ¥

Daf g2 = 4rcos .a.-:z alll.zﬁ cos ._!;: ift, und den Veweis der Ridhtigleit diefer Gleidung nod

fiiv ndthig balten enthalt einen gewiffen logijchen Fehler. Durc) Uddition ber beiven

lepten Gleichungen exhalt man die geuchte MRelation jwijdhen o + oo und r. (Bergl.
die frigonometrijdhen Aufgaben in Abjchnitt V.)

Wie nun meined Cracdhtens dem Wefen bev trigonometrijdhen Aufgabe ein Juviid:
greifen auj eine Conjtruction wenig angemeffen ift, vielmehr die Behandlung berartiger Auj-
gaben jede unndthige Jeidnung juviidjuweijen hat, ebenjo glaube ich umgefehrt, daf die
geometrijdhe Conftructionsaufgabe nur dann ihren cigenthitmlidhen Charafter rein bewabren
tann, wenn die gange Cntwidelung fich nur an Grdfen volzicht, die man in dev Jeidhnung
wittlid) bor Augen hat, dap alfo jebe diberfliiffige Rechnung su verjhmabhen ift, und dap
man Dabei in der Beurtheilung deffen, was an Redynung nothiwendig ober berfliiffig ift,
nidht gu peinlich fein fann. Fie die Aufgabe: Jwei Streden ju conftruiven, deren Summe
und Diffeens gegeben find, giebt man gewishnlich folgende Analyfis: Wenn a und b bie ge:
judjten Stveden, aljo die Streden a 4 b und a — b gegeben find, jo it

a_=.;_{(a.+b) - (a,—h);, b= Hm.g-h) B (1;1})3
Gegen diefe Lofung ift an fich getwif nichts mn@mucubcu vie Aufgabe ift GBL‘L‘ nidht duvdy
geometrijche, jondern durd) algebraifdhe Analhfis geldft, und von Aufgaben mit algebraijder
Analyfis joll bier nicht bie Rede fein. Lieber und v. Liibmann jdeinen in der jdhon
oben angefithrten Aufgabenfammiung fiiv die Aufgaben in § 4, nach ber Ueberjdhrift 3u
jebliepen, jolde Lojungen im Sinne gehabt ju haben. Dann wiitden fie aber gar nidt
fiexher gehorven, fondern in den finjten Abjcnitt ihrer Sammbung (, Aufgaben, welche duvd
algebraifde Analyfis ju [bfen.find”) su veviveifen jein. Wie bderartige Aufgaben auf rein
confiructivem Wege 3u [Bfen feien, jeigt fchon bie vben S. 3 ju ecinem anbern Fiwvede behan-
delte ufgabe 1; an diejer Stelle mag eine etwas complicictere Plas finden.

NAufgabe 6. Dreied aud a+b—ec, a —b, b 4 c.

Analpjis. (Fig. 8) €8 fei ABC bda3 verlangte Dreied, b b e fei
BC4+CA—AB=a—~+b —¢ BC—CA=a—1b CA + AB=0b +c¢ 3Jjt EA =BC,
AD =CA, FD = AB, o ift EF =a 4 b — ¢, aljo find bie Punfte E und F beftimmt.
Ferner ift EC = a — b, alfo der Punit C beftimmt.  Sft endlich DG = CA, o ift FG=1b -+ e,
aljo der Puntt G beftimmt. Die Punfte A und D find ald diejenigen Punfte beftimmt,
weldhe die Strede CG in drei gleidhe Theile theilen. Within ift dad Dreied ABC durdy bie
brei Seiten Deftimmt.

Wie man bie Analyfis foldjer Aufgaben am beften einvichtet, erforbert freilich etivas
mehr Nadydenfen ald bas Redmen. Durdhy Rednung wiitde man jofort finden

8b=(a-fb—c)+ (b+c)—(a—h).

Bur Beftimmung von Grifen durdh Redmung ift man lliéﬁc]ﬂnbcw geneigt, wenn
e8 fich um Winkel Hanbelt, was wobl davin jeinen Grund bat, dbaf bie Summe ber Winfel
eines Polygons von gegebener Seitenzabl eine gegebene Grdfe ift. Und dody Akt fich audy

1
|
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in biejen Falen meift alle Rednung vermeiden, twie idy an einigen Beijpiclen jeigen ju
fdnmen DHoffe.

Bei Lieber und v. Lithmann a. a. O. findbet man § 16, ¢ bie ?Bemer‘flmq, bk,
wenn (Fig. 9) AC>AB, AD=AC, AE=ABIjt, £ AD':,-"“R-—'—,-{‘I, /. CEB=R -+ - aift. Unbd
body ift biefe Walbrheit fiix feine der folgenden Aufgaben von Dem geringften Jntevefje, wenn
man entiveder BF || AC ober CG [| BA ober EH || AB 3ieht. Denn man finvet leicht, dah

/. FBD = ECG = CEH = «, BF = BD, CG = CE, / BEA — HEB

ift. Se nady ber worgelegten ufgabe bHenusit man al8 Ausgangdpuntt fiir die Analphifis
bie eine ober bie anbeve Hillfslinie ober wdblt Dbeliebig jwifdien allen bdreien. Gehiren
b—c und « ju den gegebenen Stitden, fo ift jorwofl basd Dreied BDF ald audy das Dreied
ECG, folglich jowobl die Gerade DC al8 aud) die Gerade EB beftimmt. Ober beftimmt man
bie Punfte E und C undb ben Strahl EH, {o Hat man dbamit die Strahlen EA und EB.
Sind jur Conftruction bed Dreiedd b — ¢, hy, e gegeben, jo beftimmt man junidit das
Dreied AJC, in weldem CJ | AJ ift, bierauf den Punit B, den Strahl CG, den Punit G
(ober Den Strafl EH und ben Strahl EB) und finbet den Puntt B als Schnittbunit von
GE und AJ. Jft h. ftatt hs gegeben, fo Hat man, twenn BK | AC ift, juerit bie Punite
A, B, K, bann die Tamfte D, F, C ju beftimmen, Analog verfahre ich nun aud) bei Auf-
gaben, in weldien b - c und e gegeben find, 3. B. bei der Aufgabe: Dreied aud b +- ¢, &, f.
Nacdbem CA um AB big M verldngert ift (Fig. 9), jiehe i ju AB dburd) C die Parallele,
twelhe ben Gegenjtvafl von BM in O jdneidet, und erfalte dadurd) da3 gleichjdhentlige
Dretet MOC, Jjt CX ber Gegenjtrabl von CM, fo find burd) 0CX = « bie Strahlen CO und
OX, alfo audy der Strabl CM, folglich audy, da CM = CO = b 4- ¢ ift, bie Punite M und O
bejtimmt. Durdy den Winfel OCB — ABC = f ijt der StrablFCB und ald Scnittpuntt
besfelben mit ber Strede MO der Punft B beftimmt. Fiiv den Punft A enbdlich ift ein Ort
bie Strede OM, ein jiveiter dbas Mittelloth von MB,

Wenn (Fig. 10) AC > AB, AD = AE = AB ijt, fn finben befanntlich bie ge‘muf}nhdy
ebenfall8 burdy Redynung gefundenen Gleidungen £ EBC = L (B—7%), LDBC= =R+ 5 (B — %)
ftatt, Unter ben geometrijchen Beweifen ber Richtigleit diefer Gleichungen ift fn[genber wohl
ber einfadifte. St F ber Schnittpunft desd Kreifes DEB mit dem Strahl CB (er [iegt im
Gegenftrabl von BC, wenn g > R :‘rt) jo ift ber Centriwinfel CAF— BFA — y=f§ — ¥,
folglidy ber Beripberietwinfel EBC =+ (8 — ), £ DBC=R -+ (B — p). (Ziegt F im
Gegenftrabl von BC, fo ift £ EBC ein Aufenwinfel bes Gc@nen‘mmfe[é DEBF und als
jolcher gleich bem gegeniiberliegenden Sunenmwinfel EDF). 3u analogen Refultaten gelangt
man, fwenn man (Fig. 10*) dben Kreid um A mit AC conjtruirt.

‘DaB bie Qbbe AH und die Halbirungslinie AG ded Wintels o (Fig. 10) ebenfalls
ben Winfel - (B — p) cinjdliepen, folgt davaus, dap fie auf den Scjenteln bed MWintels
EBC = -z(ﬁ — ) Iothrecht fteben. Doch [t fich biefer Sap auch leicht mit Hitlfe des
Rreijes ABC Deiveifen.

Bei Lieber und v. Liihmann findet fich folgende Bemweisfithrung: Wenn (Fig. 10)
AH | BCO, HF = BH (alfo AF = AB) ift, fo ift

£ EFC = 2R — BFA — AFE=2R — f — [R — 3 (8 — 9)]

—9R—B—R+4f—+y = R—s(B+9=R—RB— 30 =70
Q%
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Tun ift aber EFC ein Yuentvintel bes Sehnenviereds DEFB, folglidy £ EFC=CDB= «.
(Riegt F im Gegenftvafl von BC, fo find bie Winfel EFC und CDB Peripheriewintel auf
bemfelben Bogen). Statt ded Kreifes mit dem Mittelpunfte A und dem NRadius AB fann
man audy bier den Kreid mit bem Mittelpuntte A und bem RNadiusg AC conjtruiven (Fig. 10*).

Den BVejdhluf diefer Bemerfungen mige ecin Beiveis ded Sapes macdhen, baf der
Rreid ABC bie fehs Gentralen der vier Beriihrungsfreijfe bes Dreiects ABC Dalbirt (der
Feuerbady’jche Kreid ober der Krveis ber neun Punfte), und man vevaleiche diejen Beteid
mit dem von Lieber und b. Llhmann in § 40 gegebenen.

©3 feien (Fig. 11) die Punfte M, M;, M,, M; bie Mittelpuntte der viev Veriihrungs:
freife Des Dreieds ABC, D Mittelpuntt von MM,, E ber Mittelpunft von M, M., Da
ber Winfel MBM, redht ift, jo ijt

BD = DV, aljo £ DMB = MBD = CBD -+ MBC.
Run it £ MAB 4 ABM — DMB — CBD -+ MBC, /£ ABM = MBC, folglid)
Z MAB = CBD, aljo andy, dba £ MAB = CAM, ift, £/ OBD = CAM;. Daber liegt ber
Puntt D in der Peripherie bes Kreifes ABC. Ferner ijt
EB = M,E, alfo £ EM;X = M;BE = ABE - M;BA.

Mum it £ M;CB -} CBM, — EM;X = ABE - M,BA, £ CBM; = M;BA, folglich
Z M,CB = ABE, alfo aud), dba £ M;CB = ACM, ift, / ABE = ACM,, folglidy liegt der
Punit E in der Peripherie ve3 RKreifes ABC. Hiermit ift der Saf bemwiefen.

Iv.
Suriidfitfrung ver Aufgaben auf andere oder auf Dafa.

,€3 fdjeint, baf man im Allgemeinen bi§ jebt nody u twenig Sorvgfalt auf die geo:
metrifdhen Conjtructionen bevivendet habe. Die hergebrachte, bon den Alten ung diberlieferte
Weife, wonady man ndmlidy Aufgaben als geldit betvachtet, jobald nadigeiviefen tworben,
burd) welche Mittel fie fidh auf andere, vorber betrachtete, uviicfithren laffen, ift der rid:
tigen Beurtheilung beflen, wasd ihre voljtdndige Ldjung erbeijdht, febr hinverlid). So ge-
{chiebt e3 benn audy, dap auf diefe Weife haufig Conftouctionen, die, wenn man in bie Noth-
wendigleit verjest wire, alled was fie einfhliehen, witklidy und genau audsufiihren, balb
aufgegeben fiirden, indem man babdburdh fidh gewif bald diberjeugen miifite, Dafy e eine gany
anvere Sadje fei, die Conftructionen in der That, d. §. mit den Inftrumenten in der Hanbd,
ober, um mich ded Ausdruds su bedienen, blop mittellt der Bunge aussufiihren®). ©3 bt
fidy gav leicht fagen: idh thue dies und dann das, und dann jened; allein bie Sdwierigleit.
unb man fann in gewifien Fillen jagen bie Unmbglichfeit, Conftructionen, welde in einem
hohen Grabe jujammengefest find, wirflid) ju vollenden, verlangt, dbaf man bei einer vor-
gelegten Aujgabe genau erivige, weldes von den verjdyiedenen LVerfalhren bei ber gingliden
Ausfitbrung das einfadhjte, obder weldes unter bejonberen Umijtdnden dad jiwedmdBigite
jei, und tie viel von dem, wad die Junge ettvas leichtfertig ausfiihrt, su umgehen fei, wenn

*) ,3d braude Hiexbei 3 8. nur an bie friihere Conjtruction bedjenigen Hreifes, welder drei gegebene
fiveife Beriihren foll, ju erinmern. Unbdb baf felbjt beim gewdhnlidhen Sduluntervidte, bei viel einfaderen
Nufgaben dbnlide Beifpiele vorfommen, dbavon wird fidh jeber aufmertiame Lehrer leidt fiberseugen onnen.”

3
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e8 barauf anfommt, alle iiberfliiffige Miihe su fpaven, oder bie qrofte Genauigleit ju er:
veidhen, ober den Plan (bad Paypier), worauf geseidmet wird, moglichit u jdhonen, . §. w.
Gs fime aljo, mit einem Worte, darauf an: ,3u unterfuden, auf weldye Weife jede
geometrijde Aujgabe, theoretifdh oder practifd, am einfaditen, genauften
ober jiderften conftruivt werben fdnne, und jwar 1) weldjes im Allgemeinen,
9) weldes bei befdranften Hitlfsmitteln, unbdb 3) weldes bet obiwaltenden
Hindernijfen das swedmdipigite Berfahren jei."" (Steiner, ,bie geometrifden Con=
ftructionen, ausgefiihrt mittelft der gevaben RLinie und eines feften Sreifes,” Berlin 1833,
S. 88 f.)

Sch finde nicht, daf diefe Worte unferes Altmeifters der Jhnibetijdien ®eometrie bi3
jet die Beadytung, die fie verbienen, gefunbden haben, joweit ich nad) meinen, joroohl an
Qebrern al8 audy an Schitlern, die von andbern Lehrern unterrichtet waren, gemadyten Gr:
fabrungen und nachy meiner Kenntnid ber in den lepten viersig Jabren erfdyienenen 3ablz
veichen, jum Theil trefflichen Aufgabenfammlungen ju urtheilen vermag. Die jhon mebriady
angefiifrte Sammlung geometrijdier Conftructiondaujgaben von Lieber und p. Lithmann
madyt audy in diefer Besiehung eine rvithmlide Ausnahme. Lieber jagt in ber BVorrede jur
erften uflage: , Jn den meiften ber bis jept erjdhienenen Aufgabenjammlungen bejteht die
Unleitung, welde ben Schiilern gegeben wird, Hauptjadlidy darin, dap auf friler dagetvefene
NAufgaben und Lehrjase verwiefen iwird; idy finde biefe Methode Hodit unpraftijy, ba fie
nur baju bient, die Schitler su verwirren unb ihnen die Luft jun Lojen dev Aufgaben 3u
benebmen, benn suv Lojung der eigentlichen Aufgabe miifjen erit juccejfive melrere anbere
geldft werben.” €3 [aft fich in einer Aufgabenjammiung, welde ja nur Unleitungen und
Andeutungen jur Léjung ber vorgelegten Aufgaben geben fann, natiiclid) nidst vermeiden
auf anbere Aufgaben ju verweifen, unbd bas ift aucd) in Dder Sammlung von Lieber und
p. Qibmann vielfad gejhehen. Aber wie mir jdeint, find Ddiefe nleitungen mit jorg:
filtiger Grivdgung ber Jwedmifigleit und praftijdyen Nusfithrbarfeit der Conftructionen
gegeben. —

G3 ift nidit genug, in der Analyfis durd) Buritdfithrung auj befannte Aufgaben
und bur) Angabe befannter Data die theoretijhe MiglichTeit ber Ldjung einer vorgelegten
Yufgabe nadjutveifen, vielmehr joll die vollftdndig ausgefiihrie Analyfid, eingedent ber
Hauptforderung, aus den in der Jeidenflace burd) Beidnung geaebenen Bebingungen bie
verlangte Figur oud) wirflic) aufsubauen, die praftijde Unsfithrbarkeit dev gefundenen £ojung
barthun und nachiveifen, twie alle Punfte der Figur, deren Gonjtruction jur Lbjung erfor-
verlich ift, ber eibe nach auc) wirklich confivuirt werden dnnen. €3 ift audy nidt ge-
itattet, die Sdivierigfeit complicivter Aufgaben etiva nady dem Princip bder Theilung bder
rbeit daburd) su vermindern, dap man eingelne Theile der Figur in jogenannten Jeben:
conftructionen, gleidhjam in bejonbdeven Werlftdtten, herftellt und bann in der Gentral-TBert:
ftdtte diefe Stiide ju der verlangten Figur sujammenjept; jondern alle Hiilfamittel ber Ldjung
jollen berart ju cinem einbeitlidyen Gangen geftaltet werden, baf bdie Analpfid in Dder
mdglidyft 3wecméfigen Anordbnung alle Angaben entbilt, twie mit Hilfe ber einfaditen Auj-
gaben, iy nenne fie Grundaufgaben, und der widtigjten geometrijchen Derter, wie fie im
Qebr-Curjus bejproden su werden pilegen und deren Conjtructionen al3 befannt boraus:
gefebt werben, durdy eine einbeitlidhe Beidhnung ber geftellten Forberung geniigt werben
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fann. . (3n meinem an unjerem Gpmmafium cingefiihrien Lelhrbuche*) habe idy die Grunbd:
aufgaben — o3 find mit Ginjdhlup von ficben Conftructionen algebraijdier Ausbriide im Gangen
25 — auf der leten Geite jufammengeftellt). RNur auf bdiefe -Grundaufgaben und geoie:
trijdien Oevter geftatte ich meinen Schiilern in einer burdggefithrien Analyfis in Worten blof
hinsutveifen, wibrend in der Figur fiix die Sonthefis audy deren Ausfiithrung Jidstbar jein
muB. Bei der Durdimahme einer ufgabe in der Klafie empfiehlt es fidh, mitunter am
Schlup der Analpfis alle jur Lojung der Aufgaben nibthigen Puntte in ber Jteibenfolge, in
telcher: fie bejtimmt find, noch einmal jufammenguftellen. (Bergl. unten Aujgabe 8 €. 186).
— Die Anfithrung von Daten muf tiberhaupt veyrmicben fwerden. Sn einer Blofen An-
leitung’ sur Lojung einer Aufgabe fann wobl auf ein Datum hingetviefen iverben, in bex
Duedfithrung berfelben barf aber nidht 3. B. ber Ausdruct gebraudyt mwerden: Mit by und
m; ift (8 — ) gegeben. Aber aucy Dei einer Anleitung ift bon der Angabe cined Datums
mit groper Borjidht Gebraudy su madpen.  Nur bie Gemwobnbeit, ficy lediglich mit dem Rady-
wei§ der theoretijchen Miglichfeit ber Lofung einer Aufgabe su begniigen, madt e erflic:
lich, Dap man vielfady in Aufgabenjammlungen als Hiiljsmittel jur Lfung ein Datum
findet, weldhes et der Ausfitbrung anzuivenden niemand in den Sinn Fommen wird. Beim
Gebraudy der mit NRecht fich vielfacher Anerfennung erfreuenben Aufgabenjammlung von
Ganbtner und Jungbhans babe idy oft Gelegenbeit gehabt, diefe Bemerfung ju madyen.
Bon den jablveihen allein auf Seite 157 undb 158 fidy vorfindenden Belegen bierfitr toill
idh mur gwei bier anfiihren und eingehenbder Defprecdhen.  Bu der jdon oben (Aufgabe 5) be=
banbelten Aufgabe: Dreied aus r, b, f— p findet fich ald Anleitung jur Lijung die An:
gabe bes ‘Datums, baf mit r und b ber Winfel B gegeben jei. Hieraus fann man nur
ven Schluf giehen, dah durd) r und b juerft der Winkel B, bann ber Wintel p mit Hiilfe bes
gegebenen Winfels g — o und endlic) dag Dreied ABC aus b, B, p confiruivt fwerden foll,
Jun ijt fiic viele Aufgaben desfelben Paragraphen in Datum 10 betiefen, daf, wenn
(Jig: 12) AD || BC ifi, £ ACD = B — y ift. Die cinfacifte Lofung ift daber bdie, daf man,
nadident mant den Kreis ABC unb bie Sefne AC conjtruirt hat, ben Winkel ACD gleich § — p
seichnet und CB- parallel ju DA jieht. 2Was intereffirt uns mum jenes Datum? (Oben S. 7
habe idy eine anbeve Lbjung gegeben, bdie fiiv die Determination, auf bdie bei ber Wabl ber
Lojung fiiglich auch Rudficht su nehmen ift, fich beffer [eignet). — Gine ambeve nfgabe
ijt folgenbe:

Aufgabe 7. Cin Dreied ABC, in weldem bder Winfel ABC fpit ift, aus
h, m, p — q ju conftruiven. '

Analhiis (Fig. 13). ©8 fei ABC bas werlangte Dreiect, d. b. e3 fei AD | BC
AD=h, DC — BD=p — q, £ CAE = EAB, AE'=m. Das Dreied ADE it dburdy
swet Geiten und den Gegenivinfel ber gridfeven beftimmt. it M ber Mittelpuntt De3
freifed ABC und G ber Schnittpuntt diefes Kreife mit dem Gegenjtvabl von EA, jo ift BG = GC,
alfo MG ba3 Mittelloth von BC, MG || AD, £ EAD = AGM = MAG, alfp der Strahl AM
bejtimmt. = Jft ferner FC = BD, {o it DF = p — q und MG audy da3 Mittelloth von DF.
Da nun ber Winfel DEG frumpf ift, o Jdhneidet MG den Gegenftrabl von ED, folglicy ift
EF > DE, DF > 2DE ober, wenn EH = DE ift, DF > DH., Daber ift ein Ort fiix F

*) Die Dauptiibe der Clementar-Mathenatif von A F ©, TH. Gauf. Bunglau 1878
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ber Gegenjtrabl von HD, ein jiveiter der RKreid mit bem Mittelpunite D undb dbem NRadius
p— aq. GM, ein jweiter Ort fiiv M, ift beftimmt al8 Mittelloth von DF. Ein Ot fiir die
Punfte B und C ift der Kreis mit dem Mittelpunite M und dem Rabiud MA, ¢in jweiter
file jenen ber Gegenjtrabl von DE, fiiv diefen der Gegenftvahl von FE.

Determination. €3 miifjen folgende Bedingungen erfitllt jein:

1. m>h, 2, DF > 2DE, 3. MA = MD,

Die britte Bebingung ift erfitllt, wenn M und D auf berfelben Seite bed Mittel-
[oth3 der Strecde AD liegen. Jft MJ | AD, fo ijt diefe Bedingung erfitllt, wenn J und D
auf bderfelben Seite ded Mitteloths von AD liegen, wenn alfo der Winfel MAJ ober 2x
fpit und AJ > ‘h ift. Nun ift £ MAJ jpis, wenn £ EAD << DEA ober DE2 << AD 2
pdet m2 — h2 < h?, m2 << 2h2iff. Da AT = ,—:-(p — q)cotg 2x ift, o muB
—;-(p-— q)cotg2x ::--.}h pber, da cotg2x pojitiv ift, man aljo diefe Ungleidhung mit
2 cotg 2x multipliciven dbarf, p — q > htg2x fein. Fun ijt

to4 2 sinx cosX 2msinXmeosx DE.h 5 Yy, m2—hz
QY — — . o — Y ———— T ] e
&s cosx? — ginx? m2cosx? — m@sinx? h? — DE? 2h? — m?
e L) Lol ghey/ mP—hE
Aljo ijt die dritte Vedingung erfitllt, wenn 2h2 >m2, p—q > e ijt.

Wenn aber die lepte Ungleidhung fiattfindet, o ift, da wegen ber erften  Bedbingung
h? > 2h2 — m? ijt, umjomehr p—q>2y m? — h? oder DI > 2DE. Die Aufgabe ijt
aljo mdglidy und bas Dreied eindeutig bejtimmt, wenn

2h? \/ m? Tﬂ i

1. h<m 2 2he>m2 8 p—q> e . (Bergl. Aufgabe 10.)

Wie man an der hiev gegebenen ufldjung fiebt, die an ECinfachheit und Jwed:-
mapigleit dody gewif nichts ju wiinjden iibrig [dpt, ift die an fidy gang inteveflante und
vielfach vevivendbare Wabrheit, daf der £ EAD = (B — ») ift, fitv bie vorliegende Auf:
gabe auch nicht von bdem gevingjten Jnteveffe. INad) der Let Gandiner und Junghans
gegebenen Andentung joll man offenbav juerft, etiva in einer’ Nebenconftruction, den Wintel
B — und bamn (Fig. 12) ein Dreied aud p — q als Grundieite, § — p als gegeniiber-
liegendem Winfel und b al8 Hobe conjtruiven. BVei Lieber und v. Lihmann finbe idy
die- Sufammenitellung dervavtiger Aufgaben folvie die Anleitungen sur Lojung derfelben un:
vergleichlicy swedmbpiger gegeben. Dod) it miv aud) biev mandjed aufgefallen, 3. B. dap
oie Aufgaben; Dreied aus h, m, o; h, m, o, unter denen 3u finden find, bie mit Hiilfe des
Wmiftandes geldft werben jollen, das von den drei Stitden h, m, § — ¢ feded mit den beiden
anvern gegeben ijt (§ 28); 8 it miv durchaus unerfindlich, teldhe Rolle bei jenen beiden
Aufgaben das genannte Datum {pielen joll.

Bum Schluf diejer Bemerfungen moge nodh die Lojung einer jdivierigeren Aufgabe
bier efne Stelle finben, um ju jeigen, in welder Weife, wenn eine Aufgabe auf anbeve jdjon
an fid) nidht einfadhe Aufgaben fidy uviidfiihren [HfE, dieje su einem einbeitlihen Gangen
ju vevarbeiten find.

Aujgabe 8. - Dreied aud b+ ¢, b, r:a (=m:2n). (Jn der Aufgabenjamnilung
pon Hofmann, die id) im Hebrigen vedt braudhbar gefunden und aud)y vielfad) Denufpt

- babe, it die Aujgabe: Dreied aud b + ¢, b, a auf diejenige: Dreied aus o m, a, und diefe

iieder davauf juviidgefithrt worden, eine gegebene Strede fo in dufere Abjdynitte 3u theilen,
pap die miftlere Proportionale jwifden denjelben gleid) einer gegebenen Stvede fei).
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Analpfis. (Fig. 14). E8 fei ABC bdad verlangte Dreied, b. b es fei
CA+ AB=b 4 ¢, AD | BC, AD —h, AM = BM = (M, BM:BC = m:2n. St iie
in'§ig. 14, ber Winfel CAB fiumpf, fo ift zBMC dag Supplement von CAB. Daber ift,
wenn MP _| BC, £ ACH = CAB, HC=m, JH | ACift, £ BMP = HCJ, aljo A BMP oo HCJ,
BM:PB = HC:JH, folglicy, ba BM:PB = m:n ift, JH =n. Daber ift dad Dreied HCJ
burch jloei Seiten und ben Gegenwinfel der grofeven beftimmt. Berldngert man CA um
AB bi8 E, jo ift CE =Db +c¢. Jjit F der Schnittpuntt des Kreijes ABE mit der Geraden
BC, fo ijt £ AFC = AEB — EBA = EFA, aljio audhy £ AFC + EFA = AEB -+ EBA,
mithin £ EFC = CAB= ACH. 3ft G ber Schnittpuntt bes Gegenfivabld von AF unbd
ber albirungslinie des Winfels ACH, fo ift £ EFG = ECG, aljo bas Biered EFCG ein
Gehnenviered, folgli) CG = GE, da £ GFC = EFG ift. Daber ift cin Ort fiir G das
Mittelloth RG von CE, ein gweiter der Strahl CG, beftimmt ald Halbivungslinie des Winfels
ECH. ®a £ ACG = GFC ift, fo it A ACG co CFG, alfo GA:GC = GC:GF. 63
fei nun CK = FD, KL | CE, dann ift A FDA 22 CKL, aljo KL = DA und CL = FA.
Der Punft L ift beftimmt durd) dben Strahl CL und bdie Parallele ju CE im Abftande h.
Sft ferner CN | CG, ON = 5 CL, GO = GA und FQ || AO, jo i GF = GQ, AF = 0Q = L(
und GO:GC = GC:GQ. Folglich ift GO eine Tangente bes Kreifes 0CQ, defjen Mittelpuntt,
da CN_| GC ijt, im Strahl CN liegt. Da nun 20N = 0Q ijt, fo mup N diefer Mittel-
puntt jein; denn mwire CN der fleinere ober ber grifiere von e ungleiden Abjdnitten
eined Durdymefjers, jo iwire 20N fleiner oder grdfer als jebe Sebne bed Kreifes 0CQ,
weldje ben Punit N enthilt, aljo audy Heiner ober grisher al3 die Sehne 0Q. Da CN | GC
unb CN'=1 CL ift, o ift der Punft N beftimmt. Gin Ort fiir bie Punfte O und Q ift
ber Kreis mit dem Mittelpunite N undb dem Rabius NC, ein jweiter fiiv jenen die Strede
GN, filv biefen der Gegenjtrahl von NG. Da im Algemeinen die Seiten OA und AB un-
gleich find und feine berfelben eine befonbere Bejichung su den gegebenen Stiiden bes
Oreieds ABC bat, jo ift es geftattet, CA al3 bie grofeve Seite anyunebhmen. Dann ift ein
DOrt fiiv A bie Strede RE, ein jiweiter ber Kveis mit dem Mittelpuntte G und dem NRabius
GO. Gin Drt fiir F it ber Gegenjtvabl von AG, ein jweiter QF, beftimmt als Parallele
durd) Q ju AO. EGin DOrt filv B ift ber Strahl CF, ein sweiter bder Strabl AB, beftimmt
ourd) den Winfel CAB = ACH. Die Conjtruction des Dreieds ABC erforbert aljo der
Reibe nad) dbie Conjtvuction folgender Punfte: C, H, J, E, R, G, L, N, 0, Q, A, F, B.
(Bgl. oben ©. 14)

Determination. Jft m nicht fleiner al8 n, fo find die Punfte C, H, J eindeutig
beftimmt. (It m =n, jo fallt J mit C und die Gerade CJ mit dem Loth der Geraden CH
tm Punite C jujammen). Der Punit E ijt flets conftruirbar und jweidentig beftimmt,
ba er jowobl in bem Strafl CJ ald aud) in deflen Gegenftrafl liegen fann. Hat man
den Punt E, jo find die Punfte R und G ftetd conftruivbar und eindeutig beftimmt,
ebenjo die Punlte L, N, 0, Q. Der Punft A, und damit audy die Punfte F und B, ift, wenn
GC = GO unb GR .,;_:_- GO ijt, ftetd conftruirbar unbd eindeutig beftimmt. Die erjte Vedin-
gung ijt jtets erfiillt, dba GC bie mittleve Proportionale jwijden GO und GQ ijt. Begeichnet
x Den Winfel ACG, fo ift GR = -.",_ (b + c)tgx, aljo GR sin2x = (b 4- ¢)sinx2,  Ferner ift

GO (GO + 0Q) = GC?, 0Q =CL = -, G0 ="T¢ go2 4 260 _ b+

sin x’ T 9cosx’ sinx dcosx? ’
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4GO2sinx2cosx? -~ 4h.GOsinxcosx? = (b - ¢)?sinx?,
GO2sin2x? - 2h.G0sin2xcosx = (b - ¢)?sinx?, folglich, ba sin2x und cosx pofitiv, mit

bin audj GOsin2 x4 heosx pofitiy ift, GOsin2x= —h cosx-y/ h2cosx2 + (b - c)?sinx?.
Da sin2x pofitiv ift, jo ift die shweite Bedingung erfitllt, iwenn GRsin2x — GOsin2x obet fvenn

(b 4 ¢) sinx? — — heosx 4 v hZcosx? + (b + c)?sinx? oDber

heosx - (b - ¢) sinx? = h2cosx? + (b 4 €)2 sinx?
ift. Da beide Seiten diejer Gleichung oder Ungleicjung pofitiv find, jo ift die giweite Be:
bingung exfitllt, wenn lheosx -+ (b -+ ¢) sinx2|2 { h? cosx? - (b -} )2 sinx? oder

9h(b -+ c)cosxsinx? - (b4 c)?sinx? = (b + c)?sinx® pher
9h(b -+ c)cosxsinx? — (b} ¢)? cosx? sinx?,
pber twern, da man beide Seiten diefer Gleichung oder Ungleidhung durdy die pojitive Jabl
9 (b -+ ¢)cosxsinx? bividiren patf, h .::_:-_—i(b —+ c)cosx iff. Der Rinfel x ift Leftimmt durd)
m? — 1% Qiegt ber Puntt E

: . L I i :
bie Gleidung sin2x = —. Man findet hieraus cos2x? =

im Strabl CJ, jo it 2x < 12':}‘., aljo cos2x = 0; liegt der Punit B im Gegenftrabl von CJ,
i ift 2x > L, aljo cos2x < 0. Dafer ift in ben folgenden Gleichungen bas obere ober untere
Qeidjen ju nebmen, je nacbem der Puntt E int Strahl €T oder in pefjen Gegenjtrabl liegt:

i 2 —— 12 2 2
coszx:-!r-‘/i.... i) l—l—cosﬂx:Qcost:l-{—Vm s
T m? i m?
m-n , 6 m-—n m-Ln m-—mn. mEn m—n\2
o N L R LI ]/ mtnm—n_ (]/m_+__£+ _m_,_“)
m m _— m m — m 1

m

m 1 m—n

ﬂcosle/—_l-— “'|'V— —
Mmes = m

Die Bebingung GR = GO ift alfo erfiillt, wenn h =540 (VEJ—“:}:VE-;—E
iit. . Dag Dreied ift daber ftetd conftruivbar unb
I. cindbeutig beftimmt, wenn m = n und h nid)t grdper als £ (b 4 c) v'2 ift; dasd Dreied
it bei A redhtiwinilig;
I jtweidbeutig Deftimmt, wenn m>n unb h nidyt grofer als ~(b 4+ ¢) (V%+—Il '—Vﬂ-;—n)
iit. Das cine Dreied ift bei A fpibiwintlig, dad anbere ftumpimintlig;

I ecindeutig Geftimmt, wenn m > n und h gedfer ald = (b + c)(V TihiFl ——VE’ = n)
m

aber nidit grifer ald }(b + ¢) (Vm i_r-l-"'l‘V—TF-) ift; ba3 Dreied ift bei A
ivigwintlig. (BVgl. unten Aufgabe 14).

v

Defermination trigonometrifder Anfgabesn.
Pan nimmt allgemein an, dap ur pollftdindigen Ldfung einer geometrifden Auf:

gabe bie Grfiillung der Forderung gepirf, die Bebingungen nadjuiveijen, weldhen die geges
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benen Stiicdfe geniigen miifjen, bamit aud ifnen bie verlangte Figur audy wivklich confteuivt
twerden fann, joivie audy bie Beantiwortung der Frage, wie viel Lojungen die geftellte Auf:
gabe qulifit, d. b. eine Determination.

®ebt man nun bei der trigonometrijden Aufgabe von dem Gefichtspunite aus, dap
bie gegebenen Stiide als an einer gegebenen Figur durch directe Mefjung oder durdy Red)-
nung gefunden gedacht twerben, fo ift eine Unterfuchung der Miglichieit der Figur freilic)
unndthig, da fie gar nidht in Frage fteht; denn die Figur exijtivt ja faftijh. Dody bleibt
einerjeits bie Frage, die auch praftijd widtig fein fann, ob die Aufgabe ein- oder mehr-
beutig ift, unbeantiortet, anbeverfeitd enthalt die trigonometrijdhe Determination fo el
intereflante Momente und ift eine bie Verftandesthitigleit in fo hohem Mafe in Anjpruch
nefmenbe Aufgabe und darum eine fo vortvefflide ghymnaitijde Uebung, daf fie an einer
Boheven Lebranftalt nicht aufer Acht gelaffen ju fwerben verdient. Budem liefert fie nament:
lich 3u Uebungen, fite die ficdh fonft wenig Gelegenbeit findet, veiches Material, ndmlid) ju
Uebungen in der Behandlung unb Entiwidelung von Ungleidungen®) und in der Anivendung
ber Sdpe fiber bie Junahme und Abnabme eined Winfels und feiner goniometrijdjen
Functionen. Die folgenden Aufgaben follen einerfeitd zeigen (und in jofern ald Erginjungen
su den Bemerfungen auf S. 8 ff. dienen), wie trigonometrijdye Aujgaben iiberhaupt, anderer=
feits ingbejondere, ivie ifre Determinationen ju bebanveln feien.

Aufgabe 9. Dreied aud r, b, f — 4. .

Nuflofung. Durd die Gleidung sinp = 2—111 erhilt man den Wintel B und in Ber-

bindung mit dem gegebenen Winfel p — p die Winkel y und @ Ferner ifi a = 2rsing,
¢ = 2rsiny, F = 2r2sinesinf siny,

*) So {dlimm fteht e nun freilich in diefer Bejiehung mit ber mathematijen Disciplin an unjeren
Boberen Qehranftalten nidgt, wie man meinen fonnte, wenn man wahenimmt, daf in einer Beitidrift fiic
mathematijden Unterridit an Gymnafien, Realjdulen w. §. w. (id) meine bie in Reipsig bei Teubner erjdeinende
und von §. G. B, Hoffmann Hevaudgegebene) eine Warnung bder Lefer, die dbod) nidt Sdfiler {indb, vor
Sehlicliifjen, bie man madt, wenn man bie Seiten einer Ungleiung ohne Aenbevung bed Ungleidheits.
seidhens mit einer negativen Safl multiplicirt, ober wenn man bdie Seiten einet Gleidung ohne MWeitered durd)
JMull bividbiet, nidt filv fiberjliijfig qebalten wirb, AWad foll man bagu fegen, wenn man in ber genannien
Beit{drift unter der Weberjdyrift ,Mathematijhe Sophismen” u. A. Folgended (V. ©. 225) [ieft:

Dad Gange ift gleid) der Halfte:

X' —(x+x)(x—3),x(x—x)=EF+D(x-x), x=x4x=2x fD[g[itT;p%j: e
Sebe pofitive Sabl ift feiner ald Nihtd. Wenn n eine ganze pofitive Jabl ift (1), gilt
9n — 1 < 2n, multiplicivt mit — a8, — 2an 4+ a < — Zan, a < 0.
Marum madt e8 Jid der Ginfenber (B, Hellmann in Berlin) biefer , Mathematijden Sophismen”

(viefmehr mathematifen Unfinnd) nidt bequemer unbd fdreibt einfad: Aud -;}.B =x.0 fn[gt-:—-‘; = x5 und:
s — 1< 0 exhiilt man durdh Multiplication mit — a bie Ungleidung a << 0, wad freili) auf den Schlufs
Binausliefe: Ausd a=b und ¢>d folgt a —c>b —d. Gin Ober: Tertianer muf jdhon jehr gevantenlod
jein, wenn er ofne Weitered bie Seiten einer Ungleidung mit einer Bahl multiplicivt, ofne fid @ewifiheit
bariiber verjdhafit su Haben, ob biefe Bahl pojitiv ober negativ ift, oder wenn er bie Seiten einer @leidung
ourd eine Sabl bividirt, von ber er nidt weif, baf fie von Null verjthieben ift. Und foldhe Saden finben
fih in mehreren Deften fener Beitidrift! Wad foll ein audlinbijder Lefer von dem Jujtande bed mathema:
tijlgen Untercichtd an ben Hoberen Lebranftalten Deutjdhlands benfen?
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Determination. Durd) die Gleidung sinf = -;r it ber TWinfel B, und damit

audy bas Dreied ABC, im Allgemeinen sweibeutig Beftimmt, wenn b nidt grifer ald 2r ift.
Ym Uebrigen miiffen die Bedbingungen 1. f=>f —y und f + ¢ < = ober
9. p<im+ +(B—yp) erfiillt fein. Man unterjdheidet svei Hauptidlle.
IL B—yp< -1 .
Rimmt man f <+, jo ift die erfte Bedingung erfitllt, wenn sinf > sin(f — ) ober
b > 2rsin(f — ¢) ift, wibrend die jiveite Bebingung ftets erfitllt ift. — Nimmt man f > %::z,
jo ift bie crfte Bedingung ftets erfiillt. Da bie Wintel § und w45 (B —9) im joeiten
Quadranten liggen und in diefem Quadbranten derSinus abnimmt, wenn perWinfel wadfi,
fo ijt die gweite Bebingung erfiillt, wenn sinf = sin H x4+ 13 B — y)f ober b > zrcos%{,ﬂ—y)
ift. Das Dreied ift daber jiveideutig oder gindeutig beftimmt ober unmdglich, wenn bon
den Ungleichungen
b > 2rsin(p —y), b > Ercus%(ﬁ — )
beide ober nur eine ober feine ftattfindet. (Sft b= 2r, fo fallen beide Lojungen in eine
jufammen).
| L f—ySqm
Wegen ber erfien Bedingung mup L p >3 m fein. Da nun bie Wintel
B, B — 7, t"r + (B — p) im giveiten Quabranten liegen, fo finb bie beiben Bedingungen
erfitllt, wenn ;
sin(f — ) > sin f§ > cos .'?([3 — ) pber
9rsin(f — ) > b > 2rcos %{]3 — )
ift. Dag Dreied ift daber einbeutig beftimmt, wenn biefe beiben Ungleidhungen ftattfinden,
bagegen unmbglich, twenn eine derfelben nid)t fiattfindet. (Vergl. Aufgabe b.)
Nufgabe 10. Gin Dreied ABC, in tveldhem bder Winkel f jpig ift, aud b, m, p — q
su berecynen,
Aufldjung (Fig. 18). €8 ift
sinAEH = sin(f + 5 ¢) = %1 aljo

sin t[i—f——;-n'——'?(ﬁ 4 7"};"‘_"0"5'-:"“3_?):%' Ferner ijt
p — q= h(cotgy — cotgff) =h El:ii(l%;n::),

2(p — q)sinfsiny = 2hsin(f —9),
(0 — @)} cos(B — ) — cos(B 4 )| = 2hsin(—9),
(p — q@)cosa = 2hsin(f — y) — (0 — Q) cos(B — ),
bo cos(B -+ ) = — cosa ift. ©eht man

9h = (p — Q)cotgg, alfo tgp =23 fo ift

2h
: . Pyl Ap)
cos e — sin(f — #)cotgp — cos(f — p) = sin ——————.
sa = sin(f — y)cotgy (f —p)=sin 0
h h hsin e sin o
erner i N B L et 7 SRE L - cemalig, N ER L
5 f ging ’ g sinﬂ’a sinfsiny’ 2" sinfising




‘Determiuutinn ‘Damit bie Beredinung der Winkel iiberhaupt miglidy jer, miijjen

sin(f —y -
§in

bie ﬂirucfjc — und - ol echt Jein. (3t h = m, fo mup p— q = 0 fein). Ferner

miiffen, ba |3 < 5w alfp 2B <z ober 2B < a + P+ 7 fein {oll, die Bedingungen
L.p—y<a 2. p—y<<ym und die Bedingung 8. f—y <P+ 7

erfiillt fein. Da « und p— p swifden 0 und « liegen und in diejem Infervall ber Cojinus

abnimmt, wenn dber Winfel wadft, fo ift die erfte Bedbingung erfiillt, wenn

sin(B—yp — @)

coser << cos(f — o) oder g - << cos(f — p)
ift. Jgmmp—y<g, fu ift der abjolute ‘“SLrt[; von sin(f — y — @) ftetd Eeiner als
sing, ber Brud - S Y ) aljo jtet3 edht; jo ift jener Brudy

qlllq)
echt, wenn bie erfte Bebingung erfitllt ijt. Dieje ift erfitllf, wenn
sin(f — y — @) < cos(f — y)sing,
(B — p)sing,
sin(f — p)eosgp << 2cos(f — p)sing
ober fwenn, bda nad) ber sweiten Bedingung cos(B — p) pofitiv fein muf, man alfo die
Seiten ber lepten Ungleihung durdy die pojitive Babl cos(p — p)cosg dividiven darf,
2tgp > tg(p — ) ober p — q > htg(p —?)
iit. Die jweite Bedingung it clfuIIt fvenn ;:_ﬁm p) < _Ln: g—(gi — ) <1,

A
sinu.} B—p2< cas%(ﬁ — )2 1 — F <% = ober m2 < 2h? ift. Da B+ y und
B—p stifchen 0 und = liegen, fo ift bie dritte Bebingung erfilllt, wenn cos(B +y) < cos(f—7p),
(sinfp — y — @) Al
—"W < cos(f — 7)
— sin(f — p)cosq - cos(f — p)sing << cos (f — y)sing
ijt, und biefe Ungleidjung ﬁnbet immer ftatf. Da nun

2 cos B —7) V' 1 — cos (ﬁ y}3 2h V'm? — he

— cosee << cos (f — p)y —

g — ) = —
?Lusz(j—;}d—l 2h? — m?
ift, fo ift bie Aujgabe miglich und das Dreied eindeutig bejtimmt, wenn
; 2h? y/m? — hJ
: 1. h<m, 2. 2h? > m? ) R
ift. (Bergl. Aufgabe 7.)
Aufgabe 11. Dreted ausd a, g1, f — 7.
Aufldjung. 63 ift tgye= Siz%', 01 =stgya,
i

A T : il e iR, 0y {

§ = r(sine - sinf - siny) = 4rcos; « ws—.zﬁ Gas?y,
1 s

91_41*:1112:: cnszﬁ co-,zy, a_4r51u - 0z COS 5 0

01 (:05-—1:\::3(:05——,6 cos;ﬂ;, 201 a:os— i— a.icﬂs (p —y) ri—f,us——(ﬁ + y);

Set man 201 = atg5 o, ig -2- P = ET, fo exhilt mon g poosy o —sing av——-UUbg B—»),
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sind(p — &) = cos g (B—9p) cosy . Durdy cine Seite und bie Winfel ift bas Dreied
Deftimmt.

Determination. Da ber Wintel F(p — o) fpip ift, jo it durd) die Gleicdhung
sin (g — &) = ¢0s (B — ¥) cos L ber Winfel « eindeutig beftimmt. €3 miiffen nun bie
Bedingungen

Lty<m, 2 ﬁ+??‘->|3—-':~’

erfiillt fein. Die erjte %chmgunj ift criu[[t wenn —:m — 2u:c <Zig ‘x nber z(-;p —) < itp
ober sin (¢ — &) < sin- Lo ober cosy (B — ;u)cos 2 @ < siny ap nbcr COS z L(B—7) <:‘_th P
ijt. Die siveite Bedingungift erfiillt, mcmz. T — 0> (B— y}uncr,,(qa—-a >—(ﬁ ?+€9}—'—’5
ober twenn, dba ber abjolute Tbvrtb von 3 (B — ¥ + @) — - Eleiner alg 5 ift und in bem
Sntervall von — rx bis + yx der Sinus ju= oder abnimmt, wcmtber Wintel
s pber abnimmt, sing(p — o) > smg (@ = + ,-p)__:,,;; ober

casz(.ﬁ-— ?}cusego‘_}——cas L@ —y—[— @) ODET

COS- |[|'3 — y)w:.dqa > — cos—-(ﬁ — y}cosggc- -~ sin (|!3 e y)smgtp ober
2 cotg 5 (B —7) >tg .J @ ift. Die Aufgabe ift daher nur bmm moglid) und das Dreied ein-
29’ < 2cotg (B — ) ift.

Aufgabe 12. Dreied ausd a — b, h, « — B.

Auflojung. CE3 it a—b = 41‘5111%;1 Sin%(a — B), h= &rsinﬁsin;g!cos%*y,
(a — b)sinfeosyy = hsing(z—f), (a— b)gsin B+ 57) + sin(p — .;y};=2hsin;- (¢—B),
alfo, ba sin(B +5y) = singﬁ 4 g7 — 5 (x ﬁ}g —sin)-x — -é—(cc—ﬁ)%:cos%(a—ﬁ}
ift, (a — b)sin( — 49) = 2hsin 7 (¢ — p)—|(a — b) cosz(c — B). Sebt man
sin (@ — f — o)

e |
Slll'.'—f(p

beutig beftimmt, twenn cos(B— ) < -

2h=1(a —h) cutg.—e P, tg-,j-:p: E-;-l--ll, fo erhdlt man sin(p — ;—-yj =

Durch h und die Winfel ift bad Dreiecd beftimmt.

Determination. €3 miifjen bie %ebiﬂgungen
l.a+B>a—p, 2. ¢+ f <<= 3. valabs.sin; (a~;3—:p)<isin @ exfitllt fein.
Mn i« +p—3@—p —BF—z0= }ﬂ a+ﬁ—'—n+ (ar-—ﬁ)LﬁJ— 7.
Aljo tit blc exfte i’icbmgung erfiillt, wenn x4 —(ca - ﬁ) +B—5y>a— B,
B— 5y >q@—p) — s vher wenn, da B < e, alfp p < 5 s 7 unb baber der abjolute
Werth von .d — 37, und cbenjo der abjolute Werth von @ —p) — 7, Heiner al3
Lz i, sin (B — 4p) > — cosk (¢ — B), sing(e —p — 9) >— cosg(a — f) simzo if,
und bieje llngIeu:I;ung findet immer jtatt. Die ammte Bebingung ijt erfuﬂt wenn
!.2-55 + %(ﬁ — @)+ pf— —.}fy <xfp— —yc::: T— (u — ), sin(f— ?y)c:cﬂs . L (a—B),
sin %(rx —pf—p) < cns.—j(a — B) sin 2 P, tg= A C ﬁ) = 2tg$cp ift. Die britte Vebingung
endlidy ift, wenn (¢ — B) <+ o ift, ftets erfitllt. Sft 3 (@ —p) > 5@, fo ift fie erfilllt,
enn bie aweite Bebingung exfilllt iff, da nad) diefer sin -,lz—(a—ﬁ—qa}{cus--.}(a-—- ﬂ)si.u%go
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jein mup. Die Aufgabe iff alfo nur miglid und bas Dreied einbeutig bejtimmt, twenn
1 a—b,
tg—.j(a —p < il ift.
Aufgabe 13. Dreied aus a, o + o1, .
Auflojung. Man findet a = 4rsing e cosye,

o =4rsingesinyfsingy, o = 4rsin  acos feos 1y,
1
SR ot sl
0 -+ o1 = 4rsinzaces;f — p), = cnss__é.rr—.;..{ﬂ -{-‘y]}'

e+oifa_ cos(3 % — 7). cos(yw — +f)

et e —a " sin(zm— 3p) sin(im — 26’
el = I Ol 8 L L e A (ehiel St
'g{;ﬂ: g?) 9_,_91_}_-&0[13(‘4:5 ,;Ig:I a-f-{g—f-gz} Dt'g(gﬁ L

Durdy eine Seite und die Winlel ift bas Dreiect Beftimmt.
Determination. Wenn f=3x, aljo e =B — p ift, fo ift, wie aus det
1 f
Gleidnng & T o :msz(ﬁl- 7)
a oS 5 =
ift, fie ift aber unbeftimmt, weil nur jwei Glemente gegeben finb. — Jjt B - v, fo ift der
Wintel » eindeutig beftimmt, muf aber. die Bedingungen

Ly>0, 2B8+y<m
erfillen. Die erfte Bedingung ift erfiillt, wenn T — 3y <t oder wenn, ba beibe
Seiten diefer Ungleidung fpige Winkel find, tgin — T < 1,

z—_",z{—:;—:—%cotg [%,B—-;—ﬂJ < 1 ift. Die zweite Bedingung ift erfiillt, wenn

folgt, die Aufgabe nur dann miglidh, wenn a = o + o

T — 3y > 7B — 37 ober wenn tg (2w — 1p) > ta3p — L),
a— (04 o) : ; : e
m;i g:j cotg (3 —.m}sz} > tg(7f — 7m) ift. Die Aufgabe ift daber miglich und
dbad Dreied eindeutig beftimmt, wenn bie Ungleidhungen
2 — (0 + @) 1 1 1 Y
1> AL s cotg (zp — 3m) > tg(zp — 7
ftattiinben. 3ft f > =, alfo tg (8 — @) >0, fo darf man biefe Ungleidhungen mit
B = }ar.) ohne Aenderung der Ungleidhheitsyeiden multipliciven, Man exhlt
y(ig— 1 a—(o+@) i, Gt
babutd} t'!:'('lﬁ 4?5) } a + (E + Qi) :} t'g('éﬂ 3?[}?'
3n diefem Falle mup aljo a > o 4 ¢, fein. Jit p < Fa, alfo tg(3f — +7) <0, jo muf
man, wenn man jene Ungleidungen mit tg (;8 — ) multiplicivt, die Ungleidhheits-
jeidpen dndern. Man erbiilt
Ly 3 —(0+ @) L
R el Fe s S S
Jn biefem Falle ift, Wwenn a > o + o, ift, bie erfle, und wenn a < o + ¢ ift, die jiweite
Bedingung ftets erfiillt. '
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Aufgabe 14.. Dreied ausd b 4 ¢, b, e
Aufldfung. €3 it b + ¢ = 2r(sinp -} sm?) _4rcos o CoS 5 (ﬁ — ),
h = 2 rsinfsiny = Srlccus2 Beos < ¥ sin > Bsin: ¥
bafeii. 2 cos; acos 5 (B — 7)
7 ]cosé-(ﬁ — 9 + co (8 +/>; jcns—(ﬁ—~ 7) — cos5 (B + )}
(b -+ c] c-c:—(ﬁ — ) — sm—:x2

Seft man cos; ({5 - g:} = sin zrztg qu, o 1 @ einen pofitiven {pigen Wintel bebeutet,
jo erbdlt man

—"thos 0 COS (ﬁu—-y}

(b 4 ¢ (Sln—txgtn'T P2 —sin o:’] o Ehcos e §in = atg 5 0,
(b -+ c) sin E‘“ (sm T P2 — cas-i;p?) — thos.—asm—qpcos;q;,

— (b4 ¢) sin-l- QCcosp = hcos.l.mimp’ tgp = — b_—t_ﬁ tg X L

ﬁ)luc{; biefe @Iudpmtg Iﬂ.’ @ al8 ftumpfer Winkel, aljo aud ﬁermdge ber Gleidyung
cosy (B ——¢) = sin ncfg @ der Winfel B — p eindeutig beftimmt, wenn man f > p nimmt.
Durdh eine Hibe unb bie ﬂBmfeI it bas ‘Ture:ed beftimmt. Mit Benubung der Moll-
weibe’{dhen Gleidhung (b -+ c) sin- -:x = 808 (}3 — ) erbhdlt man nnd;

a=(b —]—G)C{}tg._!(p, F__?a.h__zh(l:-—{- c)cotg.zq;.

Determination. €8 miiffen die Bedbingungen
s sin%atgﬁi—{pzl_.r 2. —y<P+4vy

erfitllt fein. Da die Seiten bder Gleichung cotg ;@ = 1-;!%@' obet
cotg+ @ = Vv 1 + cotgp? - cotgep pofitiv find, fo ift bie erfte Bedingung erfiillt, wenn
sin-'}- ¢ < V' 1 + cotgg? -}- cotg g ober sin ! ' @ — cotggp = v 1+ cotgp? ift. Da ber
Wintel @ im giweiten Quabdranten liegt, fo t]t cotg ncgatlb aljo sin ——ex—-cotgq)j.'rnflttl‘-

baI]EI' die erjte ﬂicbmgung exfiillt, wenn (sm o — cotg )2 . (_: 1 - cotggp? oder
sin - @2 — 2sin} acotg g < 1 ober — 25111 n:cntgtp < cosya? ober, ba

cm°¢:_b+_ cotge iit, twenn b-}- cos+ & COS rx2 Dberh‘:g(bw{—c)cos;u ijt.

Die atmtte Bedingung ift exfiillt, twenn cosy (B — p) = cosy (B4 ) vber sin o:f,g P :>sm =
uber t.g e > 1 ijt, und bdiefe Ungleihung findet immer ftatt, weil ¢ > - 7, aljo
50> +m ift. Die Aufgabe ift daber nur dann miglih und bag Dreied eindeutig be-
ftimmt, wenn h = (b 4 ¢) coste ift. (BVergl. Aufgabe 8.)

Aufgabe 15. Dreied ausd m, F, e

Aufldfung. {Eé iit c:m=sin (4 5 L&) :sin f = cos+ (ﬂ — g):sinf,

m?cos +(B — p)2 = c?sin 2 = 4r2sin f2siny?2,
m2{1 - cos(f — )| = 8r?sinfi?siny?, 2F = 4r2sinasinPsiny,
m?sing __ 2sinfisiny _ cos(f — p) —cos(B+p) __ cose - cos(B — p)

2F — 14 cos(B—y) 14 cos (B —9) T 14 cos(f—yp)




24

Da die Balblen cose und cos(f — y) nidst jugleidh negativ fein fonnen und cose << 1 ijt,
jo ift der Brudy i Cﬂs(# , aljo aucdy der Brud) m qu edht. Daber fann man

1} cos(f —
=cosg fehen und erhilt ba‘\urd} cosgp = “’15 :_t;(ﬁa(ﬁ_;}?)'

sin ; (a 4 @)sin -;1—(:: — @)

o .
sin g2

m? sin ¢
~2F

cos(B — ¥) (1 — cosg) = cosgp — cosa, cos (f—p) =

2F
sin gesin Bsiny’
Determination. €3 miiffen die Bedingungen

o

1. weliabas e Ran ek z 14 L .!-sina = -F—,, . p—y<fHy

Kerner iftdrz= a— 2rsing, b = 2rsinfl, ¢ = 2rsiny.

1 — cosgp
erfiillt fein. St cose << cosg, o ift bie erfte %ebmgung exfiillt, wenn
¢ 1 2 1 ML 2
CoSQp — cosa ,:_: — COS(, 2cC05Q { - cose, COSQ = Co8 ;0 — C7 < ©0s- -o:

- ]‘1 y S AT
th:- % 5 it Jit dbagegen cose = cosg, aljo cosee > 0 unbd %-a < -}rz, jo ijt der Brud

co: “_ c:}w ftetd edht, bie erfte Bebingung daber ftets erqut Aber audy in diefem Falle
1
— m?2 Slnﬂ: i = F *g 7 & — F tg 7 O
1 g — e > t Il el il
ift taeﬂr.'t:: , ba cose = 5F i l—tgmﬂ{ =, 1g; ,ac.:: 1—tg——a'=

- 1
ift. Da nun singe—y
c032

igzrc q_-_-_ 1ﬁ,fn ift ftets gsine < 2, aljo die jiweite Bebingung ftets erfiillt, wenn bie

erfte erfuﬁt ift. Die britte BVedingung ift erfiillt, wenn cos(f — y) > cos (f 1 p) vder
COS(p — COSe

1— cosqﬁ_
finbet immer ftatt, weil cosg pofitiv ift. €2 ift daber nur dbann die Aufgabe mdglidy und

o i { i ' '
> sin e cosya, aljo tgye > jsine, und in jedem Falle

— cose pber cosgp — cosa > — cosa - cos g cose ift, und diefe Ungleidjung

T

bas Dreied eindeutig Geftimmt, fwenn tg yo = =i
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