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VIL Abschnitt.
Theorie der Planeten.

156) Die Theorie der Planeten nimmt in gewisser Hinsicht eine Mittelstellung ein
zwischen der Theorie unseres Mondes und der der Jupitersatelliten. Bei unserem Monde
sind die hauptsichlichsten Ungleichheiten derart, dass sie bei jedem Umlaufe oder lingstens
in einem Umlaunfe der Erde um die Sonne, nahezn in derselben Ordnung wiederkehren; dies
rithrt daher, dass diese Ungleichheiten lediglich von der gegenseitigen Lage der Sonne, des
Mondes und der Apsidenlinien abhiingen. Bei den Satelliten Jupiters hingen einige
der hauptsiichlichsten Ungleichheiten, wie die des dritten und vierten Satelliten, ganz und gar
nicht von der gegenseitigen Stellung der Kirper ab, wohl aber von der Lage der Apsiden-
linien, deren Umléufe, wenn sie auch langsam erfolgen, doch vollstindig beobachtet werden
konnen. Bei den Planeten sind die Storungen, welche denen des Mondes analog sind,
nur klein; die Anderungen der Elemente, die durch sie erzeugt werden, sind zwar bemerklich,
aber sie erfolgen doch so langsam, dass mehrere Jahrtansende notwendig sind, um sie voll-
stindig zu beobachten. Die bemerkenswertesten Unregelmiissigkeiten sind die, welche hervor-
gebracht werden durch Anderungen der Elemente, die mehrere Umliufe der Planeten umfassen.
Diese Storungen sind unter- den bisher behandelten Fillen am #hnlichsten denen der drei
ersten Jupitermonde; von den letzteren unterscheiden sie sich jedoch dadurch, dass fir den
grissten Teil von ihnen unabhingige Excentricititen durchaus wesentlich sind.

Ungleichheiten, die friither behandelten iihnlich sind.

15%) Einige Ungleichheiten, die der Variation, der parallaktischen
Ungleichheit, der Evektion und der jdhrlichen Gleichung des Mondes
dhnlich sind.

Wie wir schon sagten, giebt es einige Storungen, die den in der Theorie des Mondes
behandelten dhnlich sind. Betrachten wir z. B. die StGrungen Merkurs durch
Jupiter. Die Entfernung des letzteren von der Sonne ist fast 13 mal so gross wie die-
selbe Entfernung fiir Merkur, also die erstere sehr gross im Vergleich zur letzteren. Es ist
deshalb dieser Kall fast genau derselbe wie der des durch die Sonne gestorten Mondes. Wie
frither die Mondbahn, so wird jetzt die Bahn Merkurs an den Stellen, welche Jupiter
am nichsten und von ihm am weitesten entfernt liegen, etwas zusammengedriickt; die
Stirung ist der Variation #dhnlich. Diese Wirkung wird jedoch sehr modificiert durch die
Wirkungen derjenigen Kriifte, welche den in 94 erwihnten analog sind und hier bedeutend
iiberwiegen (parallaktische Ungleichheit). Nach dem in 98 Gesagten wird die Apsidenlinie
Merkurs bei jedem Umlaufe ein wenig vorschreiten, wenn Jupiter nahe in dieser Apsidenlinie
steht, sie wird aber etwas zuriickschreiten (101), wenn sich Jupiter in der darauf senkrechten
Linie befindef. Nach 115 (am Schlusse) ist die Excentricitit im ersten Falle am grossten, im
letzteren am kleinsten, oder die Merkurbahn ist im ersten Falle etwas mehr, im zweiten etwas
weniger excentrisch. Aus 90 folgt ferner, dass sich die Bahu des Merkur etwas weiter aus-
dehnt, wenn Jupiter im Perihel steht, als wenn er sich im Aphel befindet (die Bahn verengert
sich, wiihrend Jupiter vom Perihel zum Aphel geht und erweitert sich yvom Aphel bis zum Perihel).

Wie auf Merkur, so lassen sich die frither fiir den Mond gefundenen Resultate auch
ausdehnen auf die Stérungen, welche Venus, Erde und Mars durch Jupiter
erfahren.

158) Das soeben behandelte Beispiel Merkurs und Jupiters ist freilich eines der
extremsten im Planetensystem, sofern eben die Planeten sehr weit voneinander entfernt sind.
Betrachten wir dagegen die Storungen zweier Planeten, die einander niher sind, so miissen
wir unsere Schliisse bedeutend modificieren. Es wird alsdann dort, wo die Planeten in der
Nithe ihrer Konjunktion sind, die storende Kraft viel grosser sein als an irgend einer
anderen Stelle, und deshalb wird auch die Bahn an dieser Stelle yviel mehr als in irgend
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einem anderen Teile gefindert (beim Monde war die stirende Kraft in Konjunktion und
Opposition nahezu die gleiche, weil die Entfernung des stirenden Korper sehr gross war, 82).
Indessen wird die Schiussweise, auf welche wir in 91 die Gestalt der Mondbaln griindeten
(wenn wir von der Betrachtung einer selbstiindigen Excentricitiit absehen), bis zn einem gewissen .
Grade auch hier gelten. Die Bahn wird also in verschiedenen Fillen (91) auf der Seite, auf
der die Konjunktion stattfindet, und auf der ihr entgegengesetzten zusammengedriickt werden,
am meisten aber auf der letzteren (96)%); sie wird ferner an den Teilen sich erweitern, wo
die stiirende Kraft vollstiindig die Gravitation gegen die Sonne hin zu vergrissern strebf.

Diese Schlussweise ,*_"IIT. fiir die Anziehung eines fusseren ]’l.nwten. aber sie wird uns
auch in vielen Fillen behilflich sein, um {lmwmw Gestalt der Bahn zu finden, welche durch
die Anziehung eines inneren 1’]:111{#9:1 hervorgebracht wird.

159) Die Analogie muss mit grosser Vorsicht benntzt werden.

Die Betrachtung einzelner Fille wird uns zeigen, wie vorsichtizr man in der An-
wendung dieser Schliisse sein muss. Angenommen, wir untersuchten die gegenseitigen
Stirungen von Erde und Mars. Die TL'mLuli.fﬂf des Mars ist nahezu rluppelt 80 n'm-ﬂ
wie die der Erde; wir treffen also hier auf eine Ungleichheit der Art, wie die in 122 und
den folgenden Paragraphen betrachtete Ungleichheit der Satelliten Jupiters. Q]J;;leif:h die
Umlaufszeit des Mars nicht sehr nahe das doppelte von der der Erde ist, so dass die Anderungen,
die dorch dieses Verhiiltnis der Umlaufszeiten in den Bahmen yon Erde und Mars entstehen
(die Abstiinde der Punkfe der Konjunktion voneinander sind dann grisser als die frither bei
den Jupitersatelliten), nicht sehr auffallend sind, so sind sie doch unter den bloss von der
Stellung der Planeten abhiingigen die grissten, welche die zwei Kirper gegenseitig in ihren
Bewegungen hervorbringen.

Obwohl man also auf den ersten Blick bemerkt, dass diese Stirung zwischen Erde
und Mars analog der Variation des Mondes ist, so erhilt sie doch, wegen des geringen
Unterschiedes der Distanzen, und wegren der nahen Imnunemumiullt it der Unﬂauf&zmten wen
mehr Ahnlichkeit mit der bei den Jupitersatelliten auftretenden, d. h. mit der langsamen
Variation der Elemente der Bahn als mit der Variation des Mondes.

160) Es ist kaum miglich einen Begriff von den Rechnungen zu geben, durch welche
man in allen den verschiedenen Fiillen die von den Excentricitiiten unabhingigen Storungen
bestimmen kann. Wir miissen uns damit begniigen, anzugeben, dass diese Methoden fiir alle
gelten, und dass sie viel einfacher sind als andere, die sich auf Punkte beziehen, von denen
wir durch eine allgemeine Erirterung einen Begriff geben wollen.

161) Allgemeiner Grundsatz fiir die Erkldrungen der bedeuntenderen
Stéirungen, welche von den Excentricitditen und Neigungen der Bahnen
abhingen.

Betrachten wir nun die Ungleichheiten der Bewegung, welche von den Excentricititen
und den Neigungen der Planetenbahnen abhingen. Der Leser wird wahrscheinlich zuerst an
folrendes denken:

,Wenn die Storungen der Planeten, falls man jhre Bahnen ohne umnabhingige
Excentricititen annimmt, nur wenige Sekunden betragen, wie kionnen dann die kleinen Orts-
#nderungen, welche entstehen, sobald wir uns die unbedeutenden wirklich urspriinglich vor-
handenen Excentricititen und Neigungen der Bahnen hinzugefiigt denken, die Krifte, mit
denen die Planeten aufeinander wirken, so selr veriindern, dass daraus irgend merkliche
Unterschiede in der Grisse der Unregelmiissizkeiten entstehen ?*

Als Antwort hierauf kann man sagen:

B8 sind thatsiichlich diese ]\mftla oder die erwiihnten Ander ungen der Krifte (die
man bei abh:tng:ger Excentricitiit anzubringen hat, sobald man den Fall einer urspriinglichen

*) Weil eben der Unterschied der Krifte in Konjunktion und Opposition jetzt gross ist, und die
daraus entstehende, der parallaktischen Ungleichheit des Mondes fihnliche Stirnng in Opposition die der Variation
dihnliche Storung vermehrt, in Konjunktion aber vermindert (96).
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Excentricitiit haben will) aunsserordentlich klein, und diejenigen Teile derselben, welche in
derselben Richtung eine kurze Zeit hindurch, z. B. wiilirend eines Bruchteiles der Umlaufszeit
eines Planeten wirken, bringen keine merkliche Wirkung hervor. Aber es giebt anch Teile,
die nicht bloss eine kurze Zeit hindurech wirken, sondern die wihrend vieler Umlinfe in der-
selben Weise fortwirken; die Wirkungen dieser Stirungen werden im Laufe der Zeit
merklich; insbesondere bringen jene, welche die miftlere Entfernung und die Umlaufszeit
findern, nach und nach Anderungen in der Lénge des Planeten hervor (49), die weit fihlbarer
sind als die Anderung der Dimensionen der Bahn.®

162) In dieser Betrachtung ist die ganze allgemeine Theorie derjenigen Ungleich-
heiten begriffen, welche man unter dem Namen ,Ungleichheiten von langer Periode®
kennt. Ausser denjenigen Ungleichheiten, die der Evektion des Mondes #hnlich sind, sind sie
unter den von den Excentricititen abhiingigen Ungleichheiten die einzigen, welche Bedeutung
haben.

Die Ungleichheiten von langer Periode, inshesondere die fiir Jupiter
und Saturn.

163) Um nidher in die Erirterung einzugehen, wollen wir das Beispiel der
langen Ungleichheit von Jupiter und Saturn wihlen. Diese letztere Ungleichheit
ist wegen ihrer Grisse, wegen der Zeif, in welcher die Kriifte in derselben Art wirken, aber
auch wegen der Schwierigkeit, welche sie den Astronomen bot, ehe sie durch die Theorie
begriindet war, die merkwiirdigste, die man seit der ersten Erklirung der Ungleichheiten des
Mondes kennen gelernt hat.

164) Die Umlaufszeiten von Jupiter und Saturn betragen 4332sms Tage und
107592193 Tage, sie verhalten sich also zu einander nahezu wie 2:5, oder die Anzahl Grade,
welche beide Planeten in derselben Zeit in Linge beschreiben, abgesehen von ihren
Excentricitéten, stehen nahezu im Verhéltnis von b:2. Nehmen wir an, dieses Ver-
hédltnis habe genau den Wert 2:5, und Jupiter und Saturn gehen von einer Konjunktion
ans (die Bahnen seien nicht excentrisch). Hat Saturn 240 Grade beschrieben, so wird Jupiter
600 Grade zuriickgelegt haben, da diese Zahlen sich wie 2:5 verhalten oder da Jupiter
5 mal so viel zuriicklegt. Da nun 360 Grad einen Umlauf geben, so wird also Jupiter ein
ganzes Mal (von der urspriinglichen Stellung in Konjunktion aus gerechnet) herum gegangen
sein und iiberdies noch 240 Grade beschrieben haben; er wird daher mit Saturn wieder in
Konjunktion stehen, weil dieser gleichfalls vom fritheren Orte der Konjunktion um 240 Grade
sich entfernt hat.

Hat Saturn nochmals 240 Grad beschrieben, d. h. im ganzen 480 Grade oder einen
ganzen Umlanf und noch 120 Grade dariiber, so wird Jupiter im ganzen 1200 Grade oder
drei Umldnfe und noch 120 Grade dariiber durchlaufen haben, wird folglich wieder mit Saturn
in Konjunktion stehen.

Wenn Saturn ein drittes Mal 240 Grade zuriicklegt, also im ganzen 720 Grade oder
genan zwei Umliufe durchmessen hat, wird Jupiter 600><8 = 1800 Grad zuriickgelegt oder
genau 5 Umdrehungen gemacht haben, und die Planeten werden wieder in Konjunktion stehen.

Wir haben jetzt drei auf einander folgende Konjunktionsstellingen gefunden: in
24009, 1209 0° Abstand von der ersten Konjunktion. Man sieht daher: verhalten sich die
Umlaufszeiten genan wie 2:5, so” wird eine bestiindige Folge von Konjunktionen in denjenigen
Punkten stattfinden, deren Lingen die Linge des Ortes der ersten Konjunktion um 240°,
1200, Q¢, darnach wieder um 24009 1200 0°¢ u, s. w. iibertreffen.

Sind z. B. B, und C; (Fig. 57) die Orte von Jupiter und Saturn bei der ersten
Konjunktion, von der wir ausgehen, so wird Jupiter ganz herumgegangen und noch dariiber,
um 240° bis B, gekommen sein, wenn Saturn nur einen Teil seines Umlaufes, 2409, bis C,
beschrieben hat. Hat Jupiter wieder einen Umlauf ausgefiihrt, yon B aus gerechnet, und ist
er noch iiberdies um 240° dariiberhinaus bis B; gekommen, so hat Satwrn auch wieder nur




einen Teil seines Umlaufes, von Cy bis C; oder 240° gemacht. Dann wird Jupiter neuerdings
ein ganzes Mal herum und noch iiberdies bis B, (24009) gehen, wiihrend Saturn einen Teil
seines Umlaufes von C; bis €, (2409 macht, und so zum dritten Male mit Jupiter in
Konjunktion kommt. Hierauf werden die Konjunktionen in derselben Ordnung aunfeinander
folgen.

Stehen also die Umlaufszeiten genau im Verhiltnisse von 2:5, so werden die
Konjunktionen stets in denselben drei Punkten der Bahn stattfinden. Dieser Schluss hat
anch Giiltigkeit, wenn man die Bahnen excentrisch annimmt; denn wenn
auch die Orte der Konjunktion dann etwas veriindert werden, so werden doch diese Orte
nach der dritten Konjunktion, wenn Saturn genau zwei und Jupiter fiinf Umliufe gemacht hat,
in derselben Ordnung und an denselben Plitzen wie zuvor wiederkehren.

165) Die Umlaufszeiten von Jupiter und Saturn stehen nahezu im
Verhidltnisse von 29:72, und deshalb fallen ihre Konjunktionen nahezu auf
drei Punkte, die gleich weit voneinander abstehen, und die bei jeder
Rickkehr langsam vorwiirts gehen.

Die Umlaufszeiten verhalten sich nun aber nicht genan wie 2:5, sondern nahezn wie
29:72. Dies iindert die Entfernung der Orte der Konjunktion. Wir miissen jetzt den Saturn
242;¢° beschreiben lassen, nicht wie vorher 2409, wenn Jupiter mit ihm wieder in Konjunktion
kommen soll, denn dann wird Jupiter : . 24275 = 602,700 oder einen Umlauf und iiberdies
242,79 ° gemacht haben, sodass thatsiichlich beide nunmehr wieder in Konjunktion stehen. Die
nichste Konjunktion wird stattfinden, wenn Saturn den doppelten Wert oder 485,55 © beschrieben
hat; die dritte wird eintreten, wenn Saturn durch 3 . 2492700 = 7280 gegangen ist oder
2 Umliiufe und noch 8¢ dariiber zuriickgelegt hat. Die nun folgenden 3 Konjunktionen
werden nicht an den friiheren Punkten erfolgen, sondern gegen diese um 8,37 9 voransliegen;
iiberhaupt werden die Orte von je 3 Konjunktionen Ba7® den Orten vorausliegen, an welchen
die zuniichst vorangegangenen 3 Konjunktionen stattfanden.

Wendet man dies auf die Figur 57 an, so findet man, dass die Orte der aufeinander
folgenden Konjunktionen etwa sein werden: B, Cy, by ea, by ¢, by ey, bg 5, b cg w. 8. w. Dieses
Verschieben der Orte der Konjunktion wird nahezu in derselben Weise vor sich gehen, die
Bahnen migen excentrisch sein oder nicht.

166) Hieraus ergiebt sich:

1) Verhalten sich die Umlaufszeiten genau wie 2:5, so finden die aufeinander
folgenden Konjunktionen in drei nahezu gleich weit voneinander entfernten
Punkten der Bahnen statt.

2) Ist das Verhiiltnis nicht genau das von 2:5, sondern ein weniger ungleiches,
wie das von 29:72, das etwa gleich 2:44; ist, so gehen die Punkte der
Konjunktion vorwiirts, sodass jede Folge von Konjunktionen in Punkten der
Balinen stattfindet, welche um 84 ¢ vorausliegen in Bezug auf die Punkte der
zundchst vorangegangenen Folge von Konjunktionen,

167) Untersuchen wir nun, wenn die Konjunktionen wieder an
demselben Orte wie zuerst stattfinden werden.

Letzteres wird der Fall sein, wenn die Punkte b, s, bs 5, bg 2 1. 8. w. bis B, G
reichen. Nach welcher Zeit werden diese Punkte so weit vorgeriickt sein? Es seien B, Cy,
B, C; die Punkte, welche um 120° voneinander und von B, C, abstehen. Die erste Konjunktion
erfolgte, von B, C; an gerechnet, in by ¢, und zwar um 24° von By Cs entfernt, nidmlich im
Abstande 24250 von B, C,; die letzte der nun folgenden drei Konjunktionen findet dann in
bs ¢5, um 859 von by ¢y entfernt, statt, wihrend von den nun weiter folgenden nichsten drei
Konjunktionen die letzte in bs es erfolgt, und zwar wieder um Ba7? von bg e; entfernt; denn in
drei Konjunktionen riicken ja die Punkte um 8,0 vorwiirts. Nun sind es von by ¢a bis B; €
In ganzen 120°— 2790 = 117, % Von diesen 117, ° werden also je 8479 in drei Kon-
Junktionen durchlaufen; es fragt sich, wievielmal drei Konjunktionen dazu gehiren, damit
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117.0; © beschrieben werden. Jedenfalls sovielmal 3 Konjunktionen wievielmal 8.27° enthalten
ist in 11719 Es ist 117, : 84 = 14; also werden die Punkte by ce, bs ¢a, bs ¢g 1. 8. W. von
bs ¢s his B, C; gelangen nach 14 mal 3 oder nach 42 Konjunktionen. Da nun by e selbst
die niichste Konjunktion nach B; C, ist, so wird also die Reihe der Punkte by ¢s; bs €5
bs e w8 w. bis B, C, riicken nach 42 L1 = 43 Konjunktionen, von der in B; C; statt-
findenden ans gerechnet. Darnach wird die Konjunktion wieder, wie am Anfang, in B, G,
daraunf in by cs, b; ¢; u. 5. w. stattfinden.

Nun wissen wir, dass nach einer Konjunktion die folgende stattfindet, wenn Saturn
sich um 2429 fortbewegt hat, und da 43 Konjunktionen nach der in B, C; verfliessen
milssen, damit dieselben wieder in B, C; und den fritheren Punkten stattfinden, so werden
die Konjunktionen wieder an denselben Orfen wie zuerst statthaben, wenn Saturn
2427095 43 — 1043979 oder rund 10440° zuriickgelegt oder 29 Umliufe gemacht hat.
In derselben Zeit wird Jupiter, da sich die Umlaunfszeiten wie 29:72 verhalten, 29 >< f, oder 72
Umliinfe gemacht haben. Die Zeit also, nach welcher die Konjunktionen wieder auf dieselben
Punkte fallen, befriiet das 29fache der Umlaufszeit Saturns oder das 72fache von der des
Jupiter, oder endlich nahezu 855 -Jahre, da zu einem Saturnumlauf 107592 Tage gehirven.

Die gefundenen Zahlen sind nicht genau, weil das Verhdltnis 29:72 nicht genan das
richtige ist.

168) Betrachten wir nun

die Wirkungen dieser langsamen Bewegung der Punkte der Kon-
junktion auf die Kriifte, mit denen die beiden Kiorper einander stiren.

169) Haben die Bahnen keine unabhiingige Excentricitit, sind sie also ohne Stirung
kreisformig, so wird der einzige Einfluss auf die Bahnen die periodische Anderung sein, die
bei jeder Konjunktion stattfinden wird. Es wird dann hei einer wie bei der andern Folge
von Konjunktionen das, was die Dimensionen der Bahn beeinflussen kann, dasselbe sein.

170) Dieses Vorriicken der Punkte der Konjunktion vernrsacht
eine kleine Variation der stirenden Kriifte, mit denen der eine Planet
auf den andern wirkt, sodass diese Kriéifte zn ihren fritheren Werten nur
dann zuriickkehren, wenn die Punkte der Konjunktion um 120° vor-
geriickt sind

Sind aber die Bahnen nicht kreisformig, so gilt das im vorigen Parvagraphen Gesagte
nicht mehr. Es ist dann nicht einerlei (Fig. 58), ob die Konjunktionen in B, C;, B, C; und
B; C; erfolgen, oder in b, ¢;, by ¢; und by ¢;. Die Entfernungen der Planeten voneinander
gind jetzt nicht immer dieselben, und folglich sind auch die Kriifte, mit denen sie aufeinander
in den Konjunktionen einwirken, nicht immer die gleichen; ebenso sind dann ihre Geschwindig-
keiten in verschiedenen Teilen der Bahnen oder in den verschiedenen Punkten der Konjunktion
verschieden, sodass infolge davon auch die Zeiten, wiihrend weleher sie aufeinander in den
Punkten der Konjunktion und ihrer Umgebung wirken kinnen, nicht immer dieselben sind.

In der Fignr ist z B. allerdings b, c; kleiner als B, C,, wihrend by e; griisser als
B; C; ist (wo By Cy, B: Gy, By C; die um je 120° voneinander entfernten frither betrachfeten
Punkte sind), sodass durch die verschiedenen Wirkungen in den verschiedenen Punkten der
Bahn eine teilweise Kompensation in den Anderangen der Wirkungen, die infolge der vor-
handenen Excentricititen eintreten, stattfindet. Allein nur durch sebr genaue Berechnungen
kann man sich iiberzeugen, ob die Kompensation eine vollstiindige oder teilweise ist, die hierzu
nitizen Berechnungen sind vielleicht die verwickeltsten, zn welchen je die physikalischen
Wissenschaften Veranlassung gegeben haben, und der Leser kann nicht erwarten, dass ihrer hier
anch nur im geringsten Erwihnung gethan werde. Nur das kann hier als Resultat hingestellt
werden, dass es im Planetensystem kein Beispiel einer vollstéindigen Ausgleichung giebt, und
dass die Wahrscheinlichkeit einer solchen vollstindigen Kompensation in irgend einem Falle
unendlich klein ist.
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171) Wir haben soeben den verinderlichen Einfluss eines Kirpers auf den andern in
der Konjunktion betrachtet, und haben uns dabei gedacht, derselbe hinge lediglich von den
Excentricititen ab. Aber es giebt einen andern Umstand, der diesen Einfluss zn veréndern
strebt; die Bahnen ndmlich sind gegeneinander geneigt (bisher dachten wir uns die Bahnen
alle in einer Ebene liegend). Zielen wir diese Neigung in Betracht, so wird sowohl die
Entfernung der Planeten voneinander, als auch die Richtung, in welcher sie aufeinander
wirken, in den verschiedenen Punkten eine andere sein als friiher.

172) In dem Falle yon Jupiter und Saturn wirken nun die beiden Planeten aufeinander
mit Kriften, welche bei jeder dritten Konjunktion zwar nahezn, aber nicht genan die-
selben sind, und deren Anderungen eine Periode von etwa 850 Jahren umfassen (nach 167
finden ja nach 865 Jahren die Konmjunktionen an denselben fritheren Punkten statt oder sind
die Punkte der Konjunktion um 120¢0 vorgeriickt). Von diesen Kriften wirken nun einige
Teile in der Richtung des Radius Vektor, und diese suchen unmittelbar die grossen Achsen
der beschriebenen Bahnen zu beeinflussen (siehe z. B. 46); andere Teile dieser Krifte sind
senkrecht zum Radius Vektor gerichtet, und suchen bald zu beschleunigen, bald zu verzogern,
und streben (siehe z B. 48), wenn auch auf entgegengesetzte Arten, die grossen Achsen zun
beeinflussen. Ks giebt also Kriifte, welche die grossen Achsen der Bahnen zu iindern suchen,
welche alle ihre miglichen Grissen in 850 Jahren durchlaufen, In der einen Hiilfte  dieser
Zeit suchen sie die grosse Achse der Jupiterbahn zu verkleinern, die der Saturnbahn zu ver-
grossern, wihrend sie in der andern Hilfte das umgekehrte Bestreben zeigen.  Dieses
Zusammenfallen der Zeitrdume des Wachstums der einen grossen Achse und der Abnahme
der andern ist freilich das Resultat einer Untersuchung, in die wir hier nicht eingehen kénnen.

173) Die mittleren Entfernungen der Planeten erfahren nach dem
vorigen zwar unhedeutende Anderungen, aber diese letzteren erzeugen
merkliche Anderungen der Liinge. _

Wir erwihnten in 170, dass die Anderungen der Kriifte, die auftreten, sobald die
Balnen excentrisch sind, sich zum Teil ausgleichen; es wird also die wirklich iibrigbleibende
Kraft, welche die im vorigen Paragraphen angegebenen Wirkungen hervorbringt, nur sehr
klein sein. In der That ist sie so klein, dass sie nach einer Wirksamkeit von mehr als
400 Jahren (der Hilfte von 855 Jahren), die grosse Achse Saturns nur um o und die
Jupiters um F:ﬁ(, vergrissert oder verkleinert. Solche Anderungen wiirde man kanm mit
unseren besten Instrumenten bemerken kinnen. Allein, wenn die grosse Achse etwa 400 Jahre
hindurch zunimmt, also dementsprechend auch die mittlere Entfernung wiichst und darnach
abnimmt, so wird auch die jihrliche Winkelbewegung die einen 400 Jahre hindurch bestindiz
kleiner, und durch die niichsten 400 Jahre bestindig grisser werden als ihr Mittelwert (da
T2:T,% = Re:Rs;, — wo T, T, die Umlaufszeiten Dhei den mittleren Entfernungen R, R,
bedeuten — und deshalb T, grosser als T sein wird, wenn R, grisser als R ist oder die
Winkelbewegung kleiner sein wird fiir die mittlere Entfernung R, als fiir die von der
Grisse R); in dieser langen Periode aber kann die Ungleichheit in Linge eine sehr bedeutende
Grisse erreichen (49). So betrigt z. B. diese Ungleichheit in Linge bei Saturn 48 Minuten,
um welche also sein wahrer Ort manchmal vor dem mittleren Orte voraus, manchmal hinter
demselben zuriick ist. Bei Jupiter beliuft sich dieselbe Ungleichheif anf 21 Minuten, wihrend
ihr grosster Wert fiir keinen der itbrigen Planeten 3 Minuten itbersteigt, und fiir die unter
Jupiter befindlichen Planeten nicht einmal iiber 25 Sekunden kommt,

Die theoretische Erklirung dieser Ungleichheiten wurde zuerst yon Laplace im Jahre
1785 gegeben.

174) Die Grisse dieser Ungleichheiten in den Bewegungen von Jupiter und Saturn
héingt also, wie wir gesehen haben, hauptsichlich von der Liinge der Zeit ab, wihrend
welcher die Kriifte im gleichen Sinne wirken, und zwar 1) weil sie in dieser langen
Zeit einen bedeutenden Einfluss auf die Linge der grossen Achse und auf die jihrliche
Winkelbewegung ausiiben, und 2) weil die Planeten dann ja eine geraume Zeit hindurch mit




a0 -«

der so gedinderten Winkelbewegung einhergehen. Allein man muss dabei anch in Betracht
ziehen, dass diese Planeten die grissten des Systems sind, da Jupiter nahezu 300, Saturn
nahezn 100 mal so viel Masse hat als die Erde. :

195) Dieselben Ursachen erzeugen periodische Anderungen der
Excentricititen und der Orte der Perihelien.

Durch dieselbe Schlussweise, welche uns das Vorhandensein einer periodischen
Ungleichheit der grossen Achse jeder dieser Bahnen lehrte, lisst sich auch zeigen (50 u. s. f),
dass es eine periodische Ungleichheit in der Excentricitéit und dem Orte
des Periheliums giebt. Ebenso erhellt, dass auch diese Wirkungen die Uberbleibsel
sind, die nach der teilweisen Ausgleichung der Wirkungen in den verschiedenen Teilen der
Bahn noch vorhanden sind.

Findet z. B. eine Konjunktion statt, wenn sich Jupiter auf das Aphel zu bewegt,
g0 wird die storende Kraft Saturns, die den Jupiter von der Sonne wegzieht, nach b9 die
Excentricitit der Jupiterbahn vergrissern wollen. Sicher aber wird dann die niichste oder
fiberniichste oder es werden beide diese Konjunktionen an einem Teile der Bahn erfolgen, wo
Jupiter zum Perihel hin geht, und somit nach 59 die Fxcentricitit seiner Bahn ver-
mindert wird.

Ahnliches gilt auch von Saturn.

Sache der Rechnung ist es nun, zu entscheiden, ob die Ausgleichung zwischen beiden
soeben angegebenen Wirkungen eine vollstiindige oder nur eine teilweise ist. Diese Kompen-
sation ist nun keine vollstindige. Wir konnen jedoch hier nur sagen: wilhrend die Punkte
der Konjunktion um nahezu 120 ° vorriicken, besteht die Wirkung des unausgeglichenen Teils in
der einen Hiilfte der dazu gehirigen Zeit darin, die Excentricitiit zu vergrissern, in der zweiten
Hiilfte darin, sie zu verkleinern.

Es erhellt, dass hier auch kein notwendiger Zusammenhang stattfindet zwischen der
Zeit, zu welcher die Excentricitit am grissten oder kleinsten ist, und der, wo die grosse
Achse ihren grissten oder kleinsten Wert hat, sodass wir nicht behaupten kinnen, die
Excentricitiit sei am grossten, wenn die grosse Achse am grissten oder umgekelrt, und ebenso
nicht behaupten kionnen, die Excentricitit der einen Bahn sei dann am grissten, wenn die
der andern ihren grissten Wert hat. Nur soviel kinnen wir sagen: die Zeit, in welcher die
Excentricitit jeder Bahn alle ihre moglichen Werte, vom grissten bis zum kleinsten, durchliuft,
ist dieselbe wie die, in welcher die grosse Achse alle ihre miglichen (Grissen annimmt.

Die Entfernung des Planeten von der Sonne wird durch die Anderung der Excentricitiit
weit mehr beeinflusst, als durch die Anderung der grossen Achse; die Wirkung der ersteren
Anderung betrfigt néimlich fiir Jupiter —=, fiir Saturn 4, seiner ganzen Entfernung (vergl.
hiermit die Werte in 173).

176) Ahnliche Betrachtungen lassen sich in jeder Hinsicht anf die Bewegungen
des Perihels jeder Bahn anwenden. Ks wird das Perihel wihrend etwa 425 Jahren
vor- und 425 Jahre lang zuriickschreiten, doch ohne dass ein notwendiger Zusammenhang
bestiinde zwischen der Zeit, zu welcher das eine und das andere am meisten vorgeschritten
ist. Wohl aber findet eine notwendige Beziehung statt zwischen der Anderung der Excentricitiit
und der Bewegung des Perihels jeder Bahn, némlich:

,Die Excentricitit jeder Bahn hat ihren mittleren Wert, wenn das Perihel derselben
am meisten vor- oder riickwiirts gegangen ist. Ist die Excentricitiit am grissten oder kleinsten,
so ist das Perihel an seinem mittleren Orte.®

17%) Weitere dhnliche Fille im Sonnensystem.

Wir haben zur eingehenden Behandlung die lange Ungleichheit von Jupiter und
Satmrn gewihlt, weil sie infolge ihrer Grosse die auffallendste ist, aber anch weil sie die
bekannteste ist durch ihre Geschichte, da sie, ehe ihre Ursache theoretisch erklirt war, durch
ihre merkwiirdigen Unregelmiissigkeiten die Astronomen verwirrte.

Es giebt aber noch andere theoretisch gleich merkwiirdige Ungleichheiten.




41

Das B8fache der Umlaufszeit der Erde ist sehr nahe gleich der 13fachen Umlaufs-
zeit der Venus, und dies bringt in den Bewegungen von Erde und Venus eine geringe
Ungleichheit hervor, welche in 239 Jahren durch alle ihre Werte geht (s. Bemerkung
zu 178).

Vier Umlaufszeiten Merkurs kommen nahezu der Umlaufszeit der Erde gleich, und
dies erzeugt eine Ungleichheit, deren Periode beinahe 7 Jahre betriigt.*)

Die Umlaufszeit des Mars ist beinahe doppelt so gross wie die der Erde; dadurch
entsteht eine bedentende Ungleichheit, welehe von den Excentricitiiten abhiingt u. s. w., nebst
der in 159 erwiilhnten, die von den Excentricititen unabhiingig war.

Die doppelte Umlaufszeit der Venus ist nahezu gleich der Hfachen des Mer kur;
drei Umlanfszeiten der Venus kommen einer des Mars gleich, und drei Umlaufszeiten des
Saturn endlich unterscheiden sich mur wenig von der Umlanfszeit des Uranus. Jede
solche Annéiherung zur Gleichheit liefert in der Bewegung je zweier Planeten eine Gleichung,
d. i Abweichung vom mittleren Werte, von merklicher Grisse und langer Periode.

178) Die Ungleichheiten sind am gréssten, wenn der Unterschied
zwischen den zwei Zahlen, welche das Verhiiltnis der Umlaufszeit der-
selben sind, klein ist.

Es lésst sich wohl einsehen, dass der Mangel der Ausgleichung, von welchem die
behandelten Ungleichheiten abhéingen, im einen Falle grisser sein kann als im andern.

Die Konjunktionen von Erde und Mars erfolgen wihrend mehrerer Umliinfe
in einem ganz bestimmten Punkte und seiner néchsten Umgebung; die von Venus und
Mars freten in zwei entgegengesetst liegenden Punkten und deren niichster Umgebung ein,
weil jede niichste Konjunktion stattfindet, wenn Mars eine halbe, und Venus daher eine und
eine halbe Revolution beschrieben hat. Die Konjunktionen endlich von Jupiter und
Saturn geschehen, wie wir von friiher wissen, in drei Punkten, die yon Venus und Erde
in fiinf Punkten.**)

*) Die Umlanfszeiten von Merkur und Erde verhalten sich nahezu wie 1 : 4, sodass Merkur 4 Umlinfe
macht, wenn die Erde einen ausfithrt. Beschreibt die Erde 17, so Merkur deren 4, oder fiir 17 den die Erde
durchliuft, kommt Merkur um 3° voraus (die Bahnen kreisformig vorausgesetzt); letzterer wird daher um
860¢ voraus sein, wenn die Erde 1209 beschrieben hat; beide werden dann wieder in Konjunktion stehen, wenn
dies vorher der Fall war, da von einer solchen Konjunktion aus gerechuet die nichste erfolgt, wenn der eine
360° voraus ist. Erfolgt eine Konjunktion in E, M, (Fig. 58), so wird die niichste stattfinden, wenn Merkur
860° voraus ist, also 120° von B, M, entfernt in E, M,, Die folgenden sodann in E, M,, wieder 120° von der
vorigen weg liegend. Beide Korper stehen demnach an 8 bestimmten Punkten in Konjunktion. Allein das
Verhiiltnis 4 : 1 ist nicht genau, die Umlaufszeiten verhalten sich vielmehr wie 868, 3 B7.s. Die Division
ergiebt nahezu 4, sodass sich die Zeiten wie 415 : 100 oder wie 83 : 20 verhaltén. Macht die Erde 20°,
80 beschreibt Merkur 88° oder er kommt um 68° voraus; nm 860° wird er vorans sein, wenn die Erde

—g = 114,,° (abgerundet) beschrieben hat. Findet die erste Konjunktion also in E, M, statt, so wird die

zweite 114,,° davon entfernt in e, m,, also 5,° vor E, M, erfolgen, die dritte um 114,,° von e, m, in e, m, und
zwar 2 . 5,° vor E, My; die nichste 8 . 5,° vor B, M,, Von E, M, bis e, m, sind es 114,,° und da e, m, um
3. 6, vor E, M, liegt, so wird die folgende Konjunktion anch 8 . 5,° vor e, m, liegen, die nun folgende 8 ., 5.°
vor e, m, 1 8 f.; kurz die jetat folgenden Konjunktionen werden um 8 . 5, ° verschoben sein gegen die vor-
herigen. Die Konjunkiionen werden wieder in der fritheren Folge: e, m,, e, m, u. s. w. erfolgen, wenn die
Punkte e, m,, e, m, u. 5. f. bis E, M, suriickgegangen sind, Nun ist es von e m, biz e; m, 8. 5,.% um welche.
die Punkte nach je 3 Konjunktionen zuriickgehen; da es von ey m, bis E, iI, aber 1149 sind, so werden zu

dem Zuriickgehen von ey m, bis E; M, sovielmal 3 Konjunktionen gehoren, wievielmal 8 . 5,.° enthalten sind in
R 114 - o i ; : ;
114,,°. Es ist — == 6,68 oder abgerundet 7; nach naheznu Tmal 3 Konjunktionen werden die letzteren in

3. 07
derselben Reihenfolge wie urspriinglich stattfinden, von e, m, ans gerechnet, oder, da e, m, selbst die erste
Konjunktion von E, M, ans ist, nach 22 Konjunktionen von E, M, aus. Von einer Konjunktion bis zur

folgenden legt die Krde 114,,° zuriick, nach 22 Konjunktionen somit 114, , 22 = 2514,,° Da zn einem Um-
laufe 860° gehiren, so macht dies -2.‘;].{,'" = 7 Umlénfe (nahezn), sodass die Konjunktionen in derselben Reihen-

folge stattfinden werden nach etwa 7 Umliufen der Erde oder nach beinahe 7 Jahren.

**) Dass die Konjunktionen von Venus und Erde in 5 Punkten erfolgen, lisst sich auf folgendem
Wege zeigen. Stehen beide (Fig, 80) in B, €, in Konjunktion, so wird die niichate stattfinden, wenn die Venus
860% vorans ist. Nun verhalten sich die Umlaufszeiten nahezn wie 8 § 18; macht also die Exde 8% =0 die Venos
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Im ersten dieser Beispiele hat — eben weil der Ort der Konjunktion immer nahezu an
einer und derselben Stelle ist, und wir nuor die Wirkung in Konjunktion, als die iiberwiegende,
betrachten — die ganze Wirkung, die durch die Anderung eines Punktes der Konjunktion
entsteht, auf die Dimensionen der Bahn Einfluss, wihrend im zweiten nur der Unterschied
zweier Wirkungen, im dritten die Mischung dreier Effekte, von denen einer
den andern zn beeinflussen sucht, und schliesslich im vierten Beispiele eine Mischung
von fiinf Effekten da ist und die Dimensionen der Bahn beeinflusst. Je kleiner nun die
Zahl dieser Effekte ist, d. h. je kleiner die Zabl der Punkte der Konjunktionen ist, desto
giinstiger sind, vorausgesetzt, dass fiir die Ungleichheiten gleich lange Perioden angenommen
werden, die Umstiinde zumn Entstehen einer grossen Ungleichheit. Die Zahl dieser Punkte ist
immer gleich dem Unterschiede zwischen denjenigen zwei kleinsten Zahlen, welche das
Verhiiltnis der Umlaufszeiten genidihert aunsdriicken. KEs wird daher eine grosse Ungleichheit
anftreten, wenn die Umlaufszeiten zweier Planeten beinahe in demselben Verhiiltnisse stehen,
wie zwel sehr wenig voneinander verschiedene Zahlen.

Die siikularem Variationen der Elemente der Planetembahmnen.

179) Wir gehen nun iiber zu den siikularem Variationen der Elemente
der Planetenbahnen. Darunter versteht man diejenigen Variationen, welche nicht von
der Stellung der Planeten in iliren Bahnen, anch nicht von den Orten der Konjunktion, sondern
nur von den gegenseitizen Entfernungen und Excentricitéiten der Bahnen und den Stellungen
ihrer Apsidenlinien abhiingen. Es sind dies demmach die Variationen, welche von der mittleren
oder durchschnittlichen Wirkung eines Planeten auf den andern, wie sie fir den Verlauf
langer Zeitriume gilt, herriihren. Alle merklichen Abweichungen von der séikularen Variation
(welche selbst von der mittleren Wirkung herriihrt), welche durch die Unregelmissigkeit
der Einwirkungen der Planeten aufeinander entstehen, werden als in den vorher schon
behandelten Ungleichheiten enthalten vorausgesetzt.

A. Uber die siikulare Variation der mittleren Entfernung.

180) Die gegenseitige Einwirkung der Planeten dindert im Laufe
der Zeiten die mittlere Entfernung nicht.

Sehen wir nun zuerst nach, ob sich die mittlere Entfernung der Planeten im Laufe
der Zeiten dndert, und betrachten wir zn diesem Zwecke einen dusseren Planeten,
der einen inneren stirt, wie Saturn den Jupiter.

Welches wird der Erfolg der im Radius Vektor liegenden stirenden
Kraft im Laufe der Zeit sein?

Nach 77 w f. ist diese Kraft manchmal von der Sonne weg, manchmal zu ihr hin
gerichtet, aber die erste Wirkung ist, wie schon mehreremal erwihnt, die grissere (80) und
fiberwiegt, sodass wir im ganzen die storende Kraft als eine die Anziehung der Somme
vermindernde ansehen konnen. Dies findert nach 46 das Verhiltnis zwischen der Umlaufszeit
und der mittleren Entfernung, sodass die letztere kleiner ist, als sie ohne Stirung bei der-
selben Umlaufszeit gewesen wiire.

Betrachten wir einen inneren Planeten, der einen dusseren stort,
wie Jupiter den Saturn, so ist die mach der Somme hin gerichtete stirende Kraft die fiber-

18° oder wenn die Erde um 8° fortriickt, kommt die Venus 5° voraus. Um 360° wird sie dann vorans sein,
wenn die Erde 'N_ﬂhu_-_ﬁ = 72 , 8 = §76° beschrieben oder einen Umlanf und noch 216" == 3 , 72° gemacht
hat; dann wird also die niichste Konjunktion etwa in B; C; sein. Die nun folgende tritt einin B, C, wieder nm
8 . 729 yon B, O, oder um 72° von B, C, entfernt; die spiitere in B, C,, von B, ¢; um 3 . 729 oder von B, U,
nm 72° weg; die fiinfte in By C, und swar 8 . 72° von B, C,, oder 2 , 72° von B, U, oder 72° von B, 04
ab. Die nun folgende sechste wird 8 . 72° von By Cyy d. i. wieder in B, C, erfolgen. In der That also fallen
die Konjunktionen auf 5 verschiedene Punkte. Diese Punkte werden sich freilich éndern, wenn das Verhiltnis
8 1 13 nicht genau ist, aber die Konjunktionen werden doch in der Nihe dieser Punkte erfolgen.
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wiegende (86), und demnach die mittlere Enihﬂ'nung grisser, als sie bei derselben Um-
laufszeit ohne Stérung gewesen wiire; wir kinnen die stir on{.lqa Kraft als eine die Anziehung
der Sonne vergrissernde ansehen.

Wir wissen nun aus 46, dass, so lange als diese allgemeinen Wirkungen der durch
die Sonne gehenden Kraft unverindert fortdauern, sich die mittleren Entfernungen nicht
findern werden. (Es ist ja so gut;, als wiire eine andere Sonnenanziehung, aber doch eine
solche von immer gleicher Stiirke (la.) Sehen wir nach, ob dies hier erfillt ist.

Nehmen wir einen sehr langen Zeitraum, von efwa einigen Jahrtausenden an und
teilen wir iln in zwei oder drei Teile oder Perioden, so werden die zwei Planeten in jedem
dieser langen Zeitabschnitte auf allen Stellen ihrer Bahnen in Konjunktion gestanden und jede
mbgliche relative Lage gehabt haben.

Denkt man sich, der stérende Kirper fiihre einen Umlauf aus und der gestirte sei
fest an einer bestimmten Stelle, so wiire die gesamte Stirung also eine Verminderung der
Anziehung der Sonne im einen (fiir den inneren Planeten), eine Vermehrung derselben im
anderen Falle (filr den fnsseren Planeten). Diese Verminderung oder Vermehrung bleibt
unyeréindert dieselbe, wenn der stirende einen Umlauf ausfiibrt und der gestirte an derselben
bestimmten Stelle bleibt.

Die Planeten werden nun, wie gesagt, in langer Zeit, also in jeder der Perioden, alle
mbglichen relativen Lagen gehabt haben. Ist z. B. der eine (der gestirte) wieder und wieder
an dieselbe Stelle gekommen, so wird der andere (storende) eine immer andere Stelle und so
jeden miglichen Ort seiner Bahn innegehabt und in jedem mit anderer Stdrke auf den ersten
gewirkt ]mbeu im Durchschnitt aber eben mit solcher Kraft, die das Mitiel ist aus allen den
Kriiften, die er von jeder einzelnen Stelle seiner Bahn auns anf jene bestimmfe Stelle der
ersten Bahn ausiibt. (Diese Kraft ist also zugleich das Mittel ans allen den Kriiften, die
der stirende Planet, wenn er einen Umlauf ausfiihrt, ausiibt auf den dabei immer an derselben
Stelle stehenden gestiirten Planeten.) Dieses Mittel ist fiir jede der Perioden dasselbe (d. h.in
jeder der Perioden ist die mittlere Wirkung, die der storende auf jede bestimmte Stellung des
gestirten Kirpers ausiibt, die gleiche), somit auch die Verminderung oder Vermehrung der
Sonnenanziehung dieselbe,

Die mittlere Wirkung des einen Planeten auf den andern ist also fiir jede bestimmte
Stelle der Bahn des gestirten in jeder Periode dieselbe; somit wird auch, da die Gesamt-
wirkung der stirenden Kraft immer eine Verminderung oder Vermehrung der Sonnenanziehung
ist, diese Verminderung oder Vermehrung bei jeder Periode dieselbe sein oder es wird so
sein, als wiire in jeder Periode die Sonnenanziehung — wenn sie auch grosser oder kleiner
wiire ohne Stirung — dieselbe. Der gestirte Planet wird daher im ganzen in jeder Periode
eine Bahn von konstanter Grisse und Gestalt beschreiben, oder die mittlere Entfernung wird
sich nicht dndern.

I181) Befrachten wir jetzt die Wirkungen der Kraft senkrecht zum
Radins Vektor; hinsichtlich dieser Kraft liegt die Sache anders als vorher. Vorher, von
der im Radius liegenden Kraft, konnte man sagen, dass die mittlere Distanz nicht gefindert
werde, s0 lange die Kraft im Radins Vektor unveriindert fortdauere. Jetzt dagegen geniigt
die blosse Existenz einer solchen Kraft senkrecht zum Hadius Vektor, ohne Variation
derselben, um eine Anderung der mittleren Entfernung hervorzubringen (48)%) Wir
miissen: daher notwendig zeigen, dass die Natnr und die Variationen der Kraft solehe sind,
dass im Laufe der Zeifen die Geschwindigkeit des gestirten Planeten dureh sie nicht
pedindert wird.

Zu diesem Zwecke wollen wir nicht die Kraft senkrecht zum Radius Vektor allein
betrachten, sondern die ganze Kraft, welche der Planet anf die Sonne, und die ganze
Kraft, welche er aunf den gestirten Korper ausiibt.

*) Eine solche Kraft, wenn sie auch konstant wirkte, wiirde bestindig die Dimensionen der Bahn —
die mittlere Entfernnng — findern; so wiirde eine beschleunigende Eraft die Bahn erweitern, eine verzfigernde
sle verengen.
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Die Kraft nun, welche er auf die Sonne ausiibt, sucht die Sonne nach-
einander in allen miglichen Richtungen fortzuziehen und bringt daher im ganzen keine
danernde Ortsverinderung der Sonne hervor, kann also gleich vernachlissigt werden.

Die Kraft, welche ein Planet auf den andern ausiibt, hat gewirkt,
wihrend — fiir irgend eine beliebige Stellung des storenden Planeten — der gestirte in jedem
Punkte seiner Bahn war. Die ganze Beschleunigung wihrend einer langen Zeit ist gleich der
Summe aller einzelnen Beschleunigungen vermindert um die Summe aller Verzigerungen in dieser
Zeit; teilen wir nun in Gruppen, bringen wir z. B. in eine Gruppe alle Beschleunigungen
und Verzogerungen, die bei einer gewissen Stellung des storenden Korpers ilberhaupt auftreten
konnen. Hat dieser Korper in sehr langer Zeit dieselbe Stelle oft genug eingenommen, So
wird der gestirte an allen mdiglichen Orten seiner Bahn gewesen sein; in eine Gruppe
sollen also jetzt alle die Beschleunigungen und Verziger ungen kommen, die in dieser % eit der
gestirte Kirper erfihrt. Diese Bewegungsinderungen einer solchen Gruppe sind aber ja
ganz dieselben wie die, welche auftreten werden, sobald man den stérenden Korper fest und
den gesiirten einen ganzen Umlauf ausfilhrend denkt, also wie die, welche vorkommen, wenn
der gestirte von einem Orte seiner Bahm bis wieder zu demselben kommt und der storende
fest ist. Nun sagt aber ein Satz der Mechanik: ,Bewegt sich ein Korper in einer Kurve,
und ist er der Anziehung eines festen Korpers unterworfen, so ist seine Geschwindigkeit,
sobald er den Punkt erreicht, von dem er ausging, genau dieselbe, wie am Anfangspunkte,
indem sich Beschlennigung und Verzigerungen genau das Gleichgewicht halten. Demnach
heben sich alle Beschleunigungen und Verziigerungen einer Gruppe auf. Dasselbe gilt von
jeder Gruppe. In langer Zeit treten alle miglichen relativen Stellungen auf; also werden
wir in dieser alle Gruppen erhalten, in denen der stirende Korper an bestimmter, aber in
jeder Gruppe anderer Stelle, der gestirte an allen Stellen seiner Bahn zu denken ist. Es werden
sich also itberhaunpt alle Beschlennigungen und Verzigerungen aufheben, und die Geschwindig-
keit wird sich im ganzen nicht #ndern. Da sich nun im Laufe der Zeiten des Planeten
Geschwindigkeit nicht #ndert, und da nach 180 die durch die Sonne gehende, im Radius
Vektor liegende Kraft dieselbe bleibt, so wird auch die mittlere Entfernung des Planeten sich
nicht dndern.

Natiirlich ist dabei nicht ausgeschlossen, dass die Geschwindigkeit an besonderen
Orten der Bahn zu- oder abnimmt, sodass die Excentricitit und die Apsidenlinie sich #ndern
kGnnen, aber das gefundene Resultat zeigt, dass, wenn auf einer Seite eine Zunahme erfolgt,
auf der andern eine Abnahme eintritt, die Jjene aufhebt; es zeigt weiter, dass die Geschwindig-
keit in dem Punkte nicht gelndert w 11{] in welchem sich die Bahu beim Beginne einer langen
Periode und die Bahn am Ende derselben schuneiden, welcher Punkt beinahe in der mittleren
Entfernung sich befindet. In unserem Beweise haben wir freilich vorausgesetzt, dass die
Kurventeile, welche in verschiedenen Umldufen bei einer und derselben Stellung des storenden
Planeten beschrieben werden, Teile einer und derselben Bahn sind; wir haben also nicht
Riieksicht genommen auf die deemnrr der Grisse der stirenden Kja.ft die aus der Anderung
des Ortes, welche diese Kraft bew 1111’[ hervorgeht. Bis zun einem gewissen Grade haben
einige Mathematiker dies in _Rechnung gehrauht, und es zeigte sich dabei, soweit als sie ein-
gingen, dass dadurch keine Anderung in unserem gefandenen Resultate herbeigefiihrt wird.

B. Die siikmlare Variation des Perihels oder der Lage der Apsidenlinie.

182) Die gegenseitige Einwirkung zweier Planeten erzeugt im
Laufe der Zeiten ein Vorschreiten der Apsidenlinie, ausser wenn die
Bahn des stirenden Planeten sehr execentrisch ist, und die Orte ihrer
Perihelien nahe zusammenfallen.

Untersuchen wir nun an zweiter Stelle, ob sich der Ort des Perihels
oder die Lage der Apsidenlinie indert. Die Bewegung der letzteren hiingt
wesentlich von der Excentricitit der Bahn des storenden Kirpers ab. Nehmen wir z B. die
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Bahn der Venus elliptisch, die der Erde kreisformig an (Fig. 61), so wird, da die Entfernung
dieser Planeten voneinander in Konjunktion wenig mehr als 1 der Entfernung der Erde von
der Sonne betriigt, die Venus in ihrem Aphel, wegen der Ellipticitdt ihrer Bahn, der Erdbahn
so nahe gebracht, dass bei weitem die grisste Wirkung auftreten wird, wenn beide hier in
Konjunktion kommen. (Denn da die Planeten sich iiberhaupt nahe sind, so wird eine geringe
Annéherung schon, wie sie im Aphel der Venusbalm da ist, gross sein im Vergleich zur
intfernung der Planeten voneinander, also auch eine grosse Anderung in der Einwirkung
der Planeten aufeinander statthaben) Diese iiberwiegende Kraft im Aphel der Venushahn
ist von der Sonne fort gerichtet und erteilt nach 54 der Apsidenlinie der Venushahn eine
vorschreitende Bewegung.

Ist aber die Erdbahn elliptischer als die Venusbahn, wie es thatsichlich der Fall ist,
und liegen die Perihelien beider Bahnen auf derselben Seite der Sonne (Fig. 62), so kann die
Hauptwirkung im Perihel stattfinden. Dann wiirde nach 51 die Apsidenlinie sich riickwiirts
bewegen.

Diese Wirkungen werden forthestehen, solange die relative Lage der Apsiden-
linien und das Verhiiltnis der Excentricititen nahezu dieselben bleiben. Da im Laufe der
Zeiten fiiberall Konjunktionen stattfinden werden, so wird die iiherwiegende Gesamtwirkung
der grissten (in Konjunktion) idhnlich, und folglich die sikulare Bewegung der Apsidenlinie
konstant sein (im Sinne der grossten Wirkung), bis die Lagen der Apsidenlinien und das
Verhiiltnis der Excentricitiiten sich bedentend gefindert haben: die Grisse und Richtung der
Apsidenlinie wird von den Excentricititen der Bahnen beider Kirper abhiingen.

Ist aber der gestirte Planet ein innerer, und ist die Bahn des andern nicht excentrisch,
so wird die Apsidenlinie vorsehreiten (54), weil dann, wie wir eingangs sahen, die Wirkung
im Aphel iiberwiegt. Dasselbe gilt, wenn der gestirte Kirper ein #usserer ist, indem dann
die grisste Wirkung im Perihel eintritt, — falls die innere Bahn nicht excentrisch ist — und
nach der Sonne hin gerichtet ist (50).

C. Die siikulare Variation der Exeentrieitiit.

183) Die Excentricitiit der Bahn des stirenden Planeten verursacht
eine Zu- oder Abnahme der Excentricitiit der Bahn des gestirten Planeten,
je nach der relativen Lage der Apsidenlinien.

Wenden wir uns drittens der Excentricitit zun Ist die Bahn des
stirenden Kérpers kreisfirmig, so wird die Wirkung auf die Excentricitiit, welche
hervorgebracht wird, wenn die Konjunktion an dem Orte stattfindet, wo die Bahnen einander
am nichsten sind, sowohl hinsichtlich der im Radius Vektor liegenden, als der daranf senkrecht
stehenden Kraft, vor der Konjunktion von gerade entgegengesetzter Art sein wie nach der-
selben. Die Exeentrieitit wird deshalb in diesem Falle nicht gelindert werden (58, 59, 68).
Z. B.: ,In Fig. 61 sei V die Venus, E die Erde. Vor der Konjunktion wird V hinter E,
zuriick sein, in Vy, da V sich schueller bewegt; V, wird durch E, beschlennigt. Nach der
Konjunktion ist V voraus, etwa in V,, und wird verzigert. Die Kraft im Radius Vektor ist
beide Male von A fort gerichtet. Durch letztere Kraft wird die Excentricitit von V, bis V
vergrissert, von V bis V, um ebensoviel verkleinert (59). Die Kraft senkrecht zum Radius
Vektor vergrissert die Excentricitit von V bis Vi, verkleinert sie um dasselbe von Vi
bis V (68).«

Dasselbe wird gelten, wenn beide Bahnen excentrisch sind, vorausgesetzt
nur, dass ihre Apsidenlinien zusammenfallen (Fig. 62).

Man sieht also, dass die Excentricitit sich nur indern wird, wenn die
Bahn des stérenden Kirpers excentrisch 1st, und seine Apsidenlinie nicht
mit der des gestirten zusammenfillt.

Denken wir uns die letzten Bedingungen erfiillt, wie es thatsiichlich bei jeder
Planetenbahn der Fall ist, so kann man einen allgemeinen Begriff' erlangen von der ein-




tretenden Wirkung, indem man den Ort aufsncht, an welchem sich die Bahnen am niichsten
sind, und die Wirkungen untersucht, welche die Kriifte vor und nach der an dieser Stelle
erfolgenden Konjunktion hervorrufen; denn die iiberwiegende Einwirkung geschieht ja danm,
wenn die Konjunktion an den sich am nfichsten liegenden Orten stattfindet, und die Gesamt-
wirkung ist der grissten dhnlich.

Betrachten wir die Storung, die ein innerer Planet erfihrt. Die Kon-
junktion erfolge also an den Pankten der Bahn, die den Kkleinsten Abstand voneinander
haben. Kommt an dieser Stelle der innere Planet vom Perihel, so nimmt die Excentricitit
zi, da die stirende Kraft ihn von der Sonne weg zieht; geht er nach dem Perihel, so treibt
ihn dieselbe Kraft wieder von der Sonne fort und die Exeentricitit wird folglich abnehmen.

Fir den dusseren Planeten ist die Kraft vor und nach der Konjunktion nach
der Sonne hin gerichtet, und es gilt daher fiir ihn gerade das Umgekehrte wie fiir den
inneren. Die Kraft senkrecht zum Radius Vektor bringt fiir beide Planeten im ganzen keine
Wirkung hervor (68).

Diese Wirkungen sind konstant, bis die Excentricititen und Lagen der Apsidenlinien
sich merklich gedndert haben.

Der Ort, an welchem zur Zeit der Konjunktion die Wirkung auf die Excentricitit
am grissten ist, ist streng genommen nicht der Ort, wo die Bahnen einander am nichsten
sind, sondern er liegt nur in dessen Nihe,

Sind die beiden Planeten an dem Orte, wo sich die Bahnen am niichsten kommen,
so bewegen sich im allgemeinen beide vom Perihel fort oder beide zu demselben hin, sodass
die eine Excentricitit zunimmt, wenn die andere kleiner wird (da die stirende Kraft fiir den
einen nach der Sonne hin, fiir den andern von ihr fort gerichtet ist).

184) Fiir die allgemeine Stabilitit des Planetensystems sind die Lagen der Apsiden-
linien nicht von Wichtigkeit, wohl aber ist von Bedentung das Gleichbleiben der grossen
Achsen und der Excentricititen.

Wir haben in 181 gezeipt, dass durch die stbrende Einwirkung eines einzigen
Planeten eine siikulare Variation der grossen Achse nicht erzeugt wird. Da dasselbe nun
aunch fir die Storungen gilt, welche mehrere Planeten hervorbringen, so kinnen wir
behaupten, dass die grossen Achsen der Planetenbahnen iiberhaupt keiner sidkularen Variation
unterworfen sind.

Die Excentricititen erleiden allerdings eine siikulare Variation, aber auch diese
verbessert sich selbst in hinreichend grossem Zeitraume. Fiihrt man die Untersuchung voll-
stindie durch, so findet man n#mlich, dass jede Excentricitit durch eine Anzahl won
periodischen Gliedern ausgedriickt wird, deren Perioden Jahrtausende umfassen. So hat sich
die grosse Achse der Erdbahn, trotz ibrer hinfigen kleinen Variationen, in vielen
Jahrtansenden nicht merklich geiindert, und wird sich auch nicht #dndern; und was die
Excentricitit der Erdbahn betrifft, so hat diese zwar viel kleine Variationen erfahren,
ist deshalb seit mehreren Jalrtausenden bestéindig kleiner geworden, und wird auch ferner
noch Jahrtausende hindurch abnehmen, wird aber dann aunch wieder zunehmen.

185) Ein merkwiirdiger Zusammenhang zwischen den Variationen
der Excentricititen aller Planeten.

Ein einfaches Beispiel iiber merkwiirdige Beziehungen zwischen den Excentricitiiten
zweler Planeten ist am Schlusse von 183 angegeben worden. Fiir die Variationen der
Excentricititen aller Planeten gilt aber ein anderer merkwiirdiger Satz, der sich aunf die
Grijsse der Excentricitiiten zu irgend einer bestimmten Zeit bezieht; derselbe heisst:

wDie Summe der Produkte aus dem Quadrafe jeder Excentricitit, ans der Masse des
Planeten und der Quadratwurzel ans der grossen Achse ist stets dieselbe.”
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