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Airys elementare Theorie der Planeten- und
Mondstorungen.

IL. Teil*).
Theorie des Mondes.

89) Die stirende Kraft im Radius Vektor vermindert die mittlere
Entfernung des Mondes von der Erde; die Wirkung der auf dem Radius
Vektor senkrechten stérenden Kraft ist verschieden.

Betrachten wir die Wirkungen, welche die in 88 genannten storenden Kriifte im
allgemeinen, im ganzen hervorbringen. Da die im Radins Vektor liegende stirende Kraft,
welche von der Erde weg gerichtet ist, grisser ist als die nach der Erde hingerichtete (80),
50 liisst sich die Gesamtwirkung dieser Kraft ansehen, als eine Verminderung der Anziehung
der Erde. Es verhalten sich nun (38) die Kuben der mittleren Entfernungen zweier Himmels-
kirper, die sich um verschiedene Centralkirper bewegen, wie die Produkte der Massen der
letzteren in die Quadrate der Umlaufszeiten. Die Bewegungen des Mondes um die Erde, ohne
und mit Storung, kann man aber ansehen im 1. Falle als eine Bewegung des Mondes um eine
Masse M und im 2. Falle als eine um eine kleinere Masse m; nennt man die Umlaufszeit des
Mondes in jedem der zwei Fille T, die mittlere Entfernung R resp. r, so wird daher nach
dem angegebenen Gesetze sein miissen

Re:r8 =M T?2:m T2 oder
RHe:rs = M : m.

Ist nun m kleiner als M, wie hier, so muss auch r kleiner sein als R. Die mittlere
Entfernung des Mondes von der Erde wird demnach infolge der Storung kleiner ausfallen als
sie sein wiirde, wenn die Sonne keine Storung ausgeiibt hiitte; vorausgesetzt, dass die Umlaufs-
zelt in beiden Fiillen dieselbe ist.

Die auf dem Radius Vektor senkrechte Stérung wird den Mond bald beschleunigen,
bald verzigern, und daher keine bestindige Wirkung hervorbringen.

90) Des Mondes jdhrliche Gleichung, hervorgebracht durch die
Verdinderung der Entfernung der Sonne von der Erde.

Da die Erde sich in einer Ellipse um die Sonne bewegt, so ist die Entfernung beider
Korper von einander veriinderlich. Die Grisse der storenden Kraft ist aber (83) umgekehrt
proportional dem Kubus der Sonnenentfernung (d. i. der Entfernung des stirenden Kiirpers);
infolgedessen ist sie merklich groisser, wenn die Erde im Perihel, als wenn sie im Aphel ist.
Bewegt sich also die Erde vom Perihel nach dem Aphel, so wird die stirende Kraft bestindig

*) Der 1. Teil befindet sich im 22, Jahresberichte der Anstalt (1895, Programm Nr, 561).
1*




abnehmen, aber zunehmen, wiihrend sie vom Aphel zum Perihel geht. Als stirende Kr aft
kann allein die von der Erde weg gerichtete, im Radius Vektor liegende,
angesehen werden, da die dazn senkrechte keine bestiindige Wirkung heryorbringt, wie
in 89 gesagt ist. Nimmt nun im ersten Teile die Kraft ab, so wird dadurch die Entfernung
von Erde und Mond geringer, oder die Bahn verengert sich allmiihlich, wie auch aus 47 folgt;
wiichst aber die storende Einwirkung, im zweiten Teile, vom Aphel zum Perihel, so wird sie
die Entfernung des Mondes von der Erde yergrissern oder die Bahn wird sich nach und nach
erweitern (47). Wenn nun auch diese Anderung der Entfernung von Erde nund Mond an
sich nicht gross ist, da der grosste und kleinste Wert der so verursachten verschiedenen
:JU];JU der mittleren Entfernung von einander unterscheiden, so
ist doch die Wirkung auf die Winkelbewegung sehr betriichtlich (49). Mit den Dimensionen
der Bahn dndert sich nimlich die Umlanfszeit (da sich die Quadrate der Umlanfszeiten wie
die Kuben der mittleren Entfernung verhalten; erweitert sich also z B. die Bahn, so wird
die Umlaufszeit grosser) und damit die Winkelgeschwindigkeit, d. h. der Winkel, der in be-
stimmter Zeit beschrieben wird.

Die Winkelbewegung oder Winkelgeschwindigkeit wird demnach zunehmen, wenn sich
die Erde vom Perihel nach dem Aphel, abnehmen, wenn sie sich yom Aphel nach dem Perihel
bewegt, und zwar wird im Perihel die Winkelgeschwindigkeit am kleinsten sein, von da bis
zum Aphel bis zum grissten Werte anwachsen, und dann wieder kleiner werden u. s. f. Denkt
man sich also die mittlere Winkelgeschwindigkeit angegeben, d. i. den Winkel, der im Durch-
schnitt oder Mittel (etwa in einer Sekunde) beschrieben wird, so wird die Geschwindigkeit im
Perihel kleiner als die mittlere sein, sich ihr danach nihern, schliesslich im Aphel grijsser
sein, und dann abnehmen, bis sie im Perihel wieder kleiner als die mittlere ist. Der Mond
wird sich im Perihel, Anfang Januar, wo er weit von der Erde entfernt ist (weil die storende,
von der Erde weg gerichtete Kraft gross ist) langsamer um die Erde bewegen als im Aphel,
Anfang Juli. Infolge der geringen Geschwindigkeit im Perihel wird vom Perihel an des
Mondes wahrer Ort hinter dem mittleren mehr und mehlr zuriickbleiben, der Zuwachs des
Zuriickbleibens wird aber immer kleiner, weil die Geschwindigkeit zunimmt, bis schliesslich
in der Mitte von Perihel bis zum Aphel die Winkelgeschwindigkeit wieder gleich der mittleren
ist. Von da ab wichst die erstere itber die letztere, und der Mond holt in dieser zweiten
Hiilfte der Strecke von Perihel zu Aphel das wieder ein, um was er in der ersten Hilfte
zuviickbleibt, bis im Aphel selbst der wahre Ort mit dem mittleren zusammenfillt. Vom Aphel
an, wo die Geschwindigkeit inzwischen sehr gross geworden ist, eilt der Mond dem mittleren
Orte voraus; allein, da die Winkelbewegung kleiner wird, so wird der Zuwachs des Vorausseins
immer kleiner, bis schliesslich die Geschwindigkeit so klein ist, dass er sich dem mittleren
Orte wieder nithert, und ihn im Perihel erreicht, wo die Geschwindigkeit am kleinsten ist u. s. £.
Die grisste Abweichung des wahren Ortes vom mittleren betrdgt 11' 12¢, um so viel wird
der walre Ort hinter dem mittleren zuriick (im Friihjahr) oder vor dem mittleren voraus sein
kinnen (im Herbst). Diese Ungleichheit, und zwar in der Linge des Mondes, weil sie sich
mit jedem Erdumlanfe wiederholt, also an die Dauer des Jahres gebunden ist, heisst des
Mondes jahrliche Gleichung. Dieselbe wurde yon Tycho de Brahe um 1590 aus
Beobachtungen gefunden.

91) Des Mondes Variation, die unmittelbare Wirkung des Haupt-
teils der stirenden Krifte.

Wir wollen jetzt die Storungen untersuchen, welche bei jedem Mond-
umlaufe periodisech wiederkehren, und welche unabhingig von der Excentricitiit
der Mondbahn sind.

Nehmen wir an, die Sonne oder besser die Erde stehe fiir einige Mondumliufe still:
Sonne und Erde stehen also fest, nur der Mond bewege sich, Welcher Art muss nun die Bahn
sein, in der sich der Mond unter Einwirkung der stirenden Kriifte bewegt?

Die Bahn kann kein Kreis sein

Entfernungen sich kaum um
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Die Kraft senkrecht zum Radius Vektor verziigert den Mond, wenn er von B, (Fig, 32)%)
nach B, geht (588 und 84), und seine Geschwindigkeit ist deshalb in B, kleiner als in Bi;
deswegen wiirde, wenn auch die Anziehung der Erde A auf B, und B, dieselbe wiire, die
Balm in B, stirker gekriimmt sein als in B,. Aber da (88) die storende Kraft in B, nach
A hin, in B, von A weg gerichtet ist, so ist es derart, als wiire die Anziehung von A in B,
griigser als die in B,, und daher muss auch in dieser Hinsicht die Kriimmung in B, grijsser
sein als in B;. Bei einem Kreise miisste aber die Kriimmung iiberall dieselbe sein.

Die Bahn kann aueh kein Oval sein mit der Erde im Mittelpunkte,
dessen grossere Achse durch die Sonne C geht. Da die Geschwindigkeit in B,
(Fig. 33) klein ist, weil die stirende Kraft senkrecht zum Radius Vekior die Bewegung von
B, bis B, verzigert; da die Anziehung der Erde wegen der grisseren Nihe des B, an A
gross ist und noch durch die in B, nach A hin gerichtete Stirung vermehrt wird, so muss
die Kriimmung in B, viel grisser sein als in B,, wo ja die Geschwindigkeit gross, der Mond
weit von der Erde entfernt ist, und die stirende Kraft von der Erde fort gerichtet ist. Bei
der angenommenen Form der Bahn wiirde aber die Kriimmung in B. geringer sein als die
in B;,. Diese Form der Bahn ist also nicht die wahre.

Den Bedingungen, die erfiillt sein miissen, wird aber geniigt, wenn
man die Bahn als ein Oval annimmt, dessen kleine Achse nach der Sonne
hin gerichtet ist. (Die Erde A ist im Mittelpunkte gedacht). Die Geschwindigkeif in
B. (Fig. 84) ist vermindert worden, weil die stirende Kraft senkrecht zum Radius Vektor die
Bewegung von B, bis B, verziigerte; soll aber die Bahn, wie in der angenommenen Figur, in
B. stirker gekriimmt sein, so muss wirklich auch die Geschwindigkeit in B, kleiner sein als
die in B,. Freilich ist die Entfernung B; A grisser als B; A, demnach die Anziehung in B,
kleiner als in B,, aber es wird doch die Anziehung in B,, vermehrt um die nach A gerichtete
stirende Kratt in B,, nur um sehr wenig kleiner sein als die in B; durch die von A weg
gerichtete stirende Kraft verminderte Anziehung von A, sodass die Geschwindigkeit in B,
viel, die Kraft in B,, die nach A gerichtet ist, wenig abgenommen hat, daher die Bahn
immer in B, stirker gekriimmt sein muss als in B,, wie es die Figur verlangt.

Soll also der Zustand unter Einwirkung der stirvenden Kriifte ein dauernder sein, so
muss die Mondbahn ein Oval der zuletzt angegebenen Art sein. Ein solches Oval wird folg-
lich der Mond in den auf einander folgenden Umliufen unverindert beschreiben. Recht wohl
lassen sich die Verhiiltnisse des Ovals so gewiihlt denken, dass es genan dem entspricht,
welches die aus den verschiedenen Geschwindigkeiten folgenden Kriimmungen verlangen.™*)

92) Es ist vorher vorausgesetzt worden, dass die Erde stillstehel in bezug auf die
Sonne. Wollen wir den wirklichen Vorgang, die Bewegung der Erde um die Sonne oder die
scheinbare Bewegung der Sonne um die Erde mit beriicksichtigen, so branchen wir nur dem
friiheren Ovale eine Drehung um die Sonne zu erteilen, und dann ganz die frithere Schluss-
folge anzuwenden. Es wird sich dann also das Oval so drehen, dass stets die kleine Achse
nach der Somne zu gewendet ist. (Fig. 35 stellt die vom Monde beschriebene Kurve dar mit
Riicksicht auf die scheinbare Bewegung der Sonne.)

Stiinde nun aber die Erde still, so wiirde die Zeit von einem Syzygium (etwa Neu-
mond) bis wieder zu demselben (der sogen. synodische Monat) genan die Zeit sein, die zu
einem ganzen Umlauf (siderischer Monat) gehort. Ist aber die Erde in Bewegung oder bewegt
sich die Sonne scheinbar fort, so wird, wenn der Mond von M, (Fig. 86) bis wieder nach M,
gekommen ist, die Sonne nicht mehr in S, sondern in S; und das Syzygium in M, sein (oder
in My, wenn man die kleine Achse der Mondbahn stets nach der Sonne hin zeigend annimmt).
Der Mond braucht also bei bewegter Erde mehr Zeit von einem Syzygium bis wieder zu dem-
selben, als bei feststehender Erde; daher wird anch im ersten Falle die senkrecht zum Radius

*) Die Richtung der Kriifte ist, wie in BB angegeben, ans Fig. 81 ersichtlich,
. *#) Die stirenden Kriifte haben somit das Bestreben, den Mond ein Oval beschreiben zu lassen, dessen
kleine Achse nach der Somne hin gerichtet ist,




Vektor stehende stivende Kraft in demselben Sinne lingere Zeit hindurch wirken als friiher,
d. h. lingere Zeit beschleunigen, aber auch verzigern, und folglich der Unterschied der
Gesehwindigkeiten in den Syzygien und Quadraturen noch grisser ausfallen als bei still-
stehender Erde.

Wenn man sich die Erde beweglich, die Sonne stillstehend denkt, so gestaltet sich
die Sache so: Neumond mag bei M, (Fig. 37) stattgefunden haben; hat sich die Erde bis A,
bewegt, so wird, wenn Neumond stattfindet, derselbe nicht in M,, sondern in My erfolgen oder
in M,, wenn man die kleine Achse der Bahn immer nach der Somne S gerichtet denkt. Die-
selbe Schlussweise wie vorher gilt auch hier: Die stirende Kraft senkrecht zum Radius Vektor
wird lingere Zeit wirken als bei stillstehender Erde, da der Mond jetzt ldngere Zeit braucht
von einer Syzygie bis wieder zu derselben.

93) Wie wird sich nun die erwihnte Stirung in des Mondes Winkelbewegung zeigen?
Wenn der Mond die gefundene Ellipse, deren kleine Achse nach der Sonne gerichtet ist, ohne
gine storende Kraft senkrecht zum Radins Vektor beschriebe, so wiirde der Radius Vektor in
oleichen Zeiten gleiche Flichen beschreiben, und es wiirde daher nach fritherem die Winkel-
bewegung des Mondes nahe B, und B, (Fig. 34) viel kleiner sein als die nahe B, und Bs.
Wie wird diese Abweichung von der gleichformigen Winkelbewegung nun durch die stirende
Kraft senkrecht zum Radius Vektor geiindert? Diese Kraft*) verzigert den Mond yvon B, bis
B, und von B; bis B, sie beschleunigt ihn von B; bis B; und von B, bis B;; daher wird die
Winkelbewegung bei B, und B, noch mehr vermindert, bei B, und B; noch grisser sein als
es ohne die Kraft sein wiirde. Die Winkelbewegung wird von B, bis By bedeutend abnehmen,
von B. bis B, zunehmen; von da bis B, abnehmen, bis B, wieder zunehmen.

Die Winkelbewegung des Mondes ist in B, und B, grisser, in B; und B, kleiner als
die mittlere, und zwar noch viel grosser oder kleiner als diejenige mittlere, die sich ergeben
wiirde, wenn der Mond die genannte Ellipse ohne die Kraft semkrecht zum Radius Vektor
beschriche. Daher ist des Mondes wahrer Ort von B, bis By und von B; bis B, vor dem
mittleren voraus, von Bs; bis B; und von B, bis B, hinter demselben zuriick. Diese Ungleich-
heit in der Bewegung, die sich als eine ungleichformige Anderung der Liinge des Mondes
kenntlich macht, heisst des Mondes Variation; ihr griosster Wert betriigt 35° 429, um
welehe der wahre Ort des Mondes manchmal vor, manchmal hinter dem mittleren ist. Sie
wurde nm 1590 von Tycho de Brahe aus Beobachtungen gefunden. Eine Abweichung solcher
Grisse tritt von einem Neumonde bis zum folgenden zweimal auf; von B, bis B,, von B, bis
B, ist der Mond voraus, von B, bis B; und von B, bis B, zuriick um 35' 42". Die Stdrung
kehrt also in jeder Hilfte der Zeit von Neumond zu Neumond wieder; ihre Periode ist der
halbe synodische Monat oder 14, Tage. Mit dem genannten grissten Werte fritt die Ab-
weichung anf in den Mitten von Quadraturen und Syzygien, was sich durch eine fihuliche
Schlussweise wie in 90 ermitteln lisst. Vom Syzygium an niimlich eilt der Mond infolge
der grossen Geschwindigkeit dem mittleren Orte voraus, doch wird der Zuwachs des Voraus-
seins immer kleiner, bis die Geschwindigkeit in der Mitte zwischen Syzygium und Quadratur
so verkleinert ist, dass kein Zuwachs des Vorausseins mehr erfolgt, also das letztere am
ordssten ist. Die Geschwindigkeit nimmt nun weiter ab, sodass der Mond von nun an zuriick-
bleibt, bis das Voraussein in der Quadratur ganz aufgehoben ist, und von jetzt an ein Zuriick-
bleiben gegen den mittleren Ort erfolgt, das seinen groissten Wert in der Mitte von Quadratur
und’ folgender Syzygie erreicht . s. f.

Wie wir erkennen, rithrt die gefundene Stirung, die bei jedem Mondumlauf
periodisch wiederkehrt, von dem Hauptteile der stérenden Krifte, von den letzteren im
allzemeinen her. Diese letateren vergrissern also die Geschwindigkeit in den Syzygien,
vermindern sie in den Quadraturen, und suchen daher die Mondbahn an den Stellen der
Quadraturen stirker zu kriimmen, in den Syzygien die Krimmung kleiner zu machen, als sie

*) Diese Kriifte sind in Fig. 81 des 1. Teils der Abhandlung dargestellt,




sein wiirde ohne Stirung; sie streben eben an, die Bahn so zu gestalten, dass ihre kleine
Achse nach der Sonne zn gewendst ist.

Es ist von verzigernden und beschleunigenden Kriiften geredet worden, aber es ist
nicht in Betracht gezogen worden, ob die verzigernden Kriifte z. B. unter einander gleich
oder verschieden sind.

94) Die parallaktische Ungleichheit, bewirkt durech den Unter-
schied der storenden Krifte in der Konjunktion und in der Opposition.

In 79 erwilhnten wir nun, dass die stirenden Kriifte auf der der Sonne zugekehrten
und auf der von der Sonne entferntesten Seite der Bahn nicht gleich seien, dass vielmehr die
ersteren ein wenig grisser seien als die letzteren. Das galt zuniichst fiir die Kriifte im Radius
Vektor, doch gilt es auch fir die senkrecht zu demselben. Welcher Art werden nun die
Storungen sein, die infolge der Verschiedenheit dieser Krifte auftreten?

Denken wir uns dazu, wir hitten in der vorigen Untersuchung fiiber die Variation
einen mittleren Wert der in Rede stehenden stiorenden Kriifte benutzt. Wir erhalten dann
den wirklichen Fall, wenn wir diese mittlere Kraft in der Nihe der Konjunktion vergrissert,
in der Néhe der Opposition verringert annehmen. Nach 77, 78, 84 milssen wir, um den
wirklichen Fall aus dem mittleren Werte zu erhalten, folgende Anderungen treffen:

In der Nihe der Konjunktion ist eine Kraft im Radius Vektor, von der Erde
weg gerichtet, und eine solche senkrecht zum Radins Vektor hinzuzufiigen, welche letztere den
Mond vor der Konjunktion beschleunigt und nach derselben verzogert:; in der Nihe der
Opposition miissen diese Krifte von gerade entgegengesetzter Art gewihlt
werden. Welche Anderungen erzeugen diese hinzuzufiigenden Kriifte ?*)

Wir werden wieder ermitteln, welche Gestalt die Bahn haben muss, damit unsere
Kriifte allein keine Verdnderung derselben hervorbringen kinmen. (Es kommen die
Wirkungen der vorher behandelten Krifte also gar nicht in Frage, wir haben vielmehr gar
keine andern stirenden Kriifte, als die jedesmal in Rede stehenden zu betrachten und dann zu
ermitteln, welcher dauernde Zustand mit der Wirkung dieser Kriifte allein vertriglich ist.
Ein andrer Zustand als jener eine wird dann nie andauern, und jenen einen, dauernden, werden
dann die Kriifte herbeizufithren bestrebt sein) Die Kriifte selbst sind, wie gesagt, sehr klein,
sie werden daber die Bahn nicht merklich von der elliptischen Form abbringen. Soll nun
immer dieselbe Art von Bahn beschrieben werden, so muss die Excentricitit immer dieselbe
sein, und man wird dann angeben kionnen, welches jene konstante Excentricitit, und welches
die Lage der Apsidenlinie sein muss.

Geht die Apsidenlinie nicht durch die Sonne (Fig. 38), so ergiebt sich aus
o7, 08, b9, 68, dass die Excentricitit der Bahn infolge der stirenden Kriifte entweder ab-
oder zunimmt. Steht z B. der stirende Kirper in C, somit nicht in der Apsidenlinie, so
haben wir in B, und seiner Nachbarschaft eine von A fort, in B, eine nach A hin gerichtete
Kraft; vor der Konjunktion B, eine beschleunigende, nach dem Durchgange durch B, eine
verzigernde stirende Kraft, ferner eine vor B, verzigernde, nach B, beschleunigende Kraft.

Diese Krifte wirken nur in der Nédhe der Konjunktion und Opposition. (Die Pfeile
deuten die Richtung derselben an.) In B, geht der Mond vom Perigiium zum Apogium; nach
59 wird dann durch die in B, im Radius Vektor von A weg wirkende Kraft die Excentricitit
vergrissert. In B, ist die Kraft im Radius Vektor nach A hin gerichtet, und da der Mond
hier vom Apogium nach dem Perigium geht, so vergrissert sie nach 58 die Excentricitiit.
Die Kraft senkrecht zum Radius Vektor beschleunigt vor B,, und zwar geschieht dies in der
Nihe des Perigilums — da die Punkte links der kleinen Achse der beschriebenen elliptischen
Bahn in der Nihe des Perigiiums, die rechts davon mahe dem Apogiium liegen —, sodass sie
nach 68 die Excentricitiit vergrossert; dasselbe gilt von der nach dem Durchgange durch B,
beschleunigenden Kraft. Die nach dem Passieren von B, und die vor dem Durchgange durch
B, verzigernden Kriifte wirken in der Niihe des Aphels und verursachen daher nach 68

*) In Fig. 38 u. 89 sind diese Krifte allein dureh Pfeile dargestellt,




wieder eine Zunahme der Excentricitit. Hat also die Absidenlinie die angenommene Lage,
<o wird die Excentricitit nicht konstant bleiben. In der durch Fig. 39 dargestellten Lage
wirkt in B, die Kraft im Radius Vektor von A fort, und der Mond bewegt sich vom Perigiium
nach dem Apogium; deshalb wird die Excentricitiit nach 58 zunehmen. FEbenso erzeugt die
in B;, wo der Mond vom Apogium nach dem Perigiium geht, nach A gerichtete Storung ein
Wachsen der Kxcentricitit. Der Punkt B,, samt benachbarten Punkten, liegt in der Niihe
des Perihels, daher wird die beschleunigende Kraft vor B, die Excentricitit vergrissern, die
verzigernde, nach dem Durchgange durch B, wirkende Kraft aber dieselbe um nahe eben-
soviel verkleinern; Gleiches gilt von den in der Umgebung von B; senkrecht zum Radius
Vektor wirkenden Kriften, so dass die letzteren im ganzen fast keine Wirkung hervorbringen
und daher die Exeentricitit infolge der im Radius Vektor liegenden Kriifte im Ganzen zu-
nimmt. Ebenso lisst sich fir andere Fiille, in denen die Lage der Apsidenlinie die ist, wie
sie die Fig. 40, 41, 42 darstellen, zeigen, dass die Excentricitit sich findert.

Ist aber die Apsidenlinie nach der Sonne hin gekehrt (Fig. 43), so werden
die storenden Krifte®) vor B, oder vor Neumond, und nach demselben genau gleich sein, und
gwar sowohl die im Radius Vektor von A weg gerichteten, als auch die senkrecht dazu wirkenden,
vor B, beschlennigenden, nach B, verzigernden Kriifte; denn dann liegt die Bahn symmefrisch um
die Linie B, Bs. Die Anderungen, welche -diese Krifte nach dem in den genannten Paragraphen
Gefundenen in der Excentricitit hervorrufen, werden sich dann aufheben. Gleiches gilt von den
vor und nach B; (Opposition, Vollmond) wirkenden Kriiften. — Dies ergiebt sich so: ,Die
Kraft ist itber B, und B, dieselbe wie die in den entsprechenden Punkten unter B; und B;,
da die storende Kraft der Entfernung vom Centralkorper proportional ist; ebenso sind die
Kriifte im Radins Vektor und senkrecht dazu von gleicher Grisse. Die ersteren wirken bei
B, von A fort, und zwar vor B, wiihrend der Mond nach dem Perigiium geht, nach B, aber
wiihrend er nach dem Apogium geht, und erzeugen daher nach 59 gleiche und entgegen-
gesetzte Wirkungen in Bezug auf die Excentricitit. Ebenso heben sich die Wirkungen der
bei B, im Radius Vektor liegenden Krifte auf. 68 lehrt weiter, dass auch die Kriifte senk-
recht zum Radius Vektor, die ebenfalls zu beiden Seiten von B, wie B, gleich sind, die Ex-
centricitiit im ganzen unverfindert lassen. — Unsere Baln goll stets dieselbe Excentricitét
behalten; wir sehen, dies wird eintreten, wenn wir annehmen, dass die Apsidenlinie durch
die Somne geht. Ist aber das Perigdum oder Apogium zur Sonne hin gewendet?

Dazu miissen wir beachten, dass doch, wenn die Apsidenlinie immer durch die Sonne
gehen soll, diese Linie eben so schnell wie die Sonne vorriicken muss, Wir miissen deshalb
diejenige Lage der Apsidenlinie wihlen, bei welcher die Kriifte ein Fortschreiten derselben
verursachen werden, Ist das Perigium zur Sonne hin gewendef, so machen die Krifte auf
beiden Seiten der Bahn die Linie der Apsiden riickliufig (siehe 51, 53, 65, 66). Diese An-
nahme ist also nicht zulissig. Liegt aber das Apogdum nach der Sonne zu, 80 werden nach
denselben Paragraphen, die zu beiden Seiten der Bahn wirkenden Kriifte eine progressive
Bewegung der Apsidenlinie hervorrufen. Ja, wenn wir uns fiir die Excentricitiit den gehorigen
konstanten Wert gewiihlt denken, so wird das Fortschreiten der Linie genau gleich dem der
Sonne sein (56). Ein soleher dauernder Zustand allein ist also mit unseren Kriften ver-
triiglich; letztere streben daher dahin, die Bahn in die angegebene Form zu bringen. Wir
sehen daher: ,Der Unterschied der Kriifte in Konjunktion und Opposition bewirkt das Be-

streben der Apsidenlinie sich nach der Sonne hin zu wenden, und zwar — da das Apogium
nach der Somne hin, das Perigiium gerade entgegengesetzt liegt — sucht dieser Unterschied

die Bahn nach der Sonne zu zu verlingern, auf der entgegengesetzten Seite znsammenzudriicken,
oder er will die Bahn nach der Sonne hin mehr zuspitzen oder kriimmen, auf der entgegen-
gesetzten Seite abplatten. Man sieht, die Variation wird durch diese Stirung etwas vermindert
in Konjunktion und vermehrt in Opposition (siehe 96), da eben unsere Stirung in Konjunktion
das entgegengesetzte, in Opposition dasselbe erzeugen will wie die Variation.*)

#) Bie sind in Fig. 88 und 89 durch Pfeile dargestellt,
**) Siehe die Bemerkung zu 91.




———— o a e e b e —

—a

Man nennt diese Storung die parallaktische Ungléichheit*); sie #indert
ebenfalls des Mondes mittlere Linge. Ihr grosster Betrag ist 2' 2,", um welche der wahre
Ort hinter dem mittleren (im ersten Viertel) zuriick oder vor ihm voraus ist im (letzten Viertel).
Da niimlich die Bahn nach der Sonne zu stirker gekriimmt wird, der grisseren Kriimmung
eine geringere Geschwindigkeit entspricht (siehe 96), so wird von Konjunktion an der Mond
hinter dem mittleren Orte zuriick sein, ein Zuriicksein, das im ersten Viertel den grissten
Wert erreicht hat n. s. w.

In den folgenden Abschnitten (98, 99, 100) werden wir zeigen, dass, wenn der Mond
gich in einer Balm bewegt, wie sie vorher erwihnt worden ist, deren Apsidenlinie also durch
die Sonne geht, die Wirkungen von anderen noch nicht erwiihnten stirenden Kriften der
Apsidenlinie eine betrichtliche fortschreitende Bewegung erteilen werden. Die hier betrach-
teten Kriifte, welche die parallaktische Ungleichheit erzeugen, brauchen daher nur ein geringeres
Fortschreiten der Absidenlinie hervorzurufen, welches zu dem, von den spiter zu behandelnden
Kriiften erzeugten hinzugefiigt, ein Fortschreiten ergiebt derart, dass die TLinie der Apsiden
stets nach der Sonne gerichtet ist, ein Fortschreiten also, das mit der scheinbaren Bewegung
der Sonne gleichen Schritt hilt.

Die betrachteten Kriifte sollen also nur eine geringere progressive Bewegung erzengen.
Nach 56 sind die Wirkungen kleiner, wenn die Excentricitit griosser ist. Dieselben Krifte
haben mur einen Teil der fortschreitenden Bewegung der Apsidenlinie zu erzeugen; damit dies
geschieht, muss die Excentricitit der Bahn grisser angenommen werden, und zwar grisser
als man sie hiitte annehmen missen, wenn die hier behandelten Kriifte das ganze Fortschreiten
hiitten bewirken sollen. Durch das Dazukommen der spiiter zu betrachtenden Krifte wird
also bewirkt, dass fiir die Excentricitiit der Bahn ein grisserer (konstanter) Wert genommen
werden muss, dass die Bahn mehr zugespitzt ist, als wenn diese Kriifte nicht vorhanden
wiiren. Wenn dann die Apsidenlinie fortschreitet, so wird die Verlingerung der Bahn nach
der Somne zu noch grosser sein als friiher. So wird die parallaktische Ungleichheit vermehrt
durch die Wirkung der anderen stirenden Kriifte.

95) Die Grisse der hier behandelten Kriifte, welche die parallaktische Ungleichheit
erzeugen, ist beilinfiz ungefihr 1:9 von der der Kriifte, welche die Variation hervorriefen,
und in 91 uw. f betrachtet wurden (die storenden Kriifte in Konjunktion und Opposition

T B : NN
waren nach 79 das ggmi und jemfache der Anziehung der Sonne auf die Erde oder das
0,005018 und 0,004981 fache; die Differenz dieser Kriifte ist das 0,000037 fache derselben
Anziehung; nehmen wir fir die stirenden Krifte in Konjunktion wie Opposition den abge-
rundeten oder mittlern Wert ,_{m wie wir es frither bei der Variation gethan haben, sodass

also die mittlere stirende Kraft :;—M, die Differenz der stirenden Kriifte in Konjunktion und

Opposition 0,000087 ist, so ergiebt sich, dass diese Differenz das 0,000037 : a—l,gfache oder 1,;, der
mittleren stérenden Kraft ist); die Wirkungen beider dagegen verhalten sich nahe wie 1 : 17
(die Variation betrigt 35 42, die parallaktische Ungleichheit 2 2,“). Es ist das ein auf-
fallendes Beispiel des Unterschiedes im Verhiltnisse der Grossen und der Wirkungen der
Kriifte; die Differenz rithrt her von der verschiedenen Wirkungsweise derselben.

Die parallaktische Ungleichheit ist deshalb bemerkenswert, weil man aus ihrver Grisse
das Verhiltnis der Entfernungen der Sonne und des Mondes von der Erde mit grosser
Genauigkeit bestimmen kann (vergleiche damit die Bemerkung am Ende der Seite).

96) Wie schon erwiihnt, wird sich die hier behandelte Storung mit der in 91 u. f.
behandelten Variation kombinieren. (Siehe die Anmerkung zu 134: darnach ist die wirkliche

*) Zur Erklirung des Ursprunges dieses Wortes: ,Das Verhilltnis der verschieden grossen Abziehungen
in New- nnd Vollmond hiingt vom Verhiltnisse zwischen den Entfernungen des Mondes und der Somne von der
Erde ab; und da letzteres Verhiiltnis einerlei mit dem zwischen den Horizontalparallaxen der Sonne und des
Mondes ist, so heisst jene Storung auch parallaktische Gleichung.* Mibins, Elemente der Mechanik des Himmels,

2




10

Abweichung im Radins Vektor gleich der Summe der einzelnen Abiinderungen.) Die Folge davon
ist, dass die Mondbahn auf der der Sonne zugekehrten Seite weniger, anf der abgewendeten
mehr abgeplattet sein wird, als wir in 91 und 92 fanden. Das gleichfirmige Beschreiben von
Fliichen wird durch die jetzt behandelten Kriifte kaum beeinflusst, es wird daher der Flichen-
satz gelten, und es wird deshalb infolge der etwas verminderten Abplattung oder vergriisserten
Kriimmung in Konjunktion die Geschwindigkeit daselbst etwas kleiner ausfallen oder die
Variation wird in der Nihe der Konjunktion etwas vermindert, und in der Nihe der Opposition
efwas vermehrt.

97) Die Variation hingt nicht von der Excentricitit ab.

Zeizen wir jetzt, dass die Unregelmissigkeit, Variation genannt, in irgend einer
elliptischen Bahn ebenso wie in einer Kreisbahn erzeugt wird, dass also die stirenden Kriifte
in jeder Bahn die Geschwindigkeit in den Syzygien vergrissern, in den Quadraturen vermindern,
oder die Bahn in den Syzygien abplatten und in den Quadraturen zuspitzen.

Der Mond, so werde angenommen, wolle die Kreisbahn B, by By by beschreiben (Fig. 44);
treten die storenden Krifte hinzu, so wird er eine andere Bahn beschreiben miissen, wie wir
frither gesehen haben, nimlich das Oval B, By B; B,, welches aber den Kreis in B, und B;
beriihrt. Diese Krifte wirken in B, und B; von A fort, in By und By nach A hin; sia
machen die Anziehung der Erde in B; und Bj kleiner, in B, und B, grisser als sie sonst,
ohne Storung, gewesen wire. Die auf dem Radius Vektfor senkrechte stirende Kraft macht
die Geschwindigkeit in B, kleiner, als sie sonst in by gewesen sein wilrde. Hiitte der Mond
in B, dieselbe Geschwindigkeit wie bei der Bewegung im Kreise, so wiirde durch die infolge
der grisseren Anziehung erzeugte starke Kriimmung und durch die verminderte Geschwindigkeit
in B, der Mond viel ndher nach A kommen als der Punkt B, ist. Allein die Geschwindigkeit
ist in B, mit Beriicksichtigung der Stirung, viel grisser als ohne Stirung in der Kreisbahn.
Daher wird infolze dieser grisseren Geschwindigkeit in B,, trotz der grisseren Anziehung
und der geminderten Geschwindigkeit n B, der Mond sich iiber by hinaus bis Bs von A
entfernen und infolge der grosseren Kriimmung genau durch By gehen. Mit der in B, erlangten
grossen Geschwindigkeit wird dann der Korper bis hinaus zu By und von da nach B, kommen.*)

Nehmen wir ferner an, der Mond hiitte ohne Stérung die Ellipse B, by B; by (Fig. 45)
beschreiben wollen, so wird die Wirkung der stirenden Kriifte dieselbe sein wie vorher. Wie
vorher wiirde die geminderte Geschwindigkeit und grossere Anziehung in B, den Mond mniiher
an A bringen als B, ist. Da die Geschwindigkeit in B, aber grosser ist als die ohne Storung
in der Bahn B, by By by, so wird der Korper iiber by hinaus bis B, gehen, und die grissere
Anziehung und verminderte {;}g:gsgc.h\‘.’il]ﬂigkt'it in By, werden seine Babn dann so kriimmen,
dass er die urspriingliche elliptische Bahn gerade in B, beriihren kann u. s. w. Die ganze
Erklirung beruht im einen wie im anderen Falle auf der Differenz der Kriifte, die ohmne
Storung und mit Beriicksichtignng der Storung vorhanden sind. In jedem Falle ist die
Wirkung die, die Bahn an den Stellen der Syzygien B, und B, flacher zn machen.

B. Stérungen, die von der Excentricitiit abhiingen.

Bisher haben wir die Stérungen nur betrachtet, so weit sie vom Stande der Sonne
abhiingen. Allein es giebt aunch Storungen, welche dayon abhdngen, ob der Mond sich im
Perigiium oder Apogéium, d. h. im einen oder andern Endpunkte der grossen Achse seiner
Bahn, und ferner, ob er sich in einem Endpunkte der kleinen Achse befindet. Von Periglium
oder Apogiium lisst sich nur reden, wenn der Centralkirper nicht im Mittelpunkte der Bahn
steht, also letztere eine Excentricitit hat. So haben wir die Stérungen noch zu behandeln,
die von der Lage des Perigiiums oder Apogéums oder von der Kxcentricitit abhiingen, und

* B, w. B, sind Syzygien. Die stirenden Krifte sind die in Fig. 8L
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die natiirlich von den bisher schon behandelten Kriiften erzeugt werden. Sprechen wir da
zuerst von der Bewegung des Perigliums. Nehmen wir das Perigéium oder, was dasselbe ist,
die Apsidenlinie in bestimmten Lagen an.

a. Bewegung des Perigiiums oder der Apsidenlinie.

98) Fillt die Linie der Apsiden mit der der Syzygien zusammen,
so verursachen die stérenden Krifte ein Vorschreiten der Apsidenlinie.

Das Perigiium B, (Fig. 43) sei der Sonne zugekehrt. Betrachten wir zu-
niichst die Wirkungen der im Radius Vektor liegenden Krifte*). In der Nihe
von B, ist die stirende Kraft von A fort gerichtet; die Apsidenlinie geht folglich, nach 51,
riickwirts. Ist der Mond in der Nihe von B,, d. h. nahe beim Apogium, so ist die storende
Kraft ebenfalls von A weg gerichtet, und die Apsidenlinie bewegt sich deshalb nach 54 direkt.
Nunmehr fragt es sich: Ist die direkte oder die retrograde Bewegung die grissere? Da jetat
der stirende Korper weit absteht, so folgt aus 82, dass die storende Kraft in B, sich zu der
in B, verhilt wie AB; : AB,. AB, ist grisser als AB,, folglich auch die storende Kraft in
B; grisser als in B, (auch die gesamten von A weg gerichteten stirenden Kriifte in der
Umgebung von B; sind grisser als alle bei B,, die die retrograde Bewegung erzengen);
deshalb ist die erstere Kraft viel griisser als diejenige Kraft, welche eine progressive Bewegung
erzeugen wiirde, die gleich ist dem bei B, hervorgernfenen Riickschreiten. Es fiberwiegen
die Wirkungen der stirenden Kraft bei B, und die Apsidenlinie schreitet vorwiirts, Die nach
A hin gerichteten stirenden Krifte in der Niihe von B, und B, erzeugen kaum eine Wirkung,
da die letztere auf den beiden Seiten von B, und B, von gerade entgegengesetzter Art ist
und die Kriifte nahe gleich sind, weil B, und B, gleich weit vom Centralkirper entfernt sind:
es liegen nimlich die Punkte links von B, und B, in der Nihe des Perigiiums, die rechts
davon in der Nihe des Apogiiums (50, 53; siehe hierzu auch Hb).**)

99) Wirkungen der auf dem Radius Vektor senkrechten Kraft. Die
von A weg gerichtete storende Kraft ist in den Punkten B, und B; selbst die einzige stirende
Kraft, nicht aber in der Niihe dieser Punkte; es ist da auch noch eine Kraft senkrecht zum
Radius Vektor vorhanden. Diese beschleunigt den Mond, wiihrend er sich B, nihert, und
nach 65 wird deshalb, da B, der Ort des Perigiums ist, die Apsidenlinie riickwirtsgehen:
entfernt sich der Mond von B,, so verzigert ihn die Kraft, und die Apsidenlinie geht nach
66 wieder riickwiirts. Nihert sich aber der Mond B;, dem Orte des Apogiiums, so beschleunigt
ihn die Kraft senkrecht zum Radius Vektor, und es hewegt sich die Apsidenlinie nach 65
direkt. Ebenso bewegt sie sich direkt nach dem Durchgange durch B; (66), wo die Kraft
den Mond verzigert. Wiederum fragt es sich, ob die bei B; erzengte progressive Bewegung
grisser ist, als die bei B, erzeugte retrograde.

Wie schon in 98 erwiihnt wurde, ist die storende Kraft, da sie der Entfernung vom
Centralkirper proportional ist, von B, bis B, und von B, bhis B, grosser als die von B, bis B,
und B, bis B;; dieselbe wirkt im ersten Falle liingere Zeit als im zweiten, weil der Mond von
B, bis B; bis B, eine lingere Zeit braucht als von B, bis B, bis B,, was sich aus dem Gesetze
ergiebt: Der Radins Vektor beschreibt in gleichen Zeiten gleiche Flichenriume.

Nun ist die Grisse des Vor- oder Riickschreitens ganz von dem Verhiltnisse abhiingig,
in welchem die durch die stirende Kraft erzeugte Geschwindigkeit zu derjenigen steht, die
der Mond an der betreffenden Stelle hat; da die Geschwindigkeit beim Durchgange von B,
iiber B, bis B, kleiner ist, als die beim Durchlanfen der Strecke B, iiher B, bis Bs,, und da

*) Die Kriifte sind wieder die in Fig 81.

**) Verhielten sich die von A weg gerichteten stivenden Krifte umgekehrt wie die Quadrate der
Entfernungen, o wire das Resultat ganz dasselbe, als wenn man die Anziehung von A in gegebenem Verhilt-
nisse geiindert oder die Masse von A verkleinert hiitte; durch letzteres wiirden freilich aueh die Krifte bei B,
und B, gefindert werden, aber da diese keine Wirkung auf die Apsidenlinie hervorbringen, so diirfte man in der
That die Anzichung von A im ganzen verkleinert denken. Damn aber witrde der Mond stets dieselbe Bahn,
also eine Bahn beschreiben, deren Apsidenlinie sich nicht éndert,

2*




im ersten Falle, nach dem soeben Behandelten, die Kraft stirker und linger einwirkt als im
zweiten Falle, so wird die von der Stirung erzeugte Geschwindigkeit im Vergleich zu der
Geschwindigkeit an der betreffenden Stelle im ersten Falle viel grisser sein, “als das Ver-
hiiltnis dieser Geschwindigkeiten im zweiten Falle. Es wird deshalb das Vorschreiten das
Riickschreiten iiberwiegen. Die Kraft senkrecht zum Radins Vektor erteilt also der Apsiden-
linie ebenfalls eine progressive Bewegung.

100) Wenn demnach das Perigéum der Sonne zugekehrt ist, so fithrt
die Apsidenlinie im ganzen eine direkte Bewegung aus. Dieselbe Schlussweise,
wie in den vorherigen Paragraphen, lisst sich in jeder Hinsicht auch dann anwenden, wenn
das Perigium von der Sonne weg pewendet ist. Die stirenden Krédfte im
Radins Vektor, wies die senkrecht dazu, bewirken wieder eine progressive
Bewegung der Apsidenlinie.

101) Die Apsidenlinie fillt mit der Linie der Quadraturen zusammen;
die storenden Kréifte verursachen ein Rilckschreiten der Apsidenlinie.

Es sei die Apsidenlinie senkrecht zur Verbindungslinie von Erde und Sonne (Fig. 46).
Die stéorende Kraft im Radius Vektor ist jetzt in den beiden Apsiden zur Erde hin
gerichtet und veranlasst deshalb nach 50 und 52 ein Fortschreiten der Apsidenlinie, wihrend
der Mond in der Nihe des Perigiiums, und ein Riickschreiten, wiihrend er nahe dem Apogiium
ist. Nun ist die storende Kraft der Entfernung von der Erde proportional; daher ist sie in der
Nihe des Apogiinms grosser als im Perigium, folglich die Wirkung im ersten Falle grisser
als im letzteren, d. h. die retrograde Bewegung der Apsidenlinie ist grosser als die progressive.
Die storenden Kriifte in den Ea:,'?}gleu B, “und B, erzeugen kaum eine Wirkung; es gilt hier
dasselbe, was vorher, in 98, von den in B1 und B, wirkenden Kriiften gesagt worden ist.

102) Betrachten wir die Krifte senkrecht zum Radius Vektor Aus
fritherem ergiebt sich, dass dieselben den Mond verzigern, wihrend er sich einer Apside
niihert (von B; bis B, z B.), und ihn beschleunigen, wenn er sich von einer solchen entfernt,
Aus G5 und 66 folgt dann, dass die Apsidenlinie, wenn der Mond in der Nihe des Perigiums
ist, vorschreitet, aber in der Niihe des Apogiums riickschreitet. Denn, nach dem Passieren
von B, beschleunigt die Kraft, die Apsidenlinie bewegt sich daher direkt (65), vor B, ver-
zigert die Kraft, die Apsidenlinie bewegt sich wieder direkt (66); entsprechendes erhiilt man
fiir die Umgebung von B,. Wendet man dieselbe Schlussweise an, wie in 99, so ergiebt sich,
dass das Riickschreiten das Vorschreiten iiberwiegt. Dieses HE‘\]IIT&.T im Verein mit dem in
101 gefundenen, ldsst erkennen, dass die Apsidenlinie infolge der behandelten Kriifte bedentend
zurucl\gt,ht

103) In 56 wurde erwilhnt, dass die Wirkungen der Krifte grosser werden, wenn
die Excentricitit kleiner wird. Dies gilt hier nicht. Wird die Excentricitiit kleiner, so wird
freilich die Bewegung der Apsidenlinie grisser, wie es eben in 56 angegeben ist. Allein die
stirende Kraft hingt von der Excentricitiit al.‘u ist z. B. die Excentricitit Null, so ist aunch
die Wirkung der storenden Kraft Null Die Wil]ditll in Betracht kommende stirende Kraft
18t ja die Differenz der Kriifte in Perigiium und Apogiium, und die Kriifte selbst verhalten
sich wie die Entfernungen vom Centralkirper, also hier wie die Entfernungen des Peri- und
Apogiiums von der lunle, letztere sind gleich, wenn die Excentricitiat Null ist, folglich sind
es dann aunch die stirenden Krifte, und ihre Differenz ist Null. Uberhaupt aber ist die
stirende Kraft — weil sie die Differenz der Kriifte in Peri- und Apogium ist, und weil diese
wieder den Entfernungen von der Krde proportional sind — selbst der Differenz dieser
Entfernungen, d. h., der Excentricitit proportional. Bei kleiner Excentricitit ist daher die
storende Kraft kleiner, und infolge davon die Bewegung der Apsidenlinie langsamer als
bei grisserer Excenfricitit. Wird also durch verminderte Excentricitfit allein die Bewegung
der Apsidenlinie vergrissert, im Vergleich zu der bei der urspriinglichen Excentricitit,
so wird, infolge der gleichzeitiz verringerten stirenden Kraft, die Bewegung langsamer
werden. Die Vermehrung und Verminderung der Bewegung heben sich auf; die Bewegung
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der Apsidenlinie bleibt auch bei sich dndernder Excentricitit nahe dieselbe wie frither bei
ungefinderter.

104) Die Apsidenlinie geht im ganzen vorwirts, da ihre retrograde
Bewegung kleiner ist als die progressive.

Fiir die Bewegung des Perigiiums hat sich aus dem Bisherigen das Folgende ergeben :
Geht die Apsidenlinie durch die Sonne, so erteilen ihr die stirenden Krifte eine progressive
Bewegung; steht sie senkrecht zur Verbindungslinie von Sonne und Erde, so wollen dieselben
Kriifte die Apsidenlinie riickwiirts bewegen. Ks liisst sich nun denken, dass es zwischen den
genannten beiden Lagen eine solche Lage der Apsidenlinie geben wird, in welcher die stirende
Kraft gar keine Wirkung ausiibt. Von Interesse ist es nun, zu untersuche n, ob
das erwidhnte Vorschreiten das Rilckschreiten an Grisse iibertrifft,

Betrachten wir zundichst die Krifte senkrecht zum Radius Vektor. Die
in 99 betrachtete Kraft dieser Art (dort war die Apsidenlinie nach der Sonne gerichtet,
Fig. 48) ist genau gleich der in 102 behandelten (wo die Apsidenlinie senkrecht zur Linie
Sonne—Erde stand, Fig. 46), denn die stirende Kraft ist dem Abstande vom Centralkiirper
proportional, und diese Abstinde sind bei beiden Bahnen gleich, also anch die beschlennigende
Kraft von B, bis B, in 99 genan gleich der verzigernden von B, bis B, in 102, die verzigernde
von B, bis By in 99 gleich der beschleunigenden von B, bis B, in 102 u. s. f Demnach ist
das von jener Kraft erzeugte Vorschreiten der Apsidenlinie, falls letztere durch die Senne
geht, gleich dem Riickschreiten, welches die Kraft erzengt, wenn die Apsidenlinie senkrecht
ist zur Verbindungslinie von Sonne und Erde., Die Kraft senkrecht zum Radius
Vektor kann also als eine solche betrachtet werden, die im ganzen keine
Wirkung auf die Bewegung der Apsidenlinie ausiibt (abgesehen von einer
indirekten, von der wir spiiter sprechen werden). Wiire also bei einem Mondumlaufe die
Apsidenlinie durch die Sonne gegangen, bei einem andern senkrecht zu dieser Lage pewesen,
so wiirde die in Rede stehende Kraft keine Anderung der Lage der Apsidenlinie herbei-
gefithrt haben.

Es kommt nun noch in Frage die im Radius Vektor von der Erde weg (98)
und zur Erde hin gerichtete Kraft (101). Aus 79 folgt, dass die von der Frde

weg wirkende Kraft in 98 nahezu 500 ist von der A]]}f,iﬂl]m]g der Sonne auf die Erde. 80 aher

ergiebt, dass die zur Erde hin gerichtete storende Kraft in 101 nur 4.—1. der Anziehung auf die
Erde ist. Die erstere stirende Kraft ist also fast das Doppelte der letzteren und demnach
wiegt anch die Wirkung der ersteren vor, d. h. die Apsidenlinie wird in folge der
Wirkung der im Radius Vektor liegenden Krifte im ganzen vorwirts-
gehen (98).

In der That betriigt das Vorschreiten der Apsidenlinie, wenn sie durch die Somne
geht, ungefiilr 11° bei jedem Mondumlauf, das Riickschreiten dagegen, wenn die Apsidenlinie
senkrecht zur Verbindungslinie von Erde und Sonne steht, nur etwa 9° bei jedem Mond-
umlanf.

105) Das Vorschreiten der Apsidenlinie wird noch vergrissert
durch die Anderung der Wirkungsdauer der verschiedenen Krifte, die
von der Bewegung der Sonne herriithrt.

Die progressive Bewegung der Apsidenlinie ist betriichtlich grisser als die bisherigen
Betrachtungen erwarten lassen, und zwar aus folgenden Griinden :

106) Erstens. Die Erde bewegt sich um die Sonne oder letztere scheint sich um
die Erde zn bewegen in derselben Richtung, in der sich der Mond bewegt. Dies verlingert
die Zeit, in welcher die Sonne in irgend einer Weise auf den Mond wirkt, aber es verldngert
diese Zeit mehr, wenn der Mond sich langsam, als wenn er sich selnell bewegt, da der Mond,
der sich ja iiberhaupt schneller als die Sonne bewegt, im ersten Falle linger in der Nihe der
Sonne bleibt.
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So ist des Mondes Winkelbewegung im Perigiium das 14fache von der der Sonne, im
Apogiium dagegen nur das 10fache. Bewegt sich also die Sonme um 1° fort, so riickt der
Mond im Perigium um 14° weiter oder entfernt sich um 13° von der Sonne, von der Erde
ans gesehen. Die ganze Bewegung des Mondes betriigt 149 die in Bezug auf die Sonne

o 18 i i =
13 °, sodass der Mond mit y3 seiner ganzen Bewegung an der Sonne voriibergeht, withrend

: . L) : : 18
er im Apogiium nuor mit 15 derselben der Sonne vorauseilt. Da also der Mond sich nur mit ig
seiner ganzen Bewegung von der Sonne entfernt, so betrigt die Zeit, in welcher er
sich um einen gewissen Winkel von der sich bewegenden Linie der Syzygien entfernt, oder
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in welcher der Winkel zwischen Sonne und Mond um ein Bestimmtes wiichst, i3 von der Zeit,
in welcher er denselben Winkel durchlaufen hitte, wenn die Sonne nicht in Bewegung

e ., 1o %
gewesen wiire. In der Nihe des Apogiiums ist die erstere Zeit 3 von der zuletzt erwihnten.

Die letztere Zahl 1=| ist grosser als die frithere E—:, d. h die stirende Kraft wirkt im Apogiium
(infolge der scheinbaren Bewegung der Sonne) lingere Zeit ein als im Perigium; daher wird
anch die Wirkung dieser Kriifte (durch die Bewegung der Sonne) im Apogiium in stirkerem
Masse vergrissert als im Perigiium, Die wirkliche, resultierende Bewegung der Apsidenlinie
wird aber doch erzeugt durch den Uberschuss der Wirkungen im Apogium iiber die Wirkungen
im Perigium; daher wird also ein geringer Zuwachs der Wirkung im Apogéium, wie er hier
vorhanden ist, die wirkliche Bewegung der Apsidenlinie merklich vergriissern.

10%) Zweitens. Ist die Apsidenlinie zur Sonne hin gerichtet, so
besteht die Gesamtwirkung der Krifte darin, diese Linie fortschreiten zu machen, d. L. in
derselben Richtung zu bewegen, in der die Sonne fortgeht. Nun bewegt sich die Sonne
wiihrend eines Mondumlaufs ungefiihr 279 fort, die Apsidenlinie im selben Sinne, nach 104,
um 11°. Die Sonne entfernt sich daher nur um 27°—11°=16° von der Apsidenlinie wihrend
pines Mondumlaufes. Dadurch, dass beide im selben Sinne sich bewegen, wird also bewirkt,
dass die Apsidenlinie lingere Zeit in der Nihe der Sonne bleibt, als es der Fall sein wiirde,
wenn die Apsidenlinie sich nicht bewegte: es wird daher auch die Kraft lingere Zeit in der-
selben Weise einwirken.

Steht die Apsidenlinie senkrecht zur Verbindungslinie von Sonne
und Erde, so besteht die Gesamtwirkung der Kriifte in einer riickliunfizen Bewegung der
Apsidenlinie, deren Griisse nach 104 etwa 90 fiir einen Mondumlanf betrigt. In dieser Zeit
schreitet die Sonne im entgegengesetzten Sinne wm 27° fort; folglich vergrissert sich in
diesem Falle der Winkel zwischen Sonne und Apsidenlinie in jeder Mondrevolution um
270 90— 369, und die Apsidenlinie verlisst daher schnell diese Lage, schneller als wie ohne
stirende Kyiifte. Die Zeit, in welcher die Kriifte auf diese Lage einwirken, ist daher Kilrzer,
die Wirkung selbst geringer als es der Fall sein wiirde, wenn die Apsidenlinie sich nicht
fortbewegte. In der ersten Lage, wo die Apsidenlinie durch die Somne ging, ist also die
Wirkung der Kriifte linger danernd als in der zweiten Lage. Weil nun weiter die Apsiden-
linie aus der ersten Lage sich langsam, aus der zweiten schnell entfernt, so wird die erste
Lage vorherrschen. Aus beiden Griinden ergiebt sich ein Uberwiegen derjenigen Wirkung,
die in der zuerst behandelten Lage der Apsidenlinie erzeugt wird. Beide Umstinde, das
lingere Verweilen der Apsidenlinie in der ersten Lage wie das Vorherrschen dieser Lage,
vergrossern das Fortschreiten der Apsidenlinie,

108) Durch die vereinten Wirkungen der in 106 und 107 angegebenen Ursachen
wird das Vorschreiten der Apsidenlinie nahe doppelt so gross wie dasjenige, das sich heraus-
stellen wiirde, wenn die verschiedenen Teile der Bahn der stirenden Kraft der Sonne
wiihrend der auf einander folgenden Mondumliufe gleichmiissig ansgesetzt wiren,

109) Im ganzen fithrt also die Apsidenlinie eine progressive Bewegung aus (das
Perigiinm schreitet vor), und zwar, wie Rechnung und Beobachtung iibereinstimmend zeigen, mit
einer Winkelgeschwindigkeit, infolge deren sie wiihrend eines jeden Mondumlanfes im Durchschnitt
30 beschreibt, und welche sie demnach in nahezu 9 Jahren eine volle Umdrehung ausfiilbren
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lisst. Freilich bewegt sich manchmal Monate hintereinander die Apsidenlinie direkt oder
monatelang retrograd, sodass ihre Bewegung eine sehr unregelmiissige ist, aber, wie gesaet,
im ganzen ist doch das Vorschreiten griisser als das Riickschreiten, und zwar um durch-
schnittlich 3¢ fiir jeden Mondumlauf. Die Bewegung der Apsidenlinie im allgemeinen ist
seit den &ltesten Zeiten der Astronomie bekannt.*)

h. Stirungen der Excentricitit der Mondbahn.

110) Die Excentricitiit bleibt ungeindert, wenn die Linie der
Apsiden mit der der Syzygien zusammenfillt oder auf ihr senkrecht steht.

Es gehe die Apsidenlinie durch die Sonne (Fig. 43). Bewegt sich der
Mond vom Perigium B, nach dem Apogiium B, so ist die Kraft in Richtung des
Radius Vektors bald von der Erde fort, bald zu ihr hin gerichtet; nach 59 und 57 ver-
grossert und verringert sich dementsprechend die Excentricitiit. Geht der Mond aber von B,
nach B,, so sind die in diesem Teile der Bahn anftretenden stirenden Krifte genan gleich
den fritheren, welche von B, bis B, da waren, und zwar sind an den sich entsprechenden
Punkten der Halbbalmen, welehe symmetrisch zur grossen Achse liegen, die Krifte gleich.
(Diese Punkte, B, und B,, sind z. B. solche, welche zn zweien symmetrisch zur Linie der
Syzygien legen, sind vom Cenfralkérper gleich weit entfernt, weshalb auch die stirenden
Krifte auf der einen Bahnhiilfte eben so gross wie die fiir die entsprechenden Punkte der
andern sind.) Nach 58 bringen dann diese Kriifte genau entgegengesetzte Wirkungen hervor.
Im ganzen haben also die Kvifte, die in Richtung des Radius Vektors wirken, keinen Einfluss
auf die Excentricitit.

Betrachten wir die Krifte senkrecht zum Radius Vektor. Dieselben ver-
grissern die Geschwindigkeit des Mondes, wenn er von B, nach B,, und machen sie um eben
so viel kleiner, wenn er von B, nach B, geht. Nach 68 wird dann die Excentricitit wachsen,
wiihrend sich der Mond von B, nach B, bewegt, und um ebensoviel abnehmen wihrend der
Bewegung von B, nach B..

In gleicher Weise ergiebt sich, dass die Excentricitit wiihrend der Bewegung von
By nach By kleiner, von B; mach B, aber um ebensoviel grisser wird. Auch die Kraft
senkrecht zum Radius Vektor hat im ganzen keinen Einfluss auf die Exeentricitit.

Es ergiebt sich alse, dass die Excentricitit der Bahn durch die storenden Kriifte im
ganzen nicht gelindert wird, wenn die Apsidenlinie durch die Sonne geht.

11) Die Apsidenlinie stehe senkrecht zur Linie der Syzygien
(Fig. 46). Aunch jetzt bleibt die Excentricitiit trotz der stirenden Krifte im ganzen unge-
findert. Es ist nimlich auch jetzt By B, = B, B, und B, B = B; B;. Da ferner die
storende Kraft der Entfernung von der Erde proportional ist, und diese Entfernungen fiir die
Punkte zwischen B, B, und B, B, gleich denen der Punkte zwischen B; B, und B; B, gind,
so sind auch die Kriifte anf den Strecken B, B, und B, B, gleich denen lings B, B, und
B, B,, sodass sich die Wirkungen derselben auf verschiedenen Seiten von Perigium und
Apogiium, wie frither, aufheben.**)

112) Ist die Linie der Syzygien gegen die der Apsiden geneigt, und
geht der Mond friither durch letztere, als durch die erstere, so wird die

*) Im Laufe der von der Sonne scheinbar ausgefilhrten Bewegnng wird die Apsidenlinie freilich in
alle miiglichen Lagen zur Sonne kommen, allein die Wirkungen in den hier behandelten Lagen sind die fiber-
wiegenden; giebt es ja mwischen beiden, nach 104, solche Lagen, in denen gar keine Wirkung auf die Apsiden-
linie stattfindet.

**) Die Kraft im Radius Vektor ist bei B, und B, nach der Erde hin gerichtet und erzengt anf der
Strecke von B, bis B,, nach 57, ein Vermindern der Excentricitiit, von B, bis B, eine eben so grosse Zunahme
(58); die yon der Erde fort gerichtete stirende Kraft bei B, und B, vergrissert die Excentricitit von B, bis
By und verkleinert sie nm dasselbe von B, bis B,. Die Kraft senkrecht zum Radius Vektor wird nach B8 von
B, bis B, die Excentricitit verkleinern, yon B, bis B,, nach 67, um dasselbe vergrissern, ebenso von B, bis B,
vergrissern, von B, bis B; um ein Gleiches verkleinern.
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Excentricitit bei jedem Mondumlauf kleiner oderifgrisser, je nachdem
die Linie der Syzygien auf der einen oder andern Seife der zur Apsiden-
linie senkrechten Geraden liegt.

Nehmen wir die Apsidenlinie geneigt an gegen die Linie AC der
Syzygien (wie in Fig. 39)%); der Mond erreiche das Perigium eher wie das Syzygium.
Jetzt halten sich die W nkmwen der stirenden Kriifte nicht mehr das Gleichgewichf.

Ist der Mond in der Nihe von B, und By, so ist die stirende Kraft in Richtung
des Radius Vektor nach der Erde hin gerichtet; da in B, der Mond sich nach dem
Perigiium hin, in B; von ihm fort bewegt, so wird nach 58 und 57 die Excentricitiit in B,
vmgmwmt, in By vermindert. Nun uiuint die Bewegung bei By langsam, die stirende Kraft
kann also lingere Zeit einwirken; ferner ist diese Kraft in B, grisser als in B,, da B, weiter
yvon A enifernt ist als By, und die stirenden Kriifte sich wie die Entfernungen von A ver-
halten. Daher iiberwiegt die Wirkung in B,, und infolge der vereinten Einwirkungen bei B,
und B, wird deshalb die Excentricitit im ganzen abnehmen.

In B, und B, ist die Kraft in Richtung des Radius Vektor von der Erde fort
gerichtet. ]11 B, bewegt sich der Mond yom Perigium fort, in B; nach ihm hin; nach 59
wird dann mfnlg der stirenden Kraft die Excentricitit in B, zunehmen, in B; kleiner werden.
Wieder erfolgt die Bewegung in B; langsamer, in B; schneller oder die Kraft wirkt lingere
Zeit in B als in B,; B;A ist grisser als BjA, rluher die Kraft in B; die grissere. Beides
bewirkt, dass die Wirkung in B, vorwiegt; die vereinigten Wirkungen in B, und B; bringen
also eine Verminderung der Excentrieitit hervor. Dieses Ergebnis mit dem vumqen ZUsamimen
lehrt, dass die gesamten Kriifte in Richtung des Radins Vektor die Excentricitiit im ganzen
kleiner zu machen bestrebt sind.

Die Kraft senkrecht zum Radius Vektor verzigert den Mond von B, bis B..
Da nun der erste Teil des Bahnstiickes BB, nahe dem Perigium, der iibrige Teil nahe dem
Apogiium liegt, oder als in der Nihe dieser Orte liegend angesehen werden kann, so wird die
Kraft die Excentricitit im ersten Teile vermindern, im zweiten vergrissern (68), und die von
diesen Kriiften von B, bis B; erzeugte Wirkung wird im ganzen sehr klein sein.

Ebenso ist die Gesamtwirkung der Kriifte von By bis B, sehr gering.

Von B, bis B, aber beschleunigt die Kraft den Mond, und da der Mond hier ausser-
dem in der Néhe des Perigidums ist, so nimmt nach 68 die Excentricitit zu. Von By bis B;
wird der Mond ebenfalls besehleunigt, doch da dies in der Nihe des Apogiiums geschieht, so
nimmt die Excentricitit (68) lings dieser Strecke ah.

Nun ist die Wirkung der Kriifte zwischen B, und B, viel grisser als zwischen B,
und B,, weil von B, bis B, die Bewegung langsamer erfolgt als von B, bis B,, also auch die
Kraft linger einwirkt, und weil ferner die Punkte zwischen B, und B, von A weiter entfernt
sind, als die zwischen B, und B,, und deshalb die ]uatt, die ja der Entfernung von A
proportional ist, im ersten Falle die grissere ist.

Die vereinte Wirkung der Kriifte senkrecht zum Radius Vektor erzengt demnach eine
Verminderung der Excentricitit. Dasselbe Resultat ergab sich vorher fir die Kriifte im
Radins Vektor.

Die Ergebnisse zusammenfassend erhilt man folgendes Resultat:

Wenn die Apsidenlinie gegen die Linie der Syzygien derart geneigt ist, dass der Mond
durch die ersters frither geht als durch die letztere, so wird die Excentricitit der Mondbahn
bei jedem Umlaufe kleiner, falls die Linie der Syzygien, wie die Figur ergiebt, links der zur
Apsidenlinie in A errichteten Senkrechten liegt.

113) Es habe jetzt die Linie der Syzygien die Lage wie in Fig 40; die
Sonne stehe in C. Wieder wird die Apsidenlinie eher passiert als die der Syzygien, aber
letztere spiter als die Gerade senkrecht zur Apsidenlinie. Entfernt sich jetzt der Mond vom
Perigiium oder Apogiium, so ist die stérende Kraft im Radius Vektor nach der Erde

*) Als Kriifte hat man sich natiirlich nicht die in dieser Figur, sondern die von Fig. 81 zu denken,
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hin gerichtet, weil jetzt z. B. in B,, das dem Perigiium nahe liegt, die Kraft nach A gerichtet
ist. Bewegt sich der Mond nach Perigiium oder Apogéium hin, also von B, oder B, fort, oder
in der Nihe dieser Punkte nach den beiden Apsiden hin, so ist die stirende Kraft von der
Erde weg gerichtet. Die Richtung der Kriifte ist also gerade entgegengesetzt zu der der
Kriifte in Fig. 39.%)

Die Kraft senkrecht zum Radius Vektor verzigert den Mond in der Nihe
des Perigiiums und Apogiiums, da sie von B, bis B, und von B, bis B, verziigert; auch diese
Kriifte wirken gerade entgegengesetzt wie die in 112 (Fig. 39) behandelten.

Die Wirkung auf die Excentricitit wird daher die entgegengesetzte der friiheren
(in 112) sein, d. h. die Excentricitiit wird bei jedem Mondumlaufe zunehmen,

114) Der Mond geht frither durch die Linie der Syzygien als durch
die der Apsiden. Die Verbindungslinie AC von Erde und Sonne habe die Lagen wie in
Fig. 41 und 42. Die Wirkung der Kriifte ist dann dieselbe wie in den in 112 und 113
behandelten zwei Fillen, d. h. dieselbe wie in den zur Apsidenlinie gerade entgegengesetzt
liegenden Stellungen der Linie der Syzygien.

115) Zusammenfassung der Resultate von 112 bis 114.

Es bewegt sich die Erde um die Sonue oder die Sonne scheint sich um die Erde zu
bewegen; die Linie der Syzygien wird demnach nacheinander wirklich alle die Lagen ein-
nehmen, die in den behandelten sechs Fillen (Fig. 39, 40—43, 46) angegeben sind. Die
Excentricitiit wird sich deshalb nach und nach in der Reihenfolge indern, wie sie von 112
bis 114 erwihnt ist, und zwar:

moteht die Sonne in der Linie der Apsiden, so dindert sich die Excentricitit der
Mondbahn nicht; schreitet die Sonne fort, so vermindert sich nun die Excentricitit, bis die
Sonne unter rechtem Winkel zur Apsidenlinie erscheint (112). In dieser letzteren Lage dndert
sich die Excentricitéit nicht; darnach yergrissert sie sich, bis die Sonne die Apsidenlinie auf
der anderen Seite erreicht, wo keine Anderung eintritt; weiterhin nimmt sie wieder ab, bis
die Sonne abermals unter rechtem Winkel zur Apsidenlinie erscheint. Hier bleibt sie unge-
fndert, und nimmt dann bis zur ersten Apside wieder zu. (Fig. 47 veranschanlicht, bei
welchen Stellungen der Sonne die Excentricitiit konstant ist, ab- oder zunimmt.) Hiernach ist
die Excentricitit der Mondbahn am grissten, wenn die Apsidenlinie durch die Sonne geht,
und am kleinsten, wenn sie senkrecht zur Verbindungslinie von Erde und Sonne steht,

Diese Anderung der Excentricitiit der Mondbahn betriigt mehr als lr von ihrem mitt-
leren Werte; um jenes % ist die wahre Excentricitiit manchmal grisser, manchmal kleiner als
die mittlere. Nennt man die mittlere Excentricitit 1, so ist also die grosste 1-_f,-T die kleinste ;-'.
sodass die grossten und kleinsten Excentricitiiten nahezn im Verhiltnis von 6 : 4 oder 8 : 2
stehen,

116) Die wichtigsten Ungleichheiten in der Mondbewegung sind
demnach die folgenden :

1) Die elliptische Ungleichheit oder Mittelpunktsgleichung
(siehe 31), welche daher rithrf, dass die Baln kein Kreis ist, welche demnach
auch vorhanden wire, wenn_es keine Stirung gibe.

2) Die jéhrliche Gleichung (siehe 90), welche von der Stellung der Erde
in ihrer Bahn abhingt.

3) Die Variation (93) und parallaktische Ungleichheit (94), welche
von der Stellung des Mondes in Bezug auf die Sonne abhiingen.

4) Das Vorschreiten des Mondperigiums im allgemeinen. (Das
allgemeine Resultat in 104.)

*) An dieser Fig. 89 und 40 denke man sich aber die Kriifte nach Fig. 81 angebracht. Deckt man

damn die Fig. 40 auf 89, so erkeunt man sofort, dass die Krifte an den aunfeinander fallenden Punkten entregen-
gesetat sind,

8
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5) Die Unregelmissigkeiten in der Bewegung des Perigiums,
welche von der Stellung des Perigiiums gegen die Sonne abhiingen (109).

6) Das abwechselnde Wachsen und Abnehmen der Excentricitiit,
welches von der Stellung des Perigfiums gegen die Sonne abhiingt (115).

Diese Ungleichheiten wurden zuerst, teilweise freilich unvollkommen, von Newfon um
das Jahr 1680 aunseinandergesetizt.

117) Die Wirkungen der beiden letzten Ungleichheiten fasst man zusammen unter
dem Namen ,Evektion®. Von allen Ungleichheiten ist die Evektion die, welche den grissten
Einfluss auf den Ort des Mondes hat. Infolge der Evektion erscheint nidmlich die Liinge des
Mondes manchmal um 1° 15 vergrissert oder vermindert. Diese Ungleichheit wurde von
Ptolemiius nm das Jahr 140 aus Beobachtungen erkannt.

118) Wir haben hier nur die vorziglichsten Ungleichheiten betrachtet. Es giebt
noch viele andere, welche hauptsiichlich von kleinen Fehlern in den gemachten Voraussetzungen
herrithren. Einige rithren her von den Veréindernngen, welche die stirende Kraft erleidet; so
wird z B. die Ungleichheit oder der Unterschied der stirenden Krifte in Konjunktion und
Opposition, deren hauptsiichlichste Wirkung in 94 besprochen worden ist, auch eine merkliche
Ungleichheit in der Schnelligkeit des Vorschreitens der Apsidenlinie und in den Dimensionen
der Mondbahn hervorbringen (in 101 am Schlusse, ebenso in 111 z B. sind diese Krifte als
gleichgross angenommen). Ferner: die Verinderungen der von der Excentricitit der Erdbahn
abhiingenden storenden Kraft (90) verursachen auch Veriinderungen in der Grosse der Variation
und Evektion: die Veriinderung der in 94 behandelten Kraft bringt eine andere merkliche
Wirkung hervor, die von dem Winkel abhiingt, welchen der Radius Vektor des Mondes (die
Verbindungslinie von Erde und Mond) mit der Apsidenlinie der Erdbahn bildet (Fig. 48). Alle
diese und andere Storungen sind sehr klein, freilich immerhin doch noch so gross, dass man
fiir astronomische Zwecke deren dreissig bis vierzig beriicksichtigen muss.

119) Beschleunigung des Mondes, hervorgebracht durch die Ver-
inderungen, welche die Excentricitit der Erdbahn durch die Planeten
erleidet.

Versuchen wir es noch, uns einen allgemeinen Begriff zu machen von einer Ungleichheit
der Mondbewegung, welche besonders historisches Interesse hat.

Wir sagten in 89, die Wirkung der storenden Kraft sei im ganzen eine Verminderung
der Schwere des Mondes gegen die Erde; in 90 erwilhnten wir weiter, dass diese Wirkung
grisser ist, wenn die Erde in der Nihe des Perihels ist, als wenn sie nahe beim Aphel
steht. Da man nun durch genaue Untersuchungen gefunden hat, dass die halbe Summe der
Wirkungen im Perihel und Aphel die Wirkung in mittlerer Entfernung um eine kleine
Grosse fibersteigt, die von der Excentricitiit der Erdbahn abhingt, so erkennt
man, dass jene halbe Summe, und damit die Wirkung der storenden Kraft der Sonne um so
grisser ist, je grosser die Excentricitit der KErdbahn ist, vorausgesetzt, dass die mittlere
Entfernung dieselbe bleibt.

Die mittlere Entfernung der Erde wird nun im Laufe der Jahrhunderte durch die
Storungen der Planeten nicht merklich gedindert, wohl aber wird durch letztere die Excentricitit
der Erdbahn bedeutend vermindert, und zwar so,» dass sie nach etwa 25000 Jahren, von wo
ab wieder eine Zunahme eintritt, auf é— ihres gegenwiirtigen Wertes gesunken sein, und die
Erdbahn sich also der Kreisform mehr genihert haben wird. Mit der Excentricitiit wird nach
dem Vorherigen auch die Wirkung der Stirung der Sonne auf den Mond kleiner; da diese
Wirkung in einer Verminderung der Schwere des Mondes zur Erde bestand, so wird jetat
diese Verminderung Jahrhunderte hindurch verkleinert, d. h. die Schwere des Mondes gegen
die Erde wird immer grisser werden. Ist letzteres der Fall, so folgt aus 47, dass sich die
Bahn des Mondes allmihlich, wenn auch unmerklich, verengt oder ihr Umfang Kleiner wird.
Ist diese Anderung auch unmerklich, so éindert sich des Mondes Ort in seiner Bahn merklich,
denn des Mondes Winkelbewegung wird, infolge des Engerwerdens der Bahn, nach 49 bestindig
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beschleunigt. Diese Beschleunigung betrfigt im Jahrhundert 6 Bogensekunden; um soviel wird
in jedem Jahrvhundert die mifflere Bewegung des Mondes schneller werden.

Noch ehe diese Storung theoretisch durch Laplace im Jahre 1787 begriindet wurde,
war sie den Astronomen bekannt unter dem Namen Acceleration der mittleren
Bewegung des Mondes (sikulare Beschlennigung der Mondbewegung).

Nimmt man auch auf diese Stirungsform Riicksicht, so stellt die Theorie die iiltesten
wie die neuesten Beobachtungen gleich gut dar.

Die Ursache, durch welche diese nene Storung erzeugt wird, bewirkt zugleich noch
gine Verringerung des Fortschreitens der Apsidenlinie des Mondes.

VI. Abschnitt.
Theorie der Jupitermonde.

120) Jupiter hat vier Satelliten™), welche sich in derselben Weise um ihn bewegen,
in welcher der Mond um die Erde liuft; es kinnte daher scheinen, als wiire die Theorie der
Unregelmiissigkeiten in der Bewegung dieser Satelliten fihnlich der Theorie der Ungleichheiten
in der Mondbewegung. In Wirklichkeit aber sind sie beide giinzlich verschieden voneinander.

Der vierte Satellit, dessen Bahn die griisste ist, hat eine kleine Unregelmissigkeit
analog der Variation des Mondes, ebenso eine andere Unregelmiissigkeit fhnlich der Evektion
und eine entsprechend der jihrlichen Gleichung. Die letztere belfuft sich nur auf 2 Minuten,
und die andern zwei Ungleichheiten sind noeh viel kleiner. Diese eben genannten Ungleich-
heiten sind fiir die drei andern Satelliten noch kleiner als bei dem vierten.

Aber diese Satelliten stiiren sich selbst gegenseitiz so bedeutend und in einer Weise,
wie es in unserem Sonnensysteme kein zweites Beispiel giebt; ausserdem sind die Bewegungen
dieser Kirper, wie wir spiiter sehen werden, in hichst merkwiirdizer Weise von der Gestalt
Jupiters abhiingig.

121) Dessenungeachtet wird die Theorie dieser Satelliten sehr vereinfacht durch die
folgenden Umstiinde :

1) Man darf, ausgenommen bei den genanesten Berechnungen, die von der Sonne
hervorgerufenen Stirungen villiz vernachlissizen.

2) Die Bahnen der zwei inneren Satelliten haben keine Excentricitiit, die wvon
der Stirung unabhiingig ist, d. h. sie zeigen keine Abweichung von der
Kreisbahn, besitzen also sonst keine Excentricitit, ausser etwa einer durch
die Storung erzeugten.

3) Es besteht eine sehr merkwiirdige, und wie wir noch zeigen werden, not-
wendige Beziehung zwischen den Bewegungen der drei ersten Satelliten.

Ehe wir jedoch mit der Theorie der drei ersten Satelliten beginnen, wollen wir einen
allgemeinen Satz herleiten, der sich auf alle diese drei Korper anwenden lisst.

Betrachten wir deshalb

A. Die Bewegung zweier Satelliten, von denen der eine eine Umlanfszeit
hat, die ein wenig grisser ist als die doppelte des andern.

122) Es migen sich also zwei Satelliten um denselben Planeten (etwa Jupiter)
bewegen ; die Umlaufszeit des einen sei nur wenig griosser als die doppelte des andern.

Ist nun unter Einwirkung der stirenden Kriifte ein dauernder Zustand moglich, so
werden ihn die Kriifte herzustellen suchen. Wenn wir nun aber voraussetzen, dass der Zustand

*) Gegenwiirtic kennt man deren filnf. Im folgenden soll immer nur von den vier lingst bekannten
gesprochen werden,

a*




ein dauvernder sein soll, d. h. bei jedem Umlaufe eine gleichartizge krumme Linie beschrieben
werden soll, so fragt es sich, welche Gestalt wird die Bahn haben, in der sich ein jeder
Satellit dann bewegt ?

123) Da die Stirung, welcher ein kleiner Satellit auf einen andern, wiihrend eines
Umlanfes desselben, ausiibt, die Gestalt der Bahn nicht bedeutend #ndern kann, so wird diese
Bahn zuniichst merklich elliptisch sein. (Kreisformig kann die Bahn nicht mehr sein, wenn
die Stirung hinzukommt, da letztere die Geschwindigkeit ungleich iindert.) Nun haben wir
vorausgesetzt, dass die Bahn dieselbe Gestalt, die sie mit Riicksicht anf die Stirung angenommen
hat, beibehilt; wir haben mit andern Worten vorausgesetzt, dass die grosse Achse der Bahn
und die Excentricitit unverdinderlich, daher nur die Liage der Apsidenlinie oder grossen
Achse verinderlich ist.

Jetzt fragt es sich weiter: ,Wenn bei jedem Umlaufe eine Kurve derselben Art
beschrieben werden soll, wie gross muss man dann die unverinderliche Excentricitit annehmen,
und welcher Art muss dann die Anderung der Lage der Apsidenlinie sein?* Fiir die in 122
erwithnten Satelliten ldsst sich hierzu zunfichst zeizen:

124) Die Linie der Konjunktion schreitet langsam zuriick.

Es sei B, B, B, die Bahn des Satelliten B; C, C, C, die des zweiten Satelliten C
(Fig. 49). Nehmen wir an, es befinde sich C in C,, wenn B m B, ist, wo A, B,, C, in der-
selben Geraden liegen, oder es migen B und C in B, und C; in Konjunktion stehen. Wenn
die Umlaufszeit von C genau doppelt so gross als die von B ist; d. h. wenn B zwei Umliufe
macht in der Zeit, in der C gerade einen ausfithrt, so werden beide Satelliten die niichste und
o jede folgende Konjunktion wieder in B, und C, haben. Allein die Umlaunfszeit von C ist ein
wenig grisser als die doppelte von B, oder C bewegt sich etwas langsamer als soeben an-
genommen worden ist; ist also B wieder in B,, so ist C noch nicht bis C, gekommen, sondern
ist zuriick. Es wird deshalb anch die Konjunktionsstellung nicht in B,C, sein, sondern weiter
riickwiirts, da B dem Satelliten C friiher schon gegeniibergestanden hat; sie wird etwa in
B.C, sein. Ks hat auch zwischen der vorigen und der jetzigen Konjunktion keine andere
stattgefunden; denn eine Konjunktion kann erst dann wieder eintreten, wenn der eine Satellit
einen ganzen Umlauf vor dem andern voraus hat. Zum Beispiel: Die Monde seien in B,C, in
Konjunktion. B eilt nun dem C voraus; hat B einen Umlauf ausgefiihrt, so ist er wieder in
B,, C dagegen ist immer hinter B gewesen und hat jetzt noch nicht ganz einen halben Umlauf
beschrieben, steht daher noch nicht ganz in Opposition. Von jetzt ab nihert sich B dem C
wieder, erreicht ihn in C, und steht mit ihm in B,C, in Konjunktion. Findet also die erste
Konjunktion in der Linie AB,C, statt, so erfolgt die zweite in der Linie AB,C,, die dritte
noch weiter riickwiirts, etwa in AB,C,, sodass die Linie der Konjunktion langsam riickwirts
geht. Man erkennt zugleich, dass dieselbe um so langsamer riickwirts gehen muss, je néher
die Umlaufszeit des einen Satelliten der doppelten des andern kommt.

125) Sind die Satelliten in der Nihe der Konjunktion, so ist ihre Entfernung am
kleinsten; daher wird hier die gyisste Stirung stattfinden, die letztere wird fiber-
wiegen, Diese letztere hat nun Einfluss anf die Lage der Apsidenlinie; es lisst sich daher
wohl denken, dass diese Lage von der der Linie der Konjunktion abhiingen, dass die
Bewegung beider Linien dieselbe sein muss. Ja-wir werden im folgenden Paragraphen nicht
nur dies, sondern auch noch das nachweisen, dass beide Linien stets zusammentallen miissen, falls
der Zustand ein dauernder sein soll. Dabei wird es sich nun fragen, welche Werte man
fiir die unverinderlichen Excentricititen annehmen muss, und welche Stellungen die Perijovien
haben miissen, damit wirklich auch die Bewegung der Apsidenlinie dieselbe ist wie die der
Linie der Konjunkfion.

126) Fillt die Apsidenlinie des ersten, inneren Satelliten nicht mit der Linie der
Konjunktion zusammen, so wird er zur Zeit der Konjunktion sich entweder vom Perijovium
zim Apojovinm oder vom Apojovinm zum Perijovium bewegen. Nun ist in Konjunktion
und in ihrer Umgebung die stOrende Kraft nach fritherem vom Centralkirper weg-
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gerichtet®) (sie wird yom fiusseren Satelliten ausgeiibt, hat dieselbe Richtung, wie die, welche
die Storung der Sonne auf den Mond erzeugt, falls letzterer zwischen Sonne und Erde steht,
77): nach 59 wird diese Kraft, die als die iiberwiegende allein in Frage kommt, im ersten
Falle ein Wachsen, im zweiten Falle ein Abnehmen der Excentricitit verursachen. Da wir
aber letztere als unveriinderlich annahmen, so kann keiner von diesen Fillen miglich sein;
d. h. der erste Satellit muss sich zur Zeit der Konjunktion im Apo- oder Périjovium selbst
befinden oder die Linie der Apsiden muss mit der der Konjunktionen zu-
sammenfallen. Beide miissen daher die gleiche riickwiirtsgehende Bewegung haben.

127) Fallen aber diese Linien zusammen, so fragt es sich weiter: liegt das Apojovium
oder das Perijovium des ersten Satelliten in der Richtung AB,C, der Punkte der Konjunktion?
Angenommen es sei das erstere der Fall. Aus 54 folgt dann, dass die im Apojovium in
Richtung des Radius Vektor vom Centralkiérper weggerichtete stirende
Kraft ein Vorsechreiten der Apsidenlinie verursacht. Betrachten wir die auf dem Radius
Vektor senkrechte Kraft; ehe der erste Satellit B die Konjunktion erreicht (Fig. 50),
beschleunigt ihn diese Kraft, denn der zweite Satellit C, yon dem doch die Kraft ausgeht,
bewegt sich langsamer als B, muss sich daher niiher bei dem Punkte der Konjunktion befinden
als B, wie es die Figur zeigt. Das im vorigen Abschnitte Angegebene lehrt dann, dass in
dieser Lage von B und C die stérende Kraft B beschleunigt. Nach dem Durchgange durch
die Konjunktion ist B wieder voraus, die von C ausgehende Stirung verzigert B. Vor der
Konjunktion bewegt sich B vom Perijovium zum Apojovium, die beschleunigende Kraft lisst
nach 65 die Apsidenlinie vorschreiten; nach der Konjunktion geht B vom Apojovium fort, die
verzogernde Kraft verursacht wieder ein Vorschreiten der Apsidenlinie (nach 66). Liegt also
das Apojovium in Richtung der Punkte der Konjunktion, so ergiebt sich, dass infolge der
stbrenden Kraft vor und nach der Konjunktion die Linie der Apsiden fortschreitet. Wir
hahen angegeben, dass die Linie der Apsiden sich in gleicher Richtung mit der der Konjunktion
bewege, d. h. zuriickschreite; demnach kann das Apojoviom des ersten Satelliten nicht in der
Richtung der Punkte der Konjunktion liegen. Wir wollen vielmehr zeigen, dass dasselbe auf
gerade entgegengesetzter Seite liegen muss.

128) Der innere (erste) Satellit muss sich in einer Ellipse bewegen,
deren Perijovinm gegen die Punkte der Konjunktion hin liegt, voraus-
gesetzt, dass diese Ellipse keine unabhiingige Excentricitit hat (das heisst,
dass sie keine urspriingliche Excentricitiit hat, dass vielmehr die letztere und also auch das
Perijovinm erst durch die stirende Kraft erzengt wird). Nehmen wir nun an, es liege das
Perijovium des ersten Satelliten in der Richtung der Punkte der Konjunktion, so kommt alles in
Ubereinstimmung.

Die stirende Kraft in Richtung des Radins Vektor, die vom Centralkirper weg-
gerichtet ist, wird nach 51 ein Riickschreiten der Apsidenlinie veranlassen; die Kraft senkrecht
zum Radius Vektor, welche vor der Konjunktion beschleunigt und nach derselben verzigert,
erzeugt, wieder nach 65 und 66, ebenfalls ein Riickschreiten dieser Linie.

Hier gilt aber das, was in 56 gesagt ist, d. h. diese retrograde Bewegung wird
grisser sein, wenn die Excentricitit der Bahn kleiner ist; in 103 freilich galt das nicht,
weil dort die stirende Kraft der Excentricitit proportional war. Hier aber ist die haupt-
siichlichste, allein in Betracht kommende, storende Kraft die in der Konjunktion auftretende,
und diese hingt nicht von der Excentricitit ab. Es lisst sich daher wohl ein solcher Wert
der Excentricitit denken, fiir welchen die Apsidenlinie ebenso rasch wie die Linie der
Konjunktion zuriickgehen wird, fiir welchen also beide Linien immer zusammenfallen werden.
Diese Excentricitit, welche die Bahn haben muss, wird sich nun auch nicht weiter dndern
(nach 59 und 68): denn wenn dieselbe auch vor und nach dem Perijovinm ab- und zunimmt

*) Die Kraft senkrecht zum Radins Vektor kommt nicht in Froge, da sie vor der Konjunktion
beschleunigt, nach derselben verzigert, und daher gerade entgegengesetzte Wirkungen auf die Excentrieitit
hervorbringt, Siehe anch 130.




und umgekehrt, infolge der Kraft im und senkrecht zum Radius Vektor, wie in den genannten
Paragraphen angegeben ist, so heben sich doch Ab- und Zunahme anf. Die Excentricitiit also
bleibt nun unveriindert dieselbe, und die Gestalt der Bahn bleibt daher ebenfalls in jeder
folgenden Revolution im allzemeinen dieselbe.

129) Wir werden spiiter erwiihnen, dass die Gestalt Jupiters eine derartige ist, dass
infolge derselben allein das Perijovium des ersten Satelliten, wenn es nicht vom zweiten
gestirt wire, mit einer Geschwindigkeit vorwiirts bewegt wiirde, die nicht von der Excentricitit
abhiingt. Die einzige Anderung, welche dadurch in unseren fritheren Schliissen hervorgebracht
wird, ist die, dass wir die Excentricitiit der Bahn so wiihlen miissen, dass die vorher behandelte
stirende Kraft ein so grosses Riickschreiten der Apsidenlinie yerursacht, welches gleich ist
der Summe aus der von Jupiters Gestalt erzeugten fortschreitenden Bewegung und aus der
riickschreitenden Bewegung der Linie der Konjunktion. Es muss also mit Beriicksichtigung
der von Jupiters Gestalt erzengten Stirung ein stirkeres Riickschreiten der Apsidenlinie da
sein, wie ohne dieselbe. Dieses stiirkere Riickschreiten wird aber, wie wir im vorigen
Paragraphen bereits erwiihnten, eintreten, sobald wir die Excentricitit der Bahn kleiner
annehmen.

Die einzige Wirkung der Gestalt Jupiters ist demnach eine Verminderung der
Exeentricitit der Bahn.

130) Das Apojovium des dusseren Satelliten muss nach den Punkten
der Konjunktion hin liegen.

Welches muss nun die Gestalt und Lage der Bahn des zweiten Satelliten sein? Wie
friiher, so findet auch hier die hauptsichlichste Stirung in der Nihe der Konjunktion statt,
so dass nur diese Kraft, da sie iiberwiegt, in Betracht zu ziehen ist. Fiir diesen Satelliten
ist, da jetzt der storende Korper (der erste Satellif) innerhalb der Bahn des gestirten liegt,
die im Radius Veltor liegende stirende Kraft in der Nihe der Konjunktion zum Centralkirper
hin gerichtet. Vor der Konjunktion ist der erste Satellit hinter dem zweiten zuriick; die
Kraft senkrecht zum Radius Vektor verzigert daher den zweiten Satelliten in dieser Stellung
(nach 86). Nach 86 wiirde dazu freilich erforderlich sejn, dass die Entfernung des ersten
Satelliten vom zweiten in der Nihe der Konjunktion kleiner ist als die Entfernung des ersten
vom Centralkirper. Dies ist aber hier der Fall, was sich wie folgt zeigen lisst: ,Die
Umlaufszeit des zweiten ist nahe doppelt so gross als die des ersten Satelliten. Nun verhalten
sich die Quadrate der Umlaufszeiten wie die Kuben der Entfernungen vom Centralkérper; die
Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sich nahezu wie 1' zu 22 oder wie 1 zu 4. In demselben
Verhiiltnisse miissen die dritten Potenzen der Entfernungen stehen. Da sich die dritten
Potenzen von 7 und 11 nahezu wie 1 zu 4 verhalten, so stehen die mittleren Entfernungen
vom Hauptplaneten im Verhiiltnis von 7 zu 11. Nennt man daher die Entfernung des ersten
Satelliten vom Hauptplaneten 7, so ist dieselbe des zweiten gleich 11, demnach die Entfernung
der Satelliten von einander gleich 4“. Der erste Satellit hat die Entfernung 7 vom Central-
kirper und den Abstand 4 vom zweiten Satelliten; hiermit ist die obige Behauptung bewiesen:
»Nach 86 wird der zweite Satellit vor der Konjunktion verzigert®. Ebenso wird die stérende
Kratt nach der Konjunktion den zweiten Satelliten beschleunigen.

Auf demselben Wege wie beim ersten Satelliten wird man dann finden, dass die
Apsidenlinie des zweiten mit der Linie der Konjumktion zusammenfallen muss, wie in 126.
Denn wire dies nicht der Fall, so wiirde die nach A gerichtete Storung, falls C in der
Konjunktion nach dem Perijovium oder Apojovium hin ginge, nach 58 die Excentricitit
vergrissern oder verkleinern; withrend die Kraft senkrecht zum Radius Vektor, die vor der
Konjunktion verzogert, nach derselben beschleunigt, nach 68 die Excentricitiit verkleinern
und auch vergrissern, also fast keine Wirkung hervorbringen wiirde, sodass die Excentricitiit
im ganzen zunihme oder abnihme. Da sie nun konstant sein soll, so ist unsere Annahme
nicht miglich; der zweite Satellit kann in der Konjunktion weder nach dem Apojovium noch
nach dem Perijovium gehen, die beiden letzteren miissen mit der Linie der Konjunktion
zusammenfallen. Liegt das Apojovium in Richtung der Punkte der Konjunktion, so wird die
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im Radins Vektor liegende, nach A gerichtete stirende Kraft ein Riickschreiten der Apsiden-
linie des zweiten Satelliten erzeugen (nach 53). Desgleichen wird die Kraft senkrecht zum
Radius Vektor, welche vor dem Apojovium, d. i. vor der Konjunktion verziigert, nach demselben
busuhleuuigt nach 656 und 66 der Apsidenlinie eine riickschreitende Bewegung geben, wie es
ja auch sein muss. Darnach muss das Apojovium, da die Apsidenlinie mit der Linie der
Konjunktion zusammenfallen, also auch mit ihr zuriickgehen muss, in Richtung der Punkte der
Konjunktion fallen. KEs lisst sich dann anch denken, dass es einen bestimmten konstanten
Wert der Excentricitiit dieser Bahn giebt, fiir wele hen dieses Rickschreiten der Linie der
Apsiden genau gleich dem der Linie der Konjunktion ist.

131) Zusammenfassung der gefundenen Resultate. Wir haben hiernach
folgendes gefunden: Bewegen sich zwei Monde um einen Hauptplaneten, etwa um Jupiter,
un{l ist die Umlaufszeit des einen mur wenig griosser als die doppelte des andern, und nimmt
man an, dass die beschriebenen Bahnen immer dieselbe Gestalt behalten, dass sie alse keine
yon der Stirung unabhiingige Excentricitiit haben, d. h. dass die Excentricitit erst durch die
storende Kraft hervorgerufen wird (und dann konstant bleibt), so werden die Bahnen
nicht merklich von Ellipsen abweichen, und die Apsidenlinien beider
Bahnen werden stets mit der Linie der Konjunktionen zusammenfallen;
ferner wird das Apojovium der Bahn des zweiten und das Perijovium der
Bahn des ersten Satelliten immer nach den Punkten der Konjunktion hin
gewendet sein.

Wir haben auch gesehen, dass diese Bedingungen fiir die Lage von Perijovium und
Apojovium hinreichen, wenn die Linien der pr]d“ll g]mr-]nn.tmk]rr mit der der Konjunktionen
zuriickgehen sollen, sobald wir eben fir die Excentricititen die erforderlichen Werte gewihlt
denkun welche letzteren passend gewiihlten Werte sich dann auch nicht indern wer tlen Wir
haben also aufgefunden, unter welchen Umstiinden der Zustand Dbleibend sein wird. Diesen
Zustand w euh'n die Kriifte in der That herbeifiilhren wollen; er stellt uns daher die von den
Kriiften angestrebte Wirkung dar.

Niiherte sich das Verhiltnis der Umlaufszeiten mehr dem Werte 1:2, so wiirde die
Linie der Konjunktion langsamer zuriickgehen als vorher, und man miisste dann fiir die
Excentricitéiten der Bahnen grissere Werte annehmen, die aber auch konstant bleiben wiirden.

132) Die Perijovien liegen den vorher gefundenen gerade entgegen-
gesetzt, wenn die Umlaufszeit des einen Satelliten sehr wenig kleiner
ist als die doppelte des andern.

Wie frither, so wird man auch in dem Falle, wo die Umlanfszeit des einen Satelliten
ein wenig kleiner als die doppelte des andern ist, finden, dass, wenn in jeder Revolution
Bahnen derselben Gestalt, d. h. solche von konstanter Excentricitit beschrieben werden sollen,
notwendig die Apsidenlinien mit der Liuic der Konjunktion zusammenfallen miissen; ferner dass
das Apojovium des ersten wie das Perijovium des zweiten Satelliten immer
nach der Seite der Punkte der Konjunktion hin liegen miissen. Entsprechend dem am Schlusse
des vorigen Paragraphen Angegebenen liesse sich “hier sagen, dass die Excentricititen um so
grosser genommen werden miissten, je nidher das Verhiltnis der Umlanfszeiten dem Werte 1:2
knmmt. Je nither niimlich dieser Wert erreicht ist, wm so langsamer schreitet die Linie der
Konjunktion, also auch die der Apsiden, fort; damit letzteres geschieht, muss die Excentricitit
grosser genommen werden (56).

133) Genan dasselbe gilt, wenn die Umlanfszeiten sich sehr nahe wie 2:3 oder 3:4
verhalten. Diese Annahmen lassen sich jedoch nicht anf die Satelliten Jupiters anwenden.

134) Die Ungleichheiten im Radius Vektor, welche die stérende Kraft
hervorbringt, sind nahezu dieselben, wenn die ungestirte Bahn keine, wie
wenn 8ie wirklich selbst schon eine Excentricitit besitzt

Wir haben vorher die Wirkungen der stérenden Kraft in Bahnen betrachtet, deren
Excentricitiit von der Storung abhing, d. h. die keine urspriingliche Excentricitit besassen,
welche letztere vielmehr erst dureh die Storung bestimmt wurde. Es liisst sich wohl denken, dass
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dieselbe Wirkung eintritt, wenn die Bahn auch nicht nahezn kreisfirmig ist, sondern schon ohne
Storung eine Excentricitit besitzt, d. h. dass die Ungleichheiten im Radins Vektor, die
Anderungen des letzteren, in beiden Fiillen dieselben sein werden.

Ist die Bahn ohne urspriingliche Excentricitit, so wird durch die Stérung das
Perijovium nach den Punkten der Konjunktion hin gelegt (fiir den ersten Satelliten); ist aber
die Bahn ohne Storung schon excentrisch, so hat das Perijovium eine andere durch die
urspriingliche Excentricitit bestimmfe Lage. In beiden Fiillen aber wird, wie gesagt, die
durch die Storung erzeugte Ungleichheit oder Anderung des Radius Vektor dieselbe sein;
erweitert sich durch die Storung die Bahn im einen Falle nach einer Seite, so wird dasselbe
anch im andern Falle geschehen.®)

Wenden wir die gefundenen Sitze auf Jupiters drei erste Satelliten an.

*) Um das Behauptete durch die Anschauung verstéindlich zu machen, kann man folgenden Weg
einschlagen. Es sei A (Fig. 51) der Hauptplanet, AC die Linie der Konjunktion des ersten und wmweiten
Satelliten, BDE die elliptische Bahm des ersten Satelliten ohne Stirung, D sein Perijovinm, (Es ist also
letzteres in der Linie der Konjunktion liegend angenommen oder es ist dasselbe, als hitten wir keine urspriing-
liche, sondern eine abhéingige Excentricitit vorausgesetzt, welche letztere durch die Stirung erst erzeugt
worden wiire und somit jenes bestimmte Perijovinm ergeben hitte; mach Aufhiiren der Stirnng wilrde fortan
die Bahn mit dem Perijovinm D beschrieben werden) Zur Vereinfachung der Figur wollen wir nun annehmen,
dass die Anziehung des zweiten Satelliten nur fiir eine bestimmte Zeit einwirke, etwa wihrend der erste
Satellit von F nach H geht. Die im Radins Vektor von A weg gerichtete Storung wird den ersten Satelliten
aus der Bahn, in welcher er sich bewegt haben wiirde, herausziehen, sodass er die Ellipse H e b d beschreiben
wird, (er wird némlich, wenn in H die Strung aufhirt, aunch nach H zuriickkehren,) die dhnlich BDE ist, mit
dem Unterschiede, dass das Perijovium nicht mehr in D, sondern weiter riickwiirts in d ist. (Gleiches ergiebt
sich aus 122 bhis 181, wonach die Apsidenlinie, also auch das Perijovium zurtickgeht.) Dass der Satellit
wirklich in der Bahn Hebd einhergehen wird, lisst sich (ans 122 bis 181) folgendermassen begriinden:

nDie stirende Kraft senkrecht zum Radius Vektor beschleunigt vor der Konjunktion und verzigert
nach derselben, indert also die Geschwindigkeit im ganzen nicht; infolge der stirenden Kraft im
Radius Vektor, welche also den Satelliten nach aussen gezogen hat, ohne die Geschwindigkeit zu dndern,
bewegt sich der Satellit in einer Kurve F G H nusserhalb der Ellipse FD, Hat die stirende Kraft in H auf-
gehtrt, so fibrt der Satellit fort von der alten Bahn abzuweichen, bis seine Geschwindigkeit (26) geniigend
vermindert ist und dadurch die Baln stirker gelriimmt wird, sodass der Mond schliesslich bei B sich der alten
Bahn wieder annihert und in L dieselbe schmeidet, um darmach sich innerhalb der alten Bahn zu bewegen,
Infolge der Vergrisserung der Geschwindigkeit nach dem Durchgange durch b (25) wird die Bahn sich wenig
kritmmen und daher die alte wieder, zwischen d und D, durchschneiden. Die nens Bahn liegt so, dass nicht
mehr D, sondern ein weiter riickwiirts liegender Punkt, etwa d dem Centralktrper am nichsten, also das
Perijovinm ist.

Es habe zweitens die Bahn BFE (Fig. 52) desselben Satelliten eine von der Stirung unabhiingige
Excentricitit, es sei also anch ein urspriingliches, unabhiingiges, nicht erst von der Stirung erzeugtes
Perijovium da; letzteres liege jetzt nicht nach den Punkten AC der Eonjunktion hin, sondern in irgend einem
Punkte D;. Der Satellit wird sich in einer Kurve FGH ausserhalb der Bahn FE bewegen, wie vorher, wobei
wieder angenommen, ist, die stirende Kraft fange in F au und hive in H auf einzuwirken. Die neme Bahn wird
sich schliesslich bei & so stark krfimmen, dass der Satellit sich der alten wieder annihert, sie in I, schneidet
— wo L nahezu entgegengesetzt mit C liegt —, dann sich immerhalb der alten Bahn bewegt, bis die Ver-
grisserung der Geschwindigkeit (26) bei b die Bahn so wenig gekriimmt macht, dass die alte Bahn wieder
zwischen F und H geschnitten wird,

Man ziehe nun in einer bestimmten Richtung einen Radius Vektor, derselbe sei AK in der alten, Ak
in der neuen Bahn ond zwar im ersten Falle (Fig. 51), wie im zweiten (Fig. 52), so ist die Anderung kK dieses
Radius Vektor im ersten Falle nahe dieselbe wie im zweiten (oder: wird die Bahn in einem Falle verengert
oder erweitert nach einer Seite hin, so geschieht dasselbe auch im andern). Dies ist die ganze Andernng
die wilhrend einer Revolution des Satelliten erzeugt wird; sie ist in den beiden behandelten Fiillen, gleichviel
also wo das Perijovium liegt, nahe die gleiche. Da sich das Gesagte auf jeden Umlauf anwenden ldsst, so
folgt, dass stets die Ungleichheit oder Anderung des Radins Vektor im zweiten Beispicle nahe dieselbe ist wie
im ersten, und so sieht man, dass die durch die Stirung erzeugten Ungleichheiten dieselben sind bei ab-
hiingigen wie unabhiingigen Excentricititen oder Perijovien.*

Wiire die Excentricitiit im zweiten Falle sehr bedeutend, so wiirde die Ungleichheit im Radius Vektor
freilich wm etwas verschieden von der im ersten Falle ausfallen, und zwar aus folgenden Griinden: 1, ist die
Bahn im zweiten Falle sehr excentrisch, so ist such die Geschwindigkeit in den einzelnen Teilen der Bahn
nicht mehr nahezu die gleiche und es wird deshalb anch die Konjunktion nicht mehr wie frither, wo die Bahn
wenig excentrisch war, in der Linje AC erfolgen, sondern in einer andern Linie, sodass die in beiden Fillen
parallel gezogenen Radien Vektoren nicht mehr gleiche Winkelentfernungen von den Konjunktionen haben
wiirden und deshalb der Unterschied im Radins Vektor in beiden Fiillen nicht derselbe wiire ; 2, werden bei
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B. Anwendung des Gefundenen auf die Satelliten Jupiters.

185) Anwendung des Gefundenen auf Jupiters ersten und zweiten
Satelliten.

Die Umlaufszeit von Jupiters erstem Satelliten betriigt 19 18" 27m 345, die des
zweiten 3% 13" 13™ 425 die des dritten 79 3% 42w 325%) Die Umlaufszeit des zweiten
ist also nur wenig grisser als die doppelte des ersten, sodass sich die vorhergehenden
Untersuchungen olne weiteres anf die Bewegung dieser zwei Satelliten anwenden lassen.
In der That fiithrt der erste Satellit 275 Umliufe aus in der Zeit, in welcher der zweite deren
137 macht.

Denken wir uns nun, die zwei Satelliten stiinden in Konjunktion, so wissen wir aus
dem Vorherigen, dass beide wieder in Konjunktion treten werden, wenn der zweite Satellit
nahezun einen Umlauf oder der erste nahezn zwei ausgefithrt hat, und zwar an Orten, die den
vorigen Orten der Konjunktion nahe liegen: kurz, wir wissen, dass die Linie der Konjunktion
zuriickschreitet. Hat nun, vom Orte der angenommenen ersten Konjunktion aus, der erste
Satellit 276 Umldufe gemacht, so hat der zweite deren 137 beschrieben, ist aber, wie der
erste, wieder am Orte dieser ersten Konjunktion, oder die Linie der Konjunktion hat eine
ganze Umdrehung aunsgefiihrt. Beide stehen also wieder am selben Orte in Konjunktion, wenn
der erste Satellit 2756 Umldunfe oder einen mehr als die doppelte Zahl der Umldufe des zweiten
gemacht hat, was in -LBﬁ,l Tagen geschieht.

136) Aus fritherem folgt ferner, dass, da die Bahnen der zwei ersten Satelliten
keine von der Stérung unabhiingige Excentricitit haben (also ohne Stirung keine Excentricitiit
haben wiirden), dieselben elliptisch sein werden, und dass die Apsidenlinie jeder Bahn wie die
Linie der Konjunktion zuriickschreiten, und wie letztere in 486.%, Tagen eine ganze Umdrehung
ausfiihren wird; weiter, dass, wenn die zwei Satelliten in Konjunktion stehen, der erste stets
im Perijovium, der zweite im Apojovium sich befinden wird.

137) Anwendung des frither Gefundenen auf den zweiten und dritten
Satelliten.

Die Umlaufszeit des dritten Satelliten ist ebenfalls nur um wenig grisser als die
doppelte des zweiten; die Linie der Konjunktion beider Korper wird also langsam zuriick-
gehen. Da ausserdem die urspriingliche Excentrieitiit der Bahn des dritten Satelliten gering
ist, so wird die Ungleichheit im Radius Vektor dieselbe sein wie bei urspriinglich kreis-
firmiger Bahn, oder diese Ungleichheit ist beim dritten Satelliten dieselbe, wie wenn seine
Bahn keine urspriingliche Excentricitiit, also auch kein urspriingliches Perijovium besessen
hiitte.  Hinsichtlich dieser Ungleichheit verhalten sich also diese zwei Satelliten zueinander
wie der erste und zweite. Betrachten wir nun den zweiten und dritten Satelliten genauer

stiirker excentrischer Bahn die Entfernungen zwischen den Satelliten in denm Konjunktionen und folglich anch
die stirenden Kriifte in der Nihe der Konjunktionen nicht immer dieselben sein; es wird daher die Konjunktion
auch ans diesem Grunde nicht mebr in der Linie AC erfolgen; 8. weil die Wirkung einer gegebenen Krafi
bei excentrischer Balin weseutlich verschieden ist, je nmach dem Teile der Babln, in welchem sie wirkt,

Wenn aber die Excentricitit so klein ist wie in der Bahn des dritten Satelliten Jupiters oder in
denen der alten Planeten, so ist der Unterschied im Radins Vektor, der dorch die Storung bei der Bahn mit
unabhiingiger Excentricitiit (Perijovium) auftritt, derselbe wie er bei der Bahn dieses Kirpers sein wiirde, falls
sie eine abhingige Excentricitit (Perijovinm) besiisze.

Das gefundene Resultat kann mit entsprechenden Rilcksiehten auf jede Stirung angewendet werden,
welche durch eine stiirende Kraft hervorgebracht wird, die von der Gestalt der Bahn nahezu unabhingig ist. Da
dies von jeder einzelnen solchen storenden Kraft gilt, so gilt dasselbe auch, wenn mehrere derartige Kriifte
gleichzeitig wirken. Man erhiilt so den Satz: Wenn mehrere stirende Kriifte auf einen Plancten oder Satelliten
einwirken, dessen Bahn eine unabhéingige, d. h. eine auch ohne Storung schon vorhandene Excentricitiit besitat,
g0 ist die Ungleichheit im Radius Vektor, welche diese Kriifte zusammen erzengen, gleich der Summe derjenigen
Ungleichheiten, welche diese Kriifte einzeln hervorrnfen wiirden in dem Falle, in welchem die Bahn eine
abhiingige Excentricitit besiisse (in welchem die Excentricitiit erst durch die Stirung erzengt wird).

*) Die Umlanfszeit des im Jahre 1892 entdeckten filnften (innersten) Satelliten betrigt 11% 57m 23, .8
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und beachten wir das in 130 Gesagte: ,Das Apojovium des #usseren Satelliten liegt gegen
die Punkte der Konjunktion hin, d. h. die Bahn des #dusseren Satelliten wird nach diesen
Punkten hin verlingert®. Im jetzigen Falle ist das Apojovinm des dritfen Satelliten unab-
hingig von der Stirung, aber da die Ungleichheit im Radius Vektor fir abhingiges wie
unabhiingiges Apo- oder Perijovium die gleiche ist, so wird, wenn auch das Apojovinm des
dritten Satelliten nicht nach den Punkten der Konjunktion hin liegt, doch die Abweichung
vom Radius Vektor nach diesen Punkten hin so gross sein, wie bei abhiingigem Perijovium,
d. L. die Bahn des dritten Satelliten wird nach diesen Punkten hin erweitert, auf der entgegen-
gesetzten Seite also zusammengedriickt werden. Nach 128 wird fiir den zweiten (jetzt inneren)
Satelliten die stérende Kraft des dritten das Perijovium nach den Punkten der Konjunktion
von zweifem und drittem hin verlegen wollen, d. h. die Bahn des zweiten wird auf der Seite
der Punkte der Konjunktion zusammengedriickt, auf der entgegengesetzten erweitert.

138) Die Linie der Konjunktion des zweiten und dritten Satelliten
schreitet genau so rasch zuriick, wie die des ersten und zweiten.

Wir kommen nun zu dem ausserordentlichsten Teile dieser Theorie. Wir erwiithnten
vorher, dass 276 Umliufe des ersten Satelliten in fast genan derselben Zeit ausgefiithrt werden,
wie 137 des zweiten; die fiir die Umlaufszeiten angegebenen Zahlen lehren aber weiter, dass
137 Umléufe des zweiten wieder fast genan in derselben Zeit beendet werden, wie 68 des
dritten, und dass also zu allen diesen Umliufen ein Zeitraum von 486% Tagen gehirt. In 135
zeigten wir nun, dass nach diesen eLt‘rﬁ]g Tagen — nach welchen ja der erste einen Umlauf
mehr ausgefiihrt hat, als die doppelte Zahl Umldufe des zweiten betrigt — die Linie der
Konjunktion eine ganze Umdrehung aunsgefiihrt hat. In denselben 4.56% Tagen fithrt nun aber
der zweite ebenfalls einen Umlauf mehr auns, als die doppelte Zahl der Umlfufe des dritten
in dieser Zeit ausmacht; es wird daher anch die Linie der Konjunktion des zweiten und
dritten Satelliten in 486%— Tagen in ihrer retrograden Bewegung ein ganzes Mal herum-
kommen.

Wir erhalten also das merkwiirdige Resultat: Das Rilickschreiten der Linie
der Konjunktion des zweiten und dritten Satelliten geschieht mit der-
selben Geschwindigkeit wie das der Linie der Konjunktion des ersten
und zweiten.

Dies Gesetz ist so genaun, dass man in den Tausenden von Umldufen, die man seit
der Entdeckung der Satelliten beobachtet hat, ameh nicht die geringste Abweichung davon
gefunden hat, ausser einer, die von der elliptischen Gestalt der Bahn des dritten Satelliten
abhingt.

139) Die Punkte der Konjunktion des zweiten und dritten Satelliten
liegen stets entgegengesetzt mit denen des ersten und zweiten.

So sonderbar das im vyorigen Paragraphen aufgestellte Gesetz erscheinen mag, das
folgende ist es nicht weniger:

Die Linie der Konjunktion des zweiten und dritten Satelliten liegt
stets mit der Linie der Konjunktion des erstem und zweiten in einer
einzigen Geraden, und zwar liegt letztere gerade entgegengesetzt der
ersteren, da die Konjunktionen des zweiten und dritten Satelliten in Punkten
stattfinden, die gerade entgegengesetzt liegen mit den Punkten, in
welechen die Konjunktionen des ersten und zweiten Satelliten stattfinden.

Durch dieses Gesetz ist die relative Lage der Linie der Konjunktionen vom ersten
und zweiten, resp. zweiten und dritten Satelliten bestimmt; da nach dem Gesetze in 138
beide Linien sich mit gleicher Winkelgeschwindigkeit bewegen, so bleibt diese relative Lage
unveréindert dieselbe. Auch dieses nene Gesetz hat sich, soweit die Beobachtungen reichen,
bel jedem Umlanfe seit der Entdeckung der Satelliten als genan wahr erwiesen.
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Wir werden in 142 zeigen, dass die stirenden Krifte bestrebt sind, diese Gesetze
herzustellen und ihr Forthestehen zu sichern.

140) Die durch den ersten und dritten Satelliten in der Bewegung
des zweiten hervorgerufenen Ungleichheiten kombinieren sich unzer-
trennlich und erzengen eime grosse Ungleichheif.

Die schlagendste Wirkung dieser Gesetze in den Stérungen der Satelliten findet man
in den Bewegungen des zweiten Satelliten. Die stirende Kraft des ersten bewirkt, dass das
Apojovium des zweiten nach den Punkten der Konjunktion beider hin liegt (130), sie erzeugt
also ein Erweitern der Bahn des zweiten nach diesen Punkten hin, und folglich ein Zusammen-
driicken auf der entgegengesetzten Seite. Die stivende Kraft des dritten Satelliten wird, wie
am Schlusse von 137 gezeigt ist, die Bahn des zweiten anf der Seite der Konjunktion des
zweiten und dritten zusammendriicken. Da nun die Punkte der Konjunktion des zweiten und
dritten entgegengesetzt liegen zu denen des ersten und zweiten, so wird die stirende Kraft
des ersten Satelliten genaun dort ein Zusammendriicken erzengen, wo es anch die Kraft des
dritten hervorbringt. Beide Kriifte bewirken also auf dieser einen Seite ein starkes Zusammen-
driicken der Bahn, und ebenso ein starkes Verlingern derselben auf der entgegengesetzten
Seite.

Die Excentricitit, die sonach giinzlich von der Storung abhifingt, kann dadurch so
gross werden, dass sie merklich die der Venusbahn iiberschreitet.

' Die Ungleichheifen in den Bewegungen der Satelliten, welche von diesen Excentricititen
hervorgerufen werden, wurden zuerst, und zwar aus Beobachtungen, von Bradley um das
Jahr 1740 gefunden, und znerst aus der Theorie nachgewiesen von Lagrange im Jahre 1766.

141) Das Sonderbare dieser Gesetze und die Genaunigkeit, mit welcher sie befolgt
werden, lassen wohl vermuten, dass sie nicht ganz zufilliz sind. Es scheint natiirlich, zn
fragen, ob nicht in den gegenseitigen Storungen der Satelliten ein Grund gefunden werden
kann fiir die Aufrechterhaltung dieser einfachen Verhilinisse.

In der That kinnen wir zeigen, dass, wenn man die Satellifen zu irgend einer Zeit
in Bewegung versetzt denkt zwar nicht genan, aber doch nahezn nach diesen gefundenen
Gesetzen, ihre gegenseitige Anziehung immer bestrebt ist, die Bewegungen so zu {dindern, dass
sie genan diesen Gesetzen entsprechen.

Wir wollen dies beweisen, indem wir annehmen, dass die Bewegungen eine geringe
Abweichung von den Gesetzen zeigen, und indem wir dann die Natur derjenigen Krifte
untersuchen, welche aus dieser Abweichung hervorgehen.

142) Sobald die riickldufigen Bewegungen der Linien der Konjunktionen
nahezu gleich sind, sind die gefundenen zwei Gesetze nicht zufillig,
sondern eine notwendige Folge der gegenseitigen Anziehung der Satelliten.

Nehmen wir z B. an, dass der dritte Satellit hinter dem aus dem Gesetze hestimmten
Orte zuriickbleibe, d. h. nehmen wir an, der zweite Satellit befinde sich an dem am meisten
zusammengedriickten Teile seiner Ellipse (dieses Zusammendriicken nur durch die Wirkung
des ersten Satelliten hervorgernfen gedacht), und der dritte Satellit stehe hinter diesem Orte.
Die Konjunktion des zweiten und dritten Satelliten wird dann erfolgen vor der Linie AC
(Fig. 53), also bevor die Apsidenlinie AC der Bahn des zweiten (diese Linie nur durch die
Wirkung des ersten erzeugt gedacht) erreicht wird.

Im folgenden haben wir nun die Kriifte zu schitzen, welche jetzt anf den dritten
Satelliten wirken, und ihre Verinderungen, welche von der Verinderung der Lage der Linien
der Konjunktionen abhingen. Bei dieser Schiitzung ist es nun nicht nitig, den Einfluss zu
betrachten, welchen die Ellipticitiit der Bahn des zweiten, soweit sie durch den dritfen
erzeugt ist, oder den die Ellipticitit des dritten (diese durch den zweiten allein erzeugt
gedacht) auf den dritten Satelliten ausiibt. Denn die von der Wirkung des dritten her-
rithrende Abplattung der Bahn des zweiten (140), und die vom zweiten erzeugte Verlingerung
der Bahn des dritten liegen immer nach den Punkten der Konjunktion des
zweiten und dritten hin; durch diese Abplattung und Verlingerung tritt allerdings eine
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Modifikation der Wirkung ein, aber diese Modifikation bleibt dieselbe, die Linien der
Konjunktionen vom ersten und zweiten einerseits, vom zweiten und dritten Satelliten
andrerseits, mogen zusammenfallen oder nicht.

Es sei nun C (Fig. 54) das Perijovinm der Bahn des zweiten Satelliten, und zwar
hervorgebracht durch die Wirkung des ersten allein, D derjenige Punkt der Bahn des dritten,
welcher in der Verlingerung von AC liegt. Ist der dritte Satellit in D, wenn der zweite
gleichzeitiz in C ist, so verzigert die senkrecht zum Radius Vektor stehende Kraft des
zweiten den dritten Satelliten, bevor letzterer nach D gelangt (der zweite ist ja dann gegen
den dritten zuriick), und beschleunigt ihn nach fritherem um ebensoviel, wenn er durch
D gegangen ist (der zweite ist danm dem dritten voraus).

Nach unserer Annahme erfolgt aber die Konjunktion beider in der Linie AC,D,, also
vor C; die Verzigerung des dritten, herrithrend von der Anziehung des zweiten, findet also
Jetzt statt noch bevor der zweite in sein Perijovinm kommt. Im Punkte C;, der Konjunktion
ist nun die Entfernung beider Satelliten voneinander am kleinsten: da der zweite vor
seinem Perijovium C ist, so bewegt er sich nicht so schnell als z. B, in ¢ — wo die Geschwindig-
keit am griissten ist — und gleich nach dem Durchgange dureh €. Durch beides wird
bewirkt, dass die verzigernde Kraft stark und eine geraume Zeit wirkt, Von ¢, an wird die
‘ntfernung beider Korper grisser, und der zweite Satellit bewegt sich schneller wie vorher;
folglich ist die beschleunigende Kraft nach der Konjunktion, die auf den dritten vom zweiten
ausgeiibt wird, schwach und wirkt kiirzere Zeit. Aus der Griisse der Kraft vor und nach der
Konjunktion folgt also, dass die Verzigerung grisser ist als die Beschleunigung, und ihre
Wirkung daher iiberwiegt. Kine zum Radius Vektor senkrecht gerichtete verzigernde Wirkung
verkiirzt aber, nach dem am Schlusse von 48 Gesagten, die Umlaufszeit des dritten Satelliten,
und macht daher seine Winkelbewegung schneller. Die Folge davon ist, dass, wenn ihn der
zweite Satellit wieder erreicht, er weiter als bis D; gekommen sein wird oder dass die Linie
der niichsten Konjunktion dem Orte des Perijoviums C vom zweiten (oder der Linie der
Konjunktion vom ersten und zweiten) ndher liegt als vorher.

Wiirden wir annehmen, dass der dritte Satellit vor dem aus dem Gesetze bestimmten
Orte liege, dass also die Konjunktion nicht in einem Punkte D, vor dem Perijovium C,
sondern in einem iiber C hinaus stattfinde, oder dass der dritte Satellit sich rascher bewege,
als aus dem obigen Gesetze folgt, so wiirden wir auf dem eben behandelten Wege finden,
dass die Gesamtwirkung der stirenden Kriifte des zweiten Satelliten (vor und nach der
Konjunktion) die sein wiirde, den dritten zu beschleunigen, und damit, wieder nach 48, seine
Umlanfszeit zu verliingern, und somit seine Winkelbewegung langsamer zn machen, die Linie
der néichsten Konjunktion néiher dem Orte C zu legen™).

In beiden Fillen ist das Bestreben der Einwirkung des zweiten Satelliten das, die
Linie der Konjunktion des zweiten und dritten zusammenfallen zu lassen mit der Linie der
Apsiden des zweiten oder mit der der Konjunktion des ersten und Zzweiten, indem die Kriifte
das eine Mal ein Vorschreiten, das zweite Mal ein Riickschreiten der Linie der Konjunktion
des zweiten und dritten erzeugen.

Durch dieselbe Schlussfolge kann man sich iiberzeugen, dass es Kriifte giebt, die auf
den ersten Satelliten vom zweiten ansgeiibt werden, und durch die elliptische Ungleichheit
erzeugt werden, welche der dritte in der Bahn des zweiten hervorbringt, welche die Winkel-
bewegung des ersten verzigern oder beschleunigen, je nachdem der erste vor dem aus dem

*) Denn ist der dritte vor dem aus dem Geseize bestimmten Orte voraus, so wird die Konjunktion
nicht in C, sondern dariiber hinaus, etwa in C, stattfinden; der zweite ist dann in der Nihe des Perijovinms,
bewegt sich also schnell. Vor der Konjunktion versiigert der zweite den dritten; nach der Konjunktion, wo
daun der zweite sich noch weiter von seinem Perijovium eutfernt hat, sich also langsamer bewegt als vorher,
beschlennigt er den dritten. Es wirkt hiernach die Beschleunigung auf den dritten filr lingere Zeit als die
Verzigerung oder sie tiberwiegt. Durch eine beschlemnigende Kraft senkrecht znm Radins Vektor wird aber
die Umlaufszeit vergrissert, und dadurch die Winkelbewegung langsamer., Daher wird, wenn der zweite Satellit
den dritten wieder erreicht, der letztere nicht so weit wie D, gekommen sein oder die Linie der Konjunktion
wird niher der Linie CD liegen als vorher.
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Gesetze bestimmten Orte voraus (also die Konjunktion frither eintritt) oder hinter demselben
zuriick ist (oder die Konjunktion spiter eintritt), und somit die Linie der Konjunktion vom
ersten und zweiten Satelliten entweder vor- oder riickwiirts bewegen, bis sie mit der Apsiden-
linie des zweiten (diese nur durch den dritten erzeugt gedacht) oder mit der Linie der Kon-
junktion vom zweiten und dritten zusammenfillt.*)

Auf dieselbe Weise wird man finden kimnen, dass in jedem der behandelten zwei
Beispiele sowohl der dritte wie der erste Satellit Kriifte auf den zweiten ausiiben, welche
seine Winkelbewegung verzigern (1. Fall vom 1. Beispiel) oder beschleunigen (2. Fall vom
1. Beispiel), und damit die Linie der Konjunktion zwischen dem dritten und zweiten oder dem
ersten und zweiten so vor- oder riickwiirts bewegen (und umgekehrt), dass schliesslich beide
zusammenfallen.**)

Alle diese Wirkungen streben also dahin, das erwilmte Gesetz durch Vor- und Riick-
wiirtsbewegen der Linien der Konjunktionen so lange zu erhalten, bis beide anfeinander fallen.
KEs sei nochmals bemerkt, dass hier und im folgenden nur die Kraft in Konjunktion, als die
iiberwiegende, in Frage kommt.

143) Vielleicht giebt es kein theoretisches Fortdauern in den Elementen, auf das
man sich mit so grosser Sicherheit verlassen kann, wie auf das Beharren dieses Gesetzes.
Die griissten und unregelmiissigsten Stirungen Jupiters oder seiner Satelliten werden, voraus-
gesetzt, dass sie nur stufenweise eintreten, die Beziehungen zwischen diesen Bewegungen der
Satelliten nicht dndern; anch die Wirkungen eines widerstehenden Mittels werden ohne Ein-
fluss sein (da eben die gegenseitigen Einwirkungen der Satelliten auf Erhaltung dieses
Gesetzes gerichtet sind), obschon jede dieser Ursachen die Bewegungen aller Satelliten storen
wiirde, und obschon dhnliche Ursachen die Sechliisse giinzlich untergraben kinmen, welche die
Mathematiker fiir die Stabilitit des Sonnensystems in Bezug auf die Elemente der Planeten-

*) Es sei M das Apojovium der Bahn des zweiten (Fig. 55), hervorgebracht durch die Wirkung des
dritten Satelliten, L der Punkt der Bahn des ersten, welcher anf der Linie A M liegt. Angenommen der erste
sei moch nicht in L, wenn der zweite in M steht (A M ist zugleich Linie der Konjunktion vom zweiten uud
dritten Satelliten), so wird die Konjunktion fiber L hinans in der Linie L, M, erfolgen. Vor der Konjunktion
beschlennigt dann der zweite den ersten und zwar fiir kurze Zeit., da der zweite vom Apojovium kommt, sich
daher langsam bewegt, nund ihn der erste somit schnell einholen kann; nach der Konjunktion verziigert der
zweite und zwar fiir lingere Zeit, da der zweite weiter von seinem Apojovinm entfernt ist als vor der Kon-
junktion, sich daher schneller bewegt, ihm deshalb der erste nicht so rasch vorauseilen kann oder beide linger
in grisserer Nihe bleiben. Es fiberwiegt hiernach die Verzigerung, welche eine Verkiirzong der Umlanfszeit
oder eine Vergrissernng der Winkelbewegung erzengt, sodass der erste nicht mehr so weit zuriick sein wird
gegen den zweiten wie vorher oder dass die nfichste Konjunktion nicht in der Linie L, M,, sondern niher der
Linie L M erfolgen wird.

Wiire der erste dem Orte L vorans, falls der zweite in M steht, so hiitte die Konjunktion vor L M,
etwa in L, M, stattgefunden. Vor der Konjunktion wird der erste vom zweitem beschlemnigt und zwar fiir
lingere Zeit, da der zweite sich vor seinem Apojovium schneller bewegt wie in demselben, und ihn deshalb der
erste nicht so bald einholt. Nach der Konjunktion dagepen wird der erste verzigert; da sich jetzt der zweite
langsamer bewegt als vorher, weil er seinem Apojovium niiher steht, so kann der erste ihm rasch vorauseilen
oder die Verziigernng erfolgt filr kiirzere Zeit, Darnach wird jetzt die Beschlennigung itberwiegen, durch
welehe die Umlaufszeit des ersten Satelliten vergrissert, seine Winkelbewegung verkleinert wird. Weil der
erste sich nunmehr langsamer bewegt, so wird er den zweiten nicht so rasch wieder einholen oder die niichste
Konjunktion wird nicht in der Linie I, M,, sondern in einer anderen erfolgen, die der Linie L M niher liegt.
In jedem Falle sind also die Kriifte besirebt, die Linie der Konjunktion vom ersten und zweiten Satelliten zu-
sammenfallen zu lassen mit der Apsidenlinie des zweiten, diese durch den dritten erzengt gedacht,

**) Desgleichen sncht uwmgekehrt der dritte den zweiten in derselben Weise zu beeinflussen, in
welcher es der zweite mit dem dritten thut. In dem ersten der behandelten Fille fand z. B. die Konjunktion
beider Satelliten vor AC in A C, (Fig. b4) statt. Der dritte beschlemunigt vor der Konjunktion und zwar fiir
lingere Zeit, da der zweite Satellit vor seinem Perijovinm ist, sich daher noch nicht so schnell bewegt, wie
in diesem selbst und so den dritten nicht so bald einholt. Nach der Konjunktion wird der zweite eine Kiirzere
Zeit hindurch verztgert, weil er seinem Perijovinm niiher ist, sich also schneller bewegt als vorher und sich
daher anch rasch vom dritten entfernt. Die iiberwiegende Beschlennigung vergrissert die Umlanfszeit, ver-
kleinert die Winkelbewegung des zweiten, sodass er das niichste Mal nieht schon in der Linie A C,, sondern in
einer niher bei A C liegenden Linie mit dem dritten in Konjunktion stehen wird. u. s w.
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bahnen gezogen haben. Die physische Erklirung dieses Gesetzes wurde zuerst von Laplace
im Jahre 1784 gegeben,

144) Wir haben nun den wichtigsten Teil der Theorie dieser Satelliten beendet; es
giebt jedoch moch einige andere Punkte, die der Beachtung wert sind teils um ihrer selbst
willen, teils als Einfiihrung in die Theorie der Planeten.

145) Wie wir erwilhnten, hat die Bahn des dritten Satelliten eine kleine von der
Storung unabhingige (urspriingliche) Excentricitiit, als auch ein von der Stérung unabhiingiges
(von vornherein der Lage nach schon gegebenes) Perijovium. [indet nun die Konjunktion
mit dem zweiten nahe diesem unabhiingigen Perijovium des dritten statt, so wird die Wirkung
der Stirung auf den zweiten grisser als zu irgend einer anderen Zeit sein, grisser als zu
jeder anderen Konjunktion; dies verursacht eine Unregelmiissigkeit in der Excentricitit des
zZweiten und in der Bewegung seiner Apsiden,*) welche also von der Entfernung der Linie
der Konjunktion des zweiten und dritten Satelliten von dem unabhidngigen Perijovium des
dritten abhiingt.

Die Abweichung von der Gleichférmigkeit in der Winkelbewegung des dritten (infolge
seiner elliptischen Bahn) erzeugt wieder eine Abweichung von der Gleichformigkeit der riick-
linfigen Bewegung der Linie der Konjunktion, und dies triigt wieder zu derselben soeben
erwihnten Unregelmiissigkeit bei.

146) Die von einem inneren Satelliten ausgeiibte, in Richtung des Radius Vektor
liegende storende Kraft ist manchmal nach dem Centralkérper hin, manchmal von ihm fort
gerichtet, im ganzen aber ibertrifit nach 86 die erste die letzte, und zwar ist die nach dem
Centralkorper hin gerichtete Kraft in Konjunktion am grossten (86). Die Hauptwirkung wird
stattfinden, wenn die Satelliten in der Nihe ihrer Konjunktion stehen; folglich ist, wenn die
Linie der Konjunktion vom zweiten und dritten Satelliten nahe bei dem unabhiingigen Peri-
jovium des dritten Satelliten vorbeigeht, die Kraft, durch welche der dritte zum Hauptplaneten
getrieben wird, grosser als zu irgend einer anderen Zeit, und da die Linie der Konjunktion
sich dreht, so wird diese Kraft abwechselnd wachsen und abnehmen (in der erwihnten Stellung
aber den grissten Wert haben). Dies bewirkt eine Unregelmissigkeit in der Linge der
grossen Achse, und folglich in der Bewegungddes dritten Satelliten (47). Diese Unregel-
miissigkeit hingt also von der Entfernung der Linie der Konjunktion von dem Perijoviom des
dritten Satelliten ab.

14%7) Die von einem iinsseren Satelliten erzeugte, im Radius Vektor liegende, stirende
Kraft ist manchmal nach dem Centralkdrper hin, manchmal von ihm weg gerichtet, aber im
oanzen iberwiegt (nach 80, Schluss) die letztere die erste. Aus den in 146 angegebenen
Griinden giebt es daher in der Bewegung des zweiten Satelliten eine Unregelmiissigkeit, welche
von der Entfernung der Linie der Konjunktion des zweiten und des dritten von dem nnabhiingigen
Perijovium des dritten abhiingt, ihrer Natur mach aber der entsprechenden Ungleichheit des
dritten entgegengesetzt ist; denn in 146 war die auf den einen, dritten Satelliten wirkende
iiberwiegende Kraft nach dem Centralkorper hin gerichtet, wihrend die jetzt auf den zweiten
(inneren) vom dritten (Husseren) ausgeiibte iiberwiegende stirende Kraft vom Hauptplaneten
fort gerichtet ist. :

148) Jede dieser Unregelmiissigkeiten in der Bewegung eines dieser Satelliten erzeugt
eine Unregelmiissigkeit in der Bewegung der anderen, und so wird die ganze Theorie sehr ver-
wickelt, wenn wir alle kleinen Unregelmissigkeiten beriicksichtigen wollen.

149) Die Bewegung des vierten Satelliten steht zu den Bewegungen der
drei anderen nicht in solchem Zusammenhange, in welchem diese untereinander stehen. Seine
Umlanfszeit steht zu der des dritten nahezn im Verhiiltnisse von 7 : 8. Einige der Unregel-
missigkeiten, die er erfihrt, sind fast denen in den Bewegungen der Hauptplaneten gleich.
Dieselben sind jedoch klein; die bedeutendsten unter ihnen sind die, welche von den Anderungen

*) Es ergiebt sich dies aus dem im IIL Abschnitt behandelten Einflusse storender Kriifte anf die
Excentricitiit (z. B. 59) und anf die Apsidenlinie (z, B. 50 bis 564).
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der Elemente abhiingen. Diese Anderungen erfordern eine Reihe von Revolutionen der Satelliten,
ehe alle ihre verschiedenen Zustinde durchlaufen werden; sie sind aber dessenungeachtet
beobachtet worden, seit man die Satelliten entdeckt hat. Wir werden jetzt zu diesen fibergehen.

150) Nehmen wir zuerst an, dass der dritte Satellit keine von der
Storung unabhéingige, der vierte aber eine merkliche Excentricitit habe,
und dass seine ;'quulenlmm hauptsiichlich infolge der Gestalt Jupiters, sich so langsam riick-
linfiy bewegt, dass sie in 11000 Umldufen des Satelliten noch nicht eine ‘L"{}Ll-:t&.udlgt, TUm-
drehung ausgefiithrt hat.

Wenn jeder Satellit einige hundert Male um Jupiter gegangen ist, werden ihre Kon-
junktionen fast an allen Stellen ihrer Bahnen stattgefunden haben. Wenn nun die Bahn des
vierten sowohl wie die des dritten keine unabhingige Excentricitit hitte, so wiirde duoreh die
Stirung keine bemerkbare An:lmlmrr der Gestalt der Bahn eintreten, da ohne urspriingliche
Ixcentricitit die Wirkung der beiden Satelliten anfeinander dann bei jeder Konjunktion (und
die hier auftretende Kraft kommt, als die iiberwiegende, nur in Frage) die gleiche ist, und die
Satelliten doch in allen wverschiedenen Punkten der Bahn in Koujunktion kommen.

Allein die Bahn des vierten (die ungestirte schon) ist excenfriseh, folglich ist die
Wirkung eines jeden der zwei Satelliten anf den andern am grissten, wenn die Konjunktion
nahe beim Perijovium des vierten stattfindet, wo beide Korper die grisste Anndherung erreicht
haben. Wir haben also jetzt zu beachten, dass die iiberwiegende Kraft in diesem Teile der
Bahn anftritt, und milssen nun nachsehen, welche Gestalt die Bahn des dritten Satelliten
haben muss, damit, unter alleiniger Einwirkung dieser fiberwiegenden Stiérung, ihre Excen-
tricitiit bei jedem Umlaufe dieselbe bleibt. Diesen konstanten Zustand, wenn er iiberhaupt
miglich ist, sucht dann auch jene iiberwiegende stérende Kraft herbeizufithren. Man muss
sich hierbei erinnern, dass die Wirkung der Gestalt Jupiters der Apsidenlinie des dritten
Satelliten, wenn seine Bahn excentrisch ist, eine rechtlinfige Bewegung erteilt, die schneller
ist als die progressive Bewegung der Apsidenlinie des vierten (236).

151) Die Excentricitiit der Bahn des vierten Satelliten verursacht
eine kleine Excentricitit derselben Art in der Bahn des dritten

Die iiberwiegende Kraft tritt nach dem soeben Gesagten auf, wenn die Konjunktion
beim Perijovium des vierten Satelliten stattfindet; die iiberwiegende stirende Kraft auf dem
dritten Satelliten ist hier vom Centralkiirper fort nach dem Perijovium des vierten hin
eerichtet. Die iiberwiegende stirende Kraft senkrecht zum Radius Vektor beschleunigt den
dritten Satelliten vor Erreichung dieses Ortes (der dritte ist hinfer dem vierten zuriick) und
verzogert ihn nach dem [)uull'rnnﬂe durch diesen Ort (der dritte ist dem vierten dann voraus).

Aus allen diesen Angaben folgt, mit Riicksicht auf das in 51, 65 und 66 Gesagte,
dass, wenn das Perijovium des dritten Satelliten (das aber erst durch Sturung
erzeugt gedacht wird)*) in dieser Stellung ist, die genannten drei Kriifte der Apsiden-
linie des dritten eine riickliufize Bewegung erteilen werden; die Kraft im Radius Vektor
niimlich macht diese Linie riickliufiz (51), die senkrecht zum Radius Vektor macht sie vor
dem Perijovium des dritten (65) mid nach demselben (66) ricklinfig. Diese riicklinfige
Bewegung kann bedeutend werden, wenn die Exeentricitit des dritten Klein ist (96), obschon
das Uberwi iegen der Kraft, durch welches ja diese Bewegung verursacht wird, sehr klein ist.
Sie kann der von Tup1teri Gestalt erzengten rechtliufizen Bewegung so nahe kommen, dass
die wirkliche Bewegung der Apsidenlinie beliebig nahezu gleich kommt der Bewegung der
Apsidenlinie des vierten, welche letztere ja viel langsamer erfolgt als die von der Gestalt
Jupiters hervorgebrachte (siehe 150, Schluss) Bewegung derselben Linie des dritten Satelliten,

Aber die Bewegung der Apsidenlinie des vierten wird, wenn auch nuwr wenig, selbst
beeinflusst durch die stirkere Wirkung des dritfen an dem erwiithnten Orte der Konjunktion.
Die im Radius Vektor liegende Kraft wirkt auf den vierten Satelliten in seinem Perijovinm

: *) Denn kreisformig kann die Bahn nicht mehr sein, da die Stirung die Geschwindigkeit in den
cinzelnen Punkten der Bahn verschieden macht,




zum Centralkiirper hin, wiihrend die auf dem Radius Vektor senkrechte ihn vor dem Perijovium
verzigert, und mnach demselben beschleunigt, sodass dadurch eine kleine Vergrisserung der
progressiven Bewegung seiner Apsidenlinie entsteht. (50, 65, 66.)

Soll der Zustand der Dinge bleibend sein, soll die Bahn des dritfen Satelliten immer
dieselbe Gestalt behalten unter Einwirkung dieses Uberschusses der Kraft in
Konjunktion, so darf sich die Excentricitit nichf #&ndern. Letzteres wird nun in der
That der Fall sein, wie wir z. B. schon in 128 gezeigt haben, wenn eben das Perijovinm des
dritten Satelliten, stets bei dem des vierten liegt. Dazu ist nitig, dass die Apsidenlinie beider
Bahnen sich gleich schnell bewegen, oder dass das durch die Storung vermehrte Vorschreiten
der Apsiden des wvierten Satelliten gleich kommt dem durch die Stérung verminderten Vor-
sehreiten der Apsiden des dritten (vergl. damit den Schluss von 150), was sich aber fiir einen
bestimmten konstanten Wert der Excentricitit des dritten Satelliten sicher wird herstellen
lassen. Diesen miglichen, bleibenden Zustand werden unsere Kyviifte allein stets herzustellen
bestrebt sein. Da zu denselben die angepebene Lage des Perijovinms des dritten erforderlich
ist, so wird das Bestreben der Storung (d. i der fiberwiegenden Kraft in den Konjunktionen,
die beim Perijovium des vierten Satelliten stattfinden) darin bestehen, das Perijovium des dritten
nach dem des vierten hin zu bringen, also die Bahn des dritten hier zusammenzudriicken und auf
der entgegengesetzten Seite, dem Orte des Apojoviums, zuzuspitzen oder zu erweitern. Der
dritte Satellit hat keine urspriingliche Excentricitiit, — so nahmen wir an —, die Stirung
erzeugt aber eine Excentricitit, da sie ein Perijovium des dritten hervorzubringen strebt;
da dieses letztere dem des vierten zugewendet ist, beide Perijovien somit nach derselben
Richtung hin liegen, so erzeugt also die Excentricitit der Bahn des vierten Satelliten eine
Excentricitit in der Bahn des dritten, die derselben Art ist wie sie selbst.

Dies wiirde der Fall sein, wenn, wie wir bisher angenommen haben, der dritte
Satellit keine von der Stérung unabhiingige Excentricitiit hiitte; aber wie in anderen Fiillen,
so liesse sich auch hier zeigen, dass die Art der Anderung der Bahn dieselbe sein wird, wenn
er eine unabhiingige Excentricitit besitzt (134). Die Stirung sucht also in jedem Falle die
Bahn nach dem Perijovium des vierten hin abzuplatten, auf der entgegengesetzten Seite zn
erweitern.

152) Die Excentricitéit der Bahn des dritten Satelliten erzeugt
eine Excentricitiit der entgegengesetzten Art in der Bahn des vierten,

Nehmen wir nun zweitens an, der vierte Satellit habe keine von
der Storung unabhingige Excentricitidt, aber der dritte besitze eine solche,
d. h. ohne Stirung sei die Bahn des vierten ein Kreis, die des dritten eine Ellipse. Dann
liegt das Apojovium des dritten der Bahn des vierten am niichsten (Fig. 56), und die grosste
Wirkung wird daber stattfinden, wenn die Konjunktion hier erfolgt. Diese iiberwiegende
Eraft wird jetzt der Apsidenlinie des dritten eine, wenn auch nur langsame, progressive
Bewegung erteilen, durch welche die von Jupiters Gestalt hervorgebrachte vermehrt wird.
Denn die stérende Kraft im Radius Vektor ist yom Centralkirper fort gerichtet und erzeugt
nach 54 ein Vorschreiten der Apsidenlinie; die senkrecht zum Radius Vektor beschleunigt
vor der Konjunktion (die im Apcojovinm des dritten erfolgt), und verzdgert nach derselben
den dritten Satelliten, weshalb nach 65 und 66 die Apsidenlinie wieder vorwirts geht. Wieder
wollen wir wissen, welcher danernde Zustand unter Einwirkung unserer iiberwiegenden Kraft
allein sich herstellen wird oder wir wollen diejenige Gestalt der Bahn des vierten Satelliten
finden, die bei jedem Umlaufe dieselbe Excentricitéit behiilt. Die Bahn des vierten kann
infolge der Stérung natiirlich nicht mehr kreisformig bleiben, sondern muss elliptisch werden,
da doch die Geschwindigkeit in den verschiedenen Punkiten der Bahn nicht mebr die gleiche
sein kann. Diese Excentricitit bleibt nun konstant, wenn die Apsidenlinie des vierten mit
der Linie der Konjunktion vom dritten und vierten zusammenfillt. Die auf den vierten
wirkende Kraft im Radius Vektor ist dann vor und nach der Konjunktion (im Peri- oder
Apojovinm des vierten) nach dem Centralktrper gerichtet und erzeugt nach 57 und 58 im
ganzen keine Andernng der Excentricitit, da ihre Wirkungen auf letztere vor und nach
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dieser Stellung gleich sind; gleiches gilt nach 68 von der Kraft senkrecht zum Radius Vektor,
welche vor der ]\.muunktmn also bevor der vierte die eine Apside erreicht hat, verzigert,
darnach aber beschleunigt.

Soll der Zustand dauernd sein, so muss demnach die Apsidenlinie stets durch das
Apojovium des dritten gehen oder stets mit der des dritten zusammenfallen. Dazu ist nitig,
dass die quulonlmw des vierten so schnell vorschreitet wie die des dritten Satelliten. Die
des vierten bewegt sich infolge der Wirkung der Gestalt Jupiters nur sehr langsam vor-
wiirts, soll sie schneller tmtadm*itm 50 miissen wir das Perijovium des vierten Satelliten
nach dem Apojoviom des dritten 111:1 liegend annehmen; nach 50, 65, 66 wird dann die
Apsidenlinie des vierten vorschreiten und zwar sowohl infolge der im Radius Vektor wie
der senkrecht dazu wirkenden Kriifte (die in den im Apojovinm des dritten erfolgenden
Konjunktionen auftreten). Soll sie ebenso schnell wie die des dritten vorschreiten (150, am
Schlusse), so wird man nur den Wert der Excentricitiit der Bahn des vierten klein genug
annehmen miissen, wodurch ja nach fritherem die Wirkungen grisser werden. Dieser mig-
liche konstante ,-”ustand den wir gefunden haben, wird von unseren fiberwiegenden Kriften
allein herzustellen gemcht dieselben wollen das PFr'ijm'ium des vierten nach dem Apojovium
des dritten hin legen, oder wollen an dieser Stelle die Bahn des vierten zusammendriicken,
auf der entgegengesetzten Seite verlingern. Da dieses Perijovium des vierten dem de‘s
dritten entgegengesetzt liegt, so wollen also die fiberwiegenden stirenden Krifte des dritten
(die von der Kxcentricitit des dritten herrithren) in der Bahn des vierten eine Excentricitit
entgegengesetzter Art her vorrufen.

Wir haben auch in dieser Untersuchung den einen, hier den vierten Satelliten ohne
selbstiindige Excentricitdt angenommen, es werden aber auch hier wieder die iiber die Ande-
rungen in den Bahnen gezogenen Sechliisse ebenso gelten, wenn wir dem vierten Satelliten
eiua unabhiingige, urspriingliche Exceutricitiit beilegen.

15.:1} Tn der That haben der dritte und uertu Satellit unabhingige Excentricitiiten,
und die beiden gefundenen Resultate sind daher auf beide anwendbar, Der vierte "‘ia.telht
bekommt nach dem Gefundenen zn seiner unabhiingigen Excentricitiit eine neue, die nach
ihrer Art der des dritten Satelliten entgegengesetzt ist, und der dritte erhiilt aunsser seiner
urspriinglichen Excentricitit eine 1]114:1 Art nach mit der des vierten gleiche Excentricitiit.
Ebenso erhalten die Balnen des ersten und zweiten Satelliten kleine Excentricititen, die
dhnlich denen des dritten und vierten sind. Denn der erste und zweite erfahren vom dritten
und vierten Wirkungen &hnlicher Art wie die, welche der dritte vom vierten erfihrt.

154) Man sieht wohl ein, dass die Excentricitiiten der Bahn des dritten Satelliten
Einfluss ausiiben werden anf die grosse Ungleichheit (137), welche er in der Bewegung des
zweiten erzengt, und dass ebenso die Ungleichheit in der Bewegung des dritten, welche von
der Anziehung des zweiten herriihrt, die Wirkung des dritten auf den vierten beeinflussen
wird. Wir wollen darauf nicht weiter eingehen, sondern nur bemerken, dass diese Einfliisse
gering sind.

155) Wir haben nun die hauptsiichlichsten Ungleichheiten in den Bewegungen der
Jupitersatelliten behandelt. Sie hiingen so sehr mit einander zusammen und sind derart ver-
wickelt, dass wir sie anf dem von uns angegebenen Wege wohl erkliren, aber kaum berechnen
kinnen. Nur ein mathematisches Verfahren der obstrusesten Art, welches zu gleicher Zeit
die Bewegungen aller umfasst, reicht fiir einen solchen Zweck aus.

Dessenungeachtet werden wir das uns hier gesteckte Ziel fiir erreicht halten diirfen,
wenn wir dem Leser einen allgemeinen Begriff gegeben haben von den Storungen in diesem
merkwiirdigsten und verwickeltsten Systeme, welches je der Rechnung unterworfen worden ist,
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VIL Abschnitt.
Theorie der Planeten.

156) Die Theorie der Planeten nimmt in gewisser Hinsicht eine Mittelstellung ein
zwischen der Theorie unseres Mondes und der der Jupitersatelliten. Bei unserem Monde
sind die hauptsichlichsten Ungleichheiten derart, dass sie bei jedem Umlaufe oder lingstens
in einem Umlaunfe der Erde um die Sonne, nahezn in derselben Ordnung wiederkehren; dies
rithrt daher, dass diese Ungleichheiten lediglich von der gegenseitigen Lage der Sonne, des
Mondes und der Apsidenlinien abhiingen. Bei den Satelliten Jupiters hingen einige
der hauptsiichlichsten Ungleichheiten, wie die des dritten und vierten Satelliten, ganz und gar
nicht von der gegenseitigen Stellung der Kirper ab, wohl aber von der Lage der Apsiden-
linien, deren Umléufe, wenn sie auch langsam erfolgen, doch vollstindig beobachtet werden
konnen. Bei den Planeten sind die Storungen, welche denen des Mondes analog sind,
nur klein; die Anderungen der Elemente, die durch sie erzeugt werden, sind zwar bemerklich,
aber sie erfolgen doch so langsam, dass mehrere Jahrtansende notwendig sind, um sie voll-
stindig zu beobachten. Die bemerkenswertesten Unregelmiissigkeiten sind die, welche hervor-
gebracht werden durch Anderungen der Elemente, die mehrere Umliufe der Planeten umfassen.
Diese Storungen sind unter- den bisher behandelten Fillen am #hnlichsten denen der drei
ersten Jupitermonde; von den letzteren unterscheiden sie sich jedoch dadurch, dass fir den
grissten Teil von ihnen unabhingige Excentricititen durchaus wesentlich sind.

Ungleichheiten, die friither behandelten iihnlich sind.

15%) Einige Ungleichheiten, die der Variation, der parallaktischen
Ungleichheit, der Evektion und der jdhrlichen Gleichung des Mondes
dhnlich sind.

Wie wir schon sagten, giebt es einige Storungen, die den in der Theorie des Mondes
behandelten dhnlich sind. Betrachten wir z. B. die StGrungen Merkurs durch
Jupiter. Die Entfernung des letzteren von der Sonne ist fast 13 mal so gross wie die-
selbe Entfernung fiir Merkur, also die erstere sehr gross im Vergleich zur letzteren. Es ist
deshalb dieser Kall fast genau derselbe wie der des durch die Sonne gestorten Mondes. Wie
frither die Mondbahn, so wird jetzt die Bahn Merkurs an den Stellen, welche Jupiter
am nichsten und von ihm am weitesten entfernt liegen, etwas zusammengedriickt; die
Stirung ist der Variation #dhnlich. Diese Wirkung wird jedoch sehr modificiert durch die
Wirkungen derjenigen Kriifte, welche den in 94 erwihnten analog sind und hier bedeutend
iiberwiegen (parallaktische Ungleichheit). Nach dem in 98 Gesagten wird die Apsidenlinie
Merkurs bei jedem Umlaufe ein wenig vorschreiten, wenn Jupiter nahe in dieser Apsidenlinie
steht, sie wird aber etwas zuriickschreiten (101), wenn sich Jupiter in der darauf senkrechten
Linie befindef. Nach 115 (am Schlusse) ist die Excentricitit im ersten Falle am grossten, im
letzteren am kleinsten, oder die Merkurbahn ist im ersten Falle etwas mehr, im zweiten etwas
weniger excentrisch. Aus 90 folgt ferner, dass sich die Bahu des Merkur etwas weiter aus-
dehnt, wenn Jupiter im Perihel steht, als wenn er sich im Aphel befindet (die Bahn verengert
sich, wiihrend Jupiter vom Perihel zum Aphel geht und erweitert sich yvom Aphel bis zum Perihel).

Wie auf Merkur, so lassen sich die frither fiir den Mond gefundenen Resultate auch
ausdehnen auf die Stérungen, welche Venus, Erde und Mars durch Jupiter
erfahren.

158) Das soeben behandelte Beispiel Merkurs und Jupiters ist freilich eines der
extremsten im Planetensystem, sofern eben die Planeten sehr weit voneinander entfernt sind.
Betrachten wir dagegen die Storungen zweier Planeten, die einander niher sind, so miissen
wir unsere Schliisse bedeutend modificieren. Es wird alsdann dort, wo die Planeten in der
Nithe ihrer Konjunktion sind, die storende Kraft viel grosser sein als an irgend einer
anderen Stelle, und deshalb wird auch die Bahn an dieser Stelle yviel mehr als in irgend




30

einem anderen Teile gefindert (beim Monde war die stirende Kraft in Konjunktion und
Opposition nahezu die gleiche, weil die Entfernung des stirenden Korper sehr gross war, 82).
Indessen wird die Schiussweise, auf welche wir in 91 die Gestalt der Mondbaln griindeten
(wenn wir von der Betrachtung einer selbstiindigen Excentricitiit absehen), bis zn einem gewissen .
Grade auch hier gelten. Die Bahn wird also in verschiedenen Fillen (91) auf der Seite, auf
der die Konjunktion stattfindet, und auf der ihr entgegengesetzten zusammengedriickt werden,
am meisten aber auf der letzteren (96)%); sie wird ferner an den Teilen sich erweitern, wo
die stiirende Kraft vollstiindig die Gravitation gegen die Sonne hin zu vergrissern strebf.

Diese Schlussweise ,*_"IIT. fiir die Anziehung eines fusseren ]’l.nwten. aber sie wird uns
auch in vielen Fillen behilflich sein, um {lmwmw Gestalt der Bahn zu finden, welche durch
die Anziehung eines inneren 1’]:111{#9:1 hervorgebracht wird.

159) Die Analogie muss mit grosser Vorsicht benntzt werden.

Die Betrachtung einzelner Fille wird uns zeigen, wie vorsichtizr man in der An-
wendung dieser Schliisse sein muss. Angenommen, wir untersuchten die gegenseitigen
Stirungen von Erde und Mars. Die TL'mLuli.fﬂf des Mars ist nahezu rluppelt 80 n'm-ﬂ
wie die der Erde; wir treffen also hier auf eine Ungleichheit der Art, wie die in 122 und
den folgenden Paragraphen betrachtete Ungleichheit der Satelliten Jupiters. Q]J;;leif:h die
Umlaufszeit des Mars nicht sehr nahe das doppelte von der der Erde ist, so dass die Anderungen,
die dorch dieses Verhiiltnis der Umlaufszeiten in den Bahmen yon Erde und Mars entstehen
(die Abstiinde der Punkfe der Konjunktion voneinander sind dann grisser als die frither bei
den Jupitersatelliten), nicht sehr auffallend sind, so sind sie doch unter den bloss von der
Stellung der Planeten abhiingigen die grissten, welche die zwei Kirper gegenseitig in ihren
Bewegungen hervorbringen.

Obwohl man also auf den ersten Blick bemerkt, dass diese Stirung zwischen Erde
und Mars analog der Variation des Mondes ist, so erhilt sie doch, wegen des geringen
Unterschiedes der Distanzen, und wegren der nahen Imnunemumiullt it der Unﬂauf&zmten wen
mehr Ahnlichkeit mit der bei den Jupitersatelliten auftretenden, d. h. mit der langsamen
Variation der Elemente der Bahn als mit der Variation des Mondes.

160) Es ist kaum miglich einen Begriff von den Rechnungen zu geben, durch welche
man in allen den verschiedenen Fiillen die von den Excentricitiiten unabhingigen Storungen
bestimmen kann. Wir miissen uns damit begniigen, anzugeben, dass diese Methoden fiir alle
gelten, und dass sie viel einfacher sind als andere, die sich auf Punkte beziehen, von denen
wir durch eine allgemeine Erirterung einen Begriff geben wollen.

161) Allgemeiner Grundsatz fiir die Erkldrungen der bedeuntenderen
Stéirungen, welche von den Excentricitditen und Neigungen der Bahnen
abhingen.

Betrachten wir nun die Ungleichheiten der Bewegung, welche von den Excentricititen
und den Neigungen der Planetenbahnen abhingen. Der Leser wird wahrscheinlich zuerst an
folrendes denken:

,Wenn die Storungen der Planeten, falls man jhre Bahnen ohne umnabhingige
Excentricititen annimmt, nur wenige Sekunden betragen, wie kionnen dann die kleinen Orts-
#nderungen, welche entstehen, sobald wir uns die unbedeutenden wirklich urspriinglich vor-
handenen Excentricititen und Neigungen der Bahnen hinzugefiigt denken, die Krifte, mit
denen die Planeten aufeinander wirken, so selr veriindern, dass daraus irgend merkliche
Unterschiede in der Grisse der Unregelmiissizkeiten entstehen ?*

Als Antwort hierauf kann man sagen:

B8 sind thatsiichlich diese ]\mftla oder die erwiihnten Ander ungen der Krifte (die
man bei abh:tng:ger Excentricitiit anzubringen hat, sobald man den Fall einer urspriinglichen

*) Weil eben der Unterschied der Krifte in Konjunktion und Opposition jetzt gross ist, und die
daraus entstehende, der parallaktischen Ungleichheit des Mondes fihnliche Stirnng in Opposition die der Variation
dihnliche Storung vermehrt, in Konjunktion aber vermindert (96).

5*—
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Excentricitiit haben will) aunsserordentlich klein, und diejenigen Teile derselben, welche in
derselben Richtung eine kurze Zeit hindurch, z. B. wiilirend eines Bruchteiles der Umlaufszeit
eines Planeten wirken, bringen keine merkliche Wirkung hervor. Aber es giebt anch Teile,
die nicht bloss eine kurze Zeit hindurech wirken, sondern die wihrend vieler Umlinfe in der-
selben Weise fortwirken; die Wirkungen dieser Stirungen werden im Laufe der Zeit
merklich; insbesondere bringen jene, welche die miftlere Entfernung und die Umlaufszeit
findern, nach und nach Anderungen in der Lénge des Planeten hervor (49), die weit fihlbarer
sind als die Anderung der Dimensionen der Bahn.®

162) In dieser Betrachtung ist die ganze allgemeine Theorie derjenigen Ungleich-
heiten begriffen, welche man unter dem Namen ,Ungleichheiten von langer Periode®
kennt. Ausser denjenigen Ungleichheiten, die der Evektion des Mondes #hnlich sind, sind sie
unter den von den Excentricititen abhiingigen Ungleichheiten die einzigen, welche Bedeutung
haben.

Die Ungleichheiten von langer Periode, inshesondere die fiir Jupiter
und Saturn.

163) Um nidher in die Erirterung einzugehen, wollen wir das Beispiel der
langen Ungleichheit von Jupiter und Saturn wihlen. Diese letztere Ungleichheit
ist wegen ihrer Grisse, wegen der Zeif, in welcher die Kriifte in derselben Art wirken, aber
auch wegen der Schwierigkeit, welche sie den Astronomen bot, ehe sie durch die Theorie
begriindet war, die merkwiirdigste, die man seit der ersten Erklirung der Ungleichheiten des
Mondes kennen gelernt hat.

164) Die Umlaufszeiten von Jupiter und Saturn betragen 4332sms Tage und
107592193 Tage, sie verhalten sich also zu einander nahezu wie 2:5, oder die Anzahl Grade,
welche beide Planeten in derselben Zeit in Linge beschreiben, abgesehen von ihren
Excentricitéten, stehen nahezu im Verhéltnis von b:2. Nehmen wir an, dieses Ver-
hédltnis habe genau den Wert 2:5, und Jupiter und Saturn gehen von einer Konjunktion
ans (die Bahnen seien nicht excentrisch). Hat Saturn 240 Grade beschrieben, so wird Jupiter
600 Grade zuriickgelegt haben, da diese Zahlen sich wie 2:5 verhalten oder da Jupiter
5 mal so viel zuriicklegt. Da nun 360 Grad einen Umlauf geben, so wird also Jupiter ein
ganzes Mal (von der urspriinglichen Stellung in Konjunktion aus gerechnet) herum gegangen
sein und iiberdies noch 240 Grade beschrieben haben; er wird daher mit Saturn wieder in
Konjunktion stehen, weil dieser gleichfalls vom fritheren Orte der Konjunktion um 240 Grade
sich entfernt hat.

Hat Saturn nochmals 240 Grad beschrieben, d. h. im ganzen 480 Grade oder einen
ganzen Umlanf und noch 120 Grade dariiber, so wird Jupiter im ganzen 1200 Grade oder
drei Umldnfe und noch 120 Grade dariiber durchlaufen haben, wird folglich wieder mit Saturn
in Konjunktion stehen.

Wenn Saturn ein drittes Mal 240 Grade zuriicklegt, also im ganzen 720 Grade oder
genan zwei Umliufe durchmessen hat, wird Jupiter 600><8 = 1800 Grad zuriickgelegt oder
genau 5 Umdrehungen gemacht haben, und die Planeten werden wieder in Konjunktion stehen.

Wir haben jetzt drei auf einander folgende Konjunktionsstellingen gefunden: in
24009, 1209 0° Abstand von der ersten Konjunktion. Man sieht daher: verhalten sich die
Umlaufszeiten genan wie 2:5, so” wird eine bestiindige Folge von Konjunktionen in denjenigen
Punkten stattfinden, deren Lingen die Linge des Ortes der ersten Konjunktion um 240°,
1200, Q¢, darnach wieder um 24009 1200 0°¢ u, s. w. iibertreffen.

Sind z. B. B, und C; (Fig. 57) die Orte von Jupiter und Saturn bei der ersten
Konjunktion, von der wir ausgehen, so wird Jupiter ganz herumgegangen und noch dariiber,
um 240° bis B, gekommen sein, wenn Saturn nur einen Teil seines Umlaufes, 2409, bis C,
beschrieben hat. Hat Jupiter wieder einen Umlauf ausgefiihrt, yon B aus gerechnet, und ist
er noch iiberdies um 240° dariiberhinaus bis B; gekommen, so hat Satwrn auch wieder nur




einen Teil seines Umlaufes, von Cy bis C; oder 240° gemacht. Dann wird Jupiter neuerdings
ein ganzes Mal herum und noch iiberdies bis B, (24009) gehen, wiihrend Saturn einen Teil
seines Umlaufes von C; bis €, (2409 macht, und so zum dritten Male mit Jupiter in
Konjunktion kommt. Hierauf werden die Konjunktionen in derselben Ordnung aunfeinander
folgen.

Stehen also die Umlaufszeiten genau im Verhiltnisse von 2:5, so werden die
Konjunktionen stets in denselben drei Punkten der Bahn stattfinden. Dieser Schluss hat
anch Giiltigkeit, wenn man die Bahnen excentrisch annimmt; denn wenn
auch die Orte der Konjunktion dann etwas veriindert werden, so werden doch diese Orte
nach der dritten Konjunktion, wenn Saturn genau zwei und Jupiter fiinf Umliufe gemacht hat,
in derselben Ordnung und an denselben Plitzen wie zuvor wiederkehren.

165) Die Umlaufszeiten von Jupiter und Saturn stehen nahezu im
Verhidltnisse von 29:72, und deshalb fallen ihre Konjunktionen nahezu auf
drei Punkte, die gleich weit voneinander abstehen, und die bei jeder
Rickkehr langsam vorwiirts gehen.

Die Umlaufszeiten verhalten sich nun aber nicht genan wie 2:5, sondern nahezn wie
29:72. Dies iindert die Entfernung der Orte der Konjunktion. Wir miissen jetzt den Saturn
242;¢° beschreiben lassen, nicht wie vorher 2409, wenn Jupiter mit ihm wieder in Konjunktion
kommen soll, denn dann wird Jupiter : . 24275 = 602,700 oder einen Umlauf und iiberdies
242,79 ° gemacht haben, sodass thatsiichlich beide nunmehr wieder in Konjunktion stehen. Die
nichste Konjunktion wird stattfinden, wenn Saturn den doppelten Wert oder 485,55 © beschrieben
hat; die dritte wird eintreten, wenn Saturn durch 3 . 2492700 = 7280 gegangen ist oder
2 Umliiufe und noch 8¢ dariiber zuriickgelegt hat. Die nun folgenden 3 Konjunktionen
werden nicht an den friiheren Punkten erfolgen, sondern gegen diese um 8,37 9 voransliegen;
iiberhaupt werden die Orte von je 3 Konjunktionen Ba7® den Orten vorausliegen, an welchen
die zuniichst vorangegangenen 3 Konjunktionen stattfanden.

Wendet man dies auf die Figur 57 an, so findet man, dass die Orte der aufeinander
folgenden Konjunktionen etwa sein werden: B, Cy, by ea, by ¢, by ey, bg 5, b cg w. 8. w. Dieses
Verschieben der Orte der Konjunktion wird nahezu in derselben Weise vor sich gehen, die
Bahnen migen excentrisch sein oder nicht.

166) Hieraus ergiebt sich:

1) Verhalten sich die Umlaufszeiten genau wie 2:5, so finden die aufeinander
folgenden Konjunktionen in drei nahezu gleich weit voneinander entfernten
Punkten der Bahnen statt.

2) Ist das Verhiiltnis nicht genau das von 2:5, sondern ein weniger ungleiches,
wie das von 29:72, das etwa gleich 2:44; ist, so gehen die Punkte der
Konjunktion vorwiirts, sodass jede Folge von Konjunktionen in Punkten der
Balinen stattfindet, welche um 84 ¢ vorausliegen in Bezug auf die Punkte der
zundchst vorangegangenen Folge von Konjunktionen,

167) Untersuchen wir nun, wenn die Konjunktionen wieder an
demselben Orte wie zuerst stattfinden werden.

Letzteres wird der Fall sein, wenn die Punkte b, s, bs 5, bg 2 1. 8. w. bis B, G
reichen. Nach welcher Zeit werden diese Punkte so weit vorgeriickt sein? Es seien B, Cy,
B, C; die Punkte, welche um 120° voneinander und von B, C, abstehen. Die erste Konjunktion
erfolgte, von B, C; an gerechnet, in by ¢, und zwar um 24° von By Cs entfernt, nidmlich im
Abstande 24250 von B, C,; die letzte der nun folgenden drei Konjunktionen findet dann in
bs ¢5, um 859 von by ¢y entfernt, statt, wihrend von den nun weiter folgenden nichsten drei
Konjunktionen die letzte in bs es erfolgt, und zwar wieder um Ba7? von bg e; entfernt; denn in
drei Konjunktionen riicken ja die Punkte um 8,0 vorwiirts. Nun sind es von by ¢a bis B; €
In ganzen 120°— 2790 = 117, % Von diesen 117, ° werden also je 8479 in drei Kon-
Junktionen durchlaufen; es fragt sich, wievielmal drei Konjunktionen dazu gehiren, damit
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117.0; © beschrieben werden. Jedenfalls sovielmal 3 Konjunktionen wievielmal 8.27° enthalten
ist in 11719 Es ist 117, : 84 = 14; also werden die Punkte by ce, bs ¢a, bs ¢g 1. 8. W. von
bs ¢s his B, C; gelangen nach 14 mal 3 oder nach 42 Konjunktionen. Da nun by e selbst
die niichste Konjunktion nach B; C, ist, so wird also die Reihe der Punkte by ¢s; bs €5
bs e w8 w. bis B, C, riicken nach 42 L1 = 43 Konjunktionen, von der in B; C; statt-
findenden ans gerechnet. Darnach wird die Konjunktion wieder, wie am Anfang, in B, G,
daraunf in by cs, b; ¢; u. 5. w. stattfinden.

Nun wissen wir, dass nach einer Konjunktion die folgende stattfindet, wenn Saturn
sich um 2429 fortbewegt hat, und da 43 Konjunktionen nach der in B, C; verfliessen
milssen, damit dieselben wieder in B, C; und den fritheren Punkten stattfinden, so werden
die Konjunktionen wieder an denselben Orfen wie zuerst statthaben, wenn Saturn
2427095 43 — 1043979 oder rund 10440° zuriickgelegt oder 29 Umliufe gemacht hat.
In derselben Zeit wird Jupiter, da sich die Umlaunfszeiten wie 29:72 verhalten, 29 >< f, oder 72
Umliinfe gemacht haben. Die Zeit also, nach welcher die Konjunktionen wieder auf dieselben
Punkte fallen, befriiet das 29fache der Umlaufszeit Saturns oder das 72fache von der des
Jupiter, oder endlich nahezu 855 -Jahre, da zu einem Saturnumlauf 107592 Tage gehirven.

Die gefundenen Zahlen sind nicht genau, weil das Verhdltnis 29:72 nicht genan das
richtige ist.

168) Betrachten wir nun

die Wirkungen dieser langsamen Bewegung der Punkte der Kon-
junktion auf die Kriifte, mit denen die beiden Kiorper einander stiren.

169) Haben die Bahnen keine unabhiingige Excentricitit, sind sie also ohne Stirung
kreisformig, so wird der einzige Einfluss auf die Bahnen die periodische Anderung sein, die
bei jeder Konjunktion stattfinden wird. Es wird dann hei einer wie bei der andern Folge
von Konjunktionen das, was die Dimensionen der Bahn beeinflussen kann, dasselbe sein.

170) Dieses Vorriicken der Punkte der Konjunktion vernrsacht
eine kleine Variation der stirenden Kriifte, mit denen der eine Planet
auf den andern wirkt, sodass diese Kriéifte zn ihren fritheren Werten nur
dann zuriickkehren, wenn die Punkte der Konjunktion um 120° vor-
geriickt sind

Sind aber die Bahnen nicht kreisformig, so gilt das im vorigen Parvagraphen Gesagte
nicht mehr. Es ist dann nicht einerlei (Fig. 58), ob die Konjunktionen in B, C;, B, C; und
B; C; erfolgen, oder in b, ¢;, by ¢; und by ¢;. Die Entfernungen der Planeten voneinander
gind jetzt nicht immer dieselben, und folglich sind auch die Kriifte, mit denen sie aufeinander
in den Konjunktionen einwirken, nicht immer die gleichen; ebenso sind dann ihre Geschwindig-
keiten in verschiedenen Teilen der Bahnen oder in den verschiedenen Punkten der Konjunktion
verschieden, sodass infolge davon auch die Zeiten, wiihrend weleher sie aufeinander in den
Punkten der Konjunktion und ihrer Umgebung wirken kinnen, nicht immer dieselben sind.

In der Fignr ist z B. allerdings b, c; kleiner als B, C,, wihrend by e; griisser als
B; C; ist (wo By Cy, B: Gy, By C; die um je 120° voneinander entfernten frither betrachfeten
Punkte sind), sodass durch die verschiedenen Wirkungen in den verschiedenen Punkten der
Bahn eine teilweise Kompensation in den Anderangen der Wirkungen, die infolge der vor-
handenen Excentricititen eintreten, stattfindet. Allein nur durch sebr genaue Berechnungen
kann man sich iiberzeugen, ob die Kompensation eine vollstiindige oder teilweise ist, die hierzu
nitizen Berechnungen sind vielleicht die verwickeltsten, zn welchen je die physikalischen
Wissenschaften Veranlassung gegeben haben, und der Leser kann nicht erwarten, dass ihrer hier
anch nur im geringsten Erwihnung gethan werde. Nur das kann hier als Resultat hingestellt
werden, dass es im Planetensystem kein Beispiel einer vollstéindigen Ausgleichung giebt, und
dass die Wahrscheinlichkeit einer solchen vollstindigen Kompensation in irgend einem Falle
unendlich klein ist.
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171) Wir haben soeben den verinderlichen Einfluss eines Kirpers auf den andern in
der Konjunktion betrachtet, und haben uns dabei gedacht, derselbe hinge lediglich von den
Excentricititen ab. Aber es giebt einen andern Umstand, der diesen Einfluss zn veréndern
strebt; die Bahnen ndmlich sind gegeneinander geneigt (bisher dachten wir uns die Bahnen
alle in einer Ebene liegend). Zielen wir diese Neigung in Betracht, so wird sowohl die
Entfernung der Planeten voneinander, als auch die Richtung, in welcher sie aufeinander
wirken, in den verschiedenen Punkten eine andere sein als friiher.

172) In dem Falle yon Jupiter und Saturn wirken nun die beiden Planeten aufeinander
mit Kriften, welche bei jeder dritten Konjunktion zwar nahezn, aber nicht genan die-
selben sind, und deren Anderungen eine Periode von etwa 850 Jahren umfassen (nach 167
finden ja nach 865 Jahren die Konmjunktionen an denselben fritheren Punkten statt oder sind
die Punkte der Konjunktion um 120¢0 vorgeriickt). Von diesen Kriften wirken nun einige
Teile in der Richtung des Radius Vektor, und diese suchen unmittelbar die grossen Achsen
der beschriebenen Bahnen zu beeinflussen (siehe z. B. 46); andere Teile dieser Krifte sind
senkrecht zum Radius Vektor gerichtet, und suchen bald zu beschleunigen, bald zu verzogern,
und streben (siehe z B. 48), wenn auch auf entgegengesetzte Arten, die grossen Achsen zun
beeinflussen. Ks giebt also Kriifte, welche die grossen Achsen der Bahnen zu iindern suchen,
welche alle ihre miglichen Grissen in 850 Jahren durchlaufen, In der einen Hiilfte  dieser
Zeit suchen sie die grosse Achse der Jupiterbahn zu verkleinern, die der Saturnbahn zu ver-
grossern, wihrend sie in der andern Hilfte das umgekehrte Bestreben zeigen.  Dieses
Zusammenfallen der Zeitrdume des Wachstums der einen grossen Achse und der Abnahme
der andern ist freilich das Resultat einer Untersuchung, in die wir hier nicht eingehen kénnen.

173) Die mittleren Entfernungen der Planeten erfahren nach dem
vorigen zwar unhedeutende Anderungen, aber diese letzteren erzeugen
merkliche Anderungen der Liinge. _

Wir erwihnten in 170, dass die Anderungen der Kriifte, die auftreten, sobald die
Balnen excentrisch sind, sich zum Teil ausgleichen; es wird also die wirklich iibrigbleibende
Kraft, welche die im vorigen Paragraphen angegebenen Wirkungen hervorbringt, nur sehr
klein sein. In der That ist sie so klein, dass sie nach einer Wirksamkeit von mehr als
400 Jahren (der Hilfte von 855 Jahren), die grosse Achse Saturns nur um o und die
Jupiters um F:ﬁ(, vergrissert oder verkleinert. Solche Anderungen wiirde man kanm mit
unseren besten Instrumenten bemerken kinnen. Allein, wenn die grosse Achse etwa 400 Jahre
hindurch zunimmt, also dementsprechend auch die mittlere Entfernung wiichst und darnach
abnimmt, so wird auch die jihrliche Winkelbewegung die einen 400 Jahre hindurch bestindiz
kleiner, und durch die niichsten 400 Jahre bestindig grisser werden als ihr Mittelwert (da
T2:T,% = Re:Rs;, — wo T, T, die Umlaufszeiten Dhei den mittleren Entfernungen R, R,
bedeuten — und deshalb T, grosser als T sein wird, wenn R, grisser als R ist oder die
Winkelbewegung kleiner sein wird fiir die mittlere Entfernung R, als fiir die von der
Grisse R); in dieser langen Periode aber kann die Ungleichheit in Linge eine sehr bedeutende
Grisse erreichen (49). So betrigt z. B. diese Ungleichheit in Linge bei Saturn 48 Minuten,
um welche also sein wahrer Ort manchmal vor dem mittleren Orte voraus, manchmal hinter
demselben zuriick ist. Bei Jupiter beliuft sich dieselbe Ungleichheif anf 21 Minuten, wihrend
ihr grosster Wert fiir keinen der itbrigen Planeten 3 Minuten itbersteigt, und fiir die unter
Jupiter befindlichen Planeten nicht einmal iiber 25 Sekunden kommt,

Die theoretische Erklirung dieser Ungleichheiten wurde zuerst yon Laplace im Jahre
1785 gegeben.

174) Die Grisse dieser Ungleichheiten in den Bewegungen von Jupiter und Saturn
héingt also, wie wir gesehen haben, hauptsichlich von der Liinge der Zeit ab, wihrend
welcher die Kriifte im gleichen Sinne wirken, und zwar 1) weil sie in dieser langen
Zeit einen bedeutenden Einfluss auf die Linge der grossen Achse und auf die jihrliche
Winkelbewegung ausiiben, und 2) weil die Planeten dann ja eine geraume Zeit hindurch mit
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der so gedinderten Winkelbewegung einhergehen. Allein man muss dabei anch in Betracht
ziehen, dass diese Planeten die grissten des Systems sind, da Jupiter nahezu 300, Saturn
nahezn 100 mal so viel Masse hat als die Erde. :

195) Dieselben Ursachen erzeugen periodische Anderungen der
Excentricititen und der Orte der Perihelien.

Durch dieselbe Schlussweise, welche uns das Vorhandensein einer periodischen
Ungleichheit der grossen Achse jeder dieser Bahnen lehrte, lisst sich auch zeigen (50 u. s. f),
dass es eine periodische Ungleichheit in der Excentricitéit und dem Orte
des Periheliums giebt. Ebenso erhellt, dass auch diese Wirkungen die Uberbleibsel
sind, die nach der teilweisen Ausgleichung der Wirkungen in den verschiedenen Teilen der
Bahn noch vorhanden sind.

Findet z. B. eine Konjunktion statt, wenn sich Jupiter auf das Aphel zu bewegt,
g0 wird die storende Kraft Saturns, die den Jupiter von der Sonne wegzieht, nach b9 die
Excentricitit der Jupiterbahn vergrissern wollen. Sicher aber wird dann die niichste oder
fiberniichste oder es werden beide diese Konjunktionen an einem Teile der Bahn erfolgen, wo
Jupiter zum Perihel hin geht, und somit nach 59 die Fxcentricitit seiner Bahn ver-
mindert wird.

Ahnliches gilt auch von Saturn.

Sache der Rechnung ist es nun, zu entscheiden, ob die Ausgleichung zwischen beiden
soeben angegebenen Wirkungen eine vollstiindige oder nur eine teilweise ist. Diese Kompen-
sation ist nun keine vollstindige. Wir konnen jedoch hier nur sagen: wilhrend die Punkte
der Konjunktion um nahezu 120 ° vorriicken, besteht die Wirkung des unausgeglichenen Teils in
der einen Hiilfte der dazu gehirigen Zeit darin, die Excentricitiit zu vergrissern, in der zweiten
Hiilfte darin, sie zu verkleinern.

Es erhellt, dass hier auch kein notwendiger Zusammenhang stattfindet zwischen der
Zeit, zu welcher die Excentricitit am grissten oder kleinsten ist, und der, wo die grosse
Achse ihren grissten oder kleinsten Wert hat, sodass wir nicht behaupten kinnen, die
Excentricitiit sei am grossten, wenn die grosse Achse am grissten oder umgekelrt, und ebenso
nicht behaupten kionnen, die Excentricitit der einen Bahn sei dann am grissten, wenn die
der andern ihren grissten Wert hat. Nur soviel kinnen wir sagen: die Zeit, in welcher die
Excentricitit jeder Bahn alle ihre moglichen Werte, vom grissten bis zum kleinsten, durchliuft,
ist dieselbe wie die, in welcher die grosse Achse alle ihre miglichen (Grissen annimmt.

Die Entfernung des Planeten von der Sonne wird durch die Anderung der Excentricitiit
weit mehr beeinflusst, als durch die Anderung der grossen Achse; die Wirkung der ersteren
Anderung betrfigt néimlich fiir Jupiter —=, fiir Saturn 4, seiner ganzen Entfernung (vergl.
hiermit die Werte in 173).

176) Ahnliche Betrachtungen lassen sich in jeder Hinsicht anf die Bewegungen
des Perihels jeder Bahn anwenden. Ks wird das Perihel wihrend etwa 425 Jahren
vor- und 425 Jahre lang zuriickschreiten, doch ohne dass ein notwendiger Zusammenhang
bestiinde zwischen der Zeit, zu welcher das eine und das andere am meisten vorgeschritten
ist. Wohl aber findet eine notwendige Beziehung statt zwischen der Anderung der Excentricitiit
und der Bewegung des Perihels jeder Bahn, némlich:

,Die Excentricitit jeder Bahn hat ihren mittleren Wert, wenn das Perihel derselben
am meisten vor- oder riickwiirts gegangen ist. Ist die Excentricitiit am grissten oder kleinsten,
so ist das Perihel an seinem mittleren Orte.®

17%) Weitere dhnliche Fille im Sonnensystem.

Wir haben zur eingehenden Behandlung die lange Ungleichheit von Jupiter und
Satmrn gewihlt, weil sie infolge ihrer Grosse die auffallendste ist, aber anch weil sie die
bekannteste ist durch ihre Geschichte, da sie, ehe ihre Ursache theoretisch erklirt war, durch
ihre merkwiirdigen Unregelmiissigkeiten die Astronomen verwirrte.

Es giebt aber noch andere theoretisch gleich merkwiirdige Ungleichheiten.
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Das B8fache der Umlaufszeit der Erde ist sehr nahe gleich der 13fachen Umlaufs-
zeit der Venus, und dies bringt in den Bewegungen von Erde und Venus eine geringe
Ungleichheit hervor, welche in 239 Jahren durch alle ihre Werte geht (s. Bemerkung
zu 178).

Vier Umlaufszeiten Merkurs kommen nahezu der Umlaufszeit der Erde gleich, und
dies erzeugt eine Ungleichheit, deren Periode beinahe 7 Jahre betriigt.*)

Die Umlaufszeit des Mars ist beinahe doppelt so gross wie die der Erde; dadurch
entsteht eine bedentende Ungleichheit, welehe von den Excentricitiiten abhiingt u. s. w., nebst
der in 159 erwiilhnten, die von den Excentricititen unabhiingig war.

Die doppelte Umlaufszeit der Venus ist nahezu gleich der Hfachen des Mer kur;
drei Umlanfszeiten der Venus kommen einer des Mars gleich, und drei Umlaufszeiten des
Saturn endlich unterscheiden sich mur wenig von der Umlanfszeit des Uranus. Jede
solche Annéiherung zur Gleichheit liefert in der Bewegung je zweier Planeten eine Gleichung,
d. i Abweichung vom mittleren Werte, von merklicher Grisse und langer Periode.

178) Die Ungleichheiten sind am gréssten, wenn der Unterschied
zwischen den zwei Zahlen, welche das Verhiiltnis der Umlaufszeit der-
selben sind, klein ist.

Es lésst sich wohl einsehen, dass der Mangel der Ausgleichung, von welchem die
behandelten Ungleichheiten abhéingen, im einen Falle grisser sein kann als im andern.

Die Konjunktionen von Erde und Mars erfolgen wihrend mehrerer Umliinfe
in einem ganz bestimmten Punkte und seiner néchsten Umgebung; die von Venus und
Mars freten in zwei entgegengesetst liegenden Punkten und deren niichster Umgebung ein,
weil jede niichste Konjunktion stattfindet, wenn Mars eine halbe, und Venus daher eine und
eine halbe Revolution beschrieben hat. Die Konjunktionen endlich von Jupiter und
Saturn geschehen, wie wir von friiher wissen, in drei Punkten, die yon Venus und Erde
in fiinf Punkten.**)

*) Die Umlanfszeiten von Merkur und Erde verhalten sich nahezu wie 1 : 4, sodass Merkur 4 Umlinfe
macht, wenn die Erde einen ausfithrt. Beschreibt die Erde 17, so Merkur deren 4, oder fiir 17 den die Erde
durchliuft, kommt Merkur um 3° voraus (die Bahnen kreisformig vorausgesetzt); letzterer wird daher um
860¢ voraus sein, wenn die Erde 1209 beschrieben hat; beide werden dann wieder in Konjunktion stehen, wenn
dies vorher der Fall war, da von einer solchen Konjunktion aus gerechuet die nichste erfolgt, wenn der eine
360° voraus ist. Erfolgt eine Konjunktion in E, M, (Fig. 58), so wird die niichste stattfinden, wenn Merkur
860° voraus ist, also 120° von B, M, entfernt in E, M,, Die folgenden sodann in E, M,, wieder 120° von der
vorigen weg liegend. Beide Korper stehen demnach an 8 bestimmten Punkten in Konjunktion. Allein das
Verhiiltnis 4 : 1 ist nicht genau, die Umlaufszeiten verhalten sich vielmehr wie 868, 3 B7.s. Die Division
ergiebt nahezu 4, sodass sich die Zeiten wie 415 : 100 oder wie 83 : 20 verhaltén. Macht die Erde 20°,
80 beschreibt Merkur 88° oder er kommt um 68° voraus; nm 860° wird er vorans sein, wenn die Erde

—g = 114,,° (abgerundet) beschrieben hat. Findet die erste Konjunktion also in E, M, statt, so wird die

zweite 114,,° davon entfernt in e, m,, also 5,° vor E, M, erfolgen, die dritte um 114,,° von e, m, in e, m, und
zwar 2 . 5,° vor E, My; die nichste 8 . 5,° vor B, M,, Von E, M, bis e, m, sind es 114,,° und da e, m, um
3. 6, vor E, M, liegt, so wird die folgende Konjunktion anch 8 . 5,° vor e, m, liegen, die nun folgende 8 ., 5.°
vor e, m, 1 8 f.; kurz die jetat folgenden Konjunktionen werden um 8 . 5, ° verschoben sein gegen die vor-
herigen. Die Konjunkiionen werden wieder in der fritheren Folge: e, m,, e, m, u. s. w. erfolgen, wenn die
Punkte e, m,, e, m, u. 5. f. bis E, M, suriickgegangen sind, Nun ist es von e m, biz e; m, 8. 5,.% um welche.
die Punkte nach je 3 Konjunktionen zuriickgehen; da es von ey m, bis E, iI, aber 1149 sind, so werden zu

dem Zuriickgehen von ey m, bis E; M, sovielmal 3 Konjunktionen gehoren, wievielmal 8 . 5,.° enthalten sind in
R 114 - o i ; : ;
114,,°. Es ist — == 6,68 oder abgerundet 7; nach naheznu Tmal 3 Konjunktionen werden die letzteren in

3. 07
derselben Reihenfolge wie urspriinglich stattfinden, von e, m, ans gerechnet, oder, da e, m, selbst die erste
Konjunktion von E, M, ans ist, nach 22 Konjunktionen von E, M, aus. Von einer Konjunktion bis zur

folgenden legt die Krde 114,,° zuriick, nach 22 Konjunktionen somit 114, , 22 = 2514,,° Da zn einem Um-
laufe 860° gehiren, so macht dies -2.‘;].{,'" = 7 Umlénfe (nahezn), sodass die Konjunktionen in derselben Reihen-

folge stattfinden werden nach etwa 7 Umliufen der Erde oder nach beinahe 7 Jahren.

**) Dass die Konjunktionen von Venus und Erde in 5 Punkten erfolgen, lisst sich auf folgendem
Wege zeigen. Stehen beide (Fig, 80) in B, €, in Konjunktion, so wird die niichate stattfinden, wenn die Venus
860% vorans ist. Nun verhalten sich die Umlaufszeiten nahezn wie 8 § 18; macht also die Exde 8% =0 die Venos
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Im ersten dieser Beispiele hat — eben weil der Ort der Konjunktion immer nahezu an
einer und derselben Stelle ist, und wir nuor die Wirkung in Konjunktion, als die iiberwiegende,
betrachten — die ganze Wirkung, die durch die Anderung eines Punktes der Konjunktion
entsteht, auf die Dimensionen der Bahn Einfluss, wihrend im zweiten nur der Unterschied
zweier Wirkungen, im dritten die Mischung dreier Effekte, von denen einer
den andern zn beeinflussen sucht, und schliesslich im vierten Beispiele eine Mischung
von fiinf Effekten da ist und die Dimensionen der Bahn beeinflusst. Je kleiner nun die
Zahl dieser Effekte ist, d. h. je kleiner die Zabl der Punkte der Konjunktionen ist, desto
giinstiger sind, vorausgesetzt, dass fiir die Ungleichheiten gleich lange Perioden angenommen
werden, die Umstiinde zumn Entstehen einer grossen Ungleichheit. Die Zahl dieser Punkte ist
immer gleich dem Unterschiede zwischen denjenigen zwei kleinsten Zahlen, welche das
Verhiiltnis der Umlaufszeiten genidihert aunsdriicken. KEs wird daher eine grosse Ungleichheit
anftreten, wenn die Umlaufszeiten zweier Planeten beinahe in demselben Verhiiltnisse stehen,
wie zwel sehr wenig voneinander verschiedene Zahlen.

Die siikularem Variationen der Elemente der Planetembahmnen.

179) Wir gehen nun iiber zu den siikularem Variationen der Elemente
der Planetenbahnen. Darunter versteht man diejenigen Variationen, welche nicht von
der Stellung der Planeten in iliren Bahnen, anch nicht von den Orten der Konjunktion, sondern
nur von den gegenseitizen Entfernungen und Excentricitéiten der Bahnen und den Stellungen
ihrer Apsidenlinien abhiingen. Es sind dies demmach die Variationen, welche von der mittleren
oder durchschnittlichen Wirkung eines Planeten auf den andern, wie sie fir den Verlauf
langer Zeitriume gilt, herriihren. Alle merklichen Abweichungen von der séikularen Variation
(welche selbst von der mittleren Wirkung herriihrt), welche durch die Unregelmissigkeit
der Einwirkungen der Planeten aufeinander entstehen, werden als in den vorher schon
behandelten Ungleichheiten enthalten vorausgesetzt.

A. Uber die siikulare Variation der mittleren Entfernung.

180) Die gegenseitige Einwirkung der Planeten dindert im Laufe
der Zeiten die mittlere Entfernung nicht.

Sehen wir nun zuerst nach, ob sich die mittlere Entfernung der Planeten im Laufe
der Zeiten dndert, und betrachten wir zn diesem Zwecke einen dusseren Planeten,
der einen inneren stirt, wie Saturn den Jupiter.

Welches wird der Erfolg der im Radius Vektor liegenden stirenden
Kraft im Laufe der Zeit sein?

Nach 77 w f. ist diese Kraft manchmal von der Sonne weg, manchmal zu ihr hin
gerichtet, aber die erste Wirkung ist, wie schon mehreremal erwihnt, die grissere (80) und
fiberwiegt, sodass wir im ganzen die storende Kraft als eine die Anziehung der Somme
vermindernde ansehen konnen. Dies findert nach 46 das Verhiltnis zwischen der Umlaufszeit
und der mittleren Entfernung, sodass die letztere kleiner ist, als sie ohne Stirung bei der-
selben Umlaufszeit gewesen wiire.

Betrachten wir einen inneren Planeten, der einen dusseren stort,
wie Jupiter den Saturn, so ist die mach der Somme hin gerichtete stirende Kraft die fiber-

18° oder wenn die Erde um 8° fortriickt, kommt die Venus 5° voraus. Um 360° wird sie dann vorans sein,
wenn die Erde 'N_ﬂhu_-_ﬁ = 72 , 8 = §76° beschrieben oder einen Umlanf und noch 216" == 3 , 72° gemacht
hat; dann wird also die niichste Konjunktion etwa in B; C; sein. Die nun folgende tritt einin B, C, wieder nm
8 . 729 yon B, O, oder um 72° von B, C, entfernt; die spiitere in B, C,, von B, ¢; um 3 . 729 oder von B, U,
nm 72° weg; die fiinfte in By C, und swar 8 . 72° von B, C,, oder 2 , 72° von B, U, oder 72° von B, 04
ab. Die nun folgende sechste wird 8 . 72° von By Cyy d. i. wieder in B, C, erfolgen. In der That also fallen
die Konjunktionen auf 5 verschiedene Punkte. Diese Punkte werden sich freilich éndern, wenn das Verhiltnis
8 1 13 nicht genau ist, aber die Konjunktionen werden doch in der Nihe dieser Punkte erfolgen.
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wiegende (86), und demnach die mittlere Enihﬂ'nung grisser, als sie bei derselben Um-
laufszeit ohne Stérung gewesen wiire; wir kinnen die stir on{.lqa Kraft als eine die Anziehung
der Sonne vergrissernde ansehen.

Wir wissen nun aus 46, dass, so lange als diese allgemeinen Wirkungen der durch
die Sonne gehenden Kraft unverindert fortdauern, sich die mittleren Entfernungen nicht
findern werden. (Es ist ja so gut;, als wiire eine andere Sonnenanziehung, aber doch eine
solche von immer gleicher Stiirke (la.) Sehen wir nach, ob dies hier erfillt ist.

Nehmen wir einen sehr langen Zeitraum, von efwa einigen Jahrtausenden an und
teilen wir iln in zwei oder drei Teile oder Perioden, so werden die zwei Planeten in jedem
dieser langen Zeitabschnitte auf allen Stellen ihrer Bahnen in Konjunktion gestanden und jede
mbgliche relative Lage gehabt haben.

Denkt man sich, der stérende Kirper fiihre einen Umlauf aus und der gestirte sei
fest an einer bestimmten Stelle, so wiire die gesamte Stirung also eine Verminderung der
Anziehung der Sonne im einen (fiir den inneren Planeten), eine Vermehrung derselben im
anderen Falle (filr den fnsseren Planeten). Diese Verminderung oder Vermehrung bleibt
unyeréindert dieselbe, wenn der stirende einen Umlauf ausfiibrt und der gestirte an derselben
bestimmten Stelle bleibt.

Die Planeten werden nun, wie gesagt, in langer Zeit, also in jeder der Perioden, alle
mbglichen relativen Lagen gehabt haben. Ist z. B. der eine (der gestirte) wieder und wieder
an dieselbe Stelle gekommen, so wird der andere (storende) eine immer andere Stelle und so
jeden miglichen Ort seiner Bahn innegehabt und in jedem mit anderer Stdrke auf den ersten
gewirkt ]mbeu im Durchschnitt aber eben mit solcher Kraft, die das Mitiel ist aus allen den
Kriiften, die er von jeder einzelnen Stelle seiner Bahn auns anf jene bestimmfe Stelle der
ersten Bahn ausiibt. (Diese Kraft ist also zugleich das Mittel ans allen den Kriiften, die
der stirende Planet, wenn er einen Umlauf ausfiihrt, ausiibt auf den dabei immer an derselben
Stelle stehenden gestiirten Planeten.) Dieses Mittel ist fiir jede der Perioden dasselbe (d. h.in
jeder der Perioden ist die mittlere Wirkung, die der storende auf jede bestimmte Stellung des
gestirten Kirpers ausiibt, die gleiche), somit auch die Verminderung oder Vermehrung der
Sonnenanziehung dieselbe,

Die mittlere Wirkung des einen Planeten auf den andern ist also fiir jede bestimmte
Stelle der Bahn des gestirten in jeder Periode dieselbe; somit wird auch, da die Gesamt-
wirkung der stirenden Kraft immer eine Verminderung oder Vermehrung der Sonnenanziehung
ist, diese Verminderung oder Vermehrung bei jeder Periode dieselbe sein oder es wird so
sein, als wiire in jeder Periode die Sonnenanziehung — wenn sie auch grosser oder kleiner
wiire ohne Stirung — dieselbe. Der gestirte Planet wird daher im ganzen in jeder Periode
eine Bahn von konstanter Grisse und Gestalt beschreiben, oder die mittlere Entfernung wird
sich nicht dndern.

I181) Befrachten wir jetzt die Wirkungen der Kraft senkrecht zum
Radins Vektor; hinsichtlich dieser Kraft liegt die Sache anders als vorher. Vorher, von
der im Radius liegenden Kraft, konnte man sagen, dass die mittlere Distanz nicht gefindert
werde, s0 lange die Kraft im Radins Vektor unveriindert fortdauere. Jetzt dagegen geniigt
die blosse Existenz einer solchen Kraft senkrecht zum Hadius Vektor, ohne Variation
derselben, um eine Anderung der mittleren Entfernung hervorzubringen (48)%) Wir
miissen: daher notwendig zeigen, dass die Natnr und die Variationen der Kraft solehe sind,
dass im Laufe der Zeifen die Geschwindigkeit des gestirten Planeten dureh sie nicht
pedindert wird.

Zu diesem Zwecke wollen wir nicht die Kraft senkrecht zum Radius Vektor allein
betrachten, sondern die ganze Kraft, welche der Planet anf die Sonne, und die ganze
Kraft, welche er aunf den gestirten Korper ausiibt.

*) Eine solche Kraft, wenn sie auch konstant wirkte, wiirde bestindig die Dimensionen der Bahn —
die mittlere Entfernnng — findern; so wiirde eine beschleunigende Eraft die Bahn erweitern, eine verzfigernde
sle verengen.
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Die Kraft nun, welche er auf die Sonne ausiibt, sucht die Sonne nach-
einander in allen miglichen Richtungen fortzuziehen und bringt daher im ganzen keine
danernde Ortsverinderung der Sonne hervor, kann also gleich vernachlissigt werden.

Die Kraft, welche ein Planet auf den andern ausiibt, hat gewirkt,
wihrend — fiir irgend eine beliebige Stellung des storenden Planeten — der gestirte in jedem
Punkte seiner Bahn war. Die ganze Beschleunigung wihrend einer langen Zeit ist gleich der
Summe aller einzelnen Beschleunigungen vermindert um die Summe aller Verzigerungen in dieser
Zeit; teilen wir nun in Gruppen, bringen wir z. B. in eine Gruppe alle Beschleunigungen
und Verzogerungen, die bei einer gewissen Stellung des storenden Korpers ilberhaupt auftreten
konnen. Hat dieser Korper in sehr langer Zeit dieselbe Stelle oft genug eingenommen, So
wird der gestirte an allen mdiglichen Orten seiner Bahn gewesen sein; in eine Gruppe
sollen also jetzt alle die Beschleunigungen und Verziger ungen kommen, die in dieser % eit der
gestirte Kirper erfihrt. Diese Bewegungsinderungen einer solchen Gruppe sind aber ja
ganz dieselben wie die, welche auftreten werden, sobald man den stérenden Korper fest und
den gesiirten einen ganzen Umlauf ausfilhrend denkt, also wie die, welche vorkommen, wenn
der gestirte von einem Orte seiner Bahm bis wieder zu demselben kommt und der storende
fest ist. Nun sagt aber ein Satz der Mechanik: ,Bewegt sich ein Korper in einer Kurve,
und ist er der Anziehung eines festen Korpers unterworfen, so ist seine Geschwindigkeit,
sobald er den Punkt erreicht, von dem er ausging, genau dieselbe, wie am Anfangspunkte,
indem sich Beschlennigung und Verzigerungen genau das Gleichgewicht halten. Demnach
heben sich alle Beschleunigungen und Verziigerungen einer Gruppe auf. Dasselbe gilt von
jeder Gruppe. In langer Zeit treten alle miglichen relativen Stellungen auf; also werden
wir in dieser alle Gruppen erhalten, in denen der stirende Korper an bestimmter, aber in
jeder Gruppe anderer Stelle, der gestirte an allen Stellen seiner Bahn zu denken ist. Es werden
sich also itberhaunpt alle Beschlennigungen und Verzigerungen aufheben, und die Geschwindig-
keit wird sich im ganzen nicht #ndern. Da sich nun im Laufe der Zeiten des Planeten
Geschwindigkeit nicht #ndert, und da nach 180 die durch die Sonne gehende, im Radius
Vektor liegende Kraft dieselbe bleibt, so wird auch die mittlere Entfernung des Planeten sich
nicht dndern.

Natiirlich ist dabei nicht ausgeschlossen, dass die Geschwindigkeit an besonderen
Orten der Bahn zu- oder abnimmt, sodass die Excentricitit und die Apsidenlinie sich #ndern
kGnnen, aber das gefundene Resultat zeigt, dass, wenn auf einer Seite eine Zunahme erfolgt,
auf der andern eine Abnahme eintritt, die Jjene aufhebt; es zeigt weiter, dass die Geschwindig-
keit in dem Punkte nicht gelndert w 11{] in welchem sich die Bahu beim Beginne einer langen
Periode und die Bahn am Ende derselben schuneiden, welcher Punkt beinahe in der mittleren
Entfernung sich befindet. In unserem Beweise haben wir freilich vorausgesetzt, dass die
Kurventeile, welche in verschiedenen Umldufen bei einer und derselben Stellung des storenden
Planeten beschrieben werden, Teile einer und derselben Bahn sind; wir haben also nicht
Riieksicht genommen auf die deemnrr der Grisse der stirenden Kja.ft die aus der Anderung
des Ortes, welche diese Kraft bew 1111’[ hervorgeht. Bis zun einem gewissen Grade haben
einige Mathematiker dies in _Rechnung gehrauht, und es zeigte sich dabei, soweit als sie ein-
gingen, dass dadurch keine Anderung in unserem gefandenen Resultate herbeigefiihrt wird.

B. Die siikmlare Variation des Perihels oder der Lage der Apsidenlinie.

182) Die gegenseitige Einwirkung zweier Planeten erzeugt im
Laufe der Zeiten ein Vorschreiten der Apsidenlinie, ausser wenn die
Bahn des stirenden Planeten sehr execentrisch ist, und die Orte ihrer
Perihelien nahe zusammenfallen.

Untersuchen wir nun an zweiter Stelle, ob sich der Ort des Perihels
oder die Lage der Apsidenlinie indert. Die Bewegung der letzteren hiingt
wesentlich von der Excentricitit der Bahn des storenden Kirpers ab. Nehmen wir z B. die
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Bahn der Venus elliptisch, die der Erde kreisformig an (Fig. 61), so wird, da die Entfernung
dieser Planeten voneinander in Konjunktion wenig mehr als 1 der Entfernung der Erde von
der Sonne betriigt, die Venus in ihrem Aphel, wegen der Ellipticitdt ihrer Bahn, der Erdbahn
so nahe gebracht, dass bei weitem die grisste Wirkung auftreten wird, wenn beide hier in
Konjunktion kommen. (Denn da die Planeten sich iiberhaupt nahe sind, so wird eine geringe
Annéherung schon, wie sie im Aphel der Venusbalm da ist, gross sein im Vergleich zur
intfernung der Planeten voneinander, also auch eine grosse Anderung in der Einwirkung
der Planeten aufeinander statthaben) Diese iiberwiegende Kraft im Aphel der Venushahn
ist von der Sonne fort gerichtet und erteilt nach 54 der Apsidenlinie der Venushahn eine
vorschreitende Bewegung.

Ist aber die Erdbahn elliptischer als die Venusbahn, wie es thatsichlich der Fall ist,
und liegen die Perihelien beider Bahnen auf derselben Seite der Sonne (Fig. 62), so kann die
Hauptwirkung im Perihel stattfinden. Dann wiirde nach 51 die Apsidenlinie sich riickwiirts
bewegen.

Diese Wirkungen werden forthestehen, solange die relative Lage der Apsiden-
linien und das Verhiiltnis der Excentricititen nahezu dieselben bleiben. Da im Laufe der
Zeiten fiiberall Konjunktionen stattfinden werden, so wird die iiherwiegende Gesamtwirkung
der grissten (in Konjunktion) idhnlich, und folglich die sikulare Bewegung der Apsidenlinie
konstant sein (im Sinne der grossten Wirkung), bis die Lagen der Apsidenlinien und das
Verhiiltnis der Excentricitiiten sich bedentend gefindert haben: die Grisse und Richtung der
Apsidenlinie wird von den Excentricititen der Bahnen beider Kirper abhiingen.

Ist aber der gestirte Planet ein innerer, und ist die Bahn des andern nicht excentrisch,
so wird die Apsidenlinie vorsehreiten (54), weil dann, wie wir eingangs sahen, die Wirkung
im Aphel iiberwiegt. Dasselbe gilt, wenn der gestirte Kirper ein #usserer ist, indem dann
die grisste Wirkung im Perihel eintritt, — falls die innere Bahn nicht excentrisch ist — und
nach der Sonne hin gerichtet ist (50).

C. Die siikulare Variation der Exeentrieitiit.

183) Die Excentricitiit der Bahn des stirenden Planeten verursacht
eine Zu- oder Abnahme der Excentricitiit der Bahn des gestirten Planeten,
je nach der relativen Lage der Apsidenlinien.

Wenden wir uns drittens der Excentricitit zun Ist die Bahn des
stirenden Kérpers kreisfirmig, so wird die Wirkung auf die Excentricitiit, welche
hervorgebracht wird, wenn die Konjunktion an dem Orte stattfindet, wo die Bahnen einander
am nichsten sind, sowohl hinsichtlich der im Radius Vektor liegenden, als der daranf senkrecht
stehenden Kraft, vor der Konjunktion von gerade entgegengesetzter Art sein wie nach der-
selben. Die Exeentrieitit wird deshalb in diesem Falle nicht gelindert werden (58, 59, 68).
Z. B.: ,In Fig. 61 sei V die Venus, E die Erde. Vor der Konjunktion wird V hinter E,
zuriick sein, in Vy, da V sich schueller bewegt; V, wird durch E, beschlennigt. Nach der
Konjunktion ist V voraus, etwa in V,, und wird verzigert. Die Kraft im Radius Vektor ist
beide Male von A fort gerichtet. Durch letztere Kraft wird die Excentricitit von V, bis V
vergrissert, von V bis V, um ebensoviel verkleinert (59). Die Kraft senkrecht zum Radius
Vektor vergrissert die Excentricitit von V bis Vi, verkleinert sie um dasselbe von Vi
bis V (68).«

Dasselbe wird gelten, wenn beide Bahnen excentrisch sind, vorausgesetzt
nur, dass ihre Apsidenlinien zusammenfallen (Fig. 62).

Man sieht also, dass die Excentricitit sich nur indern wird, wenn die
Bahn des stérenden Kirpers excentrisch 1st, und seine Apsidenlinie nicht
mit der des gestirten zusammenfillt.

Denken wir uns die letzten Bedingungen erfiillt, wie es thatsiichlich bei jeder
Planetenbahn der Fall ist, so kann man einen allgemeinen Begriff' erlangen von der ein-




tretenden Wirkung, indem man den Ort aufsncht, an welchem sich die Bahnen am niichsten
sind, und die Wirkungen untersucht, welche die Kriifte vor und nach der an dieser Stelle
erfolgenden Konjunktion hervorrufen; denn die iiberwiegende Einwirkung geschieht ja danm,
wenn die Konjunktion an den sich am nfichsten liegenden Orten stattfindet, und die Gesamt-
wirkung ist der grissten dhnlich.

Betrachten wir die Storung, die ein innerer Planet erfihrt. Die Kon-
junktion erfolge also an den Pankten der Bahn, die den Kkleinsten Abstand voneinander
haben. Kommt an dieser Stelle der innere Planet vom Perihel, so nimmt die Excentricitit
zi, da die stirende Kraft ihn von der Sonne weg zieht; geht er nach dem Perihel, so treibt
ihn dieselbe Kraft wieder von der Sonne fort und die Exeentricitit wird folglich abnehmen.

Fir den dusseren Planeten ist die Kraft vor und nach der Konjunktion nach
der Sonne hin gerichtet, und es gilt daher fiir ihn gerade das Umgekehrte wie fiir den
inneren. Die Kraft senkrecht zum Radius Vektor bringt fiir beide Planeten im ganzen keine
Wirkung hervor (68).

Diese Wirkungen sind konstant, bis die Excentricititen und Lagen der Apsidenlinien
sich merklich gedndert haben.

Der Ort, an welchem zur Zeit der Konjunktion die Wirkung auf die Excentricitit
am grissten ist, ist streng genommen nicht der Ort, wo die Bahnen einander am nichsten
sind, sondern er liegt nur in dessen Nihe,

Sind die beiden Planeten an dem Orte, wo sich die Bahnen am niichsten kommen,
so bewegen sich im allgemeinen beide vom Perihel fort oder beide zu demselben hin, sodass
die eine Excentricitit zunimmt, wenn die andere kleiner wird (da die stirende Kraft fiir den
einen nach der Sonne hin, fiir den andern von ihr fort gerichtet ist).

184) Fiir die allgemeine Stabilitit des Planetensystems sind die Lagen der Apsiden-
linien nicht von Wichtigkeit, wohl aber ist von Bedentung das Gleichbleiben der grossen
Achsen und der Excentricititen.

Wir haben in 181 gezeipt, dass durch die stbrende Einwirkung eines einzigen
Planeten eine siikulare Variation der grossen Achse nicht erzeugt wird. Da dasselbe nun
aunch fir die Storungen gilt, welche mehrere Planeten hervorbringen, so kinnen wir
behaupten, dass die grossen Achsen der Planetenbahnen iiberhaupt keiner sidkularen Variation
unterworfen sind.

Die Excentricititen erleiden allerdings eine siikulare Variation, aber auch diese
verbessert sich selbst in hinreichend grossem Zeitraume. Fiihrt man die Untersuchung voll-
stindie durch, so findet man n#mlich, dass jede Excentricitit durch eine Anzahl won
periodischen Gliedern ausgedriickt wird, deren Perioden Jahrtausende umfassen. So hat sich
die grosse Achse der Erdbahn, trotz ibrer hinfigen kleinen Variationen, in vielen
Jahrtansenden nicht merklich geiindert, und wird sich auch nicht #dndern; und was die
Excentricitit der Erdbahn betrifft, so hat diese zwar viel kleine Variationen erfahren,
ist deshalb seit mehreren Jalrtausenden bestéindig kleiner geworden, und wird auch ferner
noch Jahrtausende hindurch abnehmen, wird aber dann aunch wieder zunehmen.

185) Ein merkwiirdiger Zusammenhang zwischen den Variationen
der Excentricititen aller Planeten.

Ein einfaches Beispiel iiber merkwiirdige Beziehungen zwischen den Excentricitiiten
zweler Planeten ist am Schlusse von 183 angegeben worden. Fiir die Variationen der
Excentricititen aller Planeten gilt aber ein anderer merkwiirdiger Satz, der sich aunf die
Grijsse der Excentricitiiten zu irgend einer bestimmten Zeit bezieht; derselbe heisst:

wDie Summe der Produkte aus dem Quadrafe jeder Excentricitit, ans der Masse des
Planeten und der Quadratwurzel ans der grossen Achse ist stets dieselbe.”
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VIIL Abschnitt.
Storung der Neigung und der Lage der Knoten.

186) Wir sind bisher so verfahren, als bewegten sieh Sonne, Mond und Planeten
in derselben Ebene, als wiire z. B. die Sonne im Mittelpunkte einer Tafel befestigt, und als
bewegten sich alle Planeten mit ihren Satelliten in dieser Ebene. Allein diese Voraussetzung
ist nicht richtig. Nehmen wir an, die Erde bewege sich in dieser Tafel, so wird die eine
Hilfte der Mondbahn oberhalb, die andere unterhalb der Tafel liegen: sie wird daher die
letztere in zwei Punkten schneiden, welche, von der Erde aus gesehen, gerade entgegen-
gesetzt liegen. FEbenso wird die eine Hiilfte der Venusbahn iiber, die andere unterhalb der
Tafel liegen und wird die letztere in zwei Punkten schneiden, welche in Bezug auf die
Sonne genau entgegengesetzt liegen; {iberhaupt wird fiir jeden der Planeten und Satelliten
die eine Hiilfte seiner Bahn auf der einen, die andere auf der andern Seite der Tafel liegen,
und jede solche Bahn wird die letztere in zwei solchen Punkten schneiden, welche in Bezug
auf den Centralkdrper gerade entgegengesetzt liegen. Bei manchen Untersuchungen
ist es notig, die Neigung der Ebene der Bahn gegen verschiedene solche Tafeln oder Grund-
ebenen zu betrachten. Die Linie, in welcher die Bahn die Grundebene durchschneidet, heisst
die Knotenlinie der Bahn in dieser Ebene, und der Winkel, welchen die Bahn-
ebene mit der Grundebene bildet, wird die Neigung der Bahn gegen diese Ebene
genannt. Die Grundebene muss immer so angenommen werden, dass sie dureh den Central-
kirper geht,

187) Die Neigungen aller Bahnen, ausgenommen die der kleinen Planeten, sind so
gering (ist ja die zweitgrisste, niimlich die der Mondbahn gegen die Erdbahn, im Mittel nur
50; die der Merkurbahn ist 79), dass man sie bei der Bestimmung der Stérangen der Planeten
untereinander im allgemeinen ganz vernachlissigen darf In einigen Fillen freilich,
wie bei den Ungleichheiten von langer Periode, wo die eigentlich wirksame Kraft nur der
kleine Rest ist, der nach einer mehr oder weniger vollstindigen Ausgleichung iibrighleibt,
darf keine Anderung der Kriifte vernachlissiet werden: hier muss dann auch, wie wir in
171 schon andeuteten, die Anderung der Kriifte, welche durch die Neigung der Bahn entsteht,
in Rechnung gezogen werden, "

188) Obgleich aber die Anderung, welche die Neigung in denjenigen Kriiften
erzeugt, welche den Planeten im der Ebene seiner Bahn zu storen suchen, in den meisten
Wiillen vernachlissigt werden darf, so darf man doch keinesfalls die Kraft unberiicksichtiet
lassen, welche den Korper iiber oder unter die Ebene seiner Bahn zu ziehen sucht. Fs
ist diese letztere Kraft zwar immer kleiner als die in der Ebene der Bahn wirkende Stirung,
aber sie ist doch viel grisser als die Anderung, welche die Neigung in der in der Bahnebene
wirkenden stirenden Kraft hervorbringt. Wir wollen nun in dem vorliegenden Abschnitte die
Wirkungen untersuchen, die von den Kriiften erzengt werden, welche bestrebt sind, den Kirper
aus der Ebene seiner Bahn herauszuziehen.

A. Aligemeine Siitze iiber die Anderungen des Knotens und der Neigung
durch Kriifte, die zur Ebene der Bahn des gestiirten Kirpers senkrecht
stehen, und iiber die zur Ebene der Bahn senkrechte Stirung, welche
ein Himmelskirper auf den andern ausiibt,

189) Eine Kraft, welche den sich bewegenden Kirper gegen eine
Grundebene hinzieht, ehe er den grossten Abstand iiber oder unter dieser
Ebene erreicht hat, verursacht ein Riickschreiten der Knotenlinie und
eine Abnahme der Neigung.

Betrachten wir zuerst die Wirkungen einer Kraft, die senkrecht zur
Ebene der Bahn wirkt; eine Kraft, die in der Ebene der Bahn wirkt, wird natiirlich
keine Anderung in der Lage derselben hervorbringen. Es sei Fig. 63 eine perspektivische
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Darstellung einer Bahn und einer Grundebene; es sei ferner MAN die Knotenlinie, in welcher
die Bahn NB;B; die Grundebene schneidet, und in welcher der Centralkorper A liegt. Der
ausgezogene Teil der Bahn liege iiber, der punktierte unter der Grundebene. Gesetzt, der
Planet bewegt sich von N nach B;, und ehe er den hichsten Punkt iiber der Ebene DE
erreicht, etwa in B,, ziehe ihn eine Kraft abwiirts nach der Grundebene hin. Nach einer
kurzen Zeit wiirde der Kirper ohne die stirende Kraft das Stiick B,B, beschrieben haben,
allein infolge der Storung wird er in derselben Zeit etwa das Stiick B;b, zuriicklegen®).
Offenbar konnte die Bahn, in welcher er ohne stirende Kraft den Weg B,b, gemacht hitte,
nicht mehr NB,, sondern miisste eine Kurve sein wie etwa nB,, welche die Ehene DE in n
schneidet. Wirkt nun keine storende Kraft weiter ein, so wird der Planet, der das Stiick
B,bs so beschrieben hat, als kiime er ohne Storung von n, nun auch weiterhin eine Bahn
beschreiben, als wiire er ohne Stérung von n gekommen, d. h. er wird sich in einer Bahn
nbym bewegen, welche die Ebene DE in den Punkten n und m durchschneidet. Die Knoten-
linie MAN ist anf diese Weise fibergegangen in mAn.

190) Die Knotenlinie hat sich also in einer Richtung bewegt, die der Bewegungs-
richtung des Planeten entgegengesetzt ist, oder sie ist zuriickgegangen. Die Neigung der
neuen Bahnebene ist angenscheinlich kleiner als die der alten, da sie durch denselben Punkt
B, geht, und die Grundebene in einer Linie schneidet, welche von B, um Bn, also weiter
entfernt ist, als die Linie war, in welcher die alte Bahn DE schnitt, die den Abstand B,N
von B, hatte. Wir finden somit:

Die Knotenlinie ist zuriickgegangen, die Neigung hat abgenomme n.

191) Wirkt eine dhnliche Kraft ein, nachdem der Kirper die grosste
Entfernung von der Grundebene passiert hat, so verursacht dieselbe
ein Rilckschreiten der Knotenlinie und eine Zunahme der Neigung.

Der Planet habe den hochsten Punkt iiber der Grundebene passiert, und es ziehe ihn
in By (Fig. 64) eine Kraft nach DE hin, so wird der Planet anstatt nach B, nach b, gehen,
und die Ebene DE nicht in M, sondern in m schneiden. Wird er nicht weiter gestirt, so
wird er folglich fortan in einer Bahn sich bewegen, von der B; b, m ein Teil ist, und welche
die Ebene DE in den Punkten m und n schneidet.

Die nene Knotenlinie ist also zuriickgegangen im Vergleich zur
alten, die Neigung ist grisser geworden.

192) Wir haben demnach das folgende allgemeine Resultat:

Eine Kraft, welche senkrecht zur Ebene der Bahn nach der Grundebene hin wirkt,
verursacht stets ein Riickschreiten der Knotenlinie; sie verkleinert die Neigung, wiihrend sich
der Planet von einem Knoten nach dem am hiichsten iiber der Grundebene liegenden Punkte
hin bewegt, und vergrossert sie, wihrend er vom hichsten Punkte nach einem Knoten
zu geht.

193) Ganz auf dem bisherigen Wege findet man das Folgende:

Wirkt eine Kraft senkrecht zur Bahnebene, und zwar von der Grundebene fort
cerichtet, so bewegt sich die Knotenlinie vorwiirts; die Neigung nimmt zu, wenn der Planet
von einem Knoten nach dem hichsten Punkte geht, und nimmt ab, wenn er vom hichsten
Punkte nach einem Knoten zu liuit.

194) Ahnliche Resultate erhiilt man, wenn man die Wirkungen dieser Krifte unter-
sucht, wihrend der Planet sich unter der Grundebene DE befindet. Eine nach letzterer
hin gerichtete Kraft verursacht ein Riickschreiten der Knoten und eine Abnahme der
Neigung, wenn der Planet nach dem tiefsten Punkte zu geht, und ein Riickschreiten der
Knotenlinie, aber eine Zunahme der Neigung, wenn der Planet vom tiefsten Punkte fort geht;
das Umgekehrte gilt, wenn die Kraft von der Grundebene fort gerichtet ist. Im folgenden
wollen wir diejenige zur Ebene der Bahn senkrecht stehende Kraft be-
trachten, welche von der Anziehung eines storenden Kirpers herriihrt.

*) B,yb, ist Diagonale des Parallelogramms aus BB, und der Stirung.
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195) Wenn Centralkérper und umlaufender Kérper gleich weit vom
stirenden entfernt sind, so giebt es keine zur Ebene der Bahn senkrechte
Storung. Es ist eine naech dem stérenden Kdérper hin oder von ihm fort
gerichtete storende Kraft vorhanden, wenn der umlaufende Kdorper dem
storenden niher ist oder weiter von ihm absteht als der Centralkérper.

Steht der stirende Kdrper in der Ebene der Bahn, so wird er weder
den Centralkirper noch den Planeten aus dieser Ebene zu entfernen suchen, es wird also
keine stirende Kraft senkrecht zur Bahnebene geben. Nehmen wir nun an, der stérende
Kiorper C stehe ausserhalb der Ebene der Bahn (Fig. 65), die wir der Einfachheit
halber stets als eine kreisformige ansehen wollen. Von den 3 Punkten B,, B,, B, der Bahn
sel B, von C ebensoweit entfernt als A, B, liege niher an C, B; weiter von C als A. Die
Anziehung von C bringe in einer gewissen kleinen Zeit den Korper A von A nach a, und
den Planeten, wenn er in B,, B,, B; ist, in derselben Zeit nach by, be, by, Nach 71 wiirde
dann die Anziehung von C auf die zwei Kérper A und B keine Stirung in ihren relativen
Bewegungen hervorbringen, wenn sie dieselben um gleiche Strecken in derselben Richtung
fortzige. Man ziehe nun B,d,, B.d;, Byd; jedes gleich und parallel zn Aa; hiitte dann die
Anziehung B, nach d, gezogen, so giibe es keine Stirung. Da aber B, in Wirklichkeit in b,
ist, so ist die wirkliche Storung dargestellt durch eine Kraft, die den Planeten von d;, nach
b, bewegen kann. Ebenso sind die wirklichen Stérungen in B; und B, dureh Kriifte dar-
gestellt, welche den Planeten von d, nach by, und von d; nach b, bewegen kinnen. Da nun
CA = CB,, angenommen worden ist, so sind die Kriifte von C anf A und B,, und deshalb auch
die Stiicke, um welche A und B, fortgezogen werden, einander gleich, d. h. Bb, = Aa,
Hieraus folgt, dass ab, parallel AB, ist (weil Dreieck AB,C gleichschenklig ist, und ab, von
den gleichen Schenkeln AC und B,C gleiche Stiicke aA, b,B, abschneidet), und dass b,d, mit
ab, in einer Geraden liegt. (Es geht B,d, durch den Punkt B, der Ebene AB,C und ist
parallel Aa; daher liegt B,d, und somif auch d,b, in der Ebene AB,C. Die Dreiecke aCh,,
b,d, B, sind gleichschenklig, da aC = b,C und d,B, = b,B, ; ihre Winkel an der Spitze sind
gleich: <= d,B,b, — << ACb, als Wechselwinkel an Parallelen, somit sind auch ihre Basiswinkel
gleich: < d,b,B, = < ab,C, was nur miglich ist, wenn ab, und b,d, in einer Geraden liegen.)
Die ganze stirende Kraft, deren Richtung ja d, b, oder wie man auch sagen kann, B A ist,
liegt also parallel zum Radins Vektor oder parallel zur Ebene der Bahn, und es giebt keine
auf der Ebene der Bahn senkrechte Stirung.*)

In B, steht der Planet niher bei C, die stirende Kraft wirkt stirker auf ihn, und
es ist demmach B,b, grisser als Aa oder B,d,; weil ferner auch noch B,b, der Senkrechten
zur Bahnebene (in B, etwa errichtet gedacht) niher liegt, d. h. einen kleineren Winkel mit
ihr bildet als B,d,, so ist b, von der Ebene der Baln weiter entfernt als d, (siehe auch
Fig. 66*%), die storende Kraft d,b, ist daher von einem Punkte d, nach einem von der Ebene
weiter ab liegenden Punkte b,, also nach der Seite des stirenden Korpers hin gerichtet: sie
ist von der Ebene der Bahn fort nach der Seite hin gerichtet, auf welcher C liegt.

Befindet sich dagegen der Planet in B,, so ist er weiter yon C entfernt als A, die
Eraft aunf ihn ist kleiner; B;b, ist kleiner als Aa oder Bids. B.ds liegt jetzt niiher an der
Senkrechten (in B, errichtet) als B;by, und da noch B.b; kleiner als B.d, ist, so heisst das,
d; ist weiter von der Ebene entfernt als by, oder die stirende Kraft, die doch von d, nach
der Ebene niiheren Punkte b, gerichtet ist, wirkt von der Seite, auf welcher C steht, weg,
nach dem der Ebene der Bahn (siehe auch Fig. 66).

*) Denkt man sich etwa durch b, eine Parallele zn B,d, gezogen, die AB; in D schneiden mag
(Fig. 65), so hat man, um einen andern Ausdruck zn gebrauchen, die Bewegung B,b, in die zwei: B,d, und B,D
zerlegt. Infolge B,d, allein giebt es keine Stirung, da B,d, gleich und parallel Aa ist; nur B,D stellt die
Stirung dar, und diese liegt in der Bahnebene, im Radius Vektor.

**) AB, stelle die Babn im Durchschnitt dar; B,C ist kleiner als AC (Fig. 66), B.b, bildet mit der
Senkrechten B,L zur Bahn einen kleineren Winkel als B,d, und Bgb, ist grisser als B,d,, daher ist der Abstand
des Punktes by von der Ebene AB, grosser als der des Punktes dy
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Wir erhielten folgende Resultate:

196) a. Wenn Centralkbrper und umlanfender Korper gleich weit vom stbrenden
entfernt sind, giebt es keine zur Ebene der Bahn senkrechte stirende Kraft.

19%) b. Steht der revolvierende Korper dem stirenden néher als der Centralkirper,
so sucht die zur Ebene der Bahn senkrecht stehende Storung den revolvieren-
den Kirper aus dieser Ebene heraus nach der Seite des storenden Korpers
Zll Ziehen.

198) c. Ist der umlanfende Korper weiter vom storenden entfernt, als der Central-
kiirper, so sucht die zur Ebene der Bahn senkrechte Stirung den umlaufen-
den Korper aus dieser Ebene vom storenden fort zu treiben.”)

Wir wollen nun die so gefundenen Resultate anwenden auf die Anderung des Kuotens

und der Neigung der Mondbahn durch die Anziehung der Sonne. Als Grundebene wollen
wir dabei die Erdbahn annehmen.

B. Anderung des Knotens und der Neigung der Mondbahm durch die
Anziehung der Somne.

199) Wenn die Knotenlinie der Mondbahn in den Syzygien liegt,
giebt es keine Anderung des Knotens oder der Neigung.

Nehmen wir erstens an, die Knotenlinie der Mondbahn gehe durch die Syzygien
oder durch die Sonne, dann steht die Sonne in der Ebene der Mondbahn, und es giebt daher
nach 195 keine zur Khene der Mondbahn senkrechte stérende Kraft.

200) Geht die Knotenlinie durch die Quadraturen, so schreitet sie
schnell zuriick, aber die Neigung bleibt ungelindert.

Nehmen wir zweitens an, die Knotenlinie gehe durch die Quadraturen oder stehe
senkrecht zur Verbindungslinie von Erde und Somne. Die Sonne soll jetzt als unter der
Ebene der Mondbahn stehend angenommen werden, wie es mit Figur 67 iibereinstimmt. Da
die Entfernung des Mondes von der Erde klein ist im Vergleich zur Entfernung der Sonne,
so werden die Punkte, in denen Mond und Erde von der Somne gleich weit entfernt sind,
nahe mit den Punkten der Quadraturen, also im vorliegenden Falle mit den Knoten zusammen-
fallen (81). Wihrend also der Mond sich von B, fiber B, nach B, bewegt, steht er der
Sonne niher als die Erde, und die storende Kraft sucht ihn daher, nach 197, aus der Ebene
seiner Bahn abwiirts zu ziehen, nach der Grundebene hin; wiihrend er von B, iiber B, nach
B, geht, ist er weiter von der Sonne entfernt als die Erde, und die stirende Kraft wird ihn
aus der Ebene seiner Bahn, von der Seite, anf welcher die Sonne steht, fort, also aufwiirts
treiben (198), nach der Grundebene hin. Bedenkt man nun, dass die Stérung, wie wir soeben
gefunden haben, stets nach der Grundebene hin gerichtet ist, und wendet man das in 192 und
194 (Gesagte an, so ergiebt sich:

Bewegt sich der Mond von By nach B,, wo B, der hichste Punkt iiber der Grund-
ebene ist, so geht die Knotenlinie zuriick, die Neigung nimmt ab; gehi er von B, nach B,,
so schreitet die Knotenlinie zuriick, die Neigung wird grisser. Wéihrend der Bewegung von
B, nach B, bewegt sich die Knotenlinie riickwirts, die Neigung wird geringer, und endlich
wihrend der Bewegung von B; nmach B, geht die Knotenlinie zuriick, die Neigung wird
yergriissert.

Wihrend eines Umlaufes wird also die Neigung nicht merklich geéindert,
da sie abwechselnd zu- und abgenommen hat,**) die Knotenlinie aber geht bestindig
zuriick.

*) Die ganze sttrende Kraft dyby, dyb, ist nicht notwendig senkrecht zur Ebene, aber man kann sie
doch immer in zwei Kriifte zerlegen, von denen die eine senkrecht dazu ist, die andere in der Ebene selbst liegt.

*#) Die Strecken B,B,, B,B;, ByBy, ByB,, auf denen die Neigung ab- nnd zunimmt, sind nahezu gleich,
werden beinahe in gleichen Zeiten durchlanfen, sodass die Kraft die gleiche ist, und Ab- und Zunahme der
Neigung beinahe gleich sind.
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201) Wenn der Mond die Knotenlinie passiert, wihrend er von
einer Quadratur nach einer Syzygie geht, so nimmt die Neigung ab,
passiert er sie, wihrend er von einer Syzygie nach einer Quadratur geht,
so nimmt die Neigung zu; in beiden Fillen bewegt sich der Knoten
riekwirts. :

Es seien B,, B, die Quadraturen, B,, B, die Syzygien (Fig. 68), NM die Knotenlinie.
Nehmen wir also drittens die Knotenlinie in solcher Lage an, dass der Mond sie passiert,
wihrend er von einer Quadratur nach einer Syzygie geht. Wieder wollen wir die Sonne als
unter der Ebene der Bahn des Mondes stehend betrachten. Wie im vorigen Paragraphen
erwihnt wurde, ist der Mond, withrend er von B; fiber B, nach B, geht, niher bei der Sonne als
die Krde, sodass ihn die storende Kraft aus der Ebene seiner Bahn abwiirts zu ziehen sucht;
er ist ferner auf der Strecke B,B,B, weiter von der Sonne entfernt als die Erde, weshalb
ihn die storende Kraft anfwiirts aus seiner Bahnebene zu bringen sucht. Daraus folgt, dass,
wiihrend der Mond sich von B, nach N bewegt, die stirende Kraft ihn von der Grundebene
wegtreibt (eben abwiirts), und deshalb nach 193 ein Vorschreiten der Knotenlinie und eine
Abnahme der Neigung verursacht. Es folgt weiter: geht der Mond von N nach dem hochsten
Punkte O, so zieht die Kraft den Mond (abwiirts) nach der Grundebene hin, und bewirkt
daher ein Riickschreiten der Knoten und eine Abnahme der Neigung (192): vom hijchsten
Punkte O bis B, zieht die Kraft den Mond immer noch (abwiirts) zur Grundebene hin,
verursacht daher abermals ein Riickschreiten der Knoten, aber eine Zunahme der Neigung.
Wiihrend der Mond also von B; nach N geht, erhiilt die Knotenlinie von der stirenden Kraft
eine vorschreitende, und wihrend er von N nach B, sich bewegt, eine riickschreitende
Bewegung. Ebenso kann man finden, dass dieselbe Kraft der Knotenlinie eine direkte
Bewegung erteilt, wihrend der Mond das Stick B,M zuriicklegt, aber eine retrograde,
wiihrend er von M nach B, geht. Hatte die Knotenlinie die Lage B,B,, so inderte sie sich
nicht; ging sie durch B,B,, so fiihrte sie eine starke retrograde Bewegung aus; hat sie die
Lage NM, zwischen den beiden vorigen Lagen, so fiihrt sie nicht nur eine riickschreitende,
sondern zum Teil auch eine vorschreitende Bewegung aus, aber sie wird doch im ganzen
zuritckgehen, wenn auch nicht so rasch wie vorher in 200. Denn die riickschreitende
Bewegung ergiebt sich fiir die Strecken NB,0B, und MB;PB,, die vorschreitende fiir B,N
und B,M; aber die ersteren sind viel grosser als die letzteren, da z B. schon B,B, ein Viertel
der Bahn ist, dieselbe kreisfirmig gedacht, daher NB,OB, und MB,PB, zusammen viel griisser
als die halbe Bahn sind, und die stirende Kraft also anf grosserer Strecke und fiir viel
liingere Zeit das Riickschreiten hervorbringt als das Vorschreiten.

Fiir die Neigung ergiebt sich:

Geht der Mond von B, nach O, so nimmt die Neigung ab, geht er von O nach B,,
S0 nimmt sie zu; bewegt er sich von B, nach P, dem tiefsten Punkte unter der Grundebene,
so wird die Neigung kleiner, und bewegt er sich von P nach B,, so wird sie grisser, im
ganzen aber nimmt die Neigung ab. Denn die Abnahme erfolgt von B, bis O und
von B, bis P, die Zunahme von O bis B, und von P bis B,, wobei wieder die ersteren
Strecken weitaus die grosseren sind, also die Abnahme erzeugende Kraft auf lingerer Strecke
und lingere Zeit einwirkt.

202) Es liege viertens die Knotenlinie so, dass der Mond durch sie geht, wenn
er von einer Syzygie nach einer Quadratur geht. B, B, seien (Fig. 69) die Orte der
Quadrataren, B,, B, die Syzygien. B, liegt jetzt oberhalb der Grundebene. Denken wir uns
abermals die Sonne unter der Ebene der Mondbahn stehend, so sucht die Kraft den Mond,
withrend er die Strecke B,B,B, durchliuft, aus seiner Bahn abwiirts, und wihrend er von B,
liber B, nach B, geht, aufwirts zu ziehen. Daraus folgt:

yWihrend der Bewegung von B, bis M und von B, bis N, wo die Kraft zur
Grundebene hin wirkt, geht die Knotenlinie zuriick; von M bis B, und von N bis By,
wo die Kraft von der Gundebene weg gerichtet ist, schreitet dieselbe Linie vor. Die-
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selben Schliisse wie in 201 ergeben, dass das Riickschreiten iiberwisgt, also die Knoten-
linie im ganzen zuriickgeht.

Die Neigung wird von B, bis O abnehmen, von O bis B, zunehmen, von B, bis P
ab- und von P bis B, zunehmen. OB, und PB, sind die grisseren Strecken und werden in
lingerer Zeit beschrieben, die Wirkung hier wird iiberwiegen, d. h. die Neigung nimmt
im ganzen zu®

Dieselbe Schlussweise lisst sich anwenden und fiihrt anf in jeder Hinsicht gleiche
Resultate, wenn wir die Mondbahn in der entgegengesetzten Richtung geneigt voraussetzen,
wo dann die Sonne oberhalb der Bahn stiinde.

203) Es fragt sich nun, ob die Knotenlinie in der That alle die angegebenen Lagen
haben kann. Das ist der Fall; denn die Erde bewegt sich um die Sonne oder die letztere
bewegt sich scheinbar in demselben Sinne um die erstere, in welchem der Mond um die Erde
ldnft. Gehen wir jetzt von dem Stande der Sonne aus, wo die Knotenlinie durch die Sonne
geht, und wo nach frilherem weder die Knotenlinie noch die Neigung eine Anderung erfihrt,
und denken wir uns nun also, dass die Sonne sich um die Erde bewegt von der eben an-
genommenen Stelling in der Knotenlinie aus. Ist die Sonne so bis S, gekommen (Fig. 70),
g0 gind Q,, @y die Punkte der Quadraturen, M ist eine Syzygie; wir kommen also zuniichst
zu der Lage, wo der Mond die Knotenlinie K ,K; passiert, wihrend er von einer Quadratur
zu einer Syzygie geht, wo nach dem dritten Falle, in 201, die Knotenlinie zurfickgeht und die
Neigung abnimmt.

Hat sich die Sonne scheinbar weiter bewegt bis S;, so kommen wir zu der Lage,
in welcher die Knotenlinie mit der Linie der Quadraturen zusammenfillt, wo nach dem
zweiten Falle, in 200, der Knoten schnell zuriickschreitet, und die Neigung ungeiindert bleibt.

Darnach kommen wir zu der Lage S, der Sonne, in welcher der Mond durch die
Knotenlinie geht, wihrend er sich von einer Syzygie — das wiirde z. B. Q, sein — nach
einer Quadratur L bewegt, wo nach dem vierten Falle, in 202, der Knoten riickwiirts schreitet,
und die Neigung zunimmt. Schliesslich kommen wir wieder zu einer Stellung S; der Sonne,
in welcher die Knotenlinie abermals durch die Sonne geht. Dies geschieht, wenn die Sonne
einen halben scheinbaren Umlauf um die Erde, oder eigentlich, wegen des Riickschreitens des
Knotens, etwas weniger gemacht hat. In dem folgenden halben Umlaufe werden in jeder
Hinsicht dieselben Verfinderungen in derselben Reihenfolge eintreten,

Es ergiebt sich also, dass infolge der Umlaufsbewegung der Erde um die Sonne oder
infolge der scheinbaren Bewegung der Sonne um die Erde, die Knotenlinie der Mondbahn
nach und nach wirklich in alle die Lagen kommt, welche wir in den obigen vier Fillen, in
199 bis 201, betrachet haben.

Die Verdnderungen, die wihrend eines solchen Umlaufes die Knotenlinie und die
Neigung erfahren, lassen sich demnach so zusammenfassen:

»Die Knotenlinie der Mondbahn geht bestdndig zuriick. Die Neigung
ist am grossten, wenn die Knotenlinie durch die Sonne geht oder mit der
Linie der Syzygien zusammenfillt, und am kleinsten, wenn die Knoten-
linie durch die Quadraturen geht,“ da sie bestiindig abnimmt von der ersten Lage
bis zur letzteren (wihrend die Sonne von S bis S; geht), und bestindig grosser wird von der
letzteren Lage bis wieder zur fritheren (wihrend die Sonne von S, bis S, geht).

Die angegebene Ungleichheit ist die hauptsichlichste in der Neigung der Mondbahn;
alle iibrigen sind sehr klein.

204) Das Riickschreiten der Knotenlinie ist etwas kleiner als
ans einer ersten Berechnung folgt.

Wie wir wissen, schreitet die Knotenlinie bestiindig zuriick, ausgenommen, wenn sie
durch die Sonne geht. Die jihrliche Bewegung dieser Linie, welche wir anfangs erwarten
sollten, wird durch den folgenden Umstand etwas verkleinert.

Hat die Knotenlinie (Fig. 71) die Lage K ,K,, wiilirend die Sonne in S, steht, ist sie
also in der Stellung, in welcher die Wirkung die grisste ist, so bewegt sich die Knotenlinie
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rasch riickwirts, sie entfernt sich somit schnell wieder von dieser Lage der grissten Wirk-
samkeit. Freilich, auch wenn sie nicht zuriickginge, so wiirde doch durch die Bewegung
der Sonne die Linie der Quadraturen fortriicken, z B. von K,K, nach Q,Q,, und somit die
Knotenlinie rasch von der Linie Q,Q, der grissten Wirksamkeit entfernt werden. Aber
wenn die Knotenlinie selbst moch raseh zuriickgeht, so kommt sie noch viel schneller und
weiter von der Lage Q,Q, der grossten Wirkung fort (etwa um den Winkel K,'EQ,, wenn
sie selbst um den Winkel K,'"EK, riickwiirtsgegangen ist. withrend die Linie der Quadraturen
bis @,Q, vorgeriickt ist), als es eben mmfolge der Bewegung der Sonne allein der Fall sein
wiirde. So wird die Dauner der grissten Wirkung durch das rasche Riickschreiten, und
damit das, was durch diese Wirkung hervorgebracht wird, nimlich das Riicksehreiten selbst,
verringert.

Da aber die Knotenlinie niemals vorwirts geht, so wird diese Verminderung ihrer
Bewegung viel kleiner als die in 107 erwiihnte Zunahme der Bewegung der Apsidenlinie,
welche letztere Linie ja vor- und riickwiirts geht. Weil ferner die Kraft auf entgegen-
gesetzten Punkten der Bahn, wie wir sahen, Wirkungen derselben Art hervorbringt, eben
well die Knotenlinie stets zuriickgeht, so wird es hier keine Ungleichheit geben, die der in
106 behandelten &dhnlich ist. Daher weicht die wirkliche riicksehreitende Bewegung der
Knotenlinie, obgleich sie etwas kleiner ist, als man beim ersten Anblicke hiitte erwarten
sollen, von diesem erwarteten Werte doch nur um eine Grisse ab, die viel kleiner ist, als
die, um welche sich die wirkliche Bewegung der Apsidenlinie von der anf den ersten Blick
erwarteten unterscheidet. Die Knotenlinie fiihrt in etwas mehr als 19 Jahren einen ganzen
Umlanf aus.

205) Die Wirkungen der Unregelmiissigkeiten im Riickschreiten der Knoten, welche
letztere ja bald schneller, bald langsamer zuriickgehen, und die Wirkung des abwechselnden
Zu- und Abnehmens der Neigung vermischen sich mit einer Ungleichheit der Breite, welche
von den Lingen der Sonne, des Mondes und des Mondknotens abhiingt. Diese Ungleichheit
wurde um das Jahr 1590 von Tycho de Brahe aus Beobachtungen entdeckt. Sie steht zur
Neigung im iihnlichem Verhiiltnisse, wie die Evektion zur Exeentricitit, und wie die Evektion
die grosste Ungleichheit in Linge ist, so ist sie die griosste in Breite. Sie ist jedoch viel
kleiner als die Evektion, da ihre grisste Wirkung auf die Mondbreite einen Wert von 8°
erreicht, um welche die mittlere Neigung der Mondbahn bald vergréssert, bald ver-
kleinert wird.

206) Fs giebt noch andere Ungleichheiten in der Breite des Mondes, welche ent-
stehen teils aus den Anderungen, welche Knoten und Neigung erleiden, die in jedem Mond-
umlanfe mehreremal stattfinden (siche 200 am Schlusse u. f), teils aus den Excentricitiiten
der Erd- und Mondbahn, teils von der die Variation begleitenden Anderung, und teils von
der Veriinderlichkeit der Neigung selbst. Wir konnen jedoch nicht auf die Erklirung aller
dieser Dinge eingehen.

C. Stirnngen der Planeten in Breite.

207) Neigung und Knoten eines inneren Planeten werden durch
einen entfernten fiusseren Planeten nahezu in derselben Weise beeinflusst
wie Neigung und Knoten des Mondes durch die Sonne.

Wir wollen uns nun zu den Stérungen wenden, welche die Planeten in Breite
erfahren.

Beim Monde sahen wir als Grundebene an die Ebene der Erdbahn oder die der
scheinbaren Sonnenbahn, also die scheinbare Balm des stirenden Korpers. Auch bei den
jetzigen Untersuchungen eignet sich als Grundebene am besten die Ebene der Bahn des
storenden Planeten. Betrachten wir zuerst den Fall, wo Merkur oder Venus dureh
Jupiter gestirt wird. Fiir diese zwei Planeten ist die Sonne Centralkirper, und da
Jupiter, weil er weit entfernt ist, lange Zeit braucht, um einen Umlauf auszufiihren (viel
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lingere Zeit als Merkur und Venus), so bringt derselbe eben die Wirkungen hervor, welche
die Sonne beim Monde hervorbringt, fiir welchen die Erde Centralkdrper ist; die Sonne
nimlich vollendet anch erst in lingerer Zeit ihren scheinbaren Umlauf, und zwar in viel
lingerer Zeit als der Mond. Die stirende Kraft Jupiters bewirkt also, dass die Knoten der
Merkur- und Venusbahn auf der Bahn des Jupiter, die jetzt Grundebene ist, zuriickschreiten,
bewirkt ausserdem eine Unregelmiissigkeit in der Bewegung jedes Knotens, und verursacht
eine Anderung in der Neigung. Alle diese Wirkungen kombinieren sich, kiinnen also in eine
vereinigt werden, nnd diese ist die einzige merkliche Ungleichheit, welche in der Breite beider
Planeten durch Jupiter hervorgebracht wird.

208) Die anderen Ungleichheiten in Breite, welche von der gegenseitigen Lage der
Planeten abhéingen, bieten kein besonderes Inter esse, aber einen allgemeinen Begriff von ihnen
kann man aus den Bemerkungen gewinnen, die wir bei der Untersuchung der Bewegung der
Mondknoten gemacht haben. Ein Fall jedoch lisst sich hier leicht erirtern.

Wenn ein dusserer Planet dureh die Anziehung eines inneren
gestirt wird, dessen Entfernung von der Sonne kleiner ist als die halbe
Entfernung des &usseren von der Sonne, und dessen Umlaufszeit daher viel kiirzer
ist (da die Quadrate der Umlaufszeiten sich wie die Kuben der mittleren Entfernung verhalten),
0 ist der idussere Planet stets vom inneren weiter entfernt als es die Sonne ist, und es giebt
deshalb nach 195 stets eine von der Seite, auf welcher der stirende Korper steht, fort
gerichtete Kraft, welche ihm, den #usseren Planeten, von der Grundebene fort treibt, sobald
die Planeten in Konjunktion stehen, z B. in a, und i (Fig. 72), und zu dieser Ebene
hin zieht, wenn sie in Opposition sind, in a, und i. (In der Figur bedeutet Si die Bahn des
inneren, also die Grundebene, a,Sa, die Bahn des idusseren Planeten, wobei die Pfeile die
Richtung der Kriifte andenten.) So wird der fussere Planet von Is.unjunktmn zii Konjunktion
abwechselnd auf und ab getrieben, d. h. von der Grundebene fort und zu ihr hin _getrieben.
Steht er jedoch in der Knotenlinie seiner Bahn, also in der Durchsehnittslinie seiner Bahn
mit der des stirenden inneren Planeten, so verschwindet die Storung nach 195 am Anfang.

209) Sind die Umlaufszeiten zweier Planeten nahezu kommensurabel,
s0o werden in der Neigung und Lage der Knoten lange Ungleichheiten
hervorgebracht.

Die nahezu erreichte Kommensurabilitit der Umlaufszeiten, welche die grosse Achse,
die Excentricitit, und den Ort des Perihels so auffallend beeinflusst, ibt anch bedeuntende
Wirkungen auf die Knoten und die Neigung auns. Die Schlussweise in 175 und 176 lisst sich
in jeder Hinsicht anch auf den Tm‘Ingendm: Fall anwenden: ,Die grisste Wirkung auf die
Bewegung des Knotens sowohl wie auf die Anderung der Neigung findet statt, wemnn die
Planeten in Konjunktion sind; die stufenweise Anderung der Punkte der Konjunktion (z. B. B,C,,
bgcy, Dre; W 8. w. bei Saturn und Jupiter) bewirkt eine stufenweise Anderung dieser Wirkungen,
welche jedoch, wie z. B. in dem Falle von Jupiter und Saturn, durch die stufenweise Anderung
der anderen Puunkte der Konjunktion (wie bycs, bscs, bgcs lmd bscy, DeCs . . . bei Jupiter und
Saturn, Fig, af) teilweise aufgehoben werden; der nicht ausgeglichene Peil bringt jedoch in
vielen Jaluen eine sehr merkliche UnrfIPlcll]mlt in den Elementen hervor. Alles in 175 u f
Gesagte gilt ohne Anderung auch hier, wenn wir dort fir die Worte Apsidenlinie und
Excentricitit setzen Knotenlinie und Neigung.*

210) Im Laufe der Zeit verursacht die Einwirkung des einen
Planeten ein Riickschreiten der Knoten des andern; die Neigung aber
dndert sich nur, wenn eine der Bahnen excentrisch ist.

Fiir die sikulare Variation der Lage der Bahn scheinen die folgenden Betrachtungen
hinreichend.

Im Laufe einer langen Zeit ist der gestGrte Planet in jedem Punkte seiner Bahn
eine grosse Anzahl Male gewesen, wiihrend der stérende beinahe auf jedem Teile seiner Bahn
war, sodass der stirende .]'E‘tlﬁ\m'e’tl an anderer Stelle, und so nach und nach an allen Stellen
seiner Bahn sich befunden hat, wenn der gestirte wieder und wieder zu demselben bestimmten




Orte seiner Bahn gekommen ist. Die storende Kraft ist immer der Unterschied der Kriifte,
welche auf Sonne und Planet wirken. Da der storende Planet, in seinen verschiedenen
Stellungen, auf die Sonne in allen méglichen Richtungen in der Ebene seiner Bahn wirkt, so
kann seine Wirkung auf die Sonne ganz vernachlissigt werden (181). Es wird also nicht
mehr die erwiihnte Differenz der Kriifte als Stirung gelten, sondern es bleibt vielmehr im
ganzen nur die Wirkung als Storung iitbrig, welche der stérende Planet iiberhaupt auf den
gestirten ausiibt. (Diese Wirkung ist dann dieselbe wie die, welche hervorgeht, wenn man
sich den gestirten an bestimmter Stelle fest, und den stirenden einen Umlauf ausfiihrend
denkt.) Da der erstere nun stets den letzteren aus der Ebene seiner Bahn herauszuziehen
sucht, so wird die vereinigte Wirkung der Kriifte, welche der stirende in allen denjenigen
Punkten ausiibt, fir welche der gestirte jedesmal an demselben bestimmten Orte ist, die
sein, den gestirten Planeten aus der Ebene seiner Bahn heraus nach der des stérenden
zu ziehen Demn die storende Kraft ist am grossten und iiberwiegt (und die Gesamtwirkung
ist ja dieser iiberwiegenden ihnlich), wenn der storende Planet am nichsten steht (in
Konjunktion), wenn also beide Kirper die Stellung a;i in 208 haben oder iiberhaupt auf der-
selben Seite von S aus stehen, in welchem Falle aber immer die Kraft nach i hin gerichtet
ist, und daher ein Teil von ihr senkrecht zu Sa, nach Si hin wirkt. Ist der gestérte also
wieder und wieder an dieselbe bestimmte Stelle gekommen, und hat der stérende dabei nach
und nach jede Stelle seiner Bahn inne gehabt, so ist die gesamte, iiberwiegende stirende
Kraft eine zur Bahn des gestirten senkrechte, nach der des storenden hin gerichtete. Im
Laufe der Zeit werden beide Korper alle miglichen Stellungen zueinander gehabt haben,
man wird deshalb Gruppen von Orten bilden kimnen, in deren jeder der gestirte an bestimmter
aber in jeder Gruppe anderer Stelle seiner Bahn und der stirende an jedem Orte seiner Bahn
ist. Der Vorgang in langer Zeit ist dann genau so, als hiitten wir verschiedene Umliufe des
stirenden um den gestirten, und als wiire bei jedem dieser Umliufe der gestirte an einem
anderen bestimmten Orte. Fiir jeden solchen Umlauf, so haben wir vorher gefunden, ist die
iiberwiegende Wirkung der Stirung eine zur Ebene der Bahn des gestirten Kirpers senk-
rechte, nach der des stirenden hin gerichtete Kraft; folglich ist auch wilhrend der ganzen
Bewegung des gestirten Korpers im Laufe langer Zeit die gesamte iiberwiegende Stérung
eine Kraft solcher Art. Aus 192 folgt dann, dass infolge derselben die Knotenlinie der
Bahn des gestirten stets auf der des storenden, welche ja die Grundebene ist,
zuriickschreitet. Dies wird gelten, gleichviel ob der stérende Planet ein
dusserer oder innerer ist im Vergleich zu dem gestirten.

Wir dirfen also, wihrend sich der gestiirte Planet bewegt, die Sache im ganzen
immer so ansehen, als wirkte stets eine Kraft senkrecht zu seiner Bahnebene
nach der Grundebene hin. Es ergiebt sich nun weiter, dass eine Anderung der
Neigung im ganzen nicht eintreten wird, falls die Bahnen kreisformig
sind. Im letzteren Falle wird stets der oberhalb der Grundebene liegende Teil der Bahn
des gestirten (Fig. 73) gleich dem unterhalb liegenden sein, und der hichste Punkt wird die
Bahnhéilfte genau halbieren. Man denke sich nun zwei Punkte S, R oder 8,, R;, die vom
hichsten Punkte O gleich weit entfernt sind; macht der stirende einen der frither erwihnten
Umlidufe, wihrend man den gestérten vielleicht in 8 denkt, so ist die Gesamtwirkung die
schon genannte Kraft senkrecht zur Bahnebene. Die gleich grosse Kraft wird aber auch R
erfahren, wenn der eine Korper revolviert, der andere in R fest ist, eben weil beide Bahnen
kreisformig sind, sie zu MN oder zur Grundebene symmetrisch liegen, von MN und der
Grundebene halbiert werden. Bei der Bewegung des gestiirten Korpers ist somit im Laufe
langer Zeit die durchschnittliche Wirkung an Punkten, die vom hichsten Punkte O gleich
weit entfernt sind, gleich gross; nach 192 wird dann die Neigung das eine Mal vergrossert,
Z B. in 8, das andere Mal um eben so viel verkleinert — in R — oder die Neigung wird
sich im ganzen nicht #ndern. Sind die Bahnen elliptisch, so giebt es einen Punkt,
wo die Wirkung der Kraft auf die Neigung grosser ist als irgend anderswo; die Gesamt-
wirkung auf die Neigung ist dann dieser grosseren dhnlich.
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211) Es ist als Grundebene bisher die Bahn des stirenden Planeten
angenommen worden; wihlt man als solche eine andere Ebene, etwa die
Bahn eines anderen Planeten, so kann es sich ereignen, dass die Knoten-
linie vorschreitet.

Wenn wir vorher sagten, die Knotenlinie gehe im Laufe der Zeit riickwiirts, so gilt
dieses Zuriickschreiten nur als ein solches in der Bahn des stirenden Planeten. In Bezug
auf eine andere Grundebene kann die Knotenlinie auch eine direkte Bewegung ausfithren.
Betrachten wir z. B. Jupiter und Saturn, und denken wir uns die Bahnen dieser zwei Kirper
und die der Erde aunf einer Himmelskugel aufgezeichnet. K C sei die Erdbalm, IE die Bahn
des Jupiter, ST die Satwrns (Fig. 74). Infolge der Stirung Saturns gehen also die Knoten
Jupiters in der Ebene des Saturn riickwiirts. Die Knoten der Bahnen von Jupiter und
Saturn in der Erdbahn liegen nicht sehr weit voneinander entfernt, aber die Neigung der
Saturnbahn gegen die der Erde ist grosser als die der Jupiterbahn. Geht nun die letztere
in der Saturnbahn riickwirts, wie es ja wirklich der Fall ist, so kommt sie aus der Lage EI
in die Stellung der punktierten Linie ej; der Knoten I mit der Satmrnbahn ist nach j riick-
wiirts gegangen, aber der Knoten E der Jupiterbahn in der Erdbahn ist von E nach e
vorgeschritten Damit ist die eingangs aunfoestellte Behauptung bewiesen.

212) Merkwiirdiges Verh#éltnis zwischen den Neigungen mehrerer
Planeten, die sich einander stiren.

Zwischen den Neigungen aller Bahnen unseres Planetensystems gegen eine feste
Grundebene besteht ein merkwiirdiger Zusammenhang, der sich wiihrend aller siikularen
Variationen erhiilt, und welcher dem Znsammenhang zwischen den Excentricititen der Planeten
fihnlich ist. KEs ist nfimlich die Summe der Produkte ans jeder Masse in die Quadratwurzel
der grossen Achse ihrer Bahn, und in das Quadrat der Neigung gegen eine feste Ebene
konstant.

D. Stirungen der Breite der Jupitersatelliten.

213) Die Stirungen, welche die Satelliten Jupiters in Breite erleiden, sind nieht
minder beachtenswert als die Stérungen in Lénge, welche wir friiher betrachtet haben.

Die Massen dieser Korper sind so klein, und ihre Bahnen so wenig gegeneinander
geneigt, dass man die kleinen Ungleichheiten, welche wihrend eines Umlaufes erzeugt werden,
vernachlissigen kann. So klein sind die gegenseitigen Neigungen der Bahnen, dass selbst
diejenige Ungleichheit keine merkliche Grisse erreicht, welche von der langsamen Bewegung
der Linie der Konjunktion der drei ersten Satelliten abhiingt.

Wir werden daher nur jene Anderungen in der Lage der Bahnebenen betrachten,
welche wiihrend einer geringen Zahl von Umldufen sich nicht merklich éndern.

Zu diesem Zwecke miissen wir einen neuen Ausdruck einfiihren.

214) Bedentung des Ausdruckes ,Fundamentalebene®

Wenn der Mond sich nm die Erde in derselben Ebene bewegte, in welcher die Erde
um die Sonne geht, so wiirde die Anziehung der Sonne den Mond nie aus jener Ebene zu
ziehen suchen. In Wirklichkeit aber bewegt sich der Mond in einer Ebene, die gegen die
Erdbahnebene geneigt ist, weshalb die hnntenlnm auf letzterer zuriickschreitet, wihrend die
Neigung beider Ebenen im ganzen ungeindert bleibt. Man nennt nun L].lE Ebene der
Erdbahn eine Fundamentalebene der Mondbahn. Durch diesen Ausdruck soll angedeutet
werden, dass, wenn der Mond sich in dieser Ebene bewegte, die stivende Kraft ihn nie aus
derselben ziehen wiirde, und dass, wenn der Mond sich in einer gegen sie geneigten Ebene
bewegt, die Neigung stets nahezu dieselbe bleibt, obgleich die Knotenlinie sich merklich éndert.
Das Letatere ist im allzemeinen eine Folge des Ersteren.

215) Bestimmung der Fundamentalebene der Jupitersatelliten.
Um die Fundamentalebene der Jupitermonde zu ermitteln, muss man bedenken, dass
anf diese Korper ausser der Sonnenanziehung noch eine andere stiirkere storende Kraft ein-
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wirkt, niimlich die Unregelmiissigkeit der Anziehung, welche durch die Abplattung Jupiters
erzeugt wird. Wie wir spiter sehen werden, geht die Wirkung der letzteren dahin, die
Satelliten nach der Fbene des Jupiteréiquators hin zu ziehen (238). Hiitte Jupiter Kugel-
gestalt, so wire die einzige storende Kraft die Anziehung der Somne, welche im ganzen
die Satelliten gegen die Ebene der Jupiterbahn zu ziehen suchen wiirde
(210 letzter Abschnitt; jetzt ist die Sonne der stérende Kiorper, der sich, scheinbar, um
Jupiter bewegt), und dann wiirde diese letztere die Fundamentalebene sein. Ist aber Jupiter
abgeplattet, und stort die Sonne die Satelliten nicht, so wird die Unregelmissigkeit in der
Gestalt Jupiters die Satelliten stets nach der Ebene des Jupiteriquators hin ziehen, und dann
ist dieser Aquator die Fundamentalebene fiir die Satelliten.

q Da nun beide Storungen da sind, so wird weder die Ebene der Bahn noch des
Aquators von Jupiter diese Fundamentalebene sein konnen, wir miissen sie vielmehr erst aus
folgender Betrachtung bestimmen.

Wir miissen eine Ebene suchen, aus welcher die Sonne die Satelliten im ganzen ab-
warts, Jupiters Abplattung um ebensoviel aufwiirts ziebt, und umgekehrt (Figur 75), je
nachdem wir den Teil rechts oder links in Fig. 75 betrachten; diese Ebene wird die
Fundamentalebene sein. Sie muss zwischen den Ebenen der Bahn und des Aquators von
Jupiter liegen, weil nur so die stbrenden Kriifte in Bezug auf dieselbe entgegengesetzt
wirken und sich aufheben kinnen; sie muss ferner durch die Durchschnittslinie beider Ebenen
gehen, weil sonst an dieser Stelle beide Ebenen unten oder beide oben wiren, und die beiden
Storungen dann im gleichen Sinne (eben nach den beiden Ebenen hin) wirkten, sich also nicht
aufheben, sondern verstirken wiirden.

216) Die storende Kraft der Sonne ist nach 82 w. f um so grisser, je weiter der
Satellit vom Centralkorper entfernt ist; wie wir nachher sehen werden (238, am Schlusse), ist
aber gerade dann die stirende Kraft, welche von der Gestalt Jupiters abhiingt, kleiner. Wenn
also der Satellit weit entfernt ist, so ist die Wirkung der Stirung der Sonne gross, die
Wirkung der von der Gestalt Jupiters herriihrenden Storung klein. Die Stirung der Sonne
ist Null, wenn der Satellit in der Jupiterbahn liegt; ist er ausserhalb dieser Bahn, so hat sie
einen bestimmten Wert, und zwar einen um so grisseren, je grisser der Abstand von der
Ebene der Bahn ist*), oder die Stbrung der Somne wird kleiner, je niiher der Satellit der
Jupiterbahn steht, eben weil er in dieser Ebene selbst gar keine Storung erfihrt. Ebenso
ist die von Jupiters Gestalt herriihrende Stérung um so kleiner, je niher der Satellit dem
Jupiteriiquator steht. Wiren nun fiir einen Satelliten die stirenden Kriifte yon Sonne und
Jupitergestalt gleich gross, so wiirde die Fundamentalebene dieses Satelliten in der Mitte
zwischen Jupiterbahn und Aquatorebene liegen. Uberwiegt aber die Kraft der Sonne, so wird
die Fundamentalebene mehr nach der Sonne oder nach der Jupiterbahm hin liegen, da dann
die Wirkung der Sonne auf diese neue Lage um soviel kleiner, die der Abplattung um so-
viel grosser geworden ist, dass sich beide wieder das Gleichgewicht halten. Fiir einen
entfernteren Satelliten wird also die Fundamentalebene niiher an der Jupiterbahn liegen,
wie fiir einen nicht soweit abstehenden. Der erste Satellit ist dem Jupiter am nichsten,
es ist die Stirung durch die Gestalt Jupiters die grissere, seine Fundamentalebene fillt
beinahe in den Aquator Jupiters; der zweite Satellit ist weiter entfernt, die genannte
Ebene wird nicht so nahe an dem Aquator liegen; noch mehr werden fiir die iibrigen
Satelliten die Fundamentalebenen vom Aquator abweichen., Wenn also die vier Satelliten
einander nicht stbrten, so dass nur die behandelten zwei Stirungsursachen vorhanden
wilren, so wiirde jeder von ihnen seine eigene Fundamentalebene haben, und die Lagen dieser
Ebenen wiirden nur von der Entfernung eines jeden Satelliten von Jupiter abhingen.

217) In der That aber stiren die Satelliten einander. Welcher Art werden diese
Stirungen sein? Als wir in 210 von den Planeten sprachen, erwilhnten wir, dass die

*) Zerlegt man die ans der Bahuebene ziehende Kraft in Komponenten in und senkrecht zu dieser
Ebene, so ergiebt sich, dass die senkrechte Komponente um so grisser ausfillt, je hoher der gestirte Korper
fiber der Bahn des storenden steht, bei gleicher Entfernung des stirenden Kirpers,
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Wirkung der Anziehung eines Planeten auf den andern im Laufe der Zeit darin besteht,
den gestirten (in irgend einem Teile seiner Bahn) in die Ebene der Bahn des stirenden zu
ziehen. Dies gilt fiir irgend einen umlanfenden Kiorper, der von einem andern gestirt wird;
es gilt also auch fir die Satelliten Jupiters: ,jeder derselben wird den andern aus seiner
Bahnebene in die Xbene der Bahn des stirenden zu ziehen suchen®.

In Wirklichkeit sind die Bahnen der Satelliten gegen ihre Fundamentalebenen geneigt,
wenn auch nicht stark. Im Lanfe der Zeit aber, wenn die Knoten viele Male ihren Umlauf
vollendet haben, kinnen wir die Bewegung als in der Fundamentalebene vor sich gegangen
betrachten; denn denkt man sich, die Knoten haben wiederholt ihre Umlliufe vollendet, so
wird die Bahn auf der einen Seite ebensooft iiber als unter der Fundamentalebene gelegen
haben, oder es wird im Mittel ihre Lage, in langer Zeit, die der Fundamentalebene sein
(siehe 220). Wir wollen nun auch vorlinfiz annehmen, die Satelliten bewegten sich in ihren
Fundamentalebenen selbst.

Nunmehr fragt es sich: welches werden diese vier Fundamentalebenen der Satelliten
sein, wenn wir die gegenseitizen Kinwirkungen der letzteren beriicksichtigen? KEine solche
Ebene soll derart sein, dass, wenn der Satellit sich in ihr bewegt, sich alle Kriifte anf ihn
im Laufe der Zeit das Gleichgewicht halten, also gar keine Anderung der Neigung und des
Knotens erzeugt wird. In dieser Ebene wird der Satellit gegen die Ebene der Jupiterbahn
durch die stirende Kraft der Sonne gezogen, wiihrend ihn ferner die Abplattung Jupiters
nach dem Aquator des letzteren, und die stirenden Kriifte der drei anderen Satelliten nach
den Bahnen dieser drei Korper hin ziehen; alle diese Kriifte miissen sich in der Fundamental-
ebene im Laufe der Zeit das Gleichgewicht halten.

218) Die Bestimmung der neuen Lagen dieser Ebenen ist nicht sehr schwierig,
wenn fiir die Grisse jeder dieser Krifte allgemeine algebraische Ausdriicke gefunden sind.
Die allgemeine Natur der Resultate ist leicht zu erkennen; die einzelnen Fundamental-
ebenen, wie sie da sein wiirden, wenn nur Sonne und Jupiters Gestalt storten, werden ein-
ander niher gebracht werden, weil jeder Satellit nach den Ebenen der drei anderen hin
gezogen wird (in 216 zeigten wir, dass, wenn die Wirkung nach der einen Seite griisser wird,
auch die Fundamentalebene mehr nach dieser Seite riickt); fiir den ersten, zweiten, dritten
Satelliten, fiir welche die Fundamentalebenen von dem Jupiteriquator der Reihe nach immer
grissere Abstinde hatten, nihern sich diese Ebenen der Bahn des Jupiter, wiihrend die des
vierten ndher nach dem Aquator des Jupiter hin gezogen wird. Die vier Ebenen gehen stets
durch die Durchschnittslinie von Agquator und Bahn des Jupiter, wie wir schon erwiihnten.
Denken wir das Auge in dieser Durchschnittslinie in grosser Entfernung stehend, und
bedeuten in Fig. 76 die punktierten Linien die Fundamentalebenen, wenn die Safelliten sich
gegenseitig nicht stirten, so werden dann, nach den vorigen Bemerkungen, die ausgezogenen
Linien die Lagen dieser Ebenen darstellen fiir den Fall, dass die Satelliten stérend aufeinander
wirken*). Der Aquator des Jupiter ist gegen die Jupiterbahn nur ungefiihr um 3° 6/ geneigt,
und die Wirkung der Abplattung ist so gross, dass die Fundamentalebene des ersten Satelliten
gegen den Aquator des Jupiter nur um 7" geneigt ist, die des zweiten ungefdhr um 1 die
des driften um etwa 5/, und die des vierten beinahe um 24,: ‘. Ohme gegenseitige StOrungen
der Satelliten wiiren diese Neigungen 2 207 4/ 48°

219) Nachdem wir so die Lagen der Fundamentalebenen betrachtet haben, wollen
wir nun die Bewegung eines Satelliten untersuchen, der in einer gegen
seine Fundamentalebene geneigten Bahn einhergeht.

220) Die Knotenlinien schreiten auf den Fundamentalebenen
zuriick, ohne Anderung der Neigung gegen diese Ebenen.

] *) Dass die Fundamentalebenen der Satelliten gerade so liegen wie in Fig. 76, riihrt von der ver-
schiedenen Grisse der Massen und der Entfernungen der Satelliten her; so ist die Masse des dritten die griisste,
nach ihr kommt die des vierten.




Nehmen wir nun also an, irgend einer der Satellifen bewege sich in einer gegen
seine Fundamentalebene geneigten Bahn, Die allgemeine Wirkung wird derselben Art sein
wie beim Monde. Die stirende Kraft, welche den Satelliten aus seiner Bahn zu zehen sucht,
ist ja nach der Grundebene hin gerichtet, und die Knotenlinie wird deshall (192) auf
der Fundamentalebene riickwirts gehen

Dass die storende Kraft thatsiichlich die angegebene Richtung hat, ergiebt sich aus
folgender Betrachtung: Die Bahn des Satelliten liege zwischen Fundamentalebene und Aquator,
80 ist die Bahn dem Aquator néher als die Fundamentalebene. Fiele die Bahn in den Aquator
(Fig. 75), so wire die Storung durch die Abplattung Null, die der Sonne (wemn wir die
Wirkung der iibrigen Satelliten unbeachtet lassen) allein da; lige sie in der Fundamental-
ebene selbst, so wiirden beide Stirungen gleich sein und sich aufheben. Liegt die Bahn aber
zwischen Aquator und Fundamentalebene, so werden die Storungen nicht mehr gleich sein,
die Storung durch die Abplattung wird kleiner sein als die der Sonne, die letztere wird
iiberwiegen ; denn der Satellit ist dann von der Jupiterbahn weiter entfernt, als es der Fall
ist, wenn er in der Fundamentalebene steht, somit die Storung durch die Sonne grisser als
im letzten Falle. Die Wirkung davon ist eine griissere Anziehung nach der Sonne oder nach
der Jupiterbahn hin, also nach der Seite hin, auf welcher die Fundamentalebene von der
angenommenen Lage der Bahn aus liegt, d. h. eben die Storung ist nach der Fundamental-
ebene hin gerichtet. Ahnliches gilt, wenn man die Bahn nach der andern Seite geneigt
annimmt, wo dann die Wirkung der Abplattung fiberwiegt und die Knoten zuriickschreiten
lisst. Gleiches ergiebt sich auch, wenn man die Wirkung der iibrigen Satelliten beriicksichtigt.
Nehmen wir z. B an, die Bahn des dritten, dessen Fundamentalebene in Fig. 76 bestimmt
worden ist, liege zwischen dieser Ebene und dem Aquator des Jupiter. Fillt die Bahn mit
der Fundamentalebene zusammen, so halten sich alle Kriifte das Gleichgewicht: liegt sie mehr
nach dem Aquator hin, so ist sie letzterem, wie den Bahnen des ersten und zweiten nither, so dass
die Wirkungen von Abplattung und erstem und zweitem Satelliten kleiner sind als in dem Falle,
wo Gleichgewicht ist; sie ist aber ferner weiter entfernt von der Jupiterbahn und der Bahn-
ebene des vierten, so dass deren Wirkungen grisser sind als im Gleichgewichtsfalle und somit;
iiberwiegen, oder eine Anziehung auf den dritten pach dieser Seite hin iibrig bleibt, d. h. eine
nach der Seite hin, auf welcher die Fundamentalebene von der Bahn des dritten aus liegt,
oder eine nach der Fundamentalebene des dritten hin gerichtete,

Die Neigung wird zunehmen und abnehmen, aber im ganzen nicht
geindert werden (192). Infolge der verschiedenen Neigungen wird die Abplattung, aber
auch die Sonne in ihrer Wirkung iiberwiegen konnen. Schreiten nimlich die Knoten zuriick,
so ist auf der einen Seite die Bahn nach der einen, nach einem halben Umlaufe nach der
entgegengesetzten Seite geneigt (Fig. 77), so dass in der That abwechselnd die Wirkung der
Abplattung und die der Sonme iiberwiegen wird. Derjenige Teil der riickschreitenden
Bewegung der Knoten nun, welcher von der storenden Kraft der Sonne abhingt, wird fir
die weiter entfernten Satelliten griisser sein als fiir die niheren; der aber, welcher von der
Gestalt Jupiters abhingt — und dies ist der wichtigere — ist fiir die niheren Satelliten
grisser, als fiir " die entfernteren. Im ganzen werden also die Knotenlinien der inneren
Satelliten schneller zuriickgehen als die der #iusseren. In der That hat die jdhrliche riick-
schreitende Bewegung fir die vier Satelliten, wenn wir mit dem zweiten beginnen, die
Grossen: 129 20 324 414

221) Die Neigung der Bahn eines dusseren Satelliten erzeugt eine
Ahnliche Neigung der Bahn eines inneren.

Die storende Kraft eines Satelliten auf die andern wird durch den
Umstand sehr modificiert, dass seine Bahn nicht mit seiner Fundamentalebene zusammenfillt,
und die Bahn bleibt lange genug in nahezu derselben Lage, um eine sehr merkliche Unregel-
miéissigkeit hervorzubringen. In 220 haben wir die Bewegung eines Satelliten fiir sich allein
untersucht, falls seine Bahn gegen seine Fundamentalebene geneigt ist; welche Wirkung wird
aber weiter dieser Satellit auf die andern ausitben? Nehmen wir also jetzt an, der eine
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Satellit bewege sich in seiner Fundamentalebene, der andere nicht;
welche Unregelmissigkeit wird der letztere im ersteren hervorrufen?
Um die Natur derselben zu erforschen, milssen wir beachten, dass die von einem Satelliten
anf einen andern senkrecht zu dessen Bahn ausgeiibte Kraft ganz von der Neigung der beiden
Bahnen abhiingt, sodass durch Vergriissern der Neigung die stirende Kraft geindert wird.
Fielen die Bahnen zusammen, so wire die genannte stirende Kraft Null, ist ein Abstand
beider da, so gilt das nicht mehr, sondern die Stirung ist um so grisser, je grisser der
Abstand ist.

Nehmen wir nun einen bestimmten Fall an: Der zweite Satellit bewege sich
in einer gegen seine Fundamentalebene geneigten Ebene; welcher Art wird
die Stiérung sein, die er in der Breite des ersten hervorruft?

Bsmerkan wir dabei zuerst, dass, wenn beide Korper sich in ihren Fundamentalebenen
bewegten, die von der Neigung dieser ]-'}hellell, also zugleich der Bahnen, abhiingenden stiren-
den Krifte vollstindig dadurch in Rechnung gezogen wiren, dass wir eben die Lage dieser
Ebenen bestimmten; denn in den so bestimmten Bahn- oder Fundamentalebenen kinnten sie
sich fortan ohne Stérung bewegen, oder der Zustand wilrde ein bleibender sein. Hat daher
der eine Satellit eine gegen seine Fundamentalebene geneigte Bahn, so werden wir die dadurch
auf den andern Satelliten hervorgebrachten Ungleichheiten ermitteln konnen, indem wir nur
die Anderungen betrachten, welche durch die Ortsiinderung des zweiten Satelliten gegen seine
Fundamentalebene erzeugt werden. Wir werden, um die Einwirkung auf den ersten zu
finden, in derselben Weise verfahren, wie bei mehreren fritheren Beispielen, so nimlich, dass
wir diejenige Bewegung des ersten Satelliten aufsuchen, welche, bezogen auf die Bewegung
des zweiten, fortdauernd mit dieser Neigung des zweiten bestehen k:mn oder dass wir die
Eewewlmg des ersten snchen, fiir welche, troiz der Neigung der Bahn des zweiten, der Zustand
ein danernder ist.

Die wirkliche Bahn des zweiten liege etwa auf der einen Seite hoher iiber, auf der
andern demnach tiefer unter der Bahn des ersten als die Fundamentalebene des zweiten
(Fig. 78). Liegt die Bahn des zweiten in der Fundamentalebene, so ist die aufziehende
Wirkung des zweiten auf den ersten, auf der linken Seite in Fig. 78, so gross, dass sich
alle anf- und abziehenden Krifte das Gleichgewicht halten; liegt die Bahn des zweiten in der
Bahn des ersten, so ist seine Wirkung auf den ersten Null, letztere ist aber um so grisser,
je grisser die Neigung seiner Bahn gegen die des ersten ist; liegt seine Bahn also auf der
linken Seite moch hoher iiber der Balm des ersten als die Fundamentalebene, so ist die anf-
ziehende Kraft des zweiten grisser als sie sein wiirde, wenn der zweite in seiner Fundamental-
ebene lige. Die Kriifte insgesamt werden sich nicht mehr aufheben, es wird vielmehr in
Wirklichkeit eine aufwiirts ziehende Kraft da sein und auf die Bahn des ersten wirken, wie
dann ebenso auf der rechten Seite eine von der Bahn des ersten fort gerichtete, also abwiirts
wirkende Kraft da ist.

Liegt die Bahn des zweiten auf der linken Seite niher der Bahn des ersten als die
Fundamentalebene (Fig. 79), so wird die anfziehende Kraft des zweiten kleiner sein als sie
sein wiirde, wenn er in der Fundamentalebene stiinde, oder die Krifte werden sich nicht
mehr das Gleichgewicht halten; es wird die Summe der aufwirts gerichteten Kriifte kleiner
sein als die der abwiirts wirkenden oder es ist im ganzen eine abwirts gerichtete Kraft
vorhanden, wihrend auf der rechten Seite entsprechend eine aufwiirts gerichtete da ist. Aunf
jeden Fall sehen wir, die Bahn des zweiten mag nach irgend welcher Seite gegen seine
Fundamentalebene gcneigt sein, dass anf den ersten Satelliten in den verschiedenen Punkten
seiner Bahn eine Kraft nach derselben Seite hin wirkt, auf welcher die Bahn des zweiten
Satelliten von ihrer Fundamentalebene aus liegt, und dass die Grisse dieser Kraft der Ent-
fernung von Bahn- und Fundamentalebene des zweiten proportional ist.

Nun ist die Ungleichheit in der Bewegung des ersten Satelliten eine kleine Neigung
seiner Bahn gegen seine Fundamentalebene, und diese einzige Ungleichheit der Satelliten Jupiters
betrachten wir hier. Nunmehr fragt es sich, welche Lage muss die Bahn des ersten




!

haben, damit ihre Ungleichheit, jene kleine Neigung, wirklich bestehen
bleibt, also der Zustand ein danernder ist?

Untersuchen wir zuniichst, welche Lage die Knoten der Bahn des ersten
haben miissen.

Diese Knoten des ersten in seiner Fundamentalebene kinnen nicht nach der Seite hin
liegen, wo der zweite am weitesten von seiner Fundamentalebene entfernt ist, z B. nicht in
B oder C; denn dann wiirde die storende Kraft gross sein, und zwar vor und nach dem Durch-
gange durch diese Knoten (eben weil der zweite dann grossen Abstand von seiner Fundamental-
ebene hat), wozn noch kommt, dass vor und nach dem Durchgange die Kraft in derselben
Richtung wirkt — da sie stets nach der Seite gerichtet ist, auf welcher die Bahn des zweiten
von seiner Fundamentalebene aus liegt — sodass dadurch der Ort des Knotens ungeiindert
bleibt (202, siehe auch die Fig. 69; wenn vor dem Durchgange ein Riickgehen der Knoten M
und N erfolgt, so gehen sie darnach vorwirts), wihrend die Neigung bedeutende Anderungen
erleidet, da sie vor wie nach dem Durchgange dureh jeden der Knoten entweder beide Male
zunimmt oder abnimmt, je nachdem eben die Bahn des zweiten Satelliten nach der einen oder
andern Seite ihrer Fundamentalebene geneigt ist (sieche wieder 202). Dadurch wiirde aber das
Gleichbleiben der erwithnten Ungleichheit in der Neigung sehr gestirt werden. Wir diirfen
daher die Knoten nicht dort annehmen, wo der zweite Satellit weit von seiner Fundamental-
ebene absteht, sondern vielmehr dort, wo der zweite seiner Fundamentalebene am niichsten
steht (da dann die Einwirkung auf den ersten in seinen Knoten gering und somit auch der
Einfluss auf die Neigung des ersten gering ist), d. h. dort, wo seine Bahn die Fundamental-
ebene schneidet oder dort, wo die Knoten der Bahn des zweiten in der Fundamentalebene des
zweiten liegen; mit andern Worten: die Knoten der Bahn des ersten Satelliten
in seiner Fundamentalebene miissen auf derselben Seite liegen, auf
welcher die Knoten des zweiten in seiner Fundamentalebene liegen

Diese Bedingung muss erfiillt sein, soll der Zustand ein bleibender sein. In welchem
Sinne wird nun aber weiter die Neigung der Bahn des ersten gelten? Wird diese Bahn auf
der einen oder der andern Seite von der Fundamentalebene des ersten liegen? Um dies zu
beantworten, miissen wir bedenken, dass die Einwirkung der Gestalt Jupiters die Knoten des
ersten Satelliten schneller riickwiirts gehen macht als die des zweiten, Nun haben wir aber
soeben gesehen, dass die Knoten der Bahnen des ersten und zweiten stets auf gleichen Seiten
liegen, sich also bei ihren Umldufen begleiten, d. h. sich beide gleich schnell bewegen miissen;
damit dies moglich ist, muss die vom zweiten Satelliten abhiingige stirende Kraft einen Teil
des schnelleren Riickschreitens aufheben oder sie muss fiir sich ein Vorschreiten der Knoten-
linie des ersten erzeugen. Dazu ist nitig, dass die vom zweiten ausgehende
stirende Kraft den ersten Satelliten von seiner Fundamentalebene weg-
zuziehen sucht (193). Hieraus lisst sich die Lage der Bahn des ersten bestimmen: ,Die
vom zweiten bewirkte Stirung hat dieselbe Richtung wie die Entfernung des zweiten Satelliten
von seiner Fundamentalebene (Fig. 78 und 79), liegt er z. B. oberhalb der letzteren, so ist
die Kraft anfwiirts gerichtet; soll nun diese Stirung den ersten von seiner Fundamentalebene
fortziehen, so muss die Bahn des ersten auch oberhalb ihrer Fundamentalebene liegen (denn
lige sie unterhalb, so wiirde die aufwiirts gerichtete Storung den ersten nach seiner Fundamental-
ebene hin ziehen). Es muss also die Bahm des ersten in Bezug auf ihre Fundamentalebene
dieselbe Lage haben, welche die Bahn des zweiten zu ihrer Fundamentalebene hat, wenn der
Zustand ein danernder sein soll.

Dieselbe Schlussfolge lisst sich in jedem andern Falle anwenden, wo ein innerer
Satellit durch einen #usseren gestirt wird, und so erhalten wir den Satz:

Wenn die Bahn eines Jupitersatelliten gegen seine Fundamentalebene geneigt ist, so
sucht er in der Bahn jedes inneren Satelliten eine Neigung derselben Art und mit denselben
Enoten zu erzengen.

222) Die Neigung der Bahn eines inneren Satelliten ruft eine ent-
gegengesetzte Neigung in der Bahn eines Ausseren Satelliten hervor,
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Untersuchen wir nun, welcher Art die Ungleichheit in der Breite des dritten Satelliten
sein wird, welche der zweite erzeugt. Dieselbe Schlussweise wie vorher gilt wirtlich auch
hier, nur muss man bedenken, dass das durch Jupiters Gestalt hervorgebrachte Riickschreiten
der Knoten des dritten Satelliten langsamer ist als das des zweiten, und deshalb die auf den
dritten einwirkende stirende Kraft dieses Riickschreiten seiner Knoten beschleunigen, und
diese Kraft somit gegen seine Fundamentalebene hin gerichtet sein muss (192). Dazu aber
wiirde notig sein, dass die Bahn des dritten anf der Seite ihrer Fundamentalebene liegt,
welche entgegengesetzt der ist, auf welcher der zweite in Bezug auf seine Fundamentalebene
sich befindet (die Stirung des zweiten ist immer nach der Seite gerichtet, auf welcher seine
Bahn von ihrer Fundamentalebene aus liegt, nach 221). Daraus folgt dann als allgemeines
Resultat, dass wenn die Bahn eines Satelliten Jupiters gegen seine Fundamentalebene geneigt
ist, er in der Bahn der dusseren Satelliten eine Neigung entgegengesetzter Art und mit dem-
selben Knoten anstrebt.

223) Die Bahn des ersten Satelliten hat keine merkliche Neigung gegen seine

Fundamentalebene; die des zweiten, dritten und vierten aber sind gegen ihre Fundamental-
ebenen geneigt, und zwar die des zweiten um 25/, die des dritten und vierten um etwa 124 und
diese Neigungen bewirken wirklich in den andern Satelliten Ungleichheiten solcher Art, wie
wir sie eben untersucht haben.
.. 224) Wir miissen noch hinzufiigen, dass die Storung des ersten durch den zweiten
eine Anderung in der Einwirkung des ersten auf den zweiten hervorbringt, die den zweiten
von seiner Fundamentalebene zu entfernen, und folglich das Rilckschreiten der Knoten des
zweiten um etwas zu verringern sucht (1938).

Ebenso sucht die geéinderte Wirkung des dritten auf den zweiten den letzteren gegen
seine Fundamentalebene hin zu ziehen, und deshalb das Riickschreiten der Knoten des zweiten
um etwas zu vergrossern (192).%)

Wir haben hier dieselbe Art von Verwickelung hinsichtlich der Stirungen dieser
Kirper in Breite, wie wir sie frither, in 150, in Bezug auf die Storungen in Linge er-
wihnt haben.

225) Die einzige noch vorhandene merkliche Ungleichheit in Breite ist die, welche
von der Stellung der Sonne abhingt, mit Riicksicht auf die Knoten der Bahnen in der Ebene
der Jupiterbahn (d. h. mit Riicksicht auf die Knoten von Jupiters Aquator auf der Ebene von
Jupiters Bahn), und diese beliuft sich nur auf wenige Sekunden. Sie ist der des Mondes,
welche wir in 205 erwidhnt haben, villig analog.

IX. Abschnitt.

Wirkung der Abplattung der Planeten auf die Bewegungen
ihrer Satelliten.

226) In den Betrachtungen iiber die Bewegung um einen Centralktrper nahmen wir
den letzteren als kugelformig an. Diese Voraussetzung macht die Untersuchung amsserordentlich

*) Betrachten wir z. B. Fig. 78. Der zweite Satellit legt die Bahn des ersten nach oben (in der Figur
links), niher der Fundamentalebene und der Bahn des zweiten: daher ist die Wirkung des ersten anf den
zweiten kleiner als ohne diese Ablenkung, also die abziehende Kraft kleiner als friiher oder es ist, pepen frither,
Jjetzt eine Kraft da, die den zweiten anfwiirts treibt, von seiner Fundamentalebene fort. In Figur 79 legt der
zweite Satellit die Bahn des ersten (links in der Figur) unter die frithere Ebene, unter seine Fundamental-
ebene, also weiter von der Fundamentalebene des zweiten, so dass die vom ersten ansgefibte Abziehung grisser
wird, und so den zweiten Satelliten von seiner Fundamentalebene zu entfernen sucht. Tir die Wirkung des
dritten auf den zweiten ergiebt sich das Behauptete, auf demselben Wege, wenn man bedenkt, dass der zweite
Satellit eine entgegengesetzte Neigung der Bahn des dritten erzengt.
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ziehung, welche die gesamte Materie einer Kugel auf einen Kirper ausiibt, der sich ausserhalb
in beliebiger Entfernung befindet, ist genau dieselbe, als wenn die ganze Materie im Mittel-
punkte vereinigt wire.* Ist also der anziehende Kiorper kugelfirmigz, so kinnen wir bei der
Betrachtung der Bewegung nm denselben seine Grisse ganz unbeachtet lassen: es ist dann so
gut, als wire er ein Punkt, der mit gleicher Stiirke anzieht.

227) Allein die Planeten sind nicht kugelfsrmig. Migen sie nun jemals fliissig
gewesen sein oder nicht, sicher ist doch ein grosser Teil ihrer Oberfliche — bei der Erde
wenigstens ist es so — mit Flissigkeit bedeckt; diese letztere aber wird durch die Rotation
des Planeten eine ganz bestimmte Gestalt annehmen. Die Flissigkeit wird dort am meisten
hindréngen, wo die drehende Bewegung am schnellsten ist, d. h. nach dem Aquator. So ergiebt
sich schon aus der Theorie, und Messungen bestiitigen es, dass die Erde keine Kugel, sondern
ein Sphiiroid ist, welches am Nord- und Siidpol abgeplattet ist und rings um den Aquator
einen Wulst hat. Die Halbachsen dieses Sphéroids, d. h. die Radien nach Pol und Aquator
verhalten sich nahe wie 299:300, so dass eine durch den Erdmittelpunkt im Aquator ZEeZ0Zene
Linie um nahe 44 km liinger ist als die durch die Pole gehende Linie,

228) Die Abplattung des Jupiter ist noch viel grosser als die der Erde. Das Ver-
hiiltnis seiner Achsen ist niimlich sehr nahe das von 16:17, so dass die Differenz seiner Durch-
messer, des im Aquator liegenden und des nach den Polen gehenden, etwa 8054 km betrigt,
In der That fillt dem durch ein Fernrohr beobachtenden Aunge diese elli ptische Gestalt Jupiters
sofort auf.

229) In diesem Abschnitte wollen wir uns die Aufgabe stellen, die allzemeinen
Wirkungen dieser Gestalt der Planeten auf die Bewegungen ihrer Satelliten zu ermitfeln. Die
Ubereinstimmung, welche in diesem Punkte zwischen Beobachtung und Rechnung besteht, ist
einer der schlagendsten Beweise fiir die Richtigkeit des Satzes: ,jedes materielle Teilchen
zieht jedes andere an nach dem Gesetze der allgemeinen Schwere®.

230) Die Anziehung eines abgeplatteten Sphiiroids auf einen Korper
in der Ebene seines Aquators ist griosser, als wenn seine ganze Masse in
seinem Mittelpunkte vereinigt wire.

Beginnen wir damit, die Wirkung zu untersuchen, welche ein abgeplatteter Planet auf
einen in der Ebene seines Aquators stehenden Satelliten ausiibt.

Das durch die ausgezogene Linie dargestellte Sphiiroid (Fig. 80) konnen wir uns aus
der durch punktierte Linien angedenteten Kugel entstanden denken durch Abschneiden einer
Quantitit Materie von den Polen. Um die Betrachtung zu vereinfachen, wollen wir annehmen,
die ganze so abgeschnittene Materie befinde sich in einem einzigen Klumpen an jedem Pole,
also in den Punkten D und E. Die Anziehung der ganzen Kugel auf den Satelliten B ist, wie
wir sagten, dieselbe, als wenn die ganze Materie der Kugel in A vereinigt wire. Aber die
Anziehung des abgeschnittenen Teiles ist nicht dieselbe, als wenn seine Masse sich in A befiinde;
denn seine Entfernung von B ist grosser als AB, und seine Anziehung ist nach D oder E, aber
nicht nach A gerichtet.

Nehmen wir, um dies noch besser einzusehen, etwa an, es sei AD = 1,AB = 10.

Da die Kriifte sich umgekehrt verhalten wie die Quadrate der Entfernungen der an-
ziehenden Massen, so kann man die Anziehung des Klumpens D, wenn er in A stiinde, wo seine

Entfernung von B = 10 wiire, mit JEU bezeichnen; ist er aber in D selbst, so ist seine An-

ziehung nur gleich l:]-l Zu setzen, denn es ist das Quadrat von BD gleich der Summe der
Quadrate von AB und AD, d. h. gleich der Summe von 100 und 1. Man sieht also, die An-
ziehung der Masse am Pole D ist eine andere, wenn sie in A, als wenn sie in D ist.

Ebenso ist auch die Richtung der Anziehung schuld daran, dass die Anziehung des
Klumpens in D eine andere ist, als wenn er sich in A befindet; denn, wenn die Anziehung von
D den Satelliten um das Stiick Bb fortziehen wiirde, so wiire die wirkliche Annéherung, die B
einfach; denn man hat bewiesen, dass die Kugel die folgende Eigenschaft besitzt: ,Die An-
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nach A hin erfahren hiitte, das Stiick Bc — wenn be senkrecht zu AB steht*) —, welches
kleiner ist als Bb, und zwar kleiner im Verhiltnis von BA:BD oder von 10:1101. Da wir
nun die Anziehung der Masse D nach D hin durch ﬁ]ﬁ bezeichneten, so wird die wirkliche
Anziehung von D, geschiitzt nach der Strecke, durch welche sie den Safelliten nach A hin
zieht, die Grissen % . T(lﬁ haben. Denn llm ist die Anziehung, wenn sie um das Stiick Bb fort-
bewegt; bewegt sie um das Stiick Be fort, welches nur % - Bb ist, so ist dann die An-

ziehung 1% . '1';1',1. Das ist aber in der That die ganze Wirkung der Anziehungskraft von D,
denn obgleich die Anziehung von D allein den Satelliten noch um das Stiick cb iiber AB zu
bringen sucht, so wird ihm doch die Anziehung von E um genan ebensoviel nach der ent-
gegengesetzten Seite von AB ziehen, so dass sich die auf AB senkrechten Wirkungen der an-
ziehenden Krifte anfheben.

Wir haben demnach folgendes Ergebnis. Die Anziehung der Masse D, wenn man sie

sich nach A gesetzt denkt, ist = ,:—,U = (0,5, wenn man sie aber wirklich in D selbst an-
10

0. Vi = Owooesis (nach A hin). Der Unterschied betriigt O.om4s2 oder beinahe

O.omso0 oder das G’Eﬂfache oder das ﬁﬁﬁwha der ganzen Anziehung von D, letzteres in

01
A vereint gedacht. Dasselbe gilt fiir die Masse E. Wir sehen also, wenn wir alles beriick-
sichtigen: ,dass D weiter von B entfernt ist als A, und dass DB und EB andere Richtung haben
als AB, wodurch bewirkt wird, dass z B. nicht Bb, sondern nur die kleinere Strecke Be die
Wirkung der Anziehung ist“, so ergiebt sich, dass die Massen D und E in der That eine
kleinere Anziehung auf B aunsiiben, als wenn sie in A vereinigt wiiren. Da aber die ganze
Kugel, Sphiroid samt Klumpen, so wirkt, als wenn ihre ganze Masse im Mittelpunkte A ver-
einigt wire, diese Anziehung aber doch dieselbe ist, als wenn Sphéroid und Klumpen jedes
fiir sich wirkten, und da ferner die Massen D und E an diesen Orten D und E auf B schwiicher
wirken, als wenn man sie in A vereinigt denkt, so muss die Masse des ,ausgezogenen Sphiroids*
allein eine stirkere Wirkung ausiiben, als sie sein wiirde, wenn seine ganze Masse im Mittel-
punkte A vereinigt wire.

231) Das Verhiéiltnis, in welchem die Anziehung eines abgeplatteten
Sphéroids grisser ist, als wenn seine Masse im Mittelpunkte vereinigt
wire, nimmt ab, wie das Quadrat der Entfernung wichst

Wir sahen soeben, dass die Anziehung eines Sphiroids grisser ist als die, die man
erhielte, wenn man sich die ganze Masse desselben im Mittelpunkte vereinigt diichte. s fragt
gich nun, ob dieser Unterschied zwischen beiden Anziehungen in anderer Entfernung des
Satelliten noch derselbe ist oder ob er von der Entfernung abhiingt.

Um dies zn ermitteln, wollen wir jetzt die Entfernung des Satelliten = 20 annehmen,
also das frithere AB = 20 sefzen. Auf dem fritheren Wege finden wir, dass die Anziehung
von D, dessen Masse aber in A gedacht dargestellt ist durch _jfﬂ = (omps, dass aber die An-
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ziehung des D, die Masse jedoch in D selbst gedacht, — 555 = Owousees™*) Der Unter-

nimmt =

*) Man kann sich die Anziehung Bb in zwei zerlegt denken: in Be nach Richtung BA und in eine
Komponente senkrecht zu AB.

**) Es ist jetzt BD® = AB?-I- AD* = 400 - 1 = 401, somit die Anziehung der Masse D in D) = tii.i.'ll" Die
wirklich in Betracht kommende Anziehung von D (nach A hin) ist aber, da be aufgehoben wird, dargestellt
durch Be = % « Bb = }% « Bb (weil Be : Bb = BA : BID). Eb stellt die Anziehung von D in D dar, sie ist
;;3-1, somit ist Be oder die wirkliche Anziehung von D (nach A hin): I_’% . ,1—41}—1'
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WTUEJO dfm:l]e der ganzen Anziehung von D (die Masse D in A gedacht). Friiher,
; ! : 1500 : : :

bei der Entfernung AB — 10, war dieser Unterschied Tooood ist also jetzt, bei doppelter
Entfernung, nur 1 so gross. Wird daher der Satellit in die doppelte Entfernung von A ge-
bracht, so ist der Unterschied zwischen der Anziehung des Klumpens D in A und in D, im
Vergleich zur Anziehung desselben in A,% s0 gross als vorher. Nun wissen wir vom Schlusse
von 230, dass, wenn die Anziehung des Klumpens in D kleiner ist, als wenn seine Masse in
A wilre, die Anziehung des Sphiiroids griosser sein muss als die seiner in A vereinigten Masse.
Da jetzt der Unterschied zwischen beiden Anziehungen in doppelter Entfernung fiir den Klumpen
} 80 gross ist als der in einfacher Entfernung, so wird demnach auch der Unterschied zwischen

schied betrigt Qs oder das

nahezu das

diesen Anziehungen in doppelter Entfernung fiir das Sphiiroid nur l‘ von dem in einfacher

Entfernung sein, d. h. die Anziehung des Sphiiroids ist in doppelter Entfernung zwar anch
noch grisser als die seiner im Mittelpunkte vereinigt gedachten Masse, aber der Unterschied
zwischen beiden Anziehungen ist doch kleiner geworden, er ist nur i— 80 gross als er in ein-
facher Entfernung war.

Was wir fiir die doppelte Entfernung fanden, ldsst sich auch fiir andere Entfernungen
ermitteln, und man wiirde so das Gesetz finden:

Das Verhiltnis des Unterschiedes der wirklichen Anziehung eines Sphiroids und der-
jemigen, welche die im Mittelpunkte vereinigte Masse ergiebt, zu der letzteren Anziehung
nimmt ab wie das Quadrat der Entfernung (des angezogenen Korpers) von A wiichst.

282) Ist der anziehende Kirper abgeplattet, so kann man also nicht so verfahren,
als wiire alle Masse im Mittelpunkte vereinigt; macht man doch diese Annahme, so wird man
noch dem am Schlusse von 231 Gesagten Rechnung tragen miissen, und zwar lisst sich die
Anziehung eines abgeplatteten Sphiroids auf einen Satelliten oder auf einen andern Korper,
der in der Ebene seines Aquators liegt, dann so ausdriicken:

Es ist zundchst dieselbe Anziehung da, wie wenn alle Materie des Sphiiroids in seinem
Mittelpunkte vereinigt wire, aber es ist ausserdem mnoch eine andere Anziehung vorhanden,
die von der Abplattung abhiingt, und deren Verhiltnis zur ersten Anziehung abnimmt, wie das
Quadrat der Entfernung des Satelliten zunimmt,

233) Die Anziehung eines abgeplatteten Sphiroids aunf einen Korper
in der Richtung seiner Achse ist kleiner, als wenn seine ganze Masse in
seinem Mittelpunkte vereint wirkte.

Untersuchen wir nun die Anziehung eines abgeplatteten Sphiiroids auf einen in der
Richtung seiner Achse liegenden Korper.

Wiederum sei (Fig. 81) der Satellit B um das Stiick AB — 10 von A entfernt. so wird

die Anziehung des Klumpens, wenn derselbe in A ist, durch i{,} dargestellt sein; sie wiirde aber,
wenn diese Masse in D w:‘i,re,s—ll betragen, und wenn sie sich in E befiinde Eii sein, da

die Entfernungen von D und E bis B 9 und 11 sind. Sind die beiden gleich grossen Klumpen D

und E in A vereint, so ist ihve Anziehung auf B — rﬂa -+ i-,-l., = iu = O,2; befinden sich diese

Klumpen aber in D und E, so ist die Summe ihrer Anziehungen s'li +I,—L = Oe08100. Der
Unterschied ist Oo0s100, um welche Grésse die Anziehung im letzteren Falle grisser ist. Es
ist demnach die Anziehung der Klumpen in den Stellungen D und E grisser, als wenn ihre

& .y . - G.I-I" ¥ 3[}5 3 &
Massen im Mittelpunkte vereint wiren, und zwar um —80 __ oder nahezn — ihrer
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8




66

ihrer ganzen Anziehung (in A). Nun ist doch aber die Anziehung der Kugel dieselbe, als wenn
jhre ganze Masse sich im Mittelpunkte befiinde; wenn wir also jene Klumpen wegnehmen, so
muss eine Masse bleiben, deren Anziehung kleiner ist, als wenn ihre ganze Masse im Mittel-
punkte vereint wire, Wirde man die Anderung des Unterschiedes zwischen der Anziehung
des fibrig bleibenden Sphéroids und seiner im Centrum vereinten Masse mit der Entfernung so
untersuchen wie in 232, so wiirde man auch das dort angegebene Gesetz finden.

284) Man wird deshalb sagen kinnen:

Die Anziehung eines Sphiiroids auf einen Korper, der sich in der Richtung seiner
Achse befindet, kann dadurch dargestellt werden, dass man die ganze Materie im Mittelpunkte
vereint denkt, und dann die so sich ergebende Anziehung um eine Kraft vermindert,
welche von der Abplattung abhiingt, und deren Verhiltnis zur ganzen Anziehung (der im
Mittelpunkte gedachten Masse) so abnimmt, wie das Quadrat der Entfernung des Kiorpers
zunimmt,

235) Wir haben_somit gefunden, dass die Anziehung eines Sphiiroids auf einen
Kirper in der Ebene des Aquators grosser ist, als wenn alle Masse des Sphiiroids im Mittel-
punkte sich befinde, aber kleiner ist fiir einen, der sich in Richtung der Achse befindet. Es wird
daher die Anziehung immer kleiner werden in je grissere Entfernung vom Aquator ein Korper
gebracht wird, und es wird zwischen Achse und Aquator eine Richtung geben, fiir welche die
wirkliche Anziehung des Sphiiroids genau dieselbe ist, als wenn die ganze Masse desselben in
seinem Centrum beisammen wire,

236) Die Anziehung eines abgeplatteten Sphiroids verursacht ein
Vorschreiten der Apsidenlinie seiner Satelliten, welches um so schneller
ist, je ndher der Satellit steht.

Nehmen wir an, es bewege sich ein Satellit in einer Ebene, die mit dem Aquator zu-
sammenfiillt oder doeh nur einen kleinen Winkel mit ihm bildet; welcher Art wird die Bahn sein?
Hierzn wissen wir nach 232, dass einmal auf den Satelliten eine Kraft so einwirkt, als wire

die Masse des Sphiroids im Mittelpunkte vereinigt, welche also dem Quadrate der Entfernung
umgekehrt proportional ist, und infolge welcher der Satellit eine Ellipse beschreiben wiirde,
deren Brennpunkt der Mittelpunkt des Sphiiroids ist; wir wissen aber weiter, dass ausser
dieser Anziehung noch eine Kraft da ist, welche von der Abplattung abhingt, und die stets
nach dem Mittelpunkte gerichtet ist. Durech diese Kraft nun wird nach 46 bewirkt,
dass die Umlaufszeit bei derselben mittleren Entfernung kiirzer, oder die mittlere Entfernung
bei derselben Umlaufszeit grisser wird, als wenn bloss die erste Anziehung da wire. Nach
50 und 53 verursacht aber diese Kraft weiter ein Riickschreiten der Apsidenlinie, wenn der
Satellit in seiner grissten Entfernung ist, und ein Vorschreiten derselben, wenn er die kleinste
Entfernung hat. Stiinde diese Kraft freilich in verschiedenen Entfernungen immer im gleichen
Verhiltnisse zur andern Anziehung, so wiirde sie im ganzen keine Lagenidnderung der Apsiden-
linie herbeifiihren, da wir dann die Sache so ansehen kinnten, als hitten wir in bestimmtem
Masse die Centralmasse vermehrt. In diesem Falle wiirde also das Riickschreiten in der
grissten Entfernung dem Vorschreiten in der kleinsten gleichkommen miissen, also eine Ellipse
mit unveriinderlicher Apsidenlinie besehrieben werden.”)

Allein das Verhéltnis dieser Kraft zur andern nimmt ab, wenn die Entfernung
wiichst (281); daher wird das Riickschreiten in der grissten Entfernung kleiner sein als das
Vorschreiten in der kleinsten, und die Apsidenlinie im ganzen vorschreiten. Ebenso ist das
Verhiiltnis derselben Kraft zur ersten Anziehung um so grisser, je ndher der Satellit dem
Hauptkorper steht, weshalb fiir einen solchen Satelliten das Vorschreiten rascher erfolgen
wird wie fiir einen entfernteren.**) Dieses Vorschreiten wiederholt sich bei jedem Umlaufe.

*) Es wiire eben dasselbe, als bewegte sich der Satellib um eine andere kugelftrmige Centralmasse,
die nach dem Gesetze der allgemeinen Schwere anzieht; infolge solcher Anziehung wird stets eine und dieselbe
Ellipse beschrieben (siehe anch 98).

**) Fiir einen ferneren Satelliten sei in der kleinsten Entfernung die erstgenannte Anziehung auf ihn
A, die an zweiter Stelle genannte, von der Abplattung herriibrende B. Ist das Verhiltnis von grisster und




Das Vorschreiten der Apsidenlinie des Mondes, welches durch die Abplattung der Erde
verursacht wird, ist im Vergleich zu dem von der stirenden Kraft der Sonne erzeugten so
klein, dass man es kaum bemerken kann; das durch die Abplattung Jupiters erzeugte Vor-
schreiten der Apsidenlinien seiner Satelliten dagegen erfolgt so schnell, vorziiglich fiir die
nidheren Satelliten, dass im Vergleich zu demselben das von der Sonne herrithrende klein ist.

237) Untersuchen wir nun die Storungen, welche die Ab plattung eines
Planeten in der Breite eines Satelliten hervorb ringt.

238) Wenn ein Satellit nicht in der Ebene des Aquators steht, so
sucht ihn die von der Abplattung herriihrende Stérung derselben zu nihern.

Fillt die Bahn des Satelliten mit der Ebene des Aquators des Planeten ZUSAmmen, 80
ist augenscheinlich keine Stirung vorhanden, die aus dieser Ebene anf- oder abwiirts zn ziehen
strebt; der Planet wird deshalb bestindig sich in dieser Ebene bewegen, oder es giebt in
diesem Falle keine Storung in Breite.

Nehmen wir nun an, die Bahn des Satelliten sei gegen die Ebene des Aquators geneigt:
B sei der Satellit (Fig. 82). Untersuchen wir die Anziehung der zwei Klumpen D und E, so-
weit dieselbe bestrebt ist B senkrecht zur Linie AB fortzutreiben. D ist niher an B als E,
und die Linie BD ist mehr geneigt gegen AB als EB, bildet also einen grisseren Winkel
mit AB als BB. Wirkte die Anziehung von D allein, so wiirde sie in gewisser Zeit den Satelliten
nach d ziehen, und fd wiire der Teil dieser Bewegung, der senkrecht zu AB ist, und zwar wire
diese Bewegung aufwiirts gerichtet (man zerlegt Bd in zwei Bewegungen, in eine in Richtung
von AB und in eine senkrecht zu AB: fd ist senkrecht zu AB). Wirkte E allein, und wiirde
dadurch B in derselben Zeit nach e gezogen, so wiire eg der Teil dieser Bewegung, der senk-
recht zu AB, und zwar niederwiirts zu AB gerichtet ist. Wirken beide Anziehungen, so
kombinieren sich beide Wirkungen, und es fragt sich, welche die grissere ist, d. h. ob fd oder
eg das grissere ist. Da D niher an B liegt als E, so ist zunichst Bd grosser als Be, und da
auch noch BD einen grisseren Winkel mit AB bildet als BE, so ist df viel grisser als eg,
S0 dass also die aufwiirts treibende Kraft fiberwiegt. Die vereinten Anziehun gen von
D und E ziehen daher den Satelliten iiber die Linie AB hinauf Die An-
ziehung der ganzen Kugel witrde ihn lings der Linie AB fortzuziehen suchen. Nun geht doch
diese letztere Wirkung hervor aus der Anziehung der beiden Klumpen und aus der des ab-
geplatteten Sphiroids; da die wirkliche Gesamtanziehung keine Abweichung von AB hervor-
bringt, die Klumpen eine solche aufwiirts yon AB erzeugen, so muss das Sphiroid eine solche
abwiirts von AB bewirken. Bei einem abgeplatteten Sphiroide ist demnach, ausser der nach
seinem Mittelpunkte gerichteten Anziehung, stets noch eine senkrecht zum Radius Vektor AB
stehende, nach dem Aquator hin gerichtete (jetzt abwiirts von AB gerichtete) Kraft vorhanden,
die den Satelliten nach der Ebene des Aquators zu ziehen sucht (dadurch wird das in 215
Behauptete begriindet).

Steht der Satellit dem Planeten ndher, so ist die Ungleichheit zwischen den Ent-
fernungen DB und EB und zwischen den Neigungen von AB gegen DB und EB noch grisser

: ; : 2 . .
kleinster Entfernung = T, so ist die erstere Anziehung in der grossten Entfernung A . ()", die =zweite
0 0 # .
B. {:1) ¥ {%] ", da letztere zur ersten nicht mehr im Verhiltnisse mn% steht, sondern dieses Verhiiltnis jetat

nur noch das (%)*fache ist. Denkt man sich denselben Satelliten in l g0 grosser Entfernung vom Hanpt-
m & g D

planeten, so ist die erste Anziehung anf ihn 4 , A, die zweite 16B in der kleinsten Entfernung, da das Ver-

hiiltnis der letsteren zur ersteren in halber Entfernung das 4fache von dem in einfacher Entfernung, d. h. von

: ist. Nimmt man filr das Verhiltnis von grisster und kleinster Entfernung immer noch m!:: an, so sind

beide Anziehungen in der grissten Entfernung resp. 44 . 1:':]2 und 16 , B . (T:;) 3 (nll)" Das Verhiltnis beider

Kriifte filr die grisste und kleinste Entfernung ist atsn!i- (;:}2 und %:— fiir den fernerenm, 4 . 2.(1-:}21111d4 . ji

fiir den niiheren Satelliten oder es ist filr den niiheren Satelliten grr:]s's,er.
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als vorher, und daher anch die Storung fiir einen niiheren Satelliten viel bedeutender, als fiir
einen entfernteren. (Damit ist das in 216 Behauptete bewiesen.)

239) Die Wirknngen dieser Storungen, wie sie bei Jupiter vorkommen, haben wir
schon erwihnt, als wir in 215 die Fundamentalebenen der Jupitersatelliten bestimmten. Aus
192 . f, insbesondere aus 220 folgt dann, dass die Kraft die Knotenlinie zuriickgehen macht,
wenn die Bahn gegen die Fundamentalebene geneigt ist, und zwar um so schneller, je ndher
der Satellit dem Hauptplaneten steht. Wire keine andere sttrende Kraft vorhanden, so wiirde
die Neigung dieser Bahmen gegen die Ebenen des Jupiterfignators unverfinderlich sein, und
ihre Knoten wiirden mit verschiedenen Geschwindigkeiten riickwiirts gehen, die der nahen
rascher als die der ferneren (220). In der That verhilt sich bei den inneren Satelliten die
Sache nahezu so, als ob keine andere stirende Kraft existierte, so gross ist die durch die Ab-
plattung Jupiters auf sie ansgeiibte Wirkung.

2 240) Die Wirkung des Saturnringes auf die Bewegungen der Satelliten
aturns.

Mit Riicksicht auf seinen Ring weicht die Gestalt Saturns allerdings von der des
Jupiter ab; will man aber die Wirkungen Saturns aunf seine Satelliten erkldren, so kann man
dieselben Schlussfolgerungen anwenden wie bei Jupiter. Der Saturn ist abgeplattet, und die
davon herriihrenden Stirungen sind dieselben wie bei Jupiter. Die Wirkungen des Ringes kann
man auf folgende Weise ermitteln.

Wenn wir in ein abgeplattetes Sphiroid eine Kugel beschreiben (Fig. 83), welche
seine Oberfliche in den beiden Polen beriihrt, so wird das Sphiireid in zwei Teile geteilt, in
eine Kugel, deren Anziehung dieselbe ist, als wenn ihre Masse im Mittelpunkte vereinigt wiire,
und in eine dquatoriale Hervorragung — in einen Wulst um den Aquator —, die der Gestalt
nach einem Ringe gleich kommt, Die ganze Unregelmissigkeit in der Anziehung des Sphiiroids
rithrt angenscheinlich her von der Anziehung dieses ringihnlichen Wulstes, da es in der An-
ziehung der Kugel keine solche Unregelmiissigkeit giebt. Ks wird also die Unregelmiissigkeit
in der Anziehung einer Kugel mit Ring derselben Art sein, wie die einer Kugel mit
dquatorialem Wulste, d. h. wie die eines abgeplatieten Sphiiroids (nur ist diese Unregelmissigkeit
filr den Ring im Vergleich zur Gesamtanziehung viel grisser als fiir den Wulst des Sphiroids,
da der Ring die ganze Unregelmiissigkeit ohne die Gesamtanziehung erzeugt). Da nun die
Ebene des Ringes mit der des Aquators zusammenfiillt, so erhiilt man die Wirkungen des ab-
geplatteten Kérpers und des Ringes, indem man ihre gleichartizen Wirkungen ein-
fach summiert, und da weiter der Ring eine Wirkung derselben Art wie die Abplattung, also
ein Ring gleichartige Wirkungen wie ein Wulst erzeugt, so erfolgen die Wirkungen gerade so,
als hitte man ausser dem Whulst des Sphiroids noch einen solchen, der dem Hinge entspricht,
oder als wiire im ganzen ein grisserer Wulst da, oder als wire Saturn sehr abgeplattet.

Da es nun, wenn Satwrn mit Ring wirkt, so gut ist, als wirkte Saturn mit grisserer
Abplattung, so lisst sich das von der Wirkung der Abplattung Jupiters Gesagte hier anwenden;
das Perisaturnium (oder die Apsidenlinie, 236) eines Satelliten wird daher schnell vorwiirts,
und seine Knoten werden schnell riickwiirts gehen. Was die iibrizen Umstinde anlangt, so
kann man wohl als wahrscheinlich annehmen, dass die Theorie dieser Satelliten sehr einfach
sein wird, da alle, mit Ausnahme des sechsten, sehr klein sind, und die stirends Kraft der
Sonne zu gering ist, nm irgend merkliche Wirkungen hervorzubringen.

241) Mit Ausnahme des sechsten, welcher der hellste ist, sind die Satelliten Saturns
s0 wenig beobachtet worden, dass man Lﬂne Thatsachen besitzt, durch welche man die Theorie
dieser Lurpm begriinden konnte, Doch hat Bessel eine Reihe von Beobachtungen des sechsten
Satelliten angestellt, aus denen man durch Vergleichung des }Jeuhuhmw n Vorschreitens
des Perisaturninms und des Riickschreitens der Knoten mit den aus einer angenommenen Masse
des Ringes berechneten Werten dieser Grissen die Masse des Ringes gefunden hat.
Schreibt man die ganze 1‘n'lr'illﬂmng dem Ringe zu, so findet man auf dem angegebenen Wege die

Masse des Ringes nahezu 11—5 der Masse des Planeten
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242) Die Fundamentalebene des Mondes ist gegen die Ekliptik
geneigt.

Die Wirkung der Abplattung der Erde auf die Beschleunigung der riickschreitenden
Bewegung der Mondknoten ist so klein, dass die Beobachtungen davon nichts erkennen lassen;
wohl aber ist der Einfluss auf die Lage der Fundamentalebene wahrnehmbar.
Untersuchen wir diesen Einfluss.

Ans 204 wissen wir, dass die Knotenlinie des Mondes in I{J-.]j Jahren eine ganze Um-
drehung aunsfiihrt. Die Ebene des Erdidquators ist 23 f_,.-“ gegen die der Erdbahn geneigt, und
die Durchschnittslinie beider fndert sich sehr langsam — sie fithrt in 26000 Jahren eine Um-
drehung aus. Zu Zeiten also wird die Knotenlinie mit dieser Durchschnittslinie zusammen-
fallen, so dass die Ebene der Mondbahn zwischen den genannten zwei Ebenen zu liegen kommen
wird ; H%- Jahre spiter fillt die Knotenlinie wieder mit dieser Linie znsammen,®) nur ist die
Mondbahn nach der andern Seite geneigt, so dass sie mit dem Erdiquator einen griisseren
Winkel bildet als der ist, den die Bahn der Erde mit ihm bildet (Fig. 84). Nun hat man
gefunden, dass im ersten Falle, in der ersten Lage der Mondbahn, die Neigung oder der Winkel
der Mondbahn gegen die Erdbahn um ungefilr 16 grisser ist als in der zweiten Lage oy
wire nun die Erdbahn die Fundamentalebene, so wiirde sich die Neigung gegen sie nicht
dndern. Da eine solche Anderung vorhanden ist, so muss eine andere Ebene, als die der Erd-
bahn oder des Erdiquators, die Fundamentalebene sein. Die letztere, gegen weleche also die
Neigung stets die gleiche bleibt, wird vielmehr mif der Erdbahn einen Winkel von etwa 8 *
bilden und nach dem Erddquator hin geneigt sein (Fig. 84).

Im ersten Falle ist dann <c ABD der gegen die Fundamentalebene DG, im zweiten ist
er <= FBG; der eine ist 8" kleiner, der andere 8“ grisser geworden als der Winkel der
Mondbahn gegen die Erdbahn, so dass gegen diese Ebene DG die Neigung in beiden Fillen
dieselbe ist. Diese Anderung der Fundamentalebene riihrt nur von der Abplattung der Erde
her, da sonst, wenn nur die Sonne stirte, die Ekliptik Fundamentalebene wiire,

243) Die Abplattung der Erde erzeugt in der Mondbewegung eine
Ungleichheit von langer Periode.

Ausser der soeben erwihnten Wirkung der Abplattung der Erde auf den Mond giebt
es noch eine wahrnehmbare.

Die Neigung der Mondbahn gegen die Ekliptik ist kleiner als 5°, die Neigung des

Erdiiquators gegen dieselbe Ebene betriigt 2320, Steht also die Mondbahn zwischen diesen zwei

Ebenen, so ist sie um 2: i" — DO oder nahezu 19° gegen den Erdiquator geneigt; ist die

Knotenlinie wieder in dieselbe Lage gekommen — zweiter Fall in 242 —, aber die Bahn auf
die andere Seite geneigt, so ist der Winkel, den sie mit dem Erdiquator bildet, 23;—0 -+ ho
oder nahe 289, :

Nach 285 ist der Uberschuss der Anziehung eines Sphiroids iiber die Anziehung der
im Mittelpunkt vereint gedachten Masse, also die Wirkung der Abplattung, am grissten, wenn
der Satellit im Aquator steht, und nimmt von da nach der Richtung der Achse hin ab; folglich
wird der Mond im zweiten Falle, wo seine Ebene 28 ° vom Aquator abweicht, an der Stelle,
an welcher er am weitesten von seinem Knoten entfernt ist, (durch die Abplattung) eine
kleinere Anziehung zur Erde hin erfahren, als wenn er im ersten Falle seine grisste Ent-
fernung vom Knoten hat. Steht er in der Knotenlinie selbst, so werden in beiden Fillen die
Attraktionen gleich sein (der Mond steht dann in jedem der zwei Fille im Aquator selbst).
Im ganzen also wird die Anziehung zur Erde hin im zweiten Falle kleiner sein als im ersten,

. : 4 : e : . . .
*) Es sind 9 i Jahr, also die Hilfte von 153,1-_ Jahren, weil die Durchschnittslinie von Erdbahn und
Erdiiguator in dieser Zeit ihre Lage sehr wenig geindert hat.
**) Auch die Neigung der Mondbahn gegen den Aquator éndert sich sehr.




oder fiir eine Periode von EJ';- Jahren nimmt die Anziehung der Erde auf den Mond stufenweise
ab, und nimmt dann die gleiche Zeit hindurch wieder zu. Aus 47 folgt dann, dass die Mond-
bahn in der ersten Periode stufenweise grisser, in der zweiten kleiner wird. Diese Verdinderungen
sind in Wirklichkeit sebr klein, aber die daraus hervorgehende Anderung in Linge kann sehr
merklich sein, wie bereits in 49 erwédhnt wurde; so hat man durch Beobachtung fiir diese
Liingenéinderung den Wert 8“ gefunden, um welche der Mond bald vor seinem mittleren Orte
voraus, bald hinter ihm zuriick ist.

Wire die Abplattung der Erde an jedem Pole grisser oder kleiner als wir bisher an-
genommen haben (némlich griisser oder kleiner als z:aa des Aquatorialhalbmessers), so wiirden auch
die Wirkungen auf den Mond, sowohl in Bezng anf die Anderungen in der Lage der Fundamental-
ebene, als in Bezug auf diese Ungleichheit in Linge, grisser oder kleiner sein als die yvorher
dafiir angegebenen Grissen; und so kommen wir zu dem sehr merkwiirdigen Resultate, dass
man aus Beobachtungen des Mondes anf die Grosse der Abplattung der Erde schliessen kann,
vorausgesetzt, dass die Theorie richtig ist. Diesen Schluss hat man gemacht, und die {Iber-
einstimmung des so erhaltenen Wertes der Abplattung der Erde mit dem durch direkte
Messungen auf der Erde gefundenen ist einer der schlagendsten Beweise fiir die Richtigkeit
des Gesetzes von der allgemeinen Schwere.
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