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Ueber die mathematische Darstellung der Riemann’schen P-Function.

Das Problem, die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe zu inte-
griren, ist bekanntlich, nachdem bereits durch Gauss die Frage angeregt war, spiiter
von Kummer, Jacobi und Riemann auf verschiedene Weise behandelt worden.
Kummer hat zuerst. durch Transformation der Differentialgleichung die Aufgabe er-
schopfend gelost, namentlich auch in den complicirten Fillen, wenn zwischen den drei
ersten Argumenten der Reihe F (a, b, ¢, z) eine oder zwei Relationen bestehen. Jacobi
hat gezeigt, wie durch Verinderung der Grenzen eines und desselben bestimmten Inte-
grals alle Particularlssungen erhalten werden. Riemann endlich hat zur Lisung der
Aufgabe die allgemeinen Principien seiner Theorie der Functionen complexer Variabeln
benutzt: er definirt eine Function P dadurch, dass er ihren Zweigen die charakteristi-
schen Eigenschaften der Particularlosungen der Differentialgleichung beilegt, und zeigt
dann, dass die Differentialgleichung, welcher seine Function geniigh, die der hypergeo-
metrischen Reihe ist. Der Vorzug seiner Behandlungsweise besteht aber darin, dass,
wenn fiir einen Zweig eine bestimmte analytische Form gefunden ist — und diese erhilt
Riemann durch Integration der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe —,
diejenige aller iibrigen Zweige und ihre Transformationen sich ohne Rechnung aus der
Definition der Function ablesen lassen.

In einer zu Mich. 1867 erschienenen Programmabhandlung des Fridericianums zu
Konigsberg hat Herr Sohnke fiir den besondern Fall, dass in der hypergeometrischen
Reihe F'(a, b, ¢,#) eine der 4 Grissen a, b, ¢ —a, ¢ — b eine ganze Zahl ist, die
Particularlosungen in der Form von hiheren Differentialquotienten und vielfachen In-
tegralen dargestellt und durch einigermassen mithsame Rechnungen einen Zusammen-
hang zwischen diesen Lésungsformen und den hypergeometrischen Reihen ermittelt.
Als ich bei der Lectlire dieser. Abhandlung mir die Frage vorlegte, ob nicht auch die
darin enthaltenen Losungsformen sich aus der Darstellungsweise Riemann’s ebenso
einfach, wie die Transformationen der hypergeometrischen Reihe, ergeben sollten, fand
ich, dass in den von Herrn Sohnke behandelten besonderen Fillen die Darstellung
der Zweige der Riemann’schen P-Function ganz ohne Benutzung der Differentialglei-
chung direct aus den Eigenschaften der Function hergeleitet werden kann, und dass
dies auch in dem allgemeinen Falle moglich ist, wenn man die von Liouville her-
rihrende, fiir Potenzen geltende Definition der Differentialquotienten mit beliebigem
Index zu Grunde legt. In dem ersten Abschnitte der folgenden Arbeit werde ich im
Anschluss an die Untersuchungen Fuchs' (Crelle’s Journ. Bd. 66 und 68) den Nach-
weis geben, dass, wenn man von einer Function ausgeht, die dieselben Eigenschaften
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wie die Riemann'sche P-Function, aber g singulire Punkte und s von einander un-
abhiingige Zweige hat, und wenn man verlangt, dass sie bestimmt sein soll, noth-
wendigerweise entweder m =1 und ¢ gleich einer beliebigen ganzen Zahl, oder m — 2
und ¢ = 2 gesetzt werden muss, Im zweiten Abschnitte werde ich die wesentlichsten
Resultate der Untersuchungen Riemann’s, die sich auf den Fall m =2 und ¢ = 2
beziehen, so weit reproduciren, als es fiir das Verstiindniss der folgenden Abschnitte
nothig erscheint; in diesen soll dann die Function ohne Benutzung der Differential-
gleichung mathematisch dargestellt werden,

1.

Eine Function w der Variabeln # sei durch folgende Eigenschaften definirt:

1) Sie soll mehrwerthig, jedoch im ganzen Gehiete der Variabeln mit Ausnahme
der Punkte a, a, - - - - ap, deren Anzahl eine endliche, und des Punktes oo
eindeutig, endlich und continuirlich sein.

2) Die verschiedenen Werthe, welche die Function fiir irgend einen nicht singu-
liren Punkt z, annimmt, und deren Anzahl im Allgemeinen unendlich gross
ist, sollen derartig mit einander verbunden sein, dass immer zwischen m - 1
derselben w w’ @" - ... w™ eine lineare homogene Relation mit constanten
Coefficienten besteht der Form

ctw e w e w oo g™ = (),

3) Die Art der Unstetigkeit in den Punkten a, @, ----a, und oo wird auf fol-
gende Weise bestimmt: Die Function lisst sich in die Formen setzen

&y Wy + &y Wy, + e G Wi,

Gy oy - gy Way o s O W,
Ga1 Wpi - 0p2 Wy e ~+ g Wpm 5
Cpt1,1Wap1,1 '-'— Cot1,2Waty e "E’ """ !“ Eota mﬂ"v-,&!,.‘u y

worin die Coefficienten « constant sind. Irgend ein Element wy; (i =1, 2. ... g)

hat die Eigenschaft, mit einer bestimmten Potenz (2 — @) "¢ multiplicirt, in

der Umgebung des Punktes a; eindeutig, endlich und continuirlich zu sein;
& . Y = 4 - . . -

und irgend ein Element 1,4, ; hat, mit (i) etbE multiplicirt, in der Um-

gebung von # = oo dieselbe Bigenschaft. — Die den verschiedenen Zweigen
einer Horizontalreihe entsprechenden Exponenten sollen sich nicht durch ganze
Zaohlen von einander unterscheiden.

Wir beschiiftigen uns zunfichst mit der Frage, ob und -unter welchen Bedingangen
die Periodicitit der Function bestimmt ist, wenn die singuliren Punkte a, a, - - - - e
und die Exponenten 7y als beliebig gegebene, von einander unabhingige Grossen be-
trachtet werden,



— A

Nach Nr. 2 der Definition kann jeder Zweig der Function durch m andere von
einander unabhingige Zweige linear homogen mit constanten Coefficienten ausgedrilckt
werden. Als solche von einander unabhiingige Zweige konunen nun je m in einer Hori-
zontalreihe der Nr. 3 befindliche Zweige angesehen werden, da sich die ihnen zuge-
horigen Exponenten nicht durch ganze Zahlen unterscheiden. Driicken wir durch diese
alle iibrigen aus, so erhalten wir folgende ¢ Gleichungssysteme:

3 P e i e i
Wy ==y, Wy + ¢ Wy, + T O Wi
". 1 I * 8w 'I-
(1) Weg = 0y Wyy e €3 Wy + - Com Wipms
4 i W i
.wim = t'l'.u 1 wll + E’m:.’ i"T'IIE —f— r + Cm ik i‘:'JJ. m
fir §=2,8.... 041 Von den m?p Coefficienten ¢ hinet die Periodicitit der
] { @ g
Function ab, ‘d. h. sind m Zweige w,, w, - - - - w,, bestimmt, so sind es durch die

Coefficienten ¢ auch alle tibrigen. Bestehen nun, wie es allerdings der Fall ist, zwi-
schen diesen noch Relationen, so wird sich als nothwendige Bedingung fiir die Bestimmt-
heit der Function ergeben, dass nach Berficksichtigung jener Relationen nur so viel
Coefficienten ¢ willkiirlich bleiben, als die Function ihrer Definition nach willkiirliche
Constante enthalten muss. — Es kann noch bemerkt werden, dass keine der o Deter-
minanten der Systeme (1) verschwinden darf, da nach der Definition zwischen irgend
m Zweigen w; wye - - - - Wy, eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coeffi-
cienten nicht bestehen kann.

Zur Herleitung der erwihnten Relationen ist es ndthig, m von einander unab-
hiingige Zweige, z. B. w;, w,, - - -+ w,,,, von einem nicht singuliren Punkte z, aus auf
einem Wege, der durch keinen singuliren Punkt hindurchfithrt, wieder zum Punkte 2
zuriick fortzusetzen. Durch einen solchen Weg werden niimlich gleichzeitig zwei Ge-
biete, das eine direct, das andere inverse, umkreist, und da beide Gebiete zusammen
das ganze Gebiet der unendlichen Ebene bilden, so enthalten sie alle singuliren Punkte,
den Punkt oo eingerechnet. Die Umgehung eines Gebietes, das mehrere singuliiren
Punkte enthilt, kann aber zerlegt werden in successive Umgehung der einzeluen Punlkte.
Nun wissen wir aus der Definition, dass ein Zweig w;; nach einem Umlaufe um den
Punkt @, in 71k gp, . , nach einem Umlaufe um einen andern Punkt a; aber in eine
Iineare homogene Function der Elemente 1w, 0, - + - - w;,, tibergeht. Denn um letztere
Umgehung zu bewerkstelligen, hat man zuniichst vermittelst des dem Punkte g zuge-
horigen Systems (1) w0, durch wi; 10+« - » 10,1, auszudriicken, dann diese Funectionen
resp. durch ¢’ ™'ty | FTizgy ... ¢™imy . zu ersetzen und endlich wieder durch
Anwendung desselben Systems (1) fiir w0y iz« -+ w0, die ersten m Zweige Wy Wyg o Wi
einzufiihren.

Bezeichnen wir nun diejenigen Werthe, in welche die Functionen w,, 0, -+ - - ;1
nach Zuriicklegung des ganzen geschlossenen Weges von g, nach 7, zuriick iibergehen,
durch w;," w;," « + - - wy,, so erhalten wir durch die Begrenzung des einen Gebietes:
1%
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Wy = Ay w4 Ay w0, Ay, Wi ,
Wyy = Ay w0y + Agy Wy - - - o Aayy Wiy,

. - . - . . ® 5

Wy = Aprwy, 4 Apstwyy + 0o = A 014 A

durch die Begrenzung des andern Gebietes:

w”{ = .B” Wy —‘— Bl! Wyq + S + Ble Wi,
Wy, = By wyy + By wy, + -+ -+ + Bam wim,

= .

Tui e ”J.'JI?":"-“ —l_ Bmg'u'.['z + S AT '-f_ }-"mm Wim 3

in welchen Gleichungen die Grossen 4 und B nur von den Periodicitiitscoefficienten ¢
und' den Exponenten r abhiingen. Die Gleichsetzung der beiden filr w}; gefundenen
Ausiriicke liefert eine Gleichung, in welcher die Coefficienten der Wiy Wyg -« =+ Wiy fr
sich gleich Null sein miissen, weil sonst zwischen diesen m Zweigen eine lineare homo-
gene GIcicllung bESti.iL'ldE_, was der DBﬁnitiOll \\'idersprﬁche, Man erhilt daher m*® Re-
lationen

Ay = By,

Wir beschriinken uns hier auf diesse allgemeine Darstellung, da es uns nur darauf an-
kommt, die Anzahl der Relationen festzusetzen.

Es muss jetzt bewiesen werden, dass es nicht mehr als diese #? Relationen riebt,
dass also verschiedene Wege nicht zu verschiedenen Relationen fithren. Wir beweisen
diese Behauptung zuniichst fiir zwei Wege, von denen der eine eine beliehige Anzahl
singuliirer Punkte, der zweite ausser diesen noch einen andern singuliiren Punkf um-
schliesst.

Irgend eine Gruppe der singuliren Punkte @, @y« - a, sei R; die tibrigen mit
Einschluss von oo, aber mit Ausschluss von @; werden mit S bezeichnet. Ferner

migen durch eine directe Umgehung der Gruppe R die Zweige Wyy Wiy -+ + - Wiy iber-
gehen in
Wiy = Oy Wy + Gy Wy fee - TR
o _— U4 1 L ) 1
@) Wy =y W, + ay, w, + g

T m— - s .
Wn— &y + LT -J’_ + O Wi 2

durch eine inverse Umgehung der Gruppe S in

W, =b, Wiy iR b:x L L R

(3:} IHII;L’ o IJ#I ‘w“ + 532 “’Iﬁ + IS + ?;Em “"[mﬂ
i f 1 5 S

i bmlﬂ"n B E’m:“'m e = E"mmwlu; ¥

Wird nun g¢; einmal zur Gruppe R hinzugenommen und direct umgangen, das
andere Mal zur Gruppe S und inverse umgangen, so erhalten wir die Relationen aus
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zwei verschiedenen Wegen, von denen der erste die Gruppe R und a;, der zweite nur
die Gruppe B umschliesst,

1) Herleitung der Relationen durch Benutzung des Weges, der R und a; direct,
also & inverse umgiebt. Es miissen in (2) wu g -+ - - wy, durch w;w,- .- - Wi m
ausgedriickt werden. Bézeichnen wir die Determinante
6‘” ':'113 ('I!:m

2m

ca.r.ul E:‘JHE Eeahrds Eim m
durch A, lassen aber im Folgenden der Kirze wegen bei den Coefficienten ¢ und A

den Index ¢ fort, so ergiebt sich aus dem dem Punkte g zugehdrigen Gleichungs-
systeme (1)

g4 . oA | e4A
T . _|_ —_—e + LRI et Sl T
ﬂ,'ﬁﬁ-'” 2oy Wiy Fi] Cay vig i e, im oy
ah ad e
rary e e e B b L L ORI B Sy
[4} 12 Frr 1T & o i2 A [T 5-"';.-;2 im 3
aA A g
Ay, & AL e 1 18 -
i c Ci m t’t‘ i I: c. ?[ : e:cl-"l m ?i )
Demnach gehen die Gleichungen (2) tiber in
m ~ m o m -
! L fras 0 - a4
AL P, e Seanan N TR ] s R e et R SRR S Y P iy =
Ay EOE e VT B el E T S Gk e Win
1] SA i A m.. &a
= Awr, = % pa: 25 . SF e m—— s Cea ) fa W
{Djl 2 T-l_ fs i ders Wiy + - v A2k I e + —|— ok 2k .f':'f-‘,,”-\ im
n s m -
: S 3 A : g . g
3 S .; s - I — X1 Y, — 1. " oa# .-.!_. - S .
ﬂu‘i..“ _:“‘ Aony ke ECI} Wiy _J T} Loy 1 ac;”; Wys "_ 1 . I.- i & I.;FCJI._,;.. Wim -

Durch directe Umgehung von a; erhalten nun Wiy Weg « + + - Wy, resp. die Factoren
9192+ g, Wenn wir "™ kurz durch g, bezeichnen; und wird alsdann wieder

Wiy Wy + v - - Wiy eingefilhrt, so ergiebt sich

o i n A m aA I:'I,: A
f e I = 3 - [ v ] - e
(6) Alwr) = (f'll 9 ‘-'1’ ke ﬁ'lkz&l—& ~+ ¢y Ga -Efl;,. ayk Bag; AT Eml P < [P de s 2y
m oy m | T -
: A dA 1 ah
+ le Gt Gy o B G oo o0 Wy,
( 12 91 Trﬂu 701z "i Can Ha I,{.GIJ\- Ty m2 Jin I.k lkacm& 12
n - m m JA
—l— & 53| ._Eﬂ =l ) __a:e.l_ eyt e 2. a _.‘_E'I, )?c
('-”-gl T‘J’; ay i E‘C[,i- I f:!.—uﬂ;- %k 2 a“?k 1 "-"m:r.ﬁ'm T lLﬂcmk Imy

und entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir Awry «- -0 A}, )
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Nach den vorhin entwickelten Principien ist aber identisch
Y e :
(wf,) =0}, (W) =10y -~ (0]) = Wiy -

Daher erhalten wir, wenn in (6) die Coefficienten noch etwas anders angeordnet werden,
aus der Vergleichung von (3) und (6) die ersten m Relationen in folgender Form:

m L m m
~ Falfsy “ ada gA
> 3 ' Lt —
iy s 01611 e s o gitiy s— F o Z e m— =
y :;J.lﬂu 761, 2 I.lﬂ-l L Fo Aim “Ja 1 ge Aby ,
m ;‘ﬁ F.ll‘ r":& J:'L aa
By B G109 = + Gys ) J26is = Love o gy B fitia—— = Aby,
(7) 11 14.9'.1 12 761, '1 12 l"Jl 2 2 Fes '{ 1m l,_g!- 42 ﬂci:lu 12 »
i o m ~ m 1
L A i da
@y Sy 0aCim 5 — @z 25 i€ s B JaCin s = [
i1 I.EJU'-‘-” Be1s 12 IAJafﬂm'E_c‘_cg 1 Lm llﬂac.un deg . Abyim

Fiir die fibrigen Relationen sind statt des ersten Index 1 der Grissen a und b

die Indices 2, 3 - .. - zu setzen. ;
2) Herleitung der Relationen durch Benutzung des Weges, der die Gruppe B

direct, also S und g; inverse umschliesst. Hs muss a; zu S hinzugenommen werden,

Die Gleichungen (4) bleiben dieselben, Statt der Gleichungen (5) ist ein System anf-

zustellen, in welchem b an die Stelle von @ tritt. Durch inverse Umgehung von a;

v 1 1 1 i .
erhalten dann 20y ;g + - - - ;s resp. die Factoren i ) und fiir (6) ergiebt
I 2 i
sich ein anderes Gleichungssystem, wenn statt a iiberall b und statt gy, g, - - -+ gm
o) 1 ; 2 p
ROBD s, e e s gesetzt wird, Demnach werden die ersten m Relationen des
1 2 | e

zweiten Weges:

] ey 6-‘3 m ﬂ}_ 1 Eﬂl - ; i (‘l 1 54’5
j el s SR R B D B
It J'! 72 60 g + L 1d L] GCya . i l'l g1 O0Cim L1
= B dA TGz 2A = Oz JA
o B By e @AY Sy Day e gt s BINOS SN
(8_} W54 g dey i 129% 0y g + bim 12 g1 fn R
m - m . o m ¢
L Qm dA y i A ] S A
I.‘” """i s 1) - '-|— ITqu )—'-1 i '»E"——' + SRE "_ 'I-’l.'u E}_ R na e -&ﬂLm ]
" f1 0,y St dcyy 15 0 i,

Es ist nachzuweisen, dass die Gleichungssysteme (7) und (8) identisch sind, dass
also (8) die Auflssung des Systems (7) in Bezug auf die Grossen ay; @y, - - - - Gim dar-
stellt,. Hierzu benutzen wir folgenden Satz aus der Theorie der Determinanten:

,Wenn y,; den Coefficienten des Elementes ¢,z in der Determinante

[ Gz " Oim
&=|c?1 Cyg ** * Co2m

| Cmi Cm2 """ Cmm
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bedeutet, und wenn g, g, - -+ g, irgend welche beliebigen Grissen sind
Summe

r.-!_‘ i ) 1
{9} %J (?nﬂrﬁ'xz?ng ‘?'-"x ':‘j*'f'xg"}’zl)

, S0 hat die

den Werth A® oder 0, je nachdem die Indices ¢ und o’ gleich oder ungleich sind,*

Die Summe der Coefficienten von gs 1 ¢ oder das von g freie Glied in (9) wird
nimlich

M o m m

m L
‘1&:‘ 1;1’, Cxa¥unp Crg' Pui = ‘F‘x ?’*U‘"*e'-::".a Ceiur = A '::"x Vroleg
also A oder 0, je nachdem g und ¢ gleich oder verschieden sind. Der Coefficient
von g, : g, aber, wo » und s verschieden sind, wird

™ ni

‘l':: CrilroCap' Vor = VYro Cag' L-J Cra ¥si,
1 1

also gleich 0, da » und s ungleich sind, und damit ist der Determinantensatz bewiesen.
Multipliciren wir nun in dem Systeme (7)

X

: = s m 1 "E
die erste Gleichung mit Z 7 ! =
1 F

dcyy
i Ea
i 1 ad
n Zwelte n n El Gl ey
1542 0Cg
i o
5 <L aa
m'e e n & —Cipa—,
1752 ECm

und addiren, so wird nach dem anfgestellten Satze der Coefficient von ay, gleich A?,
wiihrend die Coefficienten von a,, Gyg -+ @1y Verschwinden. Man erhiilt also die erste
der Gleichungen (8) und auf dieselbe Weise die tibrigen. Die Systeme (7) und (8) sind
folglich identisch; und beiliufig ergiebt sich fiir ein Gleichungssystem von der Form (M)
dass man die Auflésung desselben in Bezug auf ay, a,,
die Grossen @ und b mit einander v
Werthe einsetzt,

- @1 dadurch erhilt, dass man
ertauscht und statt der Grissen g ihre reci roken
I

Bs ist hiermit bewiesen, ‘dass zwei Wege, von denen der erste eine beliehige
Gruppe der singuliren Punkte, der zweite ausser diesen noch einen

andern singuliren
Punkt umschlies

st, auf dieselben Relationen zwischen den Grssen e fiihren.
Da nun irgend zwei verschiedene Wege durch succes
guliren Punktes in einen und denselben W
allgemein, dass

sives Hinzufiigen eines sin-
eg Ubergefilhrt werden kimnen, so folgt

pdie Relationen zwischen den Coefficienten ¢ stets dieselben sind, wie aunch

immer die Wege beschaffen seien, die zu ihrer Herleitung benutzt wurden.*
Das unter (7) anfgestellte Gleichungssystem in Verbindung mit m — 1 anderen
Systemen, die sich ang jenem ergeben, wenn man an Stelle des ersten Index 1 der

* + m selzt, repriisentirt die gesuchten m?

Grossen o und B resp. die Indices 2, 3 .
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Relationen zwischen den mtp Coefficienten ¢. In jenen' Gleichungen sind aber die
Grossen @ und b jedenfalls nur von denjenigen Coefficienten ¢ abhiingig, deren oberer
Index von i verschieden ist, Demnach sind die Relationen homogen von der m's Ord-
nung in Bezug auf die ¢, und vermittelst derselben werden folglich nur m?* — 1 Coeffi-
cienten ¢ durch die iibrigen ausgedriickt, so dass m?¢ — m® 4 1 unbestimmte Periodi-
cititscoefficienten iibrig bleiben.

Threr Definition nach muss nun die Function w so viel willkiirliche Constante
enthalten, als Elemente ;. vorhanden sind, weniger 1. Denn nur die Verhiiltnisse
der Coefficienten der unter Nr. 3 der Definition aufgestellten o 4~ 1 Ausdriicke fiir w
konnen in Betracht kommen, du alle dieselbe Function w darstellen, also alle durch
den Coefficienten eines Zweiges dividirt werden komnen. Die Anzahl der Elemente
;3 ist m (p 4 1); daher ist die Bedingung fiir die Bestimmtheit der Function w0 durch
folgende Gleichung gegeben:

mip—mi+l=m(g+1)—1,

oder

(10) om(m—1)=(m—1) (m-42).
Hieraus ergiebt sich, dass entweder

(I) m =1 und g — einer positiven ganzen Zahl,
oder

(IT) m=2und g =2

ist. Es miisste jetzt ferner bewiesen werden, dass die hier als nothwendig erkannte
Bedingung (10) fiir die Bestimmtheit der Function gleichzeitig auch hinreichend ist,
dass also in den beiden gefundenen Fillen die einzelnen Zweige w;: bis anf willkiir-
liche constante Factoren villig bestimmt sind. Fiir den ersten einfacheren Fall erledigt
sich die Sache durch die unmittelbar aus der Definition sich ergebende mathematische
Darstellung der Function. Fiir den zweiten Fall ist dieser Beweis von Riemann in
seiner Abhandlung tiber die Gauss'sche Function F («, B, 7, ) gegeben worden (Be-
richte der Societit der Wissenschaften zu Gottingen, 1857). Auf anderem Wege ist
Fuchs zu demselben Resultate gelangt in seiner ersten Abhandlung ,Zur Theorie der
linearen Differentialgleichungen mit veriinderlichen Coefficienten® (Crelle’s Journ, Bd, 66,
pag. 121 sqq.), indem er die Form der Differentialgleichung bestimmt, welcher Functionen
von den Eigenschaften der Zweige w;; als Particularlbsungen genfigen sollen. Es zeigt
sich dort, dass die Constanten der Differentialgleichung nur in den beiden Hillen (T)
und (II) durch die Exponenten der Elemente w;; vollstindig bestimmt sind*®).

*) In der Abbandlung Fuchs' (Crelle’s Journ. Bd. 66, pag. 160) ist durch ein Versehen fir
L]
#it =1 g= 8 angenommen. Die dort entwickelte Gleichung 0 =1+ 'i:%, ergiebt sich indess aus der

vorhergehenden erst durch Division mit dem Factor m (m — 1). Diese Division ist aber nicht ge-
stattet, wenn m = 1 ist. Vielmehr lehrt dann die vorangehende Gleichung, dass die Coelicienten der
Differentinlgleichung erster Ordnung fiir jede beliebige endliche Anzahl singuliiver Punkte durch die
Exponenten der Elemente bestimmt sind.
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Aus dem, was vorhin iiber die Relationen zwischen den Periodicitiitscoefficienten ¢
gesagt ist, wird noch, wenn als geschlossener Umlaunf ein Weg benutzt wird, der einer-
seits keinen singuliren Punkt umschliesst, als fernere nothwendige Bedingung fiir die
Existenz der Function 0 leicht erkannt, dass die Summe aller Exponenten #;; eine
ganze Zahl sein muss. Fuchs weist in seiner Abhandlung nach, dass diese ganze
Zahl gleich (o — 1) L(mg_ 1)_, also 1m Falle (I) gleich 0, im Falle (I) gleich 1 ist;
von welcher Eigenschaft wir im Folgenden Gebrauch machen werden.

Zum Schlusse dieses Abschnittes seien noch einige Worte iiber die mathematische
Darstellung der Function im Falle (T) gestattet. ,Eine Function % soll nur in den

Punkten @, a, - - - 4, und co unstetig sein, und zwar so, dass das Product (#—a) %iw

. E 1y—4 .

in der Umgebung von a;, und das Prodact (_) w in der Umgebung des Punktes
z

# == 0o eindeutig, endlich und continuirlich wird. Die Summe aller Exponenten Xe; -1
soll gleich O sein.“ Hierdurch ist die Form der Function bis auf einen constanten
Factor villig bestimmt. Denn das Product

W —a) ™ (g—a) ™. (2 —ap "

ist fiir jeden endlichen Werth von 2 nach der Definition stetig; fiir 2 = oo aber wird
es unendlich von der Ordnung — X, — 2 = 0. Es ist daher iiberhaupt constant, und
folglich

(11) w = Const. (z — a,)" (¢ — @)™ - - - - (5 — a,)%.

Die mathematische Darstelling der Function ist also hier ohue Benutzung der
Differentialgleichung geleistet.

Der erste Differentialquotient der Function hat dieselben singuliren Punkte, wie

w selbst; aber fiir a¢; wird das Product (6 — ai)~ “-‘"'l%:’, und fiir oo das Product

—3—1
{:i—) % eindeutig, endlich und continuirlich; daher ist das Product

_:_iii:_' (2—{2-1:1_'“-“ (¢ — aﬂ—«:-{-l AR ﬂ(’}_ ag 1
fiir jeden endlichen Werth von 2 stetig und fiir # = co unendlich von der Ordnung
— Xt —A+ 9 —1=9 —1, also eine ganze rationale Function (9 — 1)*= Grades.
Bezeichnen wir diese durch fo—1(2), 80 wird

- dw i 2= N g—
(12) T E—a)" T (—a)" T (5 — )T, 1 (P).

Wird noch .
E—a)e—a) - (g —a)) =¥ ()
gesetzt, so erhiilt man aus (11) und (12)

. dw Loy ()
e e W
(13) T
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und zwischen den Coefficienten der Function f,—1(2) und den Exponenten e besteht

die Bezichung
(14) fpea(BHNE e !E-.-J_:-“r'} BT i.-. L]

==

(2] i yla)  5— o =

t |

— &

Es ist zugleich ersichtlich, dass nun auch umgekehrt die Differentialgleichung (13),
wenn die Coefficienten von f,—, (7) durch (14) bestimmt werden, als Definitionsgleichung
fiir die Function w betrachtet werden kann, und dass ihre Integration wieder die mathe-
matische Darstellung von w in der Form (11) lLefert.

Fs ist noch leicht, die allgemeine Form der ke» Ableitung der Function w fest-
zusetzen. Das Product
l'i* gy W — i) — =i s— gk

-d.:;;"_ (@ —a) " (g—a) " - (g—ag) At
wird niimlich fiir jeden endlichen Werth eindeutig, endlich und continuirlich, fiir = oo
aber so unendlich wie zt@—1; daher erhiilt man

ko
(15) e R R AR s @)
wenn wieder fi—n(#) eine ganze rationale Function k(o — 1) Grades bezeichnet.
Vergleichen wir die so gefundene Funetion (15) mit (11), so ergiebt sich als wesent-
licher Unterschied, dass jene fiir jeden nicht singuliren Punkt einen endlichen von
Null verschiedenen Werth hat, withrend diese noch in % (¢ — 1) anderen Punkten, niim-
lich den Wurzeln der Gleichung fie_1(2) = 0, den Werth Null annimmt. In der That
ist aber auch die Summe aller Exponenten dieser meuen Function nicht mehr 0, son-
dern eine negative ganze Zahl — & (¢ —1). Verlangt man also von einer Function,
dass ihre simmtlichen Ableitungen fiir jeden nicht singuliren Punkt einen von Null
verschiedenen Werth haben sollen, oder, was nach dem Vorhergehenden dasselbe ist,
dass fiir jede Ableitung ebenfalls die Summe der Exponenten gleich 0 wird, so kann
dies nur dadurch erreicht werden, dass fi,—1(2) eine Constante, also p =1 wird. Wih-
len wir fiir diesen Fall als einzigen singuliren Punkt # — 0, so ergiebt sich als ein-
fachste Gattung der hierhin gehbrigen Functionen die Potenz mit beliebigem Exponen-
ten z¢. Sie wird nur in den Punkten 7 — 0 und 7 = oo unstetig ungd hat fiir jeden
andern Punkt einen endlichen von Null verschiedenen Werth; und gleichzeitig ist sie
die einzige Function, deren simmtliche Ableitungen dieselbe Eigenschaft haben.

Des Folgenden wegen mag noch der Fall

0=2, a=0, a=1

besonders hervorgehoben werden. Sind hier die den Punkten 0, 1 und oo zugehbrigen
Exponenten resp. «, f und 4, und besteht die Relation

¢t pt2=0,

w0 = Const. 2% (1 — &)f .

so hat man
(16)




Diese Form der Darstellung gilt fiir die ganze unendliche Ebene. Braucht man
unendliche Reihen, so ist fiir die Umgebung des Punktes #=0 nach steigenden Potenzen
von g, fiir die Umgebung des Punktes # = 1 nach steigenden Potenzen von 1 — 2z und

- 1l [ T . 1 -
endlich fiir die Umgebung von z = oo nach steigenden Potenzen von ~ zu entwickeln,
2.

Die mathematische Darstellung der Function fiir den Fall
m=2 und p=2

und namentlich ihre Transformationen sind, wie bereits erwiihnt, von Riemann gegeben
worden. Es erscheint zweckmiissig, diejenigen Resultate seiner Untersuchungen, auf die
wir uns im Folgenden vorzugsweise bezieben werden, hier zusammenzustellen. Auch
werden wir uns im Allgemeinen der von Riemann eingefilhrten Bezeichnungsweise be-
dienen.
Sind @ und b die beiden singuliren Punkte, a«’, 8 8, » 4" resp. die den Punkten
a, b und co zugehirigen Exponentenpaare, so werden die den einzelnen Exponenten
entsprechenden Bestandtheile der Function resp. durch
{Pe Do D& DY By P,

und die Funection selbst durch

a b oo
Ple 8 ¢ 2
(R

bezeichnet. In Bezug auf die Exponenten wird nach Abschnitt I. vorausgesetzt, dass
die Summe

CH Byl Ay =1

und dass die Differenzen « — o, § — p, y — 3" keine ganzen Zahlen seien.

1) Jeder Zweig P< P ete. ist durch die der Function zuertheilten Eigenschaften
bis auf einen willkiirlichen constanten Factor vollkommen bestimmi.

2) Bind die die Periodicitiit bestimmenden Gleichungen
) Pé = ay P¥ | ay PP =g, PY 4w, Pr

P = gz PP+ oy PP = o) Pr + ap Pr,

80 bestehen zwischen den Coefficienten derselben die Relationen

y «, T ginle B+ e, 7 gin(ef 8w

o o FTEn W FAhE a7 sn(d+Fy)w
g @, *7" sin(w+p+y)m w, 7 sin(e+p+y)x

(2)

corfgires o rrastba Sl i b
P «, 7 sin (& +f+7)w 2 (A =7 sin (o’ +f+ 1) ®

3) Drei Functionen P, P,, P, migen dieselben Unstetigkeitspunkte a, b, co, aber
verschiedene Exponenten haben, niimlich resp.
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a By a By ¥ e By ¥,

o gy e B, ¥ & By ¥,
jedoch sollen in je zweien von ihnen die correspondirenden Exponenten sich nur durch
ganze Zahlen unterscheiden. Alsdann ist klar, dass die Relationen (2), mithin auch die
Determinanten der Gleichungen (1), die wir mit A; und A, bezeichnen wollen, fiir alle
drei Functionen dieselben bleiben. Fithren wir ferner die Bezeichnungen ein

| _P’tr, P | Po Pe ‘ Pe Plu,
- e A @ 4 — L1 N
{3) | Pl.-;,' IJEU'_.' | =TT R_r"" P nl | P IJ!o',' |
und entsprechende fiir die Exponenten § und yp, so gelten offenbar die Identititen
" e = A TIF = A, TI¥

- 'l'r“-ir

(4) My = AgTT,# = A, TTy¥

1 TT,® = Ay T8 = A, TT,Y ]
und zwischen den drei Functionen P, P,, P, besteht die Gleichung
(5) PTT 4 2, + P,TT, =0

in welcher den Coefficienten TT nach Belieben einer der Indices «, f oder p beigelegt
werden kann. BEs ist ersichtlich, dass diese Gleichung durch Multiplikation mit be-
stimmten Potenzen von 2 — @ und 2 — b in eine andere transformirt werden kann, in
welcher die Coefficienten von PP, P, die Form (7 — a)" (2 — b)* f(2) haben, worin
m und 9 ganze positive Zahlen und f(g) ganze rationale Function von g ist. Daher
lassen sich siimmtliche P-Functionen, deren correspondirende Exponenten sich nur durch
ganze Zahlen unterscheiden, durch zwei belichige von ihnen linear mit rationalen Fune-
tionen von £ als Coefficienten ausdriicken.

Bemerkung. Setzen wir die Darstellbarkeit der P-Function durch die hyper-
geometrische Reihe hier bereits als bekannt voraus, so enthiilt der vorige Satz eine Higen-
schaft der hypergeometrischen Reihe, die sich durch folgende Formel wiedergeben lisst:

FERE{,m,n, )+ filz) I, m, w2+ LEFL,m, a =0,

worin {'— 1, m' —m, W —n und ebenso 1" — I, m" — m, #" — n ganze Zahlen und
f (&), fi(2), () ganze rationale Functionen von # sind. Diese Eigenschaft war schon Gauss
bekannt, wenn er es auch nicht ausdriicklich ausspricht, dass die Coefficienten ganze
rationale Functionen werden (vgl, seine Abhandlung Disquisitiones generales circa seriem
infinitam etc., sectio prima art. 7—11). Allein die Methode Gauss, die Coefficienten
in einem gegebenen Falle vermittelst der relationes inter funectiomes contiguas zu be-
stimmen, macht noch sehr complicirte Rechnungen nithig. Durch die Gleichung (5)
ist nun der Grad jener Functionen [ unmittelbar hinzuschreiben, und die Bestimmung
ihrer Coefficienten kann, worauf wir hier nicht weiter eingehen, auf die Lisung eines
Systems linearer Gleichungen zuriickgefiihrt werden.

4) Werden im Vorhergehenden statt P, und P, die beiden ersten Differential-
quotienten der Function P genommen, durch welche in der That die in der vorigen
Nummer geforderte Exponentenbedingung erfilllt wird, so erhilt man als Differential-
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gleichung, der die Function P als allgemeine Losung und die Zweige P=, P« ete. als
Particularlbsungen geniigen

" dP d*P

(U} P]T ‘J" AE TT] —|— H T]',_; = U

wo in den Coefficienten TT ebenfalls statt P, und P, die Differentialquotienten zu neh-
men sind. Nun ist, wenn man sich der in (3) gegebenen Bedentung der TT erinnert,

(7 M (g — @)~ ¢—+8 (g — b)—F—5'+3
fiir #=a, #=0 und iiberhaupt fiir jeden endlichen Werth von 2 eindeutig, endlich und con-
tinuirlich; fiir #—oco aber ist TI77+7+3, daher nach (4) auch TT=zr+7+3 eindeutig,
endlich und continuirlich; folglich das Product (7) eine ganze Function vom
(—e—a—f —p' —y—yp 4 3)*, oder, da die Summe der Exponenten 1 ist, vom
2ten Grade. Ebenso folgt, dass das Product
TTIE l:.‘? — {1)_“_“"!'! I:Z — b}_i'j_l'iu-"z
eine ganze rationale Function vom 1t Grade von z, und endlich, dass das Product
& (g — a)—o—"'+1 (g — By F—F+!
eine Constante ist. Wird also die Gleichung (6) mit dem Factor (g—a)— o=+ (z—p)-#-F+1

multiplicirt und durch die aus dem letzten Product sich ergebende Constante dividirt, so
erscheint

o i: P fil(2) aP fal2)
fal e | 14 g 2
(8) d st E—a)(z—0) dz 4 (E—a)t(z—hE

I) — ﬂ

wobei fi(4) und f,(2) ganze rationale Functionen vom Ite» resp, 2#3 Grade von 2z sind.
Die Bestimmung der Coefficienten derselben bietet keine Sehwieriglkeiten; man findet

fiz) s l—w—a 1—f—§
) (E=a)lz =0  E—a 22 =—b
; dr: ofalfin e b Fe (@ — b)ac’ e (b — a) ﬁp"_
(5 — a) (2= !JJ_J"" | E—a I g—0b

Demnach - ist die Differentialgleichung, welcher die Funetion
(a b oo
Ple B v &
e p oy
als allgemeine Losung genligt,
e ’ + \ ’ o A @ Ak »
(10) $2 (et smponyiz () y oot Goapry 2L L

und die Zweige P=, P4 efe, sind Particularlosungen derselben.

5) Jede P-Function mit den singuliren Punkten a und b kann durch die lineare
Substitution
__a(e—0—"b(z—a)
& &
n eine andere mit beliebig vorher gewiihlten singuliiren Punkten o' und ¥ transformirt
werden, ohne dass die Exponenten sich #indern. Daher kimnen, ohne der Allgemeinheit
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zu schaden, fir a und & ganz bestimmte Zahlenwerthe — sie seien 0 und 1 — an-
genommen werden.

6) Aus der Definition der P-Function folgt ferner

o b oo a b oo
(11) Pla B y sl=(@—a)y(E—0bFfP| O 0 ptetp 2.
o« f ¥ ' o« —a f'—f y'+atp

Daher konnen ebenfalls ohne Beeintriichtigung der Allgemeinheit zwei der Exponenten,
2. B. « und f, gleich O gesetzt werden, so dass dann die Function, da zwischen y e g
noch die Helation

pte+pf+y=1
Dbesteht, ausser von z nur noch von 3 Parametern abhingt. Es geniigt nun die Function

0 1 =
PO O p &
LA

der Differenfialgleichung

2 P R 2 .y A%
(12) R+ DS+ =0
Durch Integration dieser Gleichung, die mit der Differentialgleichung der hypergeometri- .
schen Reihe in ihrer bekannten Form iibereinstimmt, wenn noch y=a, 3'=b, ¢=1—¢,
demnach §' = ¢ — a — b gesetzt wird, kann die mathematische Darstellung der Zweige
der Function P gewonnen werden. Diejenige Particularlosung der Differentialgleichung
(12), welche in der Umgebung des Punktes » = O eindeutig, endlich und continuirlich
ist, stellt, da @ = 0, den Zweig P* dar. Daher ist, wenn wir in der Bezeichnung der
P-Funetion die singuliiren Punkte 0 1 co, sobald sie in dieser Reihenfolge xu nehmen sind,
fortlassen und die hypergeometrische Reihe mit den Argumenten abcs nach Gauss durch
F(a, b, ¢, z) bezeichnen,

< AR 1 Lol ;
(13) pallls ol z)=(_-011st.1"{y,y,1—rf-.i’]-
e« By
#) Die unter 5) und &) aufgefiibrien Eigenschaften zeigen zugleich, dass jede Differential-
gleichung von der Form (8) durch die Substitutionen s = a + (b — a) & und P=7%(1— 2)7 w in die
ginfachere Differentialgleichung (12) truusformirt werden kann, wenn nur & und § so bestimmt werden,
wie es die Gleichungen (9) verlangen, d. h. so, dass sie die Gleichungen

wfle—1N4a {‘:]_'i_(!l -t 'mf%az]\i =
gg—1)+ 48 ij"_@l + [—ﬁf.z_[b{i_ji= 0

befriedigen. Die letzteren ergeben sich iibrigens auch, wie es sein mues, aus den Fuchs’schen Funda-
mentalgleichungen, und konnen drittens gefunden werden, wenn man die angegebenen Subetitationen
unmittelbar in (8) einfihrt und die Forderung stellt, dass dadurch die Differentialgleichung (8) in (12)
iibergehen soll.
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T) Die Darstellung der iibrigen Zweige, so wie alle moglichen Transformationen
derselben ergeben sich jetzt aus der Definition auf folgende Art: Die Function

P ( a, '5, y' z-)
o oy
indert sich nicht, wenn zwei zusammengehirige Exponenten mit einander vertauscht
werden. Dagegen fiihrt eine Vertauschung zweier Exponentenpaare mit einander eine
der G einfachen linearen Substitutionen fiir die letzte Veriinderliche ein., Denn, iihnlich
wie in Nr. b, ist

0 1 oo a bV &
Pla g 9 g|=Pla g p &
« § 7 « B

wenn man fiir 2 einen rationalen gebrochenen Ausdruck ersten Grades in 2 setzt, der
fiir =0, =1, 2 =oc0 resp. die Werthe a, ¥, ¢ erhiilt. Nehmen wir nun statt
a b ¢ wiederum die Werthe 0 1 oo, aber in irgend einer der 6 moglichen Reihenfolgen,
oder, lassen wir diese ungeiindert und vertanschen die Exponentenpaare auf die 6 mog-
lichen verschiedenen Arten mit einander, was anf dasselbe hinaus kommt, da man be-
rechtigt ist, die drei Verticalreihen einer P-Function (die singuliren Punkte mit-
gerechnet) nach Belieben zu vertauschen, so erhalten wir die 6 einfachen linearen Sub-
stitutionen fiir &, niimlich

Hiernach Lonnen durch Vertauschung von je zwei Exponentenpaaren und von je zwei
zusammengehirigen Exponenten jeder P-Function 48 verschiedene Formen gegeben wer-
den, Bezeichnen ferner » und s zwei beliebige der 6 Exponenten afye/f's, so erhilt
man aus der mathematischen Darstellung eines Zweiges Pr die Darstellung eines an-
deren Zweiges P+, indem man diejenigen der vorhin erwihnten Vertauschungen vor-
nimmt, durch welche s an die Stelle von r tritt. Die verschiedenen Transformationen
desselben Zweiges P? aber ergeben sich durch alle Vertauschungen, die moglich sind,
ohne dass das Exponentenpaar, zu dem s gehirt, seine Stelle iindert. Hs ist noch zu
bemerken, dass die Vertauschung der beiden Exponenten der dritten Verticalreihe nach
(18) auf dieselbe Darstellung fiihrt, da die hypergeometrische Reihe I'(a, b, ¢, z) in
Bezug auf die beiden Argumente @ und b symmetrisch ist.

Zur Erliuterung soll die folgende Tabelle dienen, in welcher links die Vertau-
schungen der Exponenten auf die angedentete Art ausgefiihrt sind, wiihrend auf der
rechten Seite jeder Zweig vermittelst der Formel

: 4
B (rz' :z f z) = Const. 2* (1—2) F (a4, e+ f4¢, 1 —a'+a,
i

mit Uebergehung der willkiirlichen Constanten durch eine hypergeometrische Reihe dar-
gestellt wird.
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Wird in den 24 hypergeometrischen Reihen der rechten Seite iiberall « statt p, f§
statt 3, 1—yp statt « und p—a—pB statt f’ gesetat, so ergeben sich die 24 Particular-
losungen der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe, wie sie zuerst von
Kummer (Crelle Journ. Bd. 15) hergeleitet sind.

Riemann erhiilt, wie aus dem Mitgetheilten ersichtlich, die mathematische Dar-
stellung fiir den ersten Zweig durch Integration der Differentialgleichung, welcher die
Function P geniigt; die Darstellungen der iibrigen Zweige und ihre Transformationen
ergeben sich dann aber ohne Rechnung aus der Definition der Function. KEs ist der
Zweck des Folgenden, zu zeigen, wie auch die Darstellung jenes ersten Zweiges sich
ohne jede Benutzung der Differentialgleichung unmittelbar aus den Eigenschaften der
Function herleiten lisst. Ich werde dabei von den in der Einleitung erwihnten beson-
deren Fillen ausgehen.

o
e

Wir kniipfen die folgenden Betrachtungen zuniichst an die Gleichungen (1) und
(2) der vorigen Nuommer, welche lauteten
[ i = (2',.,- Psﬂl —I—- f{ﬁ. Pﬁ' —— gr _‘P?’ —l— !'(:'.. 1);—'.
P = oy PP+ oy PF = o) Pr+ ay Pr

(1)
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oty 2, & sin(et f+y)= ey ™ sin(ap )

@ & @ e sin(etftylr o & sin(e+f+y)n
: S e ly _elmj ﬂ“_[i'tﬁ _-k_';‘}ﬂ' o .B'””- sin (e +- f -+ -;'},-r‘
oy o Esin(e+f+y)w o, 7 osin(e'+B+)n

Aus den Gleichungen (2) wird erkannt, dass diejenigen Fille einer besonderen
Untersuchung werth sind, in denen eine der unter dem sin.-Zeichen stehenden Expo-
nentensummen eine ganze Zahl wird. Unter Beriicksichtigung der Relation e 3+ ¢
'+ '+ 9= 1 hat man folgende 4 Fille zu unterscheiden, wobei % eine beliebige
positive oder negative ganze Zahl oder 0 hedeutet:

DNet+pft+y=tkumded +p+49y=1—1F
Nat+p+y=k , ¢+ F+p=1—1F
et tr=5k, e +pLy=1—1tb
Hetpt+y=FL ,, d+8+y=1—8.

Das gleichzeitige Eintreten zweier Fille darf nicht in Betracht gezogen werden,
da dieses der Voraussetzung widersprechen wiirde, nach welcher die Differenzen «—«,
B — B, » — ¢ jedenfalls keine ganzen Zahlen sein diirfen.

Nehmen wir zoniichst an, es sei o 4 § -+ p, demnach auch o« | 5" 4 p" eine
ganze Zahl, so lehren die Gleichungen (2), dass entweder die Coefficienten ez und e,
oder die Coefficienten o und ¢, gleich O zu setzen sind, dass also entweder die Zweige
P=, P#, Pr, oder die Zweige P®, P&, Pr einander proportional werden. Welches
von Beidem stattfindet, muss auf anderem Wege entschieden werden. Wir stellen zn
dem Zwecke folgenden Satz auf:

»Wenn die Summe der Exponenten dreier Zweige, die zu verschiedenen singu-
liren Punkten gehiren, eine negative ganze Zahl — » oder O ist, so unter-
scheiden sich diese drei Zweige nur durch einen constanten Factor. Wenn
jene Summe gleich einer positiven ganzen Zahl - » ist, so unterscheiden sich
die drei iibrigen Zweige nur durch einen constanten Factor. Die einander
proportionalen Zweige sind ganze rationale Functionen, im ersten Falle n'en,
im zweiten (n — 1)%® Grades, jede multiplicirt mit 2#(1 — 2)*, wo u und »
auf bestimmte Weise von den gegebenen Exponenten abhiingen.‘

Zum Beweise nehmen wir zuerst an, es sei ¢ + f§ 4 p = —n (oder 0). Ver-
mbge Formel (11) in Nr. 2, hat man
e oy 0 0 — i
3 1’(, 2 3)=£“1-—z‘1"_ ( r.'-).
i « fy =P P v p—p ytats

In der Gleichung
(4) P = o, Pr-low P
ist P* um 2 = 0 eindeutig und endlich, und P,;¥ um # = 0 jedenfalls eindeutig, da es

nur ganze Potenzen von z enthiillt. Demnach miisste durch einen vollstindigen Umlauf
der Variablen um ¢ =0 auch die Function P ihren urspriinglichen Werth wieder-

L
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erhalten, was andrerseits nicht mdglich ist, da der den Zweig P.r' charakterisirende
Exponent 3" 4+ @ 4 f keine ganze Zahl sein darf, weil sonst aunch p — ¢’ eine ganze
Zahl wiire. Hieraus folgt, dass die Gleichung (4) nicht bestehen kann, wenn nicht
o, gleich 0 wird, dass also P\® und P;* sich nur durch einen constanten Factor unter-
scheiden. Nun hat P, nach der Definition die Form

e s

hierin miissen aber die Glieder mit negativen Potenzen von z verschwinden, weil P«
um ¢ = 0 auch endlich ist; daher sind P,* und P,7 proportional einer ganzen rationalen
Function von ¢ vom n'*» Grade. Stellen wir endlich noch die Gleichung auf

2 3 1 D 3"
1 = ffltl 1"f o ff_n‘"I 1"j

und bedenken, dass P, jetzt auch um z = 1 eindeutig ist, so lehrt ein geschlossener
Umlauf der Variablen um den Punkt # — 1, dass auch @z gleich 0 sein muss, dass
also iiberhaupt die Zweige P\® P\# P,7 einer ganzen rationalen Function ' Grades von
& proportional sind. Fiir die Zweige P« P# P7 selbst muss diese ganze Funetion nach
(3) noch mit dem Factor #2 (1 — #)# multiplicirt werden.

Es sei ferner @+ g9 — 1 n. Alsdann hat man ebenfalls nach Formel 11
I ||l ]

in Nr. 2,

i £ o 35 ; ree—e B—pB vl i
(5) .P( ' ﬁ' v z-):z—”ﬂ—z'ju" PJ( S E s O g)

: e gy 0 0 l—n
und fiir die Zweige P« P# Pr gilt jetst dasselbe, wie vorhin fir P« P8 Pr, nur dass
« und # durch « und f' und die ganze Function vom #'** Grade durch eine solehe vom
( — 1)t*= Grade zu ersetzen ist.

Wenn nicht die SBumme der drei Exponenten «, f§, 7, sondern dreier beliebiger
Exponenten, die nur verschiedenen singuliren Punkten angehoren miissen (wie sie den
erwiibnten 4 Fillen entsprechen), gleich einer ganzen Zahl ist, so wird der Beweis auf
den vorigen Fall zuriickgefithrt, wenn man erst solche Exponentenvertanschungen vor-
nimmt, durch welche die drei Exponenten in dieselbe Horizontalreihe riicken.

Die gewonnenen Resultate stellen wir iibersichtlich in folgender Tabelle zusammen:

Dedpf+y=—n P* =y PP —a, Pr —z«(1—2) fo(2)
e f+y=+n Po= r{j} P = oy PY == (1—&)f [, _1(2)
B e B s Pe g BY e PR (e
) Wb Bt mtn B dy Py PY = g (1) for(s)
i Netpfdy=—pn P« — oy Pr—a, Pr == (1—2)% f,(2)
e+pf+y=+n PY=10q; PP =dp P =(1—2) fu_1(s)

ety =—n P=qay PF=a Pr —z¢(1—2) fu(¥)

a4 f+y=4n P"=u; PP =u, Pr — (1 —2)f f_1(e).
3.

I

|
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Hierin bedeutet, wie auch stets im Folgenden, f;(2) eine ganze rationale Function
von z vom Grade s. Wir fiigen noch hinzu, was unmittelbar aus den Gleichungen (1)
folgt, dass in jedem Falle die drei fibrigen Zweige sich nur durch diejenige mit einer
Constanten multiplicirte Function unterscheiden, welcher die drei ersten Zweige propor-
tional sind.

Bevor wir zur Darstellung der Zweige selbst iibergehen, ist es nothig, Einiges
itber die hoheren Differentialquotienten und vielfachen Integrale der P-Funetion voraus-
zuschicken, Den gt*s Differentinlquotienten einer Function nach # werden wir im Fol-
genden durch das Symbol Df, das g-fache Integral durch D¢ bezeichnen, jedoch da,
wo kein Missverstindniss mbglich, die Differentiations- resp. Integrationsvariable # fort-
lassen. Aus der Definition unserer Function ergiebt sich nun folgende allgemeine Regel:

., Durch eine p-fache Differentiation oder Integration einer P-Function entsteht
eine neue P-Function mit derselben letzten Verdnderlichen und denselben
singuliiren Punkten, aber verinderten Exponenten; und zwar sind bei einer
o-fachen Differentiation die Exponenten der endlichen singuliren Punkte der
gegebenen Function um g zu vermindern, dagegen die Exponenten des Unend-
lichkeitspunktes um o zu vermehren. Bei einer g-fachen Integration findet das
Umgekehrte statt.”

Diese Regel hat allgemeine Giiltigkeit, sobald unter den Exponenten keine ganzen
Yahlen vorkommen. Ist dies aber der Fall, so sind einige Modificationen nbthig, die
wir jedoch nur auf die einfache Form

I’((}, {}' Y z)

e gy

beziehen, weil sich auf. diese jede andere zuriickfilhren lisst. Die beiden ersten Ex-
ponenten 0 bleiben bei jeder Differentiation oder Integration ungefindert. Fiir die Fx-
ponenten ¢’ und f° hat die Regel unbeschriinkte Giiltigkeit, da diese keine ganzen Zahlen
sein diirfen. Ist einer der Exponenten y oder 4" eine negative ganze Zahl — n, und
bereits festgesetzt, dass der entsprechende Zweig eine ganze rationale Function von 2
ist, so gilt die Regel filr jede Integration und fiir Differentiationen, deren Index gleich
oder kleiner als n ist; fiir einen hBheren Index ist dagegen der betreffende Exponent
gleich 0 zu setzen. Ist endlich y oder ' eine positive ganze Zahl +4-#n, so kann unn-
beschriinkt differentiirt, aber nur (# — 1)mal integrirt werden, weil bei weiter fort-
gesetzter Integration Logarithmen auftreten wiirden.

Hiernach lisst sich folgende Formel aufstellen:

4 IJPP(g' g ;J: z)=P(c€i@ ﬁ'io :'“—Fl-{; z)’

wo p positive oder negative ganze Zahl und das Gleichheitszeichen so aufzufassen ist,
dass die correspondirenden Zweige der beiden Seiten sich nur durch constante Factoren
unterscheiden. Die Formel verliert ihre Giiltigkeit, wenn » oder 3’ gleich 4 » und
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— o= n ist; und ferner ist statt p 4~ g resp. 3" 4 o 0 zu setzen, wenn ¢ oder y* eine
negative ganze Zahl und o grosser als der absolute Werth derselben ist*).
Aus der Gleichung (7) ergiebt sich noch die andere
@) P(n, Dk ) — nep( S ) ),
/ a gy «+o f+o ¥—o
durch welche jede P-Function in einen hoheren Differentialquotienten oder ein vielfaches
Integral mit willkiirlich zu wihlendem Index transformirt werden kann.

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur mathematischen Darstellung der Zweige
iiber und nehmen von vorne herein ¢ =0 und =0 an, um den Vergleich mit den
in Nr. 2, mitgetheilten Resultaten zu erleichtern.

1. Es sei p — — n (oder 0), also die Zweige der Function

B
ety
o« f 7
zu bestimmen. Nach (6) dieser Nummer hat man
©) R e e
: Pe = fy(2) + o PP = oy ful2) + o P .
Ferner ist

P=

—f &g —n )

i L , £ B

0 o'+ pty
Durch n-fache Integration der Function P, welche gestattet ist, da o' 4’4y =n--1,
erhiilt die obere Horizontalreihe die Exponenten — & 4 n, — f' +#, « 4+ f —2n,
deren Summe gleich 0 ist. Da ferner P, P\# P;* proportional sein miissen, weil PeD? Pr
es sind, so kann Formel (16) in Nr. 1. angewendet werden, und man erhilt
D" P o gus(f) = O. = 0 (1—g) = 4n,

; —a
.Z“I(I—S::'H 'PI ( 0

W0 (u_; eine ganze Function (n—1)* Grades mit willkiirlichen Coefficienten bedeutet.
Differentiirt man die gefundene Gleichung wieder nmal, so findet man

e Pr = O. Dr {2 (1—8)~F+0},

folzlich

(10) P — oy PF = , PY = C; g (1—2)F D= {a==+n(1—g)—F+n} .
Dass der gefundene Ausdruck in der That eine ganze rationale Funection n'™ Grades

*) Setzen wir als bekannt vorauns, dass die Function P der Differentialgleichung der hyper-
geometrischen Reihe (12) in Nr. 2. Gentige leistet, so enthilt die Formel (7) die Eigenschaft jemer
Differentialgleichung, durch g-malige Differentiation in

detip | (i—dte | 1-FHe\ 4P, (ot TP _,
dseT? E g—1 dgett #(z—1) dzt

tiberzugehen, wo ¢ positiv oder negativ sein kann.
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repriisentirt, ergiebt sich unter Anderem aus Formel (15) der Nr. 1. — Zur Bestimmung
der drei andern Zweige erwigen wir, dass nach der zweiten der Gleichungen (9)

DN—l—lPu' — rc_:,«-D”'n:"'Pﬂ' — R;,Dn-l-dl);.-"_
und dass ferner durch eine (n - 1)-fache Differentiation von P die Exponenten der

zweiten Horizontalrethe ¢’ —n—1, f’—n—1, p’' - n-1 werden, deren Summe
gleich O ist; daher hat man wieder nach Formel (16) (Nr. 1.)

D1 Pa’ oy (1", sn'—u—ll'] ___z‘lxll:k'_n_l ;
Folglich ergiebt sich fiir die drei Zweige P, P#, P/ die gemeinsame Darstellung
(11) . D—n—1 {zv'—n—lfl:]_g‘l.,-t'_,._.} -

Fiir die Umgebung des Punktes 2z =0 ist unter dem Integrationszeichen nach X
steigenden Poteuzen von z, fiir die Umgebung des Punktes z — 1 nach steigenden Poten- i

zem von 1 — 5 und fiir die Umgebung von 2 — oo nach steigenden Potenzen von

zu entwickeln. Alsdann sind, falls wir als obere Integrationsgrenzen in jedem Falle z
uehmen, die unteren Grenzen so zu wiihlen, dass die complementiiren Functionen ver-
schwindew.

Es erscheint indess zweckmiissiger, bei dieser Untersuchung von dem Begriff des
bestimmten Integrals ganz zu abstrahiren und durch das Zeichen D—¢ solche unbestimmte
Integrationen anzudeuten, bei denen die complementiiren Functionen verschwinden, so
dass, da es sich hier nur um Potenzen handelt, D—e definirt wird durch die Gleichung

T
IJ —@ s g i e A B

Dieses vorausgesetzt, stellt der Ausdruck (11) die Zweige P%, P#, P¥ dar, je
nachdem nach steigenden Potenzen von 7, 1 — z oder . entwickelt wird. Dass iibrigens

diese Zweige trotz der Relationen (9) in demselben Ausdruck (11) ihre Darstellung
finden, erklirt sich aus der Vieldeutigkeit dieses Ausdruckes und stimmt mit der aus
den Elementen der Integralrechnung bekannten Thatsache iiberein, dass der allgemeine
Werth eines p-fachen Integrals aus einem particularen Werthe desselben erhalten wird,
wenn man zu letzterem eine ganze rationale Function (u — 1) Grades mit willkiir-
lichen Coefficienten hinzufiigt. Hieraus ergiebt sich niimlich, dass verschiedene parti-
culare. Werthe eines u-fachen Integrals sich nur durch ganze rationale Functionen
hichstens vom (u — 1) Grade von einander unterscheiden konnen.
Es sei ferner y = - n, also die Zweige von

p (0' (J" n‘ ~)
« f oy
zu bestimmen. Nach (6) dieser Nummer in Verbindung mit (1) ist
g Pt =0z PP+ agz?(1—e)f fo_1(2) = ay P7 -+ apz® (1— 2 f, —1(8),
(13) { P — o PP — o, PY = g% (1—2)¥ fui(2) ii,:;.'.:
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und ferner

p (1’) Dr fri'-, :) — #(1—2)f P, (-—cz —g’ .re:—|— ﬁ’-i—- ?2’ 3)‘
¢ f oy 0. 0 etlgiggt,
Durch n-fache Differentiation von P, werden die oberen Horizontalexponenten — o' — 5
—p —mn, a" 4+ p" 4+ 2n, deren Summe gleich 0. Ferner folgt aus (13), dass P,
P, Pv sich nur durch ganze rationale Functionen ( — 1)'*» Grades unterscheiden,
die durch n-fache Differentiation verschwinden. Daher sind D» P, Dt P\# und D+ P,r
proportional, also nach (16) (Nr. 1.)

Dn. Pe— Q. (= g)-F—n
und
IJIu — (‘f D ] {_g—{:’r—ﬂ{l __:jl Ia"---n} 4
demnach werden die Zweige P%, P#, Pr durch
(14) O 2%(1—g)f D= {o——n(1l—z)—#—n}
dargestellt, je nachdem nach steigenden Potenzen von 2z, 1 — # oder L entwickelt wird,

— Fiir die drei anderen Zweige ergiebt die (n — 1)-fache Integration von P als untere
Exponenten «'+n—1, g'+n —1, ' — n 4+ 1, deren Summe 0; daher
-

(15) Pr =y P¥ = oy PY = . D=1 { e n=1(] — ) bn—1} |

Die fiir y = —n und y — - n gefundenen Ausdriicke lassen sich vereinigen,
und es ergiebt sich, dass, wenn p tberhaupt eine ganze Zahl, P=, P#, Pr durch
(16) C-2%(1—f D7 {e——r(1—g)—F—r)
und P, P#, PY durch
(17) C' - Dr—! {g¥+r—1(1 —z)f+r—1}

dargestellt werden,

Die erste dieser beiden Formen fiir negatives, ganzzahliges y, als endliche Dar-
stellung der hypergeometrischen Reihe F (p, p', 1—e’, £), war bereits Jacobi bekannt
(Crelle’s Journ. Bd. 96). Diejenigen Resultate, welche unter Anwendung der Relationen
(9) vnd (18) aus der Vergleichung der gefundenen Formen mit ‘den entsprechenden
hypergeometrischen Reihen folgen, sind von Herrn Sohnke in der bereits erwihnten
Abhandlung durch Rechnung hergeleitet worden.

Il Es sei " eine ganze Zahl, alsdanu ist klar, dass im Vorhergehenden die
Exponenten » und p* mit einander zu vertauschen sind.

III. s sei 8’ 4 p eine ganze Zahl, und zwar sei

1) B°+ y = —m, in welchem Falle nach (6)

P* =y P¥ = o, Pr = (1 — AP 18,
P = ay PP - oy (1— ) fu(2) = ey (1—2) fi (&) +- o Y,

2) 8"+ y =+ =n, in welchem Falle nach (6)




— XXIV —

Pe = g 2 fui(2) 4 :el,,r_P-*' = a, Pr + aye”fu_i(2),

P¥ = oy PP = ay PY = 27, _1(2) .
Erwigen wir, dass

45 ; 0 0 ¢
P(O,ﬁ 7 8) = —a¢ P, ,'ﬁ,""’,z)
e 0y e

und wenden anf P, die in (16) und (17) gegebenen Darstellungen an, so finden wir
als mathematische Darstellung fiir die Yweige P=, P#, Pr

[:].8} .z D—F=r :_,5?'—'1 (1 —-z]—r}
und fiir die Zweige P¢, P#, Pr
(19) O (1 —2p D=1 {7 (1—2)t=1}.

IV. Ist endlich B’ 4’ eine ganze Zahl, so hat man in (18) und (19) die
Exponenten p und ¢ mit einander zn vertauschen.

Fiir die 24 hypergeometrischen Reihen der Seite XVI aufgestellten Tabelle ergiebt
sich aus dem Vorhergehenden das wichtige Resultat, dass, wenn eine der 4 Grissen
v, ¥, B —Fy oder - »° eine ganze Zahl ist, stets 12 derselben einander proportional
werden und sich in endlicher Form darstellen lassen, niimlich als Product eines Aus-
drucks 2#(1—z)* in einen hoheren Differentialquotienten. Fiir die 12 iibrigen Reihen
erhiilt man zwar in jedem Falle ebenfalls eine gemeinsame Darstellung, aber in Form
eines vielfachen Integrals; wird dann voransgesetzt, dass jedesmal die Integrationen so
ausgefithrt werden sollen, dass die willkiirlichen Constanten verschwinden, so ergeben
sich ans dem gemeinsamen Ausdrucke die Losungen der noch fehlenden 3 Classen, je

S s |

——

T g —

T

nachdem man vor der Integration nach steigenden Potenzen von 2, 1 — 2 oder
entwickelt.

Welche Lisungen jedesmal einander proportional sind, kann aus folgender Ueber-
sicht entnommen werden:
1) wenn p eine ganze Zahl,
I, 1, V C-#Q—a¢ D {mo—r (1—g)-F-7},
oder II, 1V, VI G Dr-1{g=+r—-1(1—g)f+r—1}
je nachdem der Index von D positiv (0) oder negativ ist; ebenso
2) wenn p* eine ganze Zahl,
LI, VI C.of(1—gfD-v {&v-1(1—s)-r-r},
oder 1I, IV, V G- Dr=1{g=+r=1(1—z)f+r—1} .
3) wenn B’ - y eine ganze Zahl, '
I, IV, V ¢ e DF=r {1 (l—a-r},
oder II, III, VI O (1—2)F Ditr—1 -{g‘“ 7 (i _3)‘;—1}. .
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4) wenn ' -3’ eine ganze Zahl,

DAV Qe D-f=v{er=1(1—gyr},
oder II, III, V C:(A—a)f DE+r—1{gr (1—a)r -1} .
4,

Um nun auch fiir den allgemeinen Fall, in welchem die Exponenten y, o/, B
nur der Relation p o' -8 L p' =1 unterworfen, sonst aber ganz beliebig | sind,
eine mathematische Darstellung fiir die einzelnen Zweige der Function P zu erhalten,
ohne die Differentialgleichung, welcher sie Geniige leistet, zu integriren, ist es nothig,
die Giltigheit der in voriger Nummer aufgestellten Formel

: 0.0 3 i ) 0
a) DR (O —2(, : ?’,J”’g)
¢ GA——piie_ip (it o
auf den Fall eines beliebigen nicht ganzzahligen ¢ auszudehnen.
Man konnte sich die Aufgabe stellen, aus den Eigenschaften der Function P einen

Zusammenhang zwischen zwei solchen Functionen herzuleiten, von denen die eine die Ex-

(I : ; 0
ponenten ). ?,, die andere die Exponenten |, ¢ - : % e hat, wo o ganz

(e e’ —o f—o ry o
beliebig ist. Dadurch wiire dann zugleich eine Definition des Zeichens D¢ mit beliebigem
Index gewonnen, Wir wollen indess diesen Weg hier nicht einschlagen, sondern die
von Liouville herrithrende, fiir Potenzen giiltige Definition der Differentialquotienten
mit beliebigem Index zu Grunde legen, nach welcher
@) iy SRR AR B s ol ) i

P

T I'(n)z" A

Die Euler’sche Function I'(e) ist urspriinglich definirt durch das bestimmte Integral

Je“"a’*“m.

1]

Weil dies jedoch nur einen endlichen Sinn hat, so lange e« > 0 ist, hat Liouville
(Crelle’s Journ. Bd. 11) die Definition der Function I' erweitert, so dass sie nun nur
fiir negative ganzzahlige Argumentenwerthe und fiir 0 unendlich wird. Diese Erwei-
terung war iberfliissig, wenn Liouville die bereits von Gauss eingefithrte Function
Ti(e) acceptirte, welche mit der erweiterten I'{ee+1) identisch ist.

Wird nun die Definition (2) als bekannt vorausgesetzt, so bietet die Darstellung
der Zweige P'“, P ete. im allgemeinen Falle keine Schwierigkeiten mehr, ja sie ist
eigentlich schon in der vorigen Nummer enthalten. Man hat zuniichst

O e e )
a' By & A 2 A ) 0 g8+
I e B i B
=g (1 —g)f 13_”?3( ct” ! J(_l ¢ ﬁ;-[ 7’#)_
4
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Aber nach voriger Nummer sind P,*, P,f, P,* proportional, und zwar ist
P =¢Pp=c¢ Py=Const. = ~¥(l—z)~F-71,

welche Darstellung fiir die ganze unendliche Ebene gilt. Will man Darstellungen in
Form von unendlichen Reihen haben, so muss, wie schon erwiihut, fiiv die Umgebung
des Punktes # — 0 nach steigenden Potenzen von g, fiir die Umgebung von 2 — 1 nach
steigenden Potenzen von | — # und filr die Umgebung von # = co nach steigenden
Potenzen von ; entwickelt werden, — Es folgt ferner fiir die Zweige P*, P#, P7 die

Darstellung
(%) Const. 2% (1 —z'{].T' =¥ {g—ﬂ' _'r'(] —H)F = r}- :

und da das Zeichen D-* {iberhaupt nur einen Sinn hat, wenn unter demselben eine
Reihe von Potenzen steht, so werden P¢, P# oder P7 durch (3) dargestellt werden,

e : 1 : :
Je nachdem nach steigenden Potenzen von z, 1—z oder — entwickelt wird.

Es ist ferner

P(G g ?,z)zl}?-lf’l( . 2 1 z)

« B WHp—1p+r—1y—p+1
Nach voriger Nummer ist wieder
J B E mmePF =gt PV = Consbf g HY=2(1—g)F Fr=1
Daher werden die Zweige P, P#, Pr durch
(4) Const,” Dr—1 {g*+r=1(1—g)f +r—1}
dargestellt, je nachdem nach steigenden Potenzen von 2, 1—2 oder : entwickelt wird,

Nach dem, was in Nr. 2, von Riemann’s Untersuchungen mitgetheilt ist, wiire
iibrigens nur die Darstellung eines Zweiges nothig, um daraus die Darstellungen der
iibrigen und ihre Transformationen herzuleiten. Es ist indess nicht uninteressant zu
bemerken, dass schon durch die beiden Ausdriicke (3) und (4) fiir jeden der 6 Zweige
eine mathematische Darstellung gewonnen ist. Um einen Vergleich derselben mit der
durch die hypergeometrische Reihe zu ermbglichen, wollen wir untersuchen, durch
welche Reihen allgemein der Ausdruck

() De{z2(1—2)}
ditrg‘&tellt wird, wenn unter dem Differentiationszeichen nach steigenden Potenzen von
#, 1—z oder % entwickelt und dann die Differentiation nach (2) ausgefithrt wird. Die

Entwickelung nach steigenden Potenzen von z werden wir dadurch andeuten, dass wir
hinter die Klammer das Zeichen 2 setzen, und entsprechend die Entwickelungen nach

1—7 und - -
1) Wird in (5) nach steigenden Potenzen von z entwickelt und dann nach (2)
differentiirt, so erhiilt man
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Daher wird unter Anwendung des Gauss’schen Zeichens F'

Dl—atp)

D# {s“ (1— z}u’j}: =(— 1) i #muF(—B, a1, a+1—p, 5.

2) Wird in (5) nach steigenden Potenzen von 1 — » entwickelt und dann nach
(2) differentiirt, so ergiebt sich

LA gl e = r':'—.ﬁ:_i'f'ﬁ‘_:'(1__5:|ﬁ—;:+1_|_ @ e—1 M_2+“}{1_5Jﬁ—p+2_,_,)

T(—f) 1 T—f—1) 12 I=f—%
folglich
Dr {;rr(i—z).f}l____.=ﬂ;(—gjﬁ?(1—z)ﬁwr'F{_n, B+1, f1—u, 1—5).

3) Wird in (5) nach steizenden Potenzen von % entwickelt und dann wieder nach
(2) differentiirt, so folgt
I—a—p) 1 T(—a—fF1)

Bif=1. Bl=w—prfd-ta)) g g Ll
AT e e }

(—1)F+nu .{.r{__‘f__.ﬁ‘_f-"’:" sobp—p__ B Ti—a—fi14u) geHp—1—p |

und demnach ergiebt sich

- (Y MN—a— i:.I = 1
Dw 1;“ {l—s_].’f}.l = (— 1)f+u —-}-,-(:“-E_gj-‘— getfA—n F (—ﬁ, p—e—p, —e—g, ?)-

Die Anwendung der gefundenen Reihenentwickelungen auf die Ausdriicke (3)
und (4) und die Beriicksichtigung des Umstandes, dass letztere mit willkiirlichen con-
stanten Factoren multiplicirt sind, fithrt zu folgenden Ergebnissen:

L Pe=go(1 — g D-r {e* (1l — A=l
— Const. (1 — ) F(B' 47, '+, 1—a, 5,
II. Po— pv—1 {zrc'-!-y—l e 3’)|‘."+?—1}J
= Const. 22 F (e’ + 3, ¢’ 49, 1+, 2 5
LS BE g2 ()= 2y D {;,—"'— ¥l — g}—.‘f'—?} S
= Const. 2 F (&' + 9, '+ p, 1 —B8, 1—2),
IV, P& — pr-1 {s¥+1—1(1 —5}-*'+r—1}1____
= Const. (1 —2)* F(B'+ ¢, p'+7, 144, 1—3),
V. By — ot (L —sf Dorfre—r1 — it o1

3

tUOJISf-.rl""—Y([_,:-]F'F(ﬁ'_f-?J a' 48+, Lo = %)r
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VL Pr=Dr {5"""‘1" 11 —g)r'—"+r—‘-},_

— Const. 2=7 Fa' +7, ¥, 1 +7 —¥, )

it dieser Darstellung mit der durch die hypergeometrische
merkt, dass auch die Untersuchungen Liouville’s itber
ormen (3) und (4) ihre Bestiitigung finden.

Hierdurch ist die Ident
Reihe erwiesen. Bs sei noch be
die complementire Function in den F
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Geographie Entwidelung allgemeiner geographijder Begriffe im Unjdluf an bie
Deimathdfunbe. 2 [giitb. . ﬁﬂu@:.g e SER R 5

) %efung, Eindtbung ber ‘Lonleiter unb einftimmiger Lieber nadh) bem Gehir. 2th.j
0. ade.

Sweife Alaffe.

Drbinozind: Lehrer Rohnle.

Beligion. Biblijhe Crydhlungen aus bem alten und neuen Teftamente, Lernen
bon Bibelfpriidfen und Eiebtrher?cn, Die zehn Gebote unb bod apofiolijge Glaubensbes
tenninif. 3 ©th. . Rohnte :

- Deutf % Sefen im Lefebucy file BVorfdulen von Paulfiet, erfie Hﬁtﬁctiuu{g. Mies
mtotiren fleiner Gebichte, Kemminify bes Haupt-, Cigenjhafts- unb Peitworts. ~ Thglidy eine
Abjchrift, widientlich wei Dictate, 8 Std, w. Rohnle.

Rednen. Die vier Specied mit unbenannten Bablen im Sopfe und fdrifelid:
6 &b, . Rohnte peee ol el o
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Geographie. Crffdrung wnd Bevanjdhaulidung leidster geographijdier Begrifie
Renninify bes Globug 2 Sib. w, Rolhnte

Sdjreiben. Uebung der deutfchen wnd latetnijdjen Schrift mit Benubung der
Seherfling'jchen Hefte. 5 Std, w. Rohnte :

Giejang,. Einitben einfiimmiger Boltslicder nad) bem Gdehir. Senntnify ber Toten,
Reidhte Uebungen in der Tonart C-dur, 2 Sth. 1w, Robhnfe

EGefle Silaffe
Drdinaving: Lehrer Pefferforn,

Neligion. Biblijhe Gejchichien aus dem alien und neuen ETeftamente. Die drei
erften Houptfticke.  Spriiche und Yicherverje, 3 ©th. w. Pfefferforn

Deutfd.  Leyen im Lefebuch von Laulfiel fiic Septima unbd Wicbereraihlen bes
Gelejenen.  Wiemoriven von Sediditen wnip Hebungen i Dectindven uad Conjuaiven. o
nif bed Doupt:, Fir-, Babl, Beit-, Cigenjdhafts- und Bexhiltnifwortes. Die Beftandtheile
ves einfacdien Sofies.  Wdchentlic) ein Dictat, tiglid) eine Abjehrift theild in veutjcher, theils
i latemijcher Sdirift. 8 Sth, 1w, Biefferforn.

Nednen.  Die vier Species mit benanmten Jablen.  Dag Refolviven und Rebuciven,
Die Berbindung der  Abdition und Subtvaction, o wie  Multiplication und Divifion mit
fteter Veviidficdhtigung des Kopfrecdinens. 6 Std, w. Biefrerforn,

Gieographre. Gleftalt 1nd Bewegung der Erbe. Die Gradeintheilung, Die
Bonen.  Ueberficht iiber die Sénber und Meove. Berftandbuif der Ravte. 3 Sth. .
Piejferforn. _

@djreiben. Giniiben der beutichen wnd lateinifden  Serift mit Henubung ber
Jtormaljdhreibhefte von Scherfling, 4 Std, w, Pieffevborn,

R

Gefang. Cinitben  cinftimmiger Lieder nad) dem Gehiv,  Kenninify bes Noten-
inftems unb bev Tonleiter C-Dur, Lreffiibungen. 2 €td. w. Pfefferforn,

il. Realidule

sexta,

& Arontaring a SRealidullehrer Baunbdidyu, Cost; b. dtealidinllehrer Dr. Reed.

Jdieligion. Biblijde Gejdichte des alten Teftaments Dagerjte Houptititt, Ays-
wendigleenen von Spriihen ynd Licvern. 3 Sth. w.  Coeb. g Bundjdyu, Coet. b. im
Somuner Heviel, im Winter Dr. Reed

Hedynen.  Wiederholung der vier Species mit benannten Bablen, mit befonberer
JUidficht auf das Bel oer Boblen.  Die Brudgredhnungen. Loriibungen fiiv bie Negel:
befri. 5 ©td. w.  Coet. 0. Bunbdjchu, Coet. Hevtel :

Gicographic. Allgemeine Ucherficht der Land- und Waffervertheilung auf bex
Grde nad) Voigt's Leitfaden, Cwpf. I 3 ©th. w. Coet. 2. im Somuner Hritger, im
Winter Seydba, Coet. b, im Sommer Sadwiy, am Winter Seybda

Deutfdy. Nede- und Sabtheile, Einiges aud der Wortbildung. Dictate,  Lefen
und Wicbereribien bes Gelefenen. Unfertigung Eeiner Aufjibe. Declamations=Uebungen,
5 G, w. Coet. 2. Bundidhu, Coet. b. im Gommer Hertel, im Winter Dr. Reed

Lateinifh. Die fitnf Declinationen, bdie bjectiva, Pronomina, Numeralia, die
vier regelmifigen Conjugationen nady . Scjul, Heine lateinijce Sprad)lehre, § 194,
Weiindliche und ferifiliche Uebherfetungen aus §. Sciuls, Uebhungsbudy § 1—68.  Erercitien
und Cptemporafien. 8 €tb, w. Coet. a. tm Sommer Edmivt, wm Winter Dr. Reed.
Coet. b. im Sommer Hertel, im Winter Dr. Reed
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Schreiben. Die deutjhe und lateinifdye Sehrift in geordneter Folge nad) Bor-
jhriften an ber Wanbtafel und mit Benubung der Scerfling’jhen Normal-Sdjreibhefte.
3 ©tb. w. Coet. a. und b. Hertel ;

Gefang Senntnif dber Notet und Treffiibungen mit Benupung der Singtafeln
1—6 von B, fothe Ein= und jweiftimmige Licber. 2 Std. w. Coet. a. und b. combinick.
Bunbdjdu

Quinta.
Dedinaging: Coet, & Realidulehrer Sdmibt; Coet. b Eand. Dr. Dietzid,

Religion Biblifde Gejdhidhte des Teuen Teftaments. Basd 2, Hauptiticd.  Bibel-
jpriidie und RKirdjenlicver, 3 Std. w. Coet. 2. Schmidt, Coet. b. im Sommer Hertel,
im Winter Dr. Dietridy.

Rednen. Wiederholung der Brudredmumgen und Wnwendung derjelben auf bie
Pegelbetri und die damit zujammenpiangenden Rechnungdarten. Die Decimalbriicdhe. 4 Sth. w.
Coet. a. im Sommer Jadwib, im Wnter Hevtel. Coet. b. Bundidu

®eographie. Wictverholung des Penjums von Septa und Cuvjus 1L nady Boigt's
LQeitfaben. 3 &tb. w. Coet. a. im Sommer Bundfdu, un Winter Kritger. Coet. b
i Sommer Dr. Dfiedi, im Winter Dr. Dietvid).

Maturgeidyichie. Die Wirbelthicre nad) Shilling. 2 Sto. w. Cost. a. Sdhmidt.
Coet. b. im Sommer Sdymidt, im Winter Hevtel

Dentid)y. Der cinjade und evweiterte Sab.  Die Revetfeile mit Aujdhlup ber
Eonjunctionen. Dictate und Auffike. 4 Stb. w. Cost.a. Schmivt.  Coet. b. im Sommer
Dr. Dftedt, im Winter Dr. Dietrid).

Lateinijd. Dag Deponend, die peviphraftifdie Conjugation, die wnregelndfigen
Berba, Adverbin, Prdpofitionen.  (F. Sthulk, . lat. Spradhlehre § 95—164). Miindliche unbd
idriftliche Ueberfesungen aug §. Sdjull, Uebungsbid) § 68—110. Erercitien und Ertems
poralien. 6 Std. w. Coet. a. ©dymidt, Coet. b. im Sommer Dr. Djiecki, im Wintex Dr.
Dietrich

Srangdiijd). Grammatil nad) Plos, Elementarbud) Lection 1—60,  Emdibung
bon avoir unp étre, fomie der einfachert Formen des vegelmifigen Berbd ber 1. Eonjugotion.
Erercitien und Ertemporvalien. 5 ©tb. w. Coet. a. m Sommer Jadwib, Coel, b Dr,
Dftedi, tm Winter Coet. a. und b. Senbda.

Beidinen. Uebung der gerabew und frummen Linien an einfacden {hmmeteijchen
Figuren, welde vor der Sdiilern an der Wandtafel entioorfen und befprodien wurden.
2 ©th. . Coet. a. und h. Wolff

Sdreiben.  Deutjche und lafeinijhe Sdjrift in Sdagen nady Sdyerfling's Normal=
Sdhreibheften. Uebungen im Taftireiben. 2 &b, w.  Coet. a. wnd b. Hertel

Gefang. Giniiben von ein=, swel= wid dreiftimmigen Licbern.  Kenntniff ber Jnters
palle und Tactarter. Treffiibungen mit Benupung der Singtajeln 4—8 von B. Sothe, im
©ommer 2, im Winter 1 Stb. . Coet. a. und b. combinict. Bunbdidu,

(Juarta.
Drdinasing: Coet. a, Nealiduilehrer Dr, v, Ditedt; Coet. b. Nealichullehrer Piitter.
~ Beligion. Crflivung es dritten, Wiederholhimg bdes erften und gweiten Haupts
s, Sectitve und Crflivung der Apoftelgejchichte. Wiemoviven von Stirdjenlicdern und
ﬂliifvilt]prud]en. 2 Bth. w. Coet. a. im Sommer Kriiger, im Winter Schmidt  Cost. be
er.
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Mathematil a Arithmetif. Wicberholung der Dectmalbriidhe mit Eripeiterungen.
Bujammengefepte Regelbetei, Procent:, Gefelljjafts- unbd Mijhungsrecdymmg. 2 Stb. w.
b. Geometrie. Die EBIanimeirw nad) Stambly's Seitfaden 68 sur Rreislehre, § 1—81;
bazu § 111—117. Coet. a. Rabide, Coet. b. im Sommer Jadwis, im Winter Radide

Naturgefdidte Im Sommer: Bejhreibung der duferen Drgane der Pflangen,
namentlid) ber Blithe, behufd Einordbrung der Hiufiger vorfonumenden Pflangen in Ddie
Rlaffen bed Linné|den  Spftems. Im Winter: Die wirbellofen Thieve nadh Sdyilling.
2 ©tb. . Coet. a. und b. Schmidt.

Gejdidite. Im Sommer: Gricdifhe Gejdichte bis sum Tobe Aleranders bes
Grofien. Im Wmter: Rimijhe Gefhiche bid Titus. 2 Sth, w. Coet. 5. Dr. Dfiedi.
Coet, b. im Gommer Jadwip, im Winter Seybda.

Geographic Politjde Geographie der auferenropiifhen Sdnber nebjt Wiebers
holung ber p%nfiid)m nad) Boigt's Leitfaben. 2 Std. w. Coet. a. Dr. Dfiedi. Coet. b.
m ©ommer Fadwip, im Winter Seyba.

Deutjd). Lehre von ber Sapverbindbuug und vom 'f-:."-u;jgcﬁg?c. Haubtregeln ber
snterpunttion. * Rectiive aud bem Lefebuche von Dopf und Paulfiet  Muffage und Declama-
tionen. 3 ©tb, w. Coet a im Sommer §rifger, im Winter Dr. Dfiedi.  Cost. b,

fitter.
: Lateinifd. Wicberholung bes grammatijdien Penfums von Serta und Duinta.
Die unregelmigigen Berba composita; Abdverbien und Conjunctionen; verbunbene und abfo-
lute Participialconftructionen, aceusativus cum infinitivo; Gonflruction ber Stibtenamen.
Ueberfefen aus dem Uebungabuche von F. Schuls.  Erercitien und Extemporalien, 6 Sth, v,
Coet. a. m Gommer Sriiger, im Winter Dr. Ofiedi Coet. b. Pittter,

granzdjifd. Wieberholung bed Penfums von Luinta nad) Plog's Elementar-

rammatit.  Cimiibung bed in ben Rectionen 61—112 enthaltenen grammatijchen Stoffes.
ebungen im miludlichen und jdriftlichen Ueberfeten nad) benfelben Lectionen. Erercitien
und Crtemporalien. b Std. w. Coet. a. im Sommer Radide, im Winter Dr. Dfiedi
Coet. b, Pittter.

Beidynen. Weitere Uebung ber geraben und frummen Limien an Borlegebliittern.
Eopirent leichter SEopfe, Theile ded menfdlichen forpers, Drnamente, Avabesfen wud Lanb-
fdhaften mit befonberer Beritdfichtigung ber Contour. 2 Sth, w. Coet. 2. und b. I8 ol ff.

Gefang. Senntnify ber gebraudilichen Tonarten, Treffitbungen unb Einfibung
rm:t'--bunh dreiftinuniger Qicder. Im Sommer 1 St w. Coet. a. und b. combinict.

unbidyu,

Unter-Tertis.
Drbinaving: Coet. a. Mealidullehrer @utjeit, Coet. b. Realidullehrer Rritger.

HReligion. DBiblijhe Gefchichte bes U T. von der Theilung bdes Reidjed an,
#Micberholung deg lutherijdjen Ratechismus und Crilirung ber Sonntagsevangelien.  Lernen
bon Rirchenlicbern. 2 ©td. w.  Coet. a. und b. combinirt. Piitter.

Piathematil.  a. Urithmetif: Die vier exften Operationen ber Budhftabenredy
ming. Gleidhungen des erften Gradesd mit Giner Unbefarmten. Luadbrat- und  Gubifmires
eln. 3 &tb. w. b Geometvie: Kreidlehre. Bergleichung des Flicheninhalts, Theilung und

usmeffung gerabliniger Figuren, nach Kambly's Leitfaben § 82—127, Lbjung von Aufgaben.
Jtepetition bes Curfud von Quarta, 3 Sth. . Coet a. ®utyeit, Coet. b. Rabide

Raturgefdidie Im Sommer: Botanif, Repetition der Drorphologie. Be-
Ltﬁreiﬁung von Baufiger borfommenden Pilanzen aus Hier verbreiteten Familien. @qrunhgitgr
e8 Linnd'fden Syftems. JIm Winter: Ueberficht ded Thierreihd narh Sdilling’s Grunb-
¥ifi. 2 Gtb. w. Coet. & uub b. Dr. $leinert.
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Gefdidhte. Gejhichte der Bilferwandevung unb des Mittelalters mit bejuaberer
Beriidfidtigiung der beutidyen Kaifer. 2 Stb. w. Coet. a. Dr. Djiedi Coet. b. im Some
mer Dr. Haffencamp, im Winter Kriiger.

Seographie. Deutfd@land in lgjnjiid}_cr unb politijdher BVegichung, mit befonderer
Berlidfidtigung Preufens. Coet. a. Dr. Djiedi Coet. b. tm Sommer Dr. Hajfencamyp,
im Winter Kritger. : 3

Deutjd). a. Lectiive und Erlauterung vorzugsmweife von poetijden Stiiden aus dem
Lefebuc) von Hopf uud Paulfief. Vortrige und Aujjige. Memoriren eingelner Gedidyte.
b. ©aglepre: Criveiterung und Crghnzung ber fritheren Curfe, bejonders ber znjammens
gefebte ©ali. 3 &tb. w. Coef. a. f;!illt%t[l, Coet. b. Hritger.

Sateinifd). Wieberholung und Crgingung der Formenlehre. Wus ber Syntap
bie Congrueny ber Saptheile unbd bdie Cojuslehre nach dber Grammatif von F. ’Eﬁjllf% ein:
eilbt an den Uebungsbeifpielen in ben entfprechenden Paragraphen ded Ucbungdbudhes.

rercitien und Eptemporalien. Lectitve aus Mepos und Phiadrus, 5 Std, w. Coet. a.
Gutzeit, Coeth. im Sommer: Dr. Haffencamp, im Winter: Kriger,

granzidjijd). Oroammatif nady Plog I, Lection 1—23.  Wicberholung der Ele-
mentargrammatif,  Erevcitien nnd Extemporalien. - Lectitve aud Nollin: Hommes illustres.
4 Stb, w. Coet. a. Mabide, Coet. b. Kritger.

Cnglijd). Grammatif und Lectiive nad) dem Elementarbud) von Sdmis. Jm
Winter einige [driftliche Uebungen. 3 Stb. w. Coet a. ® utjeit, Coet. b. im Somumer:
Dr. Siepl, im Winter: Gutzeit :

Beidnen. Teiteve Uebung im Copiren leidhter Sipfe, Drnomente, Arabesten und
Landjdiaften mit befonderer Beriidlidhtigung bes Sdhattens. 2 Sth. w. Coet. a. und b,
Wolff.

T @efang. Vide Prima,

Ober-Tertia,
Orbinazing: Coet. a. Realidmilehrer Dr. fichl, Coct. b. Dberlchrer Crgelhardt

JReligion. Memoriven von Kivchenlicbern und Palmen. Bibeltunbde Exffiring
vbon verfdjicdencn Abjdnitten e heil Schrift. 2 Std. w. Coet. a. und b. combinict. Piitter.
Wathemattf. Jn der Writhmetit: NRepetition ber Budjftabenrednung, Gleichun-
Eém bed erften und bed zweiten @rabes mit einer und mit mehreven Unbefanntern. S ber
eometric:  Jepetition der Kreidlehre, Wehnlichleit ber Figuren, Beredynung ber requldven
Polygone unb bed RKreifed nad) KRambly, planimetriihe Conflructionen. 6 Std. 1o, fq
und b. Dr. fiefhL
Naturgejdidte Im Sommer: Eriveiterung des E[mn}’frrg\cn Spftems.  1eber-
ficht ded Pilansenveichs nad) bem natielichen Syflem. JIm Winter: Darlegung ber allge-
meinen  Eigenjchaften dev Rorper, o wic ihres BVerhaltens an der Luft, sum TWaffer, ur
Wirme und zum Lcht. 2 Std. w. Coet. a. und b. Dr. Klcinert,
Gejdidte. Neuere beutjdhe und branbdenburgijch-prenfijde Gejdyichte. 2 Sth. w.
Coet. & im ©ommer Gutzeit, im Winter Seyda.  Coet. b. Engelhar bt.
. @eographic. Dic Staaten Europas. LWieberholung Dder Geographie von
Deutidland. 2 Std. w. Coet. a. in Sominer Sutzeit, im Winter Sepda.  Coet. b
Engelharbt

oet, a,

Deutjd). Der jufommengefehte Sah im Anjdiluf an bdie Leftitre von Hopf unb
gau[ﬁef. Crilavung von Sdjiller's Balladen. Leltiire eingelier Gefinge ber Jliad und
Obyfiee nad) Bof. Anffie und Declamation. 3 Std. w. Coet. a. im Sommer Daffen
camp, un Winter Dr. Dietvid). Coet. b. Engelharbt.

Rateinifd. Tempus- und Mobduslehre nach Schulp. Caesar de bello Gallico 1.
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Crevcitien und Extemporvafien. 5 Std. w. Coet. a. im Somuer Dr. Daffencamp, im
Winter Dr. Dictrid). Coet. b. Cngelbardt

grangdfijd). Grammatit nad) Rlog 11 bis sum Abjdnitt iiber die Wortftellung.
Exercition und Extemporalion, Lectitre aus Derrig's La France Littéraire: Le Sage, Barthélemy,
Trédéric 11, Volaire, Montesquien, Béranger, Nodier, Lacretolle. 4 ©tb. . Coat. &
Dr. Riehl. Coet. b. Dr. Girrea, :

Englijd. Grammatif nad Sd)mip I big jur Sablehre. Excercitien, Extempora:
lien; miindliche Ueberjepung der Uebungsftiice in Sdmip I Lectiive aus Herrig'd Classical
Authors: Defoe, Swift, Sterne, Robertson, Burns, Wordsworth, Byron. 4 ©tb. w. Coet. a.
Dr. ®iehl, Coet. b. im Sommer Dr. drres im Winter Dr. Riehl

Setdhnen. a) Jm practifden Beidhnen:  Anfinge des Plan= und Bauzeidnens.
Copiven fdhmerer Lanbdjdaften, Kipfe, Arabeslen und Ornameite mit Eftampe, Feder, Tujde
und mit Wnwendung von 3wei Kreiben. Im Winter dancben b) im theovetijhen Beichmen:
Die Projectionslefhre unbd die Hnfinge der Perfpective, 2 Stv, w. Coot. a. wd b, Wolff.

Gfejang  Vide Prima.

Secunda,
Orbinaviug: Coet a. Profefior Dr. W ciganb. Coet. b, Dberlehrer Dr. Gtivred,
MReligion. Die Gritndbungsgejchichte der diftlichen  Rirdje nad) der Wpoftelge-
jdichte.  Gelefen rourben mefreve Bricfe des M. T. 2 Std. w. Coet. a, wnd b, combintet.
Pilitter,
ﬂjiu![_]glswgt:_{. niwendung ber Algebra auf die Llanimetrie; Stereometrie; bdie
Logavithmen; jdwierigere  quabraftihe  Gleichungen ; gnblradie  Conftructionsanfgaben.

5 ©tb. w. Dr. Stfirmer,

Phyiif,  experimentale. Statit und Veechanit der feften, fliiffigen und [uftformis
gen Rirper, Warmelehre nadh Roppe. 2 &th. w. Goet. a. Dr. Stiivmer. Coet. b, Dr.
Hleinert

Chemie. Dic Gruppen der 1= 2-, 3- unbd 4-werthigen Clemente nebjt ben widtigs
ften Berbimdbunaen devjelben wurben mit Bugrundelegung bon Sdjretber's Grundrifi ber
Ghentie Befprodien und  burdy CErperimente evldutert. 2 Stb. w.  Coet. a. und b, Dr.
Sleinert,

Hoturgejdidte. Minevalogie: Ovpltognofie nad) Shilling's Sdyulnaturgejdidyte.
Undwahl dev widtighen Mineralien aus ben D'.‘l'ﬁl]tri‘.‘ll_'nc.'r @ruppen. 2 Sth. w. Coet. a.
und b, D, Rleinert

Gejdidte. Drientaliffie und gricdijde Gejdidte. AWicberholug, ber romifdhen
Gejdidic. i!Hqu\cmF.mml aus ber Geograpbie in Anfniipfung an den aefdichtlichen  Unters
rit. 3 Sth. w. JIm Sommer Coet. a. und bh. Dr. Hajjencamyp, im Winter Coet. a.
Dr., Gorves, Coet. b, Engelhar bt

Deutfd). LReftive: Aus Hopf und Pauljiet: S 106—122 und S, 200—228
1t Coet. a.; ©. 122—154 in Coet, b.; Sdhiller's Tell; Giithe's Egmont. — Dispofitionslehre.
Teteil.  ufjige. 3 Sid. w. Coet. a. Dr. Weigand. Coet b. Dr. Girres

Zateinifd) @elefen wurbde Livius, lib. XX1L, ep. 44—61, dann in Coet. a2, aud
Ovid's Metamorphosen, in Coet. b. aud Virgil's Aeneis. Wiederholung der Grammatit an
Grercitien und Crtemporalien. 4 Sid. w. Coet. 8. Der Director, Coek. b. Engelfhlardt.

grangdfijd. Sdullective aus Herrig: Balzac. Fenillet, Le Village. Moliére,
LAvare, Chateanbriand, Vietor Hugo. Privatleltitve, in franyofifcher Spradie befprodyen ;
Paganel, Histoire de Frédéric le Girand; Salvandy, Jean Sobieski (B bel, Band 27 unb 20.)
@rammoatit nach Plos 1. vom Pronom bis zu Ende. Erercitien und Ertemporalied
4 ©tb. w. Coet. a. Dr. Weigand. Coet. b. Dr. Gdrres.
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Englifd. r[:ruﬂeftlhe aud fereig: Johnson. Swift. Hume. Gibbon. Macaulay®
Byron. ‘Privatleftice, englifier ©pradje controlirt, aus Perrig: Radeliffe.  Seott.
Dickans. TLamb. Eimmmuh nadh Scmiy: Confruction, Congruens, Rection, BVerbum.
Eyercitien und Ertemporalion. 3 ©tb. w. Coet. a. Dr. Weiganb. Coet. b. Dr. B frres.
Beidnen. a) proctifdes _3‘id;m1t ie in Dbertertia,. Dancben im Winter b) um
theoretijéhen Buid}uul fortjetung der Perjpective. 2 ©tb. w. Coet. a. und b. Wo IfF.
@efang. Vide Prima

Prima.
Dxbinayind: Der Divector.

Reltgion. ¥m Sommerhalbjahe: Chriftliche Kivdengeidichte bis jur Rejovmas
tion ; im Winterhalbjahr: Kivdengejdihte nad) dber Reformation. 2 Sid. w. Eerno.

Mathematif Unalptijde Geometrie; Kegeljdnitte; fphiirijhe Lrigonometrie.
MRepetition und Erweiterung der ebenen rirm,mm]mhh, bexr Stercometrie, Planimetrie und
ber Afgebra an zahlveichew ufgaben. 5 Std. w. Dr. Stiivmer,

B h m’ir, mathematijche,  Statit und Wedjanil der feften, flijfigen unde Muftidvmigen
Rivper und Wiarmelehre, nad Soppe. 3 Sio. w. Dr. Stiirmer,

Ehemie. Jm Sommer-Sem.: Reactionen bder etallfale — Unleitung zur
Unalyfe einfacher Verbinbunagen, Sm Winter: Theile der technijchen Ehemie, namentlich
$ali- und TMatronjalze, jo wic BVerbindungen bdez Cifens, Bleis, Kupfers. 2 Stolw.
Dr. ®lcinert

Gejdicte. Gejdidhte der neueren Heit, Wicherholung bder alten und mitileven.
3 Stv. w. Dr. Girres

‘f*h'l.‘ﬂ,‘ aphie. Phojfijde Geographie. 1 &ib. w, Dr. Klcinert

Deutid) Ueberfidit iiber bie Gejhidyte ber deutjchen Litteratuy. Formenlehre bes
Miittelhodhdentichen, angefutipft an Leftiive aus bem Mibelungenlicde. Erivierung und Cor=
reftur ber Yuffake. 3 Stb. w. Der Director.

Lateintjd)  Gelefen ywurbe Cicero’s Rebe fitr Arvchiag; eine Auswalhl von Briefen
bes j. Plinius: ausgewdflte L'Lnu unbd bic erfte atire bes Horaz. Eingelne ZTheile ber
Gironummatil wurben |Lp11:" 3 &tb. w. Der Director.

Srangdfijd. Sdulleftiive: ine, Britannicus; ausd Hervig: Mirabean, Rollin,
Chénier. Delille. ~1~L|mr-1rnn._ in franzofijdier Epradie. controlivt, aus Gobel's Bibliothek:
Fléchier, Théodose, aus Dli“‘l E,.mnf Lacretelle, Wiitnblicdhe und {dyrijtliche  Uebers
T;t.uam-:n aus ©dillex’s bre |t"l1ml]1.,1fr.1 Srie n,-_ Synonymen und pomonymen.  Ylepetition
ver Grammatil.  Uuffige. 4 ﬁ'[“ . Dr. ’Mrl;nnh ;

Enqglifd. Schulleftiive: Shakespeare, Richard 1L Privatlettive, in englifdher
Spradye befprodien: Sehits, Hist. ser. 11 p. 1—98, *JJ:u.mLul]v und jchriftliche Ueberfebun:
gent aus Sdiller’s dreifiigidhrigem Srieqe.  Synonymen und Pomonymen. HRepetition dex
Granmatif. Huffibe. 5 Stb. w. Dr. W iqand.

Betdpnen. a) Jm practijden ilx']'mr Beichner nady Gypsmodellen.  Practijche
nwendung der peipectivijchen Reqeln dwed) Aufnabhmen gecigneter Banlichfeiten der Stabdt.
b} Jm theoretifehen Seidynen: Repetition der .L\;L}p-.LLI'UL‘ Geometrijhes Heidnen, naments
lich Sifung jolder ujgaben aus ber jeihnenben Geomutrie, weldje bet den uu]cﬁwbutrn
"Eauﬁnnhmuhu an [Jﬂumute Jur "Immublmq tonunen.  yovtjelg ber geomettifdhen Pros
jection. 3 Sib. w, Wolfy.

Gefang. Dic Sdyiiler der oberen flaffen find mit ben geibteren der unteren jur




8

erften Gefangtinfle vereinigt. Gingeiibt wurben fivdliche Chorgefin ¢, Motetten, biecftims
mige Lieber. 2 Sth. . ‘Bunhfd]gu. s o 5

RKatholijder Religions:-Unterridt.
a. Porfdule.

floffe 1. 2und 3 combintct.

Bom Beiligen ﬁrcugﬁcfrﬁcn, Cinitbung und Crfldrung bed BVaterunfers, bes
englijien Grufies, ded apoftolijdjen Glaubens, ber Gebote Gotted und ber fivdie, Huswen=
biglernen ber allgemeinen fated)idmus-Tabelle. Ausgewiihite biblijhe Crzdhlungen aus dHem
alten unb neuen Teftament. 2 Sth. w. Wencel

b. Realfdule.
Bmweite Abtheilung: Sexta, Quinta, Quarta und U-Tertia combinirt

Hepetition  bed Penjums vom vorfergehenden Jahre. Die @Iauﬁcnﬂ[cgﬁe nach
Deharbe No. 1 und 2. Biblijhe Gefdichte bed meuen Teftaments. 2 Sth, w. Wencek.

Erfte Abtheilung: O-Tertia, Secunda combinict.

Die Lehre von der Heili I.lit%, bon ber &rabe, von ben f;n:i[%cn Satramenten
und Salramentalicn. Kivdengejdidite, dad zweite Jeitalter. 2 Std. w. Wencel,

Turn=Nntervidt,
Dritte Turn-AbtHeilnng,
(VL Coet. a. und b. V. Cost. a. und h.)

Einfache Freie und reigguartfgc Uebungen, Gerdthiibungen am Red, Varres,
©Springel, ben Retteritangen und Taven. Widentlich 2 Stunden.

Sweife Turn-RAbtheilung.
(IV. Coet. a. undb b, IIL B. Coet. a. und b))
ujommengejebte Fret- und Ordmumgsiibungen. Geriithitbungen am Red, Bats
ten, Bod, Shwingel, an ben RKletterftangen und Tauen. Springel. Widbentlid) 2 Stunden
Grfie Turn-Abtheilung.
(IIL. A. Coet. a. unb b. XL Cost. . und b. L) -

Die jdwierigeren taltiicen Uebungen. Uebungen mit dem Gifenftabe. @ierme:[)cn.
Stabfpringen. ufier ben von ber IL Turnabtheiling bemubten Gerdthen wurben nod dad
Doppelred, bder Barven mit ungleichen Holmen, die Schaufelringe nub das Schwungbrett
gebraucht. IWdchentlich 2 Stunden.

Jm Winter fonnte bejchrintten Raumes wegen nur eine geringeve Fahl ber Schftler
am Turnen theilwehmen. Turnlehrer Hellmanm.




e e e e

SO ITEN T ENNUENIeT; TICHICIf, CIIUCTE, " TREsn, Treprgesy priemsisims

Privatlectiice. 6. Das Duell.  (Cin Gejprad)). 7. 9nrede ded Hannibal an fein Heer beun
Webergange iiber die Mtpen. 8. Pectus est quod disertos facit. 9. Metrijdye Ueberjebing
aus Roacine's Efther. (A 3, &, 4). 10, Metriicge Ueberjebung cines Bruchftids aus
GEoangeline von Longfellow. 11, Dex erfte et bes Tell, bie Expofition Des Stilds 12
Dex Mitckig der Belntaujend.  (Ktlaffenarvert).
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DOPPEITEE, DT SOULTTTn —wmw-sersp——y
gebraucht.  TBdchentlich 2 Stunben.

Sm Winter fonnte bejchelintien Faumes wegen wut eine geringeve abl ber Sditler
am Turnen theilnehmen. Turnlehrer Hellmann.
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Prima.
Deutid.

: _ 1. Dimidinm facti, qui coepit, habet. 2. Jtoth entwidelt Sraft. 3. Das Leben
ein Stampf. 4 Die Macht des Beifpiels. 5. Ucberfepung von Plining, Ep. VI, 16 und
20, 6. (&8 giebt fein duperes Feichen der Hoflidilet, das nidyt cmen tiefen fittlichen Grund
hatte. (Gidthe). 7. Die gejdhichtliche Beveutung ves WMittelmeers. 8. Ber)dyicdene  Arten
unfere Giebanfen mitjutheilen. 9. Von ben Mitteln Beit ju gewinnen.  (Rlafjenanfjab).
10. Wir find dem Alter Achtung fhuldig. 11. Die Crholung des ®ebilbeten. 12, Dann
exft geniep id) meines Lebens vecht, LWenn 1d) mu's jeden Tag auf's neu erbeute. (Sdiller.)
(Abiturientenaufjat),

Franzoiijd.

1. La vie de Franclin. 2. La vie de Frédéric le Grand jusqu'a son avénement
an trone. 3. La premiére ek la seconde guerre de Silésie. 4. La bataille de Marathon.
5. Le sifge de Platée. 6. La défaite des Athéniens prig de Syracuse. 7. La fable de
Britannicus par Rucine. 8 La prise et la reprise de lu citadelle de Thebes,

Enalifd.

2. The life of Washington. 2. The fable of Richard 11. (A, 1—I1I). 3. The
fable of Richard 11. (A. 111-—V). 4. The seven years” war. 5. History of Theodosius till
383. 6. History of Theodosius from 383 till 395. 7. The fable of Richard 11l &.
(Gauses and results of the Grusades

Themata bei der Abiturienten=Priifung 3n Oftern 1575,

Dentjdy: Dann erft geniep i) mein Leben redht, Wenn ich miv’s jeben Tag
auf's nen exbeute. (Schiller.)

Franzdjijd. Charles-Quint,

Englijdy.  Ein Erecitimm.

Miathematif. a. Jemand fauft fidh am 1. Januar 1843 in eine Sebensvers
ficherungs-Glefellfchaft mit einer Summe von 9000 Piart gegen cine jihrlich praenumerando
s zablende Pramic von 270 Wart ein, und ftivht am Ende bes Jahres 1871, ie qrof
ift Der Gewinn oder BVerluft der Gejellfehaft, wenn die Jinfeszinfen 3u 5% geredhnet werden?
b, Einen Hhombus zu jeichnen, wemn cin Winfel und die Swmme dev Dingonalen gegeben
find. c. Den Winkel x fo zu beftimmen, dap sin x -5 cos x=2 ift. d. Der Duvymefjer
giner Stugel 2r ift ftetig getheilt und durd) den Thetlpunit eine auj dem. Durchmefjer jent-
redjte Gbene gelegt. Wie grof ift das Volumen und bdie Oberfliche der beiben in bie Sugels
jegmente cingejdyricbenen gevaden Kegel, weldhe bie Scmitifliche Fur gemeinjamen Grunbs
flache haben?

Bhyfit a Wie grofs ift dic Hihe cines Berges, an defjen Fufe ber Baro-
meterftand 760 = betviigt, wibhrend cr auf dem Gipfel 407 ift? it Entwidelung bes
Gejebes. - b, MWie viel RKilogramm Wafjer von 10° Celfins fonnen durc) Cinleiten von 12
Silogramm Wafjerdampf von 100° €. aquf eine Temperatur von 32¢ pridvmt werden?
Mit Entwidelung des Giejebes.

Ehemic uf weldhen chemijchen Progefien bevuhen die gewdhulichiten Metho=
bent Saucrjtoff zu entwideln?  Stidyiometrijche Anfgaben. a. Eine Lojung vou 2 gr. Bt
dilorid wnd 3 gr. Kabmiumfulfat joll dburdy Scywefelwafjerftoff ausgefallt werden. Wie vrel
Sdpwefeleifen ift, bei einem Berlufte von 20%, des Gajes, dagu erforderlich? — Mie viel
Sdpwefelwafierjtoff dem Gewidt und Volumen nach wird im Gangen entwidelt, und wie
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viel Schwefelmetall evhilt man? b \sn etner $Bjung von Kadmimmiuliat befindet fid) anfer-
bem nody freie Sdwefeljdure. Die Lojung wird mit Sodba ausgefallt wid  giebt meben
4.5 gr. tohlenfaurem Sadmiumoxyd nod) 340> Kohlenjdureanhyoriv. Wie viel Sadminm=
julfat und 1wie viel freic Sthwejelfdnre war in Lojung?

B. Bevorduungen der Vehvrden von allgemeinevem JIntevefje.

BPom 18, MWiivy 1874, &5 wird genehmigt, dofi dem Gymunajial - Elementar:
lefrer Hellmanu der Turmmterricht an ver Realjeule vom 1. Wpril ¢ ab {ibertragen weroe.

Bom 17. April 1874 Der Hectiondplan fitr das Scyuljabr von DOffern 1874
bis Oftern 1875 wivd genehmigt,

Bom 8 Jum 1874, Empjohlen werden die Heroen= und Givtteraeftalten  der
qnu!!llu}- i Sanjt, evldntert von ey, Eonze”, und die , Denfm nln pee Baulunit, Hevauss
gegebent voi Studpivenden ey .‘.LLil.lq!nuL,l Ban=diaoemie ju Bevlin'

Bom 20. Juni 1874 Empfeblen jur Anjdafiung ]1'11‘ “bie Mnftalts-Bibliothet:
- sorieovich TWilhelm 1ML umd jeine Sidhne Sonig Feicovid) Wilhelm IV, und Koifer und
Sinig Wilhelm” Herausqeaeben vom Grajen von Stilljried.

Bom 0. Junt 1874 DMitthetlong der Bemevfungen, i dewen  die bon dent
Heren Provinginl-Schulvath Polte am 5, und 6. Mai b J. abgehaltene Revifion der Heal:
jefule ¥Mnlaf gegeben hat. B

Bom 30, Juni 1874, E5 jollen l1'=nf ig an allewr Hoheven Lehranjtalten der
Proving in Besug auf die Lefftungen in den Cenjuren -ulq- iwbe Prdovicate gebrancdht werben :

fehr gut, gut, E"l‘T'l]L‘I:'H]\l'll yiemlid) L1‘1Ll igend, mittclmafog, ungeniigend;

o baf bei %tII]L!l e nftalten, welde jur ‘c",u lllEIlL1l, L"' (s h'[l‘llIlI'LJJLll‘p- cier Senjity
(! 5 -~ = 1 T

Stummern anwenden, folaende Scala eniftehi: 1 A | FIG0 el e | 11,

Bom 13, Augujt 1874  Fitr bie vom Un.umm i Pojen angeleqte Somntlung
aller aquf bas h'nu'.',luw-w'um| Pojen fich begichenden Drudidjrijten joll von den FHinjtig
) l augzugebenden Programmen je cin Eremplar eing f:nbt werben.

. Bom 20, "[n;un} 1874, mweijung, wie bei der vom 1. Januar £ F. aucdy bt
pen Anjtalta=stafjen Sraft tretenben e welredyming die Wimredpmmg ber  bishevigen
alten Pfennige in Ju iehs=Prennige exfolgt.

Bom 27, Auguft 1874, Cmpfohlen wivd jur Aufnahme in die Sciilerbiblio-
theten die in luftvivten Wionatsheften Gevausgegebene Jeitjdrift: Deutjhe  Fugeund? von
Suliug Yohneyer.

Bom 11. September 1874 Beftmnuing itber Das Berfalven, weldyes von jent
ab bet pen Staats: und Conmunal=H Provingen Pommern und E!'\l-l:lbnqbit'.‘g
besitglich ber Grmittelung von Militdv-Mmvdrtern 3w u‘ulnl verfuchSmeife Jtattfinoen darf.

Bom 12, Scptember 1874 ) i :"_l ‘DL \Lmllq%llun wifjens
idhaftlichen PrifungsCommiffion fiiv & Schlefien wmd Rofen Nbitur Arberten zu
ftern 1874 toird mitgetheilt,

Bom 21, September 1874, Ter Duvector witd zu Borvjdlagen Behufs Feft:
. ftellung ber Themata, weldye bei der vievten Divectoven-Confereny ber Proving Pojen uv
- Rumllalllm‘ fontnten follen, a:nquuﬁn

Bom 29, September 1874, Empfohlen wird: |, Meyer, bie vidtige Glejtalt bes
menjdhlichen Sorpers in ihrer Grhaltung und Ausbilbung”.

Bom 14, Sctober 1874, DTer Herr WMinifter dev geiftlichen 2, Ungelegenbeiten
hat burc) Mejeript vom 20, September cr. der Realjchule in Brombera cinen weiteren Bus
chup von 3000 Thalern, Vehufs Gewdhrung von Wohnungsgeldzuidiifjen an bas Lelrer-
collegiunt, aus Staatsfonds bis auf Weiteres diberwicfen.

Bom 7. November 1874, Durd) dad Huutreten wewer Anjtalten u dem Ber=

Ly
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Im Wintevjemefter 1874/75 waven die Schitler in folgender Weife vertheilt:

a. Jealjdule.
Selaffe @efommt.| Evan- Hatho: | Jiivlider | Dentfder | Polnlider| Ein. Ans-
bt 3afl. geliidye. lifge. | Mefigion. | Wetunjt. | Ablunft. | Helmifde. | wdctige.
= P e e LS B e e el o e e | el i S R
Prima. L0 " 16 15 | P 1 16 l e B 8
Secunda Coel. a. . 30 a7 g | 1 29 1 (.5} 7
Seeunda Coet. b..| 33 2] g |10 31 2 20 13
Obertertia Coet. a. 29 92 3 4 28 1 22 7
berteriia Coet. b. 28 21 2 5 28 — 14 14
Uuterlerl?n Coet. a. 41 2] |' & 11 40 1 28 13
Untertertia Coet. b, 47 36 3 8 15 9 34 | .18
(uarta Qoet. a.. . i 51 | 3l 7 59 | ) 45 |- i1h
Quarta Coet. b.. .| 62 47 A e 59 3 38 | ‘24
Quinta Coel. a.. . 50 34 6 10 45 3 36 14
Quinia Coet. b. . . 59 40 4 15 o6 3 44 15
Sexta Coef, a. . . 48 as h 10 4 2 ah 13
Sexta Coef, b, . . 49 39 } 9 5 17 2 41 8
Sugefonnt . | 583 | 407 | 5 | 101 ] 529 i: 24 389 | 164
b. $urit[)nic
SR Lff.hmm:nt {fhm'-- &mlw e r[]u | Polnfidger | G- | A&
Stlafje. sahl. gelifdhe. || lifde. .Hl\lu ift. | JlIJ!m'r: byei utuld’lr Jv:’inigr.
e T e 84 56 | 1 81 76 8
Rlaffell.. . ... . 56 T i hb 1 53 3
Riafenl. ... .| -55 Y e I | By e 53 2
Jndgefarmme . . . . 195 144 | 19 ‘ 191 | 4 182 13
Giejammtzabl . . .| 748 I 551 |' 64 | 720 | 28 571 | 14,

Bei der unter dem Borfig des Stiniglichen Brovingial-Sdulvaths Heven Polte ju
Ditern 1875 abgehaltenen ‘"‘[luiuttr:tiumm[]n.q crhelten Dos Beugnif beér Heife:

1. "l| gujt Bredtfdneider, aus Fordon qgebitvtiq, 1‘i‘_ Jabre alt, evangelijder
Gonfefiton, 644 Jabre auf der HI]InIll, 2 Sabie i Prima, sum Baufad),

2. Dacar Eppinger, aus Polu, Crone gebitrtig, 20 Jabhre alt, evangelijdher
Gonjeffion, 9 Jahre auj ber ‘Jln[mlt 3 Jabre in Prima, ju Univerfitdtsftubien.

3 Abnolf v, Bromadzinali, aus Civplowo bei l:uln Erone gebilvtig, 20 Jahre
alt, LUL'II.'Il]LEllLile Eonpejfton, 9 Jabre auf der Mnftalt, 2 Fahre in Brima, um ;_';r.mtrnd]

L Baul Groef, aus Bromberg gebiivtig, 20 Jalve alt, evangelijdjer Eonfejjion,

11 Suijh nui oer Anjtalt, 2 Eﬂl}rf i PBrima, zum ’mufuuh.

53 h}u]tuv Ders, nuu Djtaloszyn gebiivtig, 195 Fale alt, mojaijcher Religion,
Hlls Falbre auf ber ‘]lmtult 2 Jabre in Prima, a0 Univerfitdtaftudien.

6. Moy zthllupt‘ v, aus Ljtrown bei !\Jmnul‘mw gebitvtiy, 17%s Jalhve alt, cban-
gelijdyer Lunmuun 615 Fabre ouf ver Unftalt, 2 Jabre in Prima, e Lnnbmulmd]arr

7. Hermann Haberjtroh, n:t'x Btumhuq aebiivtig, 19%s Jahre alt, cvanaelijdjer
Gonfeffion, 13 Jahre auf der Anftalt, 2 Jahre in Lnnm_ s Banfach.
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8 Carl Holh, aus Bitlowshaive ber Henenburg qebiivtig, 21 Jahre alt, evans
gelijcjer: Conjeffion, 2 Jabhre auf dev Anjtalt, 2 Jahre in’ Prima, um Fovjtad).

Cs wurden von dev mitndlidjen Priifung dispenfivt: Haberftrol, Hevs, 6 rack;
Haberftroh, Herh, Gracf, Schlieper, Bredtjdneider eehielten das Priivicat: ,qut
beftanden”, bie Uebrigen: ,genitqend bejtanben’, :

E. Lehr=Appavate,

giit pie Lehrevbibliothef wurden angejdafit: ‘Jt%anli_. Real = Eneyelopibie der
tajfijden Alterthumswifienichaft; Beer, die erfte Thetlung Polens: Thiers, histoire do la
révolution frangaise; Mdkner, Syntay der jramzdfijden Sprache: Misner, Wltenglijehe
Spradyproben; “Bleuvo - Shatejpearefhe Deamen ed. Delins: 9 Sdymidt, Shatefpeare=
Mepicow; MWhitney's i\'m‘[ci:[ngfu itber Spracywifienidyaft; Bacmeifter, Keltijdhe Briefe: Haafe,
Borlejungen diber lateinijhe Spradywiffenichait; Sell, Handbud) der Romijchen Epigraphil;
Scholia graeca in Avistophanis Comoedias ed.  Dindorf; Govfien, idiber bie 'E‘i}t‘ﬂldj‘ et
Etruster; Thomjon und Laif, Handbud) der theovetijden Phyfit; Ranunelsberg, Grupbiip pens =
Chenie; Haedel, natitelidie Schipfungsaeidicyte; Schopenhouer's Wevte: Lote, LpKits Ritter
wid Preller, historia philosophine Gr. of Rom, ex fontinm locis I'|J|J|'.'1|..l;31.i.:;|€m._ bas hilere
Sdyulivefen n I*lh'cui;m, 1869—1874; Syraber, Eviichungs: und Wantervictalehre u, ‘a. nt.
Dazu die Fortjesungen ded Central - Deqans filv die Jntevefien des Healjdhulwefens  ed,
Sirad; Stiehl's Eentvalblatt; Poggenborif's Unnalen; Sybel's Sejchichte der Revoliutionss
gett; Deutjche Dichtungen des Mittelalters ed. Bavtjdy; Leyer, mittelhochpeittiches  Hanbs
wirterbud); Erjd) und Gvuber's Eneyclopidie; Hevvig's Wrchiv w, A m, ;

Un Lehrmitteln fiir die naturwijfetidaftlichen Cabinete, fiir den Untevvidit in bee
Gieographic, im Jeidnen und im Gefange ift ciniges Newe ccworben, ver Altere Beftand
angemefjen evqdnit worden,

oA D i e e ———

"..-'. o g PR S Eo ."{'- < % Rl :
Oeffentiige prifung.

Sonnabend, den 20. Miivy 1875.
Dlorgens vou S A ab,

Prina, Guglijd): Prof. Dr. Weigand.
Secundn a. Phyfik: Dbexl. Dr. Stitrmer,
Dbertertin b, Franzofifch: Oberl. Dr. Hryes,
Untertertin a. Sepgraphie: Dr. v, Dijiecti.
Sunria b. Beutjdy: Piitter,

Quinta a. Redhnen: Hertel,

@erta &, unp b, Xafein: Dr. Reed,
Borjdulflajie I.  NReligion: Pfefferforn.
Vorjdultiaje M.  Reduen: Rohnle,
BVovidulfinfie 1L Dentich: Wade

Gejang dev erften Singeflafie: VBundidu.
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