




Theorie der gradlinigen Strahiensysteme des Lichts ,
eine Erweiterung der Gausstehen Theorie vom Krümmungsmaasse der Flächen ,

( Sapifef I . (Stnfetftttttj .

§ . 1 . Historische Einleitung .

1) Strahlensysteme des Lichts in Mitteln , deren elementare
Wellenfläche die Kugel ist .

Der Erste , welcher sich mit Strahlensystemen beschäftigte , war Tschirnausen 1682 .
Er bemerkte die Brennlinie , welche durch Eeflexion paralleler Strahlen in einem Kreise
entsteht ; die Gleichung aber , welche er dafür aufstellte , war , wie die Commissäre der
Pariser Akademie Cassini , Mariotte und de la Hire zeigten , fehlerhaft . Dieser erste fruchtlose
Versuch zog die Aufmerksamkeit der Mathematiker auf diese Art von Curven , welche man
bald als den Schlüssel aller dioptrischen und katoptrischen Geheimnisse erkannte . Männer
wie Bernouilli , l 'Hopital , Carre behandelten allgemeiner ein ' Strahlensystem in der Ebne ,
welches dadurch entsteht , dass parallele , oder von einem Punkte ausgehende Strahlen an
einer beliebigen Curve gespiegelt oder gebrochen werden , und gaben Methoden an zur
Berechnung der kaustischen Curve , welche im Allgemeinen aus zwei getrennten Zweigen
besteht . ' ) Sie ist sehr complicirter Natur ; aber Quetelet 2) zeigte , dass sie von leicht con -
struirbaren Epicycloiden abgewickelt werde , die gewöhnlich viel einfacher sind und dieselben
Dienste leisten .

') Die geometrische Construction derjenigen Strahlensysteme dieser Art and ihrer Brenn¬
linien , welche durch 1 , 2 , 3 oder 4 ebne oder sphärische Flächen gespiegelt oder
gebrochen werden , findet sich in den optischen Tafeln von Schellbach und Engel .

2) Memoires de l ' Acad . de Bruxelles III .
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Malus ' ) begann 1810 zuerst eine Theorie derartiger Strahlensysteme im Eaume , welche
Dupin , 3) Hamilton 3) und Gergonne 4) ausbauten . Die spiegelnde oder brechende Curve
wurde nun zur Fläche und jene beiden Zweige der Brennlinie zu zwei Schalen einer Brenn¬
fläche , die von allen Strahlen des Systems berührt werden , und auf denen die ganze Dioptrik
und Katoptrik beruht . Das Hauptresultat war folgender zuerst von Malus aufgestellter Satz :

Wenn es für solche Strahlen eine Fläche giebt , auf der sie sämmtlich
senkrecht stehen , so behalten sie diese Eigenschaft , auf einer Fläche senk¬
recht zu sein , mögen sie auch noch so oft an beliebigen Flächen gespiegelt
oder gebrochen werden .

Wie aus dem Folgenden hervorgehen wird , sind das , in die Sprache der Undulations -
theorie übersetzt , im Allgemeinen solche Systeme < die nur in Mitteln möglich sind , deren
charakterisirende Elementarwelle die Kugel ist . Die meisten übrigen Sätze sind rein mathe¬
matischen Inhalts ; für die Optik von Interesse ist eigentlich nur noch der , dass man jede
beliebige Anzahl brechender oder spiegelnder Flächen durch eine einzige ,
bestimmte ersetzen kann , welche dieselbe Wirkung , wie alle zusammen ,
ausübt .

2) . Allgemeine Strahlensysteme des Lichts in beliebigen Mitteln .

Wie interessant auch dieser specielle Fall sein mag , für die Theorie blieb doch die
Untersuchungder gradlinigen Strahlensysteme , die keine alle Strahlen senkrecht schneidende
Fläche besitzen , ganz allgemein und in einem durch irgend eine elementare Wellenfläche
charakterisirten Mittel , von viel grösserer Wichtigkeit . Diese Untersuchung ist zuerst von
Hamilton 5) geführt worden .

Derselbe geht zu dem Zwecke aus von einer allgemeinen partiellen Differentialgleichung
dritter Ordnung mit 42 Coefficienten und 8 Veränderlichen , nämlich dem Ausgangspunkte
( x , y , z ) des beliebig gekrümmten Strahls , seinem Endpunkte ( x ' , y ' , z ' ) , der Farbe % und
einer das Mittel charakterisirenden Function V . Es gelingt ihm , die 42 Coefficienten auf
10 zu reduciren , welche er als gegebene Constanten betrachtet und in 4 Gruppen theilt .
Diese liefern ihm 4 Probleme :

Im ersten sind x ^ y , z , x ' , y ' , z ' gegeben , aber die Farbe x ^ variabel , und er macht
kurz die chromatischeAbweichung der verschiedenen , unendlich nahen Strahlen heterogenen
Lichtes ab .

Auch das zweite Problem , wo % constant ist , es sich also nur um homogenes Licht
handelt , fertigt er mit wenig Worten ab .

') XlVieme eahier du Journal de l ' ecole polyt .
a) Developpements de geometrie , memoires III . , IV .
3) Theory of Systems of rays . Transact . of the Irish Ac . XV .
4) Annales de mathem . pur . et appl . XIV . , XVI .
5) Supplements to an essay on the theory of Systems of ttäys . "tränsact . of the royal Irish

Acad . vol . XVI . pag . 7 und pag , 97 .



Im dritten Problem sind die Farbe % und der Anfangspunkt ( x , y , z ) gegeben , und
er betrachtet ein Strahlensystem in seinen Endpunkten , nachdem es beliebig oft gebrochen
ist . Namentlich untersucht er die Fläche , welche zu diesem Strahlensystem in den End¬
punkten senkrecht steht und findet , dass die Differentialgleichungderselben nur dann die
bekannte Bedingung der Integrirbarkeit erfüllt , also eine solche Fläche nur dann existirt ,
wenn die elementare Wellenfläche des Endmediums , die er mit V bezeichnet , eine Kugel
ist , und dass alsdann die Strahlen auch im Anfangspunkte sämmtlich auf einer Fläche
senkrecht stehen .

Dieses Problem ist der oben schon angeführte Malus ' sche Satz .
Das vierte bezieht sich auf das Wechselverhältnissder Tangenten an den Strahlen im

Anfangspunkte zu den Tangenten im Endpunkte . Indem Hamilton also statt der gekrümmten
Strahlen ihre Tangenten betrachtet , handelt es sich eigentlich nur noch um gradlinige
Strahlensysteme . In der That kann man ein Mittel , dessen Dichtigkeit oder chemische Natur
nach irgend einem Gesetze variirt , in lauter homogene Schichten gleicher Brechbarkeit
zerlegt denken .

In jeder dieser Schichten ist das Strahlensystem gradlinig . ' ) Auch wir gedenken uns
auf gradlinige , einfarbige Lichtstrahlen in anisotropen Medien zu beschränken .

») Pogg . Ann . 1833 : Bd . XXVIII . pag . 633 u . Bd . XXIX . pag . 324 ; ferner : Phil . Mag .
ser . III . vol . 2 , pag . 284 . Hamilton selbst spricht sich über den Inhalt seiner Unter¬
suchungen in dem report of the first and second meetings of the British association for
the advancement of science pag . 545 folgendermassen aus :

The general probleru , that I have proposed to myself in optics , is to inves -
tigate the mathematieal consequences of the law of least action : a general
law of vision , in which are included , as it is well known , all the particular conditions
of reflexion and refraction , gradual and sudden , ordinary and extraordinary . And the
central idea froni which my whole method flows , is the idea of one radical and
characteristic relation for each optical systeni of rays , that is , for each
combination of straight or beut , or curved paths , along which light is supposed to be
propagated according to the law of least action . This characteristic relation , being
different for different Systems , and being such that the mathematieal properties of the
System ean all be deduced from it . -t

— — — In the relation contemplated by me the related things are , in general ,
in number , eight : of whieh , six are elements of position of two variable points of Space ,
considered as visually connected , the seventh is an iudex of colour ; and the eighth
which I call the characteristic funetion , — because I find , that in the manner
of its dependence on the seven foregoing are involved all the properties of the System ,
— is the action between tbe two variable points , the word action being used here
in the same sense as in the known law of vision , whieh has been already inentioned .

I have assigned , for the Variation oi this characteristic funetion , corresponding to
any infinitesimal variations in the positions on which itdepends , a fundamental formula ;
and I consider as reducible to the study of this one characteristic funetion ,
by means ofthis one fundamental formula , all the problems of mathematieal
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Vielleicht hat der bedeutende Aufwand von analytischem Apparat und geometrischen
Hülfsmitteln abgeschreckt , denn die Theorie gerieth seit Hamilton in Vergessenheit . Erst
in neuester Zeit nahm sie Kummer wieder auf und veröffentlichteeine Theorie der gradli¬
nigen mathematischen Strahlensysteme , ') in denen die optisch möglichen als specieller Fall
mit enthalten sind .

Er bestimmt einen Strahl durch die Cosinus | , ^ , £ der Winkel , welche er mit
den Coordinatenaxen macht , und durch denjenigen Punkt ( x , . y , z ) der sogenannten Aus¬
gangsfläche des Strahlensystems , durch welchen der Strahl geht . Alsdann betrachtet er
diese 6 Variabein als Functionen zweier neuer unabhängigen Variabein u und v und führt nach
Gauss als Bezeichnungen für die partiellen Differentialquotientenein :

( l .) dx = adu + a' dv , dy = bdu + b ' dv , dz = cdu + c' dv .
Daraus bildet er die Gauss ' schen Functionen A , B , C ; D , E , F . Diesem analog sezt er :

(2 .) d£ = adu + a' dv d^ = bdu + b' dv , d£ = cdu + c' dv
und berechnet ebenso daraus % 23 , (i ; S) , (£", % .

Mit Hülfe dieser und einiger anderen Functionen erforscht er die Theorie der mathe¬
matischen Strahlensysteme . Davon wird noch unten im mathematischen Theile dieser
Einleitung "die Rede sein .

In letzter Zeit hat er nun auch die Frage behandelt , welche von den allgemeinen
mathematischen Strahlen denn auch als optisch mögliche nach den Eigenschaften des Lichts
wirklich in der Natur vorkommen und der Berliner Akademie der Wissenschaften folgenden ,
auch den Malus ' schen Satz als speciellen Fall einschliessenden optischen Satz mitgetheilt . 2)

Jedes unendlich dünne , optische Strahlenbündel im Innern eines homo¬
genen , durchsichtigen Mittels hat die Eigenschaft , dass seine beiden Focal -
ebnen aus der diesem Mittel angehörenden Wellenfläche des Lichts , deren
Mittelpunkt in der Axe des Strahlenbündels liegend angenommen wird ,
zwei Curven ausschneidet , welche sich in conjugirten Richtungen schneiden .
Auch ist jedes Strahlenbündel , welches diese Eigenschaft hat , wirklich
optisch darstellbar .

Für diesen scheinbar verwickelten Satz und seine merkwürdigen Folgerungen hatten
wir bisher keinen Beweis . In der folgenden Abhandlung wird jener als die eine Seite eines

optics , respecting all imaginable imaginations of mirrors , lenses , crystals and athmos -
pheres . And thongh aniong these problems of mathematieal optics , it is not hero intended
to include investigations respecting the phenoiuena ofinterference , yet it is to per -
ceive from the nature of the quantity , which 1 have called the characteristic function , and
which in the hypothesis of undulation is the time of propagation of light from
one variable point to an other , that the study of this function must be useful in
such investigations also . My own researches , however , have been hitherto chiefly directed
to the consequences of the law of least action , and to the properties of optical Systems ,
and Systems of rays in general .

' ) Crelle ' s Journal Bd . 57 .
2) Monatsberichte der Akad . der Wissenschaften zu Berlin vom 30 . Juli 1860 .



weit allgemeineren Satzes auftreten , dessen andere Seite eine gleiche Keine interessanter
Folgerungen bietet , und erst wenn man beide Seiten zusammenfasst , erhebt man sich zur
einfachen Allgemeinheit .

Immer mehr und mehr verwachsen Optik und Theorie der krummen Oberflächen in
einander , und diese ist für die Optik schon eben so unentbehrlich als die Infinitesimal¬
rechnung geworden .

Wir wollen uns daher im nächsten Paragraphen einige für die Optik unentbehrlichen
Lehren aus der Theorie der Flächen in ' s Gedächtniss zurückrufen und sodann auf die
unendlich dünnen Strahlenbündel eingehen .

§ 2. Mathematische Einleitung .
3) Die Krümmung der Flächen nach Dupin .

Bekanntlich lässt sich die Krümmung der Flächen entweder mit Hülfe der Euler ' schen
Hauptkrümmungsradien discutiren , wobei besonders die Normalen der Flächen in ' s Auge
gefasst werden , oder mittels des Gauss ' sehen Krümmungsmaasses , das sich auf eine Hülfskugel
mit dem Kadius = 1 bezieht , oder endlich durch Anwendung der Dupin ' schen Indicatrix ,
wo von den Eigenschaften der Tangentialebne ausgegangen wird . Die Euler 'sche Methode
ist mit Vortheil nur bei Strahlen anwendbar , die alle senkrecht zu einer Fläche stehen ; die
Gauss ' sche würde unmittelbaren Werth nur für Medien haben , deren elementare "Wellenfläche
die Kugel ist , und lässt freilich für andere Medien eine sehr schätzbare Verallgemeinerung zu ;
die Dupin ' sche Betrachtungsweisedagegen ist für die Theorie der Strahlensysteme von der
grössten Wichtigkeit , eben weil sie sich auf Tangentialebnen stützt , und wie oft hat man
nicht an die elementare Wellenfläche des Lichts Tangentialebnen zu legen . Ich werde diese
Methode 1 ) kurz erläutern .

Legt man an irgend einen Punkt ( x , y , z) einer krummen Fläche eine Tangentialebne ,
so werden die der Tangentialebne parallelen Ebnen Curven ausschneiden , deren Grad von
der Natur der krummen Fläche abhängt . Unter dieser Schar paralleler Ebnen zeichnen
sich aber die beiden der Tangentialebne unendlich nahen Ebnen aus . Diese schneiden
nämlich aus der Fläche stets einen unendlich kleinen Kegelschnitt aus , Indicatrix 2 ) des
Punktes ( x , y , z ) genannt . In concav - coneaven Punkten der Fläche , wo bekanntlich für
die zweiten partiellen Differentialcoefficienten r , s , t die Ungleichung s * — rt < o gilt ,
liegt die Fläche ganz auf der einen Seite der Tangentialebne . Von den beiden dieser
unendlich nahen und parallelen Ebnen hat daher die eine mit der Fläche gar keinen , nur
einen imaginären Durchschnitt ; die andere schneidet aber , wie Dupin gezeigt hat , eine reale
Ellipse aus .

Ist die Fläche concav - convex , also s — rt :> o , so liegt sie auf beiden Seiten der

' ) Charles Dupin , Developpenients de Geometrie memoires I . et II .
2) Cournot , Theorie des fonetions I . , pag . 488 . L ' indieatriee resulte de l ' intersection de

la surface par deux plans infiniment voisins , tous deux paralleles au plan tangent et
entre lesquels celui ci se trourerait compris .



Tangentialebne und jede der beiden unendlich nahen Parallelebnen schneidet eine Hyperbel
aus . Es bleibt noch der Fall , wo s 2 — rt = o ist . Wir haben es alsdann im Punkte
( x , y , z ) mit einer Abwickelbaren zu thun . Nur die eine der beiden Parallelebnen , welche
der Tangentialebne unendlich nahe sind , trifft die Fläche und schneidet eine ^ reale , unendlich
kleine Parabel aus ; für die andere existirt nur ein imaginärer Durchschnitt .

Diese unendlich kleinen Kegelschnitte haben alle Eigenschaften gewöhnlicher Kegel¬
schnitte und besitzen auch conjugirte Durchmesser .

Jeder Durchmesser der Indicatrix ist Tangente .an der Fläche , und die conjugirten
Durchmesser sind conjugirte Tangenten der Fläche .

Gehen wir von unserer Tangentialebne in ( x , y , z ) auf der Fläche in irgend einer
dy

durch ~ bestimmten Richtung zu einer benachbartenTangentialebne über , so schneiden sichdx
<? y

beide Ebnen in einer Graden , deren Sichtung durch -p bestimmt werde .
dy $ y

Die durch ^ und -p bestimmten Pachtungen sind nun stets conjugirte Durchmesser

der Indicatrix , also conjugirte Tangenten . Sind r , s , t die zweiten partiellen Differential -
coefficienten des Punktes ( x , y , z ) auf der Fläche , so giebt Dupin als Gleichung solcher
conjugirten Richtungen

<* y

( 3 . )
dy
dx

r + s dx

ox

4J Die unendlich dünnen mathematischen Strahlenbündel .

Wir werden später die Strahlensysteme als eine Summe einzelner , unendlich • dünner
Strahlenbündel auffassen , deren Eigenschaften untersuchen und sie dann wieder zu Systemen
vereinigen . Wir wollen uns daher hier über die Benennung der einzelnen Theile eines
unendlich dünnen Strahlenbündels verständigen :

Ein unendlich dünnes Strahlenbündel ist jeder Theil eines Strahlensystems , der einen
bestimmten Strahl , Axe genannt , sammt allen ihn umgebenden , unendlich nahen umfasst .
Die Kummer ' schen Fusspunkte der kürzesten Abstände der Axe von den benachbarten
Strahlen ( Bei Hamilton : Foci by projection ) liegen sämmtlich in einem bestimmten Theile
der Axe , welcher durch die beiden Grenzpunkte der kürzesten Abstände ( Foci of
extreme projection ) begrenzt wird . Die kürzesten Abstände in diesen beiden Grenzpunkten
bilden einen rechten Winkel miteinander , und diejenigen beiden Ebnen , welche durch je
einen dieser beiden kürzesten Abstände in den Grenzpunkten und die Axe des Bündels gehen ,
heissen Hauptebnen ( Planes of extreme projection ) . Ferner giebt es in der Axe eines jeden
unendlich dünnen Strahlenbündels im Allgemeinen zwei Punkte , die Brennpunkte , wo
ein benachbarter Strahl seine Axe schneidet . Die beiden Ebnen , in welchen die Axe von
einem unendlich nahen Strahle geschnitten werden , sind dieFocalebnen ( Planes of vergency ,
Hamilton ) . Eine zur Axe senkrechte Ebne schneidet aus dem Bündel eine kleine geschlossene



Cnrve aus . Diese Curve artet in den beiden Brennpunkten zu einer Graden , einem grad¬
linigen Querschnitte ( Guiding line ) aus , durch welche sämmtliche Strahlen hindurch
gehen , und welche in den Focalebnen liegen . Der Winkel zwischen den gradlinigen
Querschnitten wird durch den Winkel zwischen den Focalebnen gemessen . — Wie das ganze
Strahlensystem aus lauter unendlich dünnen Bündeln bestehend betrachtet werden kann , so
geben die beiden gradlinigen Querschnitte die Elemente zu den beiden Schalen der Brenn¬
fläche ab .

Beide Schalen der Brennfläche werden von sämmtlichen Strahlen des Systems berührt ;
auf ihnen schneiden sich immer je zwei unendlich nahe Strahlen . Jede Ebne , die sich durch
je zwei solcher Strahlen legen lässt , ist eine Focalebne für ein Bündel und zugleich Tan -
gentialebne an der Brennfläche . Die Schar der ersten Focalebnen berührt die erste Schale
der Brennfläche und die Berührungsebnen an der zweiten geben die Schar der zweiten
Focalebnen ab . Schneiden sich beide Schalen , so geht durch jeden ihrer Durchschnittspunkte
eine erste und eine zweite Focalebne . Mithin wird der Winkel , den beide Schalen
auf ihrer Durchschnittscurve mit einander bilden , durch den Winkel zwischen
den Focalebnen in den einzelnen Punkten der Durchschnittscurve gemessen .

Ausser den gewöhnlichen , unendlich dünnen Strahlenbündeln giebt es noch eine ganz
besondere Art , Haupt strahlen genannt . Während nämlich die Axe des gewöhnlichen
Bündels nur von zweien ihrer unendlich nahen Strahlen , den Focalstrahlen , getroffen
wird , schneiden bei den Hauptstrahlen sämmtliche unendlich nahen Strahlen die Axe und
zwar in einem und demselben Punkte , welcher Hauptbrennpunkt heisst . Es wird als¬
dann jede durch die Axe gelegte Ebne zu einer Focalebne . Der Winkel zwischen den beiden
Focalebnen , welcher mit y bezeichnet wird , hört auf, einen bestimmten Werth zu besitzen ,
und als charakteristisches Merkmal der Hauptstrahlen erhält man

tg .> ' =
o
0 ( * ■>

§ . 3 . Optische Einleitung.
5) Das Huyghens '' sehe Princip . x )

Bekanntlich stellt man sich die Verbreitung des Lichts von einem leuchtenden Punkte
aus nach dem Huyghens' schen Principe in der Weise vor , dass man annimmt , es pflanzen sich
von dem leuchtenden Punkte als Erschütterungsmittelpunktnach allen Seiten hin Erschütterungen
fort mit einer Geschwindigkeit , die von der Elasticität des den leuchtenden Punkt umgebenden
Mediums abhängt . In einem homogenen Medium wird sich das Licht nach allen Seiten mit
derselben Geschwindigkeit , . die gleich v sei , fortpflanzen und nach t Secunden vom leuchtenden
Punkte S aus sich bis zur Oberfläche einer Kugel mit dem Radius vt ausgebreitet haben ,
und jede Grade wie SA , die einen Punkt A der Kugelfläche mit S verbindet , heisst ein
Lichtstrahl . Nach Verlauf von weiteren t' Secunden hat das Licht sich von S aus bis
zu der Oberfläche einer Kugel mit dem Eadius v ( t + t ' ) = vt + vt ' verbreitet . Wir

J) Christiani Hugenii traetatns de lamine . Amstelodami 1628 .
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erhalten nun aber dieselbe Wellenfläche , wenn wir mit vt' als Radius in jedem Punkte der
mit vt beschriebenen Kugeloberfläche eine Kugel errichten . Diese Schar von Kugeln wird
von der gesuchten kugligen Wellenfläche eingehüllt . Zum Unterschiede werden wir jede aus
dieser Schar von Hülfskugeln eine Elementar welle nennen ; die einhüllende Kugel aber
mit dem Radius v ( t + t ' ) Hauptwelle . Offenbar wird ein Lichtstrahl , der durch den
Punkt A' der Hauptwelle geht , auch den Mittelpunkt derjenigen Elementarwelle treffen ,
welche die Hauptwelle in A' berührt .

Wäre darf Medium ein einaxiger Krystall , so würde sich von einem leuchtenden Punkte
S in dem Medium die Erschütterung der ausserordentlichenStrahlen nach t Secunden über
ein Rotationsellipsoid ABC ausgebreitet haben , und um zu wissen , wie weit das Licht nach
t + t' Secunden vorgerückt sei , construirt man sich für dieses einaxige Medium ein Rota¬
tionsellipsoid abc für die Zeit t' und versetzt ein solches in jeden Punkt von ABC , so dass
die Elementarwellen abc alle einander congruent und gleichliegend werden , entsprechend der
optischen Axe des fraglichen Mittels . Das diese Schar von Elementarwellen einhüllende
Rotationsellipsoid ist die gesuchte Hauptwelle . Den durch' den Punkt A' dieser Hauptwelle
gehenden Strahl erhält man , wenn man A' mit dem Mittelpunkte derjenigen Elementarwelle
verbindet , " welche die Hauptwelle in A' berührt , d . h . mit ihr in A' eine gemeinsame
Tangente hat .

Diese Elementarwellen sind rein mathematischeHülfsconstructionen , ohne dass es nöthig
ist , ihnen physikalische Bedeutung zuzuschreiben . Sollen sie Realität besitzen , und sollen
die Punkte der Fläche ABC als wirkliche optische Erschütterungsmittelpunkte angesehen
werden , von denen aus das Licht sich verbreitet , wie von S , so muss man das erst in einer
Hypothese aussprechen . So sehr manche Physiker zu dieser Hypothese geneigt zu sein
scheinen , so ist sie doch überflüssig , ja sogar für das Verständniss erschwerend .

Wie nützlich es ist , statt der einen Hauptwelle eine Schar von Elementarwellen zu
betrachten , lässt sich leicht an einem Beispiele übersehen . Eine anfangs nach einem be¬
stimmten mathematischen Gesetze gekrümmte Hauptwelle werde verbogen , sei es dass sie
an einer unregelmässigen Fläche gebrochen ist , oder dass sie an einer anisotropen Stelle
des Mittels theilweise eine Verzögerung erlitten hat . Die Lichtstrahlen sind jetzt nicht
mehr grade Linien von S nach den einzelnen Punkten der Hauptwelle ABC . Vielmehr
construire ich für eine unendlich kleine Zeit dt eine Schar unendlich kleiner Elementar¬
wellen und lasse in jedem Punkte der Hauptwelle eine solche berühren , um die Tangenten
an die Lichtstrahlen im Endpunkte zu erhalten.

6 . Erweiterung des Huyghens ' sehen Princips .

So weit ist diese Theorie bis jetzt ausgebildet. Um einen Schritt weiter zu thun ,
lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf einen speciellen Fall .

Fig . l . Von einem in unendlicher Ferne liegenden leuchtenden Punkte komme eine ebne Haupt¬
welle OX . Nach t Secunden befinde sie sich in AB , so dass OA = vt ist .

In einem homogenen Medium berührt AB eine Schar von elementaren Kugeln vom
Radius vt und mit ihren Mittelpunkten in 0 X. Das kommt aber auf dasselbe hinaus , als



wenn ich irgend eine andere Fläche , z . B . Af B , als Ort der Erschütterungsmittelpunkte
betrachte und darauf auch Kugeln , aber mit verschiedenem Kadius beschreibe , nach Maassgabe
der Zeit , welche das Licht auf seinem Wege von den Punkten der Fläche A' B' bis zu

In A' ist t = ---- . in B ist t = ----- In A' errichtev ' vdenen der Fläche AB gebraucht .

ich eine Kugel mit dem Kadius AA ' ; in B' eine solche mit dem Kadius BB ; in den
dazwischen liegenden Punkten andere nach Maassgabe der Zeit . Wir können A' B' Aus¬
gangsfläche des Stahlen Systems nennen , und offenbar lässt sich jeder Strahl bestimmen ,
wenn man die Cosinus £ , tf , % seiner Winkel mit den Coordinatenaxen und die Coordinaten
i , y , z desjenigen Punktes kennt , in welchem er die Ausgangsfläche A' B' trifft .

Offenbar gibt es eine Unzahl solcher Flächen , wie A' B' , die man zu Ausgangsflächen
wählen kann .

So hat sich das Huyghens ' sche Princip in zwei Schritten erweitert . Zuerst hatten wir
einen leuchtenden Punkt , von dem aus , als Erschütterungsmittelpunkt, sich das Licht
gleichzeitig nach allen Seiten auf der Wellenfläche des Lichts ausbreitet . Es gab nur eine
Zeit und einen Erschütterungsmittelpunkt . Dann sahen wir , wie die Zeit zwar noch dieselbe
blieb , aber statt des einen Erschütterungsmittelpunktes eine ganze Schaar von Punkten
als Erschütterungsmittelpunkte angesehen werden konnten . Endlich erhielten wir für die
Elementarwellen auch noch lauter verschiedene Zeiten , wenn wir als Ort dör Erschütte¬
rungsmittelpunkte nicht die Hauptwelle , sondern irgend eine andere Ausgangsfläche des
Strahlensystems wählten . Die Methode besteht also darin , die Dinge auseinander zu legen ,
und wie das so häufig in der Mathematik geschieht , ist es uns durch Einführung einer
grossen Anzahl von Willkürlichen möglich geworden , in jedem speciellen Falle durch
Bestimmung der willkürlichen Zeit - und Raum - Grössen ', uns aufs Engste an jede vorliegende
Aufgabe anzuschmiegen .

Kehren wir zu unserem speciellen Falle zurück . Das Strahlenbündel AA' B ' B treffe
an die Fläche AC und werde theils gebrochen , tlieils gespiegelt . Die gebrochene Hauptwelle
sei CD ; die gespiegelte CE . Eben so gut , wie wir vorhin statt der ankommenden Hauptwelle
AB auch irgend eine andere krumme Fläche , welche das ankommende Bündel schneidet , als
Ort der Erschütterungsmittelpunkte , unter Berücksichtigung der Zeit , betrachten konnten ,
steht es uns auch jetzt frei , nicht nur die Hauptwellen CD und CE selber , sondern sogar jede
andere Fläche , die das gebrochene oder das gespiegelte Lichtbündel schneidet , als geome¬
trischen Ort von Erschütterungsmittelpunkten anzusehen .

Nun giebt es aber eine Fläche , die mit ganz besonderem Nutzen als Ort der Er¬
schütterungsmittelpunkte nach Maassgabe der Zeit in diesem Falle gewählt werden kann ,
weil sie nämlich alle drei Bündel schneidet und daher die Eigenschaft der Wählbarkeit für
alle drei zugleich besitzt. Das ist die brechende Fläche CA . In diesem Falle ist es also
einfacher , nicht die drei Hauptwellen , sondern diese brechende Fläche CA als Ausgangs¬
fläche der drei Strahlenbündel zu wählen . Immer aber bleiben die drei Scharen von
Elementarwellen mit ihren Erschütterungsmitteipunkten in CA reine geometrische Hülfs -
consructionen ohne alle physikalische Existenz .

2
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(Bap . II . Dög tu fax Äur twftomtwnbe Sfrafjfeupem 5e * ütdite .

§ 4 . Ein Lichtstrahl .

7J Geometrische Construction eines Lichtstrahls mittels der Haupt - und
Elementar - Welle .

Es lässt sich das mathematische Strahlensystem in lauter unendlich dünne Strahlen¬
bündel aufgelöst denken . Wir betrachten nun vorläufig nicht ein solches und suchen nicht
die charakteristischen Eigenschaften auf , welche es zu einem wirklich in der Natur vor¬
kommenden Lichtbündel machen , sondern betrachten einen einzigen Lichtstrahl , und zwar
soll unter dieser Nummer nach Anleitung der in dem optischen Theile der Einleitung an
einzelnen Beispielen dargelegten Methode ein Lichtstrahl geometrisch construirt werden .
Unter der nächsten Nummer sollen sodann seine Gleichungen aufgestellt und die im ma¬
thematischen Theile der Einleitung erwähnten allgemeinen Functionen eines mathematischen
Strahls für den Fall eines optischen Strahls specialisirt werden . Erst im nächsten Para¬
graphen kann die Untersuchung eines unendlich dünnen Strahlenbündels des Lichts beginnen .

Wir wählen eine ganz beliebige krumme Fläche als Hauptwelle und eine möglichst
allgemeine Elementarwelle für die unendlich kleine Zeit dt . Nur muss die Elementarwelle ,
wie aus ihrem Wesen folgt , eine geschlossene Fläche sein und in ihrem inneren einen
Erschütterungsmittelpunkt enthalten . In jedem Punkte der Hauptwelle berühre eine dieser
Elementarwelle congruente und gleichliegendeFläche . Jede Grade , welche irgend einen
Punkt A der Hauptwelle mit dem Erschütterungsmittelpunkte derjenigen Elementarwelle
verbindet , die üi A die Hauptwelle berührt , die also mit ihr in A dieselbe Tangential -
ebne hat , ist ein Lichtstrahl . In doppelt - oder gar mehrfach brechenden Medien betrachten
wir jede Schale der Elementarwelle , bei mehrfarbigem Lichte jede Farbe für sich .

Da alle Elementarwellen , welche die Hauptwelle berühren , nicht nur ähnlich , sondern
auch gleichliegend sind , so lässt sich eine Vereinfachung anbringen , welche für das Folgende
von grösster Bedeutung ist .

Wir ersetzen nämlich die Schar von Elementarwellen durch eine einzige , den andern
congruente und gleichliegende , welche ihren Erschütterungsmittelpunkt im Coordinaten -
Anfange 0 hat . Die Elementarwelle , welche bisher die Hauptwelle in A berührte , sei
diejenige , welche wir mit ihrem Erschütterungsmittelpunkte nach 0 verlegen . Dann haben
Haupt - und Elementarwelle nicht mehr in A eine gemeinsame Tangentialebne : sondern die
Tangentialebne an die Elementarwelle ist nur noch parallel mit • der andern in A und
berühre die Elementarwelle in A' . — Die Construction für einen Lichtstrahl gestaltet sich
auf diese Weise folgendennassen : Man lege in A an die Hauptwelle eine Tangen¬
tialebne , dieser parallel an die Elementarwelle mit ihrem Erschütterungs¬
mittelpunkt in 0 auch eine Tangentialebne , welche diese in A '- berühre ,
so ist der Lichtstrahl eine Grade durch A , parallel zum Kadius der Ele¬
mentarwelle OA' .
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Die Analogie dieser neuen Betrachtungsweisemit dem Gauss ' schen Krümmungsmaasse
springt in die Augen , ja die ganze1 Methode lässt sich als eine Erweiterung von jener ansehen ,
was später noch mehr hervortreten wird . Ist die Elementarwelle eine Kugel , so haben wir
jenes Kxümmungsmaassselber ; alsdann werden die Strahlen Normalen der Hauptwelle .

So haben wir denn eine Hauptwelle und nur eine einzige Elementar welle . Aber so
grosse Analogien sich auch zwischen beiden herausstellen werden , so muss man sie doch nie
mit einander verwechseln ; sondern immer festhalten , dass die Strahlen zur Hauptwelle gehören
und die ihnen parallelen -und entsprechenden radii vectores zur Elementarwelle . Liegt der
Erschütterungsmittelpunkt in einem der Strahlen , so wird dieser zwar in diesem Falle mit
seinem entsprechendenradius der Elementarwelle zusammenfallen ; die ihm unendlich nahen
Strahlen aber sind nach wie vor ihrem entsprechenden radius nur parallel , und gehen nicht
etwa alle durch den Erschütterungsmittelpunkt .

8 ^ Analytische Gleichungen eines Lichtstrahls als Functionen der Haupt - und
Elementar - Welle .

Es sollen jetzt die Gleichungen eines Lichtstrahls aufgestellt werden . Derselbe gehe
durch den Punkt ( x ' , y ' , z ' ) und mache mit den Coordinatenaxen Winkel , deren Cosinus
| , 7j , £ seien , so sind seine Gleichungen :

X — x ' T — y ' _ Z — z '

I

♦ ; * ; * ■;

^ "j -

Vx " 2

+ y
y

--------------- 1)
+ z

vV 2
+ y

z

2 1+ z

i x + y + z

( 5 .)i n s
wenn X , Y , Z die laufenden Coordinaten sind . — Liegt der Punkt ( x ' , y ' , z' ) auf der
Hauptwelle z = F ( u , v ) , so ist

x ' = u , y ' = v , z ' = F ( u , v ) , ( 6 .)
und die Tangentialebne , welche die Hauptwelle in ( x ' , y ' , z ' ) berührt , ist

Z - z ' = P ( X - x ' ) + Q ( Y - y ' ) , (7 .}
wenn X , Y , Z die laufenden Coordinaten ; P , Q die ersten partiellen Differentialquotienten der
Hauptwelle bezeichnen . Die dieser Tangentialebne entsprechende berühre die Elementarwelle
im Punkte ( x , y , z ) und ihre Gleichung sei der obigen analog

Z — z = p ( X — x ) + q ( Y — y ) . ( 8 .)
Da die durch die Gleichungen bei ( 7 ) und ( 8 ) dargestellten Ebnen parallel sind , so

muss sein Q = q , P = p , ( 9 .)
welches also die Bedingungsgleichungen dafür sind , dass die Punkte ( x , y , z ) und ( x ' , y ' , z ' )
sich entsprechen . Da ferner der Radius p der Elementarwelle in ( x , y , z ) dieselben Rich¬
tungscosinus | , rf , f hat , wie der Strahl in x ,' y ,' z' selber , so bestehen die Gleichungen

x x

( 10 .)

2 *
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( 12 .)
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Durch Substitution dieser Werthe für £ , tf , £ in die Gleichungen des Lichtstrahls hei
( 5 ) kommt X — x ' = Y — y ' _ Z — z '

x y ~ z '
Gleichungen , die nur noch von der Haupt- und Elementarwelle abhängen .
Es erübrigt noch , die im mathematischen Theile der Einleitung bereits erwähnten

Gauss 'schen Functionen für diesen speciellen Fall zu berechnen . Bekanntlich hat Gauss 1 )
folgende Bezeichnungen in die Analysis eingeführt :

dx = adu + a' dv , dy = bdu + h' dv , dz = cdu + c' dv ; ferner :
A = bc ' — b' c , B = ca' — ca . C = ab' — a' b , und :
E = a * + b + c , F = aa + btf + cc ' , G == a ' + b' + c •

Die Gleichung bei ( 6 ) liefert differenzirt
dx ' = du , dy = dv , dz = Pdu + Qdv .

Durch Vergleichung dieser Formeln mit denen bei ( 12 ) ergiebt sich :
a = 1 , a = o ; b = o , b ' = 1 ; c = P , c ' = Q .

Mit deren Hilfe lässt sich finden
A = — P , B = — Q , C = 1 ; E = 1 + P 2 , F = PQ , G = 1 + Q \

Differenzirenwir die Formeln bei ( 10 ) , so entstehen die ähnlichen , auch schon er¬
wähnten Kummer ' schen Werthe :

_ c ( y 2+ z ' ) + A xz

b =

/ •» 2 * \ 3/ 2 '
( x + y + z ) / 2

C ( x + z ' ) + Ayz

a = - x ( Cy - - Bz )

•c =

( x ' + y 2+ z J ) 3/2

__ A ( x ' + y ' ) + Cxz .
( x , '+ y * + zYh

( x + y + z

, , _ - y ( Cx — Bz )
( x + y + z ) ' •

J _ - - P ( x + y ' ) + C yzc =
3/ a

dl .)

/ ä 2 2 \ i
U + y + z )

Das wären denn die Werthe , welche die in der Kummer'schen Abhandlung über
mathematische Strahlensysteme vorkommenden Functionen so specialisiren , wie es für die
optischen Strahlensysteme nöthig ist .

§ . 5 . Ein unendlich dünnes Strahlenbnndel des Lichts .

9 ~) Die entsprechenden Richtungen im Allgemeinen .
Im vorigen Paragraphen haben uns die Construction und die Gleichungen eines Licht¬

strahls beschäftigt . Es ist nun leicht , zwei unendlich nahe Strahlen zu untersuchen , und
zwar soll der eine Axe des unendlich dünnen Strahlenbündels des Lichts sein ; der andere
irgend einer der ihr unendlich nahen Strahlen . Ist die Gleichung eines Lichtstrahls wie oben

X — x ' __ Y — y _ Z — -l
x ~ ^ y ~ z

für die beiden entsprechenden Punkte ( x' , y ' , z' ) und ( x , y , z ) respective der Haupt - und
Elementarwelle , so hat ein unendlich naher Strahl die Gleichungen

' ) Gauss , Disquisitiones generales « rea superficies curvas .
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- ( x + dx ' ) = Y - ( y ' + dy ' )
x + dx y + dy

Z — ( z ' + dz ' )
z + dz

j -7 bestimmt die Sichtung auf der Hauptwelle , in der man von dem Treffpunkte ( x ' , y ' , z ' )
der Axe des Bündels zu dem Treffpunkte ( x ' + dx ' , y ' + dy ' , z ' + dz ' ) eines benachbarten

dy
Strahls übergeht und -y - die entsprechende Kichtung auf der Elementarwelle , in
welcher man von (x , y , z ) nach (x + dx , y + dy , z -f- dz) gelangt .

dy dy
lieber diese durch -̂ -, und -j - bestimmten entsprechenden Richtungen auf Haupt -

und Elementarwelle habe ich in einer Abhandlung ' ) „ Ueber allgemeine Strahlensysteme
des Lichts in verschiedenen Medien " auf analytischem Wege zwei Sätze bewiesen . „ Bestimmt "

nämlich , wie in der Einleitung , n -p -, die zu -A , mid — die zu — conjugirte Sichtung , so
*f ^ £ <¥ *j «

sind die durch -^ und —- beistimmten Richtungen parallel , d . h . es ist -̂ -> — -~ •"

„ Weiss man umgekehrt , dass ~ , = ~ ist , so entsprechen die durch -—, und M -dx dx dx dx
bestimmten Richtungen einander . " Ich bin daselbst zu den zweiten partiellen Differential -
quotienten übergegangen durch Differenziation der Gleichungen bei ( 9 ) , was

rdx + sdy = Rdx ' + Sdy ' , sdx + tdy = Sdx ' + Tdy '
dy dy '

ergiebt . Mit Hülfe derselben lässt sich —i durch ^ -, ausdrücken , und setzt man in dersel -dx dx
dy ' •

ben für ^ 7 aus der Dupin ' schen Gleichung

dy ' _ _
dT ~ "

seinen Werth ein , so ergiebt sich

R + S dT

8 + T Pdx
( 3 .) >

r + s

dx s + t

Da aber die Dupin ' sche Gleichung liefert

dy . _ _________
dx "

dYw
dY

( 13 .)

so ergiebt sich aus der Vergleichung

s + t

^ 1 fty '
<Tx " ' dY

IE '
d\

(3 .)

*) Meibiiuer , Zeitschrift für Mathematik und Physik . VIIJ . Jahrg . 1863 .
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Bei der Wichtigkeit dieser Sätze für das Folgende , soll hier noch ein einfacher Beweis
gegeben werden , der sich auf geometrischeBetrachtung stützt .

Wie von Dupiu ( siehe Einleitung ) nachgewiesen worden , schneiden sich die beiden
Tangentialebnen in ( x , y , z ) und ( x -f- dx , y + dy , z + dz ) in einer Kichtung , die zu
dv <?v
~ - conjugirt , mithin durch -p bestimmt ist . Dasselbe gilt für die Tangentialebnen in
( x r , y ' , z ' ) und ( x ' + dx ' , v ' + dy ' , z ' + dz ' ) ; auch ihre Durchschnittslinie wird durch
<jy '
-̂ 7 bestimmt . Diese beiden Durchschnitte entstehen aber durch zwei Paare entsprechender ,
d . h . paralleler Ebnen , sie müssen also parallel und

£y - ?l
ö 'x dx
dv dv '

sein , was zu beweisen war. Die durch — und -~ , bestimmten Kichtungen sind im Allge -dx dx ° . ö
meinen keine entpsrechenden . In ähnlicher Weise lässt sich umgekehrt beweisen , dass

~ ~ und r , sich entsprechen , wenn -~ = -A .dx dx r dx dx
So haben wir die Sätze :
1 ) Hat man auf der Hauptwelle und der Elementarwelle irgend ein

Paar entsprechender Eichtungen , so sind die ihnen conjugirten Richtungen
unter sich parallel .

2 ) Hat man in entsprechenden Punkten irgend ein Paar paralleler Tan¬
genten , eine an die Hauptwelle , die andere an die Elementarwelle , so sind
die denselben conjugirten Eichtungen einander entsprechend .

Diese beiden Sätze scheinen bis jetzt von Keinem bemerkt zu sein . Ich habe sie
zuerst in meiner Inauguraldissertation veröffentlicht . ')

Vermöge ihrer Eeciprocität findet jeder Satz , den man aus ihnen für die Hauptwelle
und ihre Strahlen folgert , sein Analogon für die Elementarwelle und die entsprechenden
radii vectores . Wenn etwa ein Satz von dem Verhältnisse der Strahlen zu der Krümmung
der Hauptwelle handelt , so muss der analoge von der Krümmung der Elementarwelle und
ihrem Verhalten zu den radii vectores , aber nicht von ihrem Verhalten zu den Strahlen
sprechen . Zu dem Satze z . B . , dass in homogenen Medien alle Strahlen auf der Hauptwelle
senkrecht stehen , lautet der triviale analoge : Auf der Kugel stehen die Eadien senkrecht . —
Die Strahlen fallen in das Gebiet der Hauptwelle ; die Eadien aber in das der Elementarwelle .

10) Die entsprechenden Richtungen in den Focalebnen .

Unter den entsprechenden Eichtungen , von welchen obige beiden Sätze handeln , ist
am interessantesten die , in welcher man von der Axe des Bündels zum Focalstrahl gelangt ,

•) Meibauer . De generalibus . et infinite tenaibus luminis fascibus , praecipue in chrystallis .
Berlin 1861 . (Verlag von Luederitz .)
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welcher ( siehe oben ) die Axe in einem Brennpunkte schneidet , und die dieser Kichtung
entsprechende .

Der Anfang unseres rechtwinkligen Coordinatensystems liegt bereits im Erschütterungs¬
mittelpunkte . Wir legen jetzt die Z Axe parallel zur Axe des Strahlenbündels , so dass sie
also mit dem Eadius zusammenfällt , welcher der Axe des Bündels entspricht . Im Uebrigen
bleibe das Coordinatensystem noch vorläufig unbestimmt .

Nachdem dieses festgesetzt ist , wenden wir uns nun zu der Focalebne . Dieselbe geht
durch die Axe des Bündels und den Focalstrahl ; die der Focalebne entsprechende Ebne
geht durch die Z Axe und den dem Focalstrahle parallelen Radius . Demnach ist die

Focalebne ihrer entsprechenden Ebne parallel . Bezeichnet —-, die Richtung , in

welcher man von der Axe des Bündels zum Focalstrahle gelangt und ~ ~ die entsprechende ,
dy dy

so bestimmen -^-i und - j4- die Lage zweier parallelen Ebnen und es gilt für die Focalebne
Formel

dx
dy '

dy '
dx '

In Worten : Liegt die durch y -7 bestimmte Richtung in einer Focalebne ,
so ist die entsprechende Richtung auf der Elementarwelle ihr parallel .

Nach dem Satz 1 . war erstens -J - = -Ä ; wenn aber — dy '
<fe dx ' dx dx

-, ist , so müssen
dy dy '

nach Satz 2 . die durch ■—■ und -̂ 7 bestimmten Richtungen nunmehr sich zweitens auch ent¬

sprechen . Es haben jetzt -p und -A dieselben beiden Eigenschaften wie die Werthe -y -
dy '

und y -, , und es bestimmen jene so gut wie diese die Lage einer Focalebne , nämlich der
zweiten . Als Resultat erhalten wir folgende beiden Fundamentalsätze :

3 ) Die beiden Focalebnen schneiden sich auf der Hauptwelle in conju -
girten Richtungen .

4 ) Die den Focalebn 'en entsprechenden Ebnen schneiden sich auf der
Elementarwelle in conjugirten Richtungen .

Für die Lage der Focalebnen lassen sich demnach die Gleichungen aufstellen :

dy
dx '

dy ' 1
dx 7

R + S g;
S + T l '

( 14 .)



. 16

Es ist nun leicht , den in der historischen Einleitung erwähnten , von Herrn Kummer
der Berliner Akademie der Wissenschaften vorgelegten Satz abzuleiten . Es ist nämlich nur
nöthig , den Coordinatenanfang sammt dem Erschütterungsmittelpunkte in die Axe des Strah¬
lenbündels zu verlegen . So fallen die Focalebnen mit den ihnen entsprechenden Ebnen
zusammen und die Coordinatenaxe liegt in der Axe des Bündels . In diesem speciellen Falle
schneiden sich die Focalebnen auch auf der Elementarwelle unter conjugir -
ten Kichtungen . *)

Die Haupt - und Elementarwelle kennen im Allgemeinen nur eine Berührung
erster Ordnimg haben , so dass P = p , Q — q ist ; darum brauchen aber natürlich noch nicht
die partiellen Difterentialquotientenzweiter Ordnung bezüglich gleich "zu sein . Ebensowenig
sind die Indicatrices in entsprechenden Punkten dieselben , und die conjugirten Durchmesser
der einen sind keineswegs mit sämmtliehen conjugirten Durchmessern der anderen parallel .
Es ist aber von vorne herein denkbar , dass wenigstens ein Paar solcher Durchmesser in
den entsprechenden Indicatrices parallel sei . Die obigen Sätze zeigen , dass es nur ein
einziges solches Paar giebt , und dass dieses Paar conjugirter Durchmesser
in den beiden Focalebnen liegt . Dieser Satz gilt nicht bloss für die Haupt - und
Elementarwelle , sondern nach Abstreifung des optischen Beiwerks in der Theorie der Ober¬
flächen überhaupt für jede zwei beliebigen krummen Flächen .

11) Der Winkel zwischen den Focalebnen .

Der Hauptwerth , welchen die Sätze bei 3 ) und 4 ) haben , auf die wir unter der vorigen
Nummer geführt sind , besteht darin , dass sie die Mittel bieten , den Winkel y zwischen
den Focalebnen als Function der Haupt - und Elementar welle auszudrücken .

In unserem Coordinatensysteme stehen die Focalebnen senkrecht auf der Coordinaten -
dx '

ebne der x y , und -5—, ist daher die trigonometrische Tangente des Winkels a , den die

erste Focalebne mit der Coordinatenebne der xz macht . Ebenso ist -^ die trigonometrische

Tangente des Winkels ß , den die zweite Focalebne mit der xz - Ebene macht , und es ent¬
stehen die Ausdrücke

dx ' " dx ' ~ ° ' «fr ~ dx ' tgß , ^ y = Z $ — ^ a ,

' ) Hamilton scheint nicht nur diesen , sondern auch den Satz 3 schon gekannt zu haben ;
in den transactions of the Royal Irish Ac . vol . XVI1I . , _ pag 122 , findet sich ' wenigstens
folgende Stelle : Thus we are led to consider a series of waves or action surfaces V
similar and similarly placed , and determined in shape , bu .t not in size by the uniform
medium ( unsere Schaar von Elementarwellen ) , and then to seek the limiting surface of
this set , which osculates to the given surfaces , V ( unsere Hauptwelle ) , and it follows ,
that the conjugate planes of vergency ( unsere Focalebnen ) , in a uniform medium are
conjngate planes of each medium surface V , ( Elementarwelle ) , and also of
the surface V ( Hauptwelle ) , determined by the whole combination .
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folglich - te y = te ( ß - a ) - tgß ~ tgft
räd ; ' l + tg « . tg£ *

Setzen wir in die Gleichungen bei ( 14) , welche die Lage der Focalebnen als Functionen
dv' <JY '

der Hauptwelle und Elementarwelle darstellen , für j -, und ^ -, die Werthe tga und tgß

so kommt & Ml
*„ „ ^ _ E + St gfi ,

S + Ttg£

( 15 .)

ein ,

tga = ( 16 .)

'• ' ■■' ■'•■■■; >\ wA ■ iea — — r + S tgß
tgÄ - S + ttgß

* ■ , g
( 17.)

Aus den Gleichungen bei ( 15 ) , ( 16 ) , ( 17 ) lassen sich die drei Veränderlichen a , ß ,
y bestimmen . Weiter unten werden wir uns durch Elimination von tga und tgß eine
Gleichung mit der einzigen Veränderlichen tgy bilden .

DaZa und £ ß ganz analoge Bedeutung haben , so lässt sich einer von ihnen ent¬
behren . Durch Elimination von tgß aus ( 15 ) , ( 16 ) , ( 17 ) entstehen zwei neue Gleichungen
mit nur zwei Veränderlichen . Nämlich aus ( 15 ) und ( 16 ) ergiebt sich

tgy = Ttga + 2 S tga + E
S tga + (E—T) tga — S

und aus den Formeln bei ( 15 ) und ( 17 )

tgy = _ t tga + 2 s tga + r ,
s tg a + 0*—* ) tg a — s

Diese beiden Gleichungen sollen im nächsten Capitel untersucht werden , oder vielmehr
nur eine von ihnen , da sich bei ihrer Analogie für die andere sogleich die Eesultate ablesen
lassen . Die eine liefert den Zusammenhangdes Winkels y zwischen den Focalebnen mit
den Elementen E , S , T der Hauptwelle ; die andere verbindet y mit der Elementarwelle .

Zu jedem Satze über die Elementarwelle wird ein analoger auftreten , der von der
Hauptwelle handelt , wenngleich die Form , in der solche analogen Sätze ausgesprochen wer¬
den müssen , sehr von einander abweichen kann .

Habe ich im Punkte (x ' , y ' z ' ) der Hauptwelle die Axe eines bestimmten , unendlich
dünnen Strahlenbündels , und kenne ich den z . a , den seine erste Focalebne mit der Coordi -
natenebne der xz einschliesst , so lässt sich mittels der Gleichung bei ( 18 ) für dieses
bestimmte Strahlenbündel der Winkel zwischen den Focalebnen berechnen . Für jeden andern
Werth von a erhalte ich ein anderes Strahlenbündel , das einen anderen Winkel y besitzt ,
und durchläuft tga alle möglichen Werthe von 0 bis 00 , so entstehen alle für diese be¬
stimmten Werthe von E , S , T, d . h . in diesem bestimmten Punkte der Hauptwelle möglichen
Strahlenbündel .

Der geometrische Vorgang , durch den sich also bei dieser ersten Me¬
thode die Erzeugung aller möglichen Lichtbündel versinnbildlichen lässt ,
besteht in einer Drehung der erten Focalebne um die Axe des Bündels .

In dem nächsten Paragraphen kommt es darauf an , zu untersuchen , welche Strahlen -
3

( 18 .)

( 19 -)
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( .B !
bündel für einen bestimmten Punkt der Elementarwelle möglieh sind . Diese Frage reducirt
sich auf die Diseussion der Natur und des Laufes der Function tgy in der Gleichung bei
( 19 ) , während tga variirt .

■ : -iah

(SoptW III . Du 25remtpcfje bes $ ftaf) l 'mfyfte nad) tex er |?ett » ijote .
( .01 )

■

( .Tl ) § . 6 . Die Brennfläche in ihrer Abhängigkeit von den Eigenschaften
der Elementarwelle .

A\ . « aodailieofl « A
12) Das Maximum des Winkels zwischen den Focalebnen .

i

Wie früher yom einfachen Lichtstrahle zum Strahlenbündel , so erheben wir uns jetzt
von diesem zum allgemeinen Strahlensysteme des Lichts . Die Focalebnen sind alsdann
( siehe Einleitung ) Tangentialebnen an die beiden Schalen der Brennfläche , und y bedeutet
den Winkel , unter dem sich die Schalen schneiden , was auch , wenn man die Elementar¬
welle als verallgemeinertes Gauss ' sches Krümmungsmaass und die Hauptwelle als Ausgangs -
fiäche des Strahlensystems betrachtet , für die allgemeine Theorie der krummen Oberflächen
von Wichtigkeit ist .

Die erste Frage , welche eigentlich zu beantworten wäre , würde sein , wann tgy = —( •et )

(20 .)

ist , wann also Hauptstrahlen möglich sind . Die Antwort lautet, wenn r = o , s — o , t = o .
Es geht daraus hervor , dass weder die Gleichung bei ( 19 ) noch die bei ( 18 ) zur Diseussion
der Hauptstrahlen sich eignet . Die zweite Methode wird erst darüber Aufschluss geben .

Das Nächste soll sein , zu untersuchen , ob die Function tgy bei der Veränderung
von a einen Maximumswerth etwa annehmen könne , oder ob und wann sie in ' s Unendliche•,
wachse . Es verschwinde in der Formel bei ( 19 ) der Nenner rechts :

tg « + r ~ tg « — 1 = 0 .
Focalebnen aufDies ist die Bedingung " dafür , dass tg y = oo sei , also die beiden

einander senkrecht stehen . 1 ) Aus ( 20) folgt :

J ) Der Ausdruck bei ( 20 ) kommt auch in der Theorie der Hauptschnitte vor . So ist be¬
kanntlich bei Monge in seiner „ Application de 1 ' Analyse ä Ja Geometrie " die Bedingung

/ Ar , \ * i- ___ t Atr

der auf einander senkrechten Hauptebnen
( 4 ) + dy

dx
— 1 = 0 . Wie dort in .

den Hauptschnitten die Normale des fraglichen Punkts von der benachbarten geschnitten
wird , so schneiden sich hier bei der allgemeineren Theorie in den Focalebnen die auf
der Hauptwelle im Allgemeinen schief stehende Bündelaxe und die Focalstrahlen . Bei
Monge ist die z - Axe parallel der Normale im fraglichen Punkt ; hier der Axe dei
Lichtbündels . ^ f lü5 lafflfife 89 ifaffi ! ' " » *> &
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m t ~ r - fii t ) + 48

71

tg a.

wodurch die Lage gegeben wird , welche die erste Focalebne haben muss , wenn y =
sein soll . Da der Werth unter der Wurzel stets real ist , so giebt es stets zwei solche
Lagen der ersten Focalebne . Da aber bei ( 20 ) das letzte Glied — 1 ist , so ist das Product
der beiden Wurzeln von tga gleich — 1 . Die beiden Lagen der ersten Focalebnen , in
welchen die zweite auf ihr senkrecht ist , stehen selber auf einander senkrecht ; die beiden
Focalebnen sind nur mit einander vertauscht . Demnach giebt es in jedem Punkte der
Elementarwelle immer nur eine einzige Lage der den Focalebnen entsprechenden Ebnen , wo
diese , also auch die Focalebnen selber einander senkrecht sind .

Es wird bei ( 21 ) tga = — , wenno
s = o , r = t .

Sind g x und p 2 die Hauptkrümmungsradien , so ist bekanntlich nach Euler für s = o ,
1 1

folglich nach ( 22 ) .
Pi = Pa¬

lst also die Elementarwelle eine Kugel oder der angewandte Punkt ein Nabelpunkt,
71

so giebt es keine bestimmte Lage der ersten Focalebne , wo y = ■— wird , sondern sämmt -4
71

liehe Lichtbündel haben den Winkel y = y Daraus geht hervor : Die Focalebnen
aller Strahlenbündel in homogenen Mitteln , ferner der ordentlichen Strahlenbündel einaxiger
Krystalle , endlich von Strahlenbündelnderen Axe der optischen Axe in einaxigen Krystallen
parallel läuft , sind auf einander senkrecht 1 ) ; denn in einem Eotationsellipsoid , und das ist
die ausserordentliche Elementarwelle einaxiger Krystalle , trifft die Rotationsaxe in einen
Nabelpunkt . Aus Obigem leiten sich für das ganze Strahlensystem die schon früher gefun¬
denen Sätze ab : Die Brennflächen aller in homogenen Mitteln möglichen Strahlensysteme
schneiden sich unter rechten Winkeln . Dasselbe thun sie in einaxigen Krystallen für die
ordentlichen Strahlensysteme . ( Wenn die Focalebnen einander senkrecht sind , so fallen sie

( 21 .)

:ielq olT ',.

( 23 .)

' ) Diesen Satz hat zuerst Hamilton gefunden :
„ When the medium is ordinary as well as uniform , than the osculating surfaces Vt
( Elementarwellen ) are spheres , and the derections of extreme osculation ( Die Richtungen ,
unter denen die „ Hauptebnen " die Hauptwelle schneiden ) are the reetangular directions
of the lines of curvature on the surface V ( Hauptwelle ) , which is now perpendicular
to the rays ; in this case , therefore , and more generally when a ray in a uniform medium
correspond to an umbilical point on the medium surface Vi , the planes of vergency
( Focalebnen ) cut that surface and the surface V to which it osculates in two reetangular
directions . "

3 »
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1

mit den Hauptebnen des Herrn Kummer zusammen und die Brennpunkte mit den Grenz¬
punkten der kürzesten Abstände . Folglich , wenn die Brennflächen sich senkrecht schneiden ,
so fallen sie mit den Grenzflächen zusammen . ) Für die Theorie der Flächen ist die sphä¬
rische Elementarwelle das wirkliche Gauss 'sche Krümmungsmaass , die Hauptwelle aber die
Ausgangsfläche eines Strahlensystems . Die auf diese Weise erzeugten Strahlen sind normal
auf der Ausgangsfläche , deren beide Flächen der Hauptkrümmungsmittelpunkte sich senk¬
recht schneiden .

13) Das Minimum des Winkels zwischen den Focalebnen .
■

Wenn auch kein Maximum , so besitzt doch die Function tgy bei ( 19 ) ein Minimum .
Es möge der Zähler der rechten Seite verschwinden ; also sein

ttga + 2stga + r = 0 , oder

( 23 .) tg « =
+ iA rt

t
Es wird dadurch die Lage der ersten Focalebne bestimmt , in welcher die zweite mit

2

ihr zusammenfällt . Immer giebt es zwei solche Lagen , wenn s — rt > 0 , der Punkt der
Elementarwelle somit concav - convex ist . Das findet bekanntlich auf der Fresnel 'schen
Wellenfläche an 4 durch 4 Kreise begrenzten Stellen statt . *)

Die beiden in eine zusammengefallenenFocalebnen 2) schneiden die Elementarwelle in
der Kichtung der unendlich grossen Krümmungsradien , oder was dasselbe ist , in der Rich¬
tung der Asymptoten der hyperbolischen Indicatrix , wie sich aus Dupin 3) ergiebt .

2

Ist aber s — rt = 0 , so handelt es sich bekanntlich um einen solchen Punkt , der
von einer abwickelbaren Fläche osculirt werden kann . Da bei der Fresnerschen Wellen -

2

fläche innerhalb jener 4 Kreise s — rt > 0 ; ausserhalb derselben kleiner als Null ist , so
2

muss auf den Kreisen selbst s — rt = 0 sein . Auf jenen Kreisen findet aber die innere

») Hamilton , Irish Ac . XVII .
Plücker , Discussion de la forme generale des ondes lumineuses . Crelle ' s Journal Bd . XIX .

2) Hamilton beschreibt diesen Fall folgendermassen : Irish Ac . XVII . pag . 85 . The two
planes of vergency close up into one plane ; the two vergencies ( Focalstrahlen ) reduce
themselves to a single vergency , corresponding to this single plane , and the two guiding
lines ( gradlinigen Querschnitte ) reduce themselves to a single guiding line .

3 ) Dupin , Developpents de Geometrie : Pour connaftre , ä partir de quelles valeurs de W
( hier tg a ) les rayons de courbures seront positifs , lorsque y/ variera dans un seni ,
et negatifs , lorsque yj en sens contraire , il faut supposer seulement

r + 2s V + * V 2 = °
ou

•

und das ist dieselbe Gleichung , wie die bei ( 23 ) .

+ y s a — rt
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{ undtgy =^ Dieses — deutet jedoch nur scheinbar auf eine Unbestimmt-
Es soll dieser Fall in

konische Kefraction statt . Will man also die Eigenschaften der Brennfläche bei der inneren
tonischen Eefraction studiren , so ist s 2 — rt = 0 zu setzen . Dann wird tga bei ( 23 ) '
gleich
heit hin , und es treten hier darum noch keine Hauptstrahlen auf.
einem spätem Abschnitte besonders behandelt werden .

Ist endlich bei ( 23 ) s 2 — rt < 0 , d . h . der Punkt der Elementarwelleconcav - coneav ,
so ist tga imaginär . In solchen Punkten also existiren keine Strahlenbündel , deren Focal -
ebnen zusammenfallen , und alle durch sie erzeugten Brennflächen haben zwei Schalen .

In diesem Falle , wo tgy nicht verschwinden kann , wird eine Minimumberechnung
nöthig. Es ist daher in

, __ _ t tg 2 a - f- 2s tga + r
gy ~ s tg a « + ( r — t ) tga — s ( 19 >)

der partielle Differentialquotient von tgy nach tga gleich Null zu setzen .
( 2t tga + 2s ) [ s tg 2 a -f ( r — t ) tg a — s ] — ( 2s tga + r — t) ( t tg 2 a -f 2s tga + r ) — 0 ,
oder

- = s ( r + 1 ) ± ]/ s 2 (r + t ) 2 -f- [r ( r — t ) + 2s 2] [t fr ^ - t) — 2s 2]
t (r — t) — 2s 2

einfacher
tga

{ tga = s (r -f- t) ± y (rt — s 2) [ ( r — t) 2 -f 4s 2]
t ( r — t ) — 2s 2

Das Zeichen unter der Wurzel hängt allein von rt — s ab . Für concav - concave
Punkte giebt es somit immer zwei durch den Werth bei ( 24 ) bestimmte Lagen der ersten
Focalebne , wo y Minimum ist . Um den Werth dieses Minimums zu finden , ist der Ausdruck
für tg a bei ( 24 ) in die Gleichung bei ( 19 ) einzusetzen . Um aber ein übersichtliches
Resultat Zugewinnen , soll von der letzten noch gestatteten und auch von Dupin , Hamilton ,
Monge bei ähnlichen Untersuchungen angewandten Coordinatenverlegung Gebrauch gemacht
werden .

Bis jetzt liegt nur die Z - Axe parallel zur Axe des Strahlenbündels ; um dieselbe sind
noch die Coordinatenebnen der xz und yz drehbar . Wir wollen sie so legen , dass

s = o
werde . Bei ( 21 ) wurde die Lage der ersten Focalebnen bestimmt , in der z. y ein Rechter

wird . Dieselbe liefert für s = o für a den Werth -̂ ■ Die erste Focalebne fällt in die
yz - Ebne . In dem neuen Coordinatensystem sind die auf einander senkrechten Focalebnen
die Coordinatenebnender xz und yz . Da aber die einander senkrechten Focalebnen in den
Hauptebnen liegen , so spielen für s = o die Hauptebnen die Rolle von Coordinatenebnen ,
und das ist der Grund , weshalb Hamilton empfiehlt , die Hauptebnen zu Coordinatenebnen
zu wählen .

Für s = o geht die Gleichung bei ( 19 ) in folgende über

t - \ - ttg ' a
( r — t) tg a '

(24 .)

% 7 W — (»5 .)

m&
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und aus der bei ( 24 ) wird
(26 .) i«

« = ±j/ f
Die beiden Gleichungen liefern verbunden

, ± 2 V rt 2 Vpi - P ,
r — t Px — p 2

wennpi = — i P = .,— gesetzt ist , als das gesuchte Minimum des Winkels y

■

Jt
Bekanntlich ist immer

2 a ^_ 2 tg «
1 — tg a '

folglich durch Substitution von tg a ^ ' t
, _ ±2 / rt . .tg 2 a = — ----- -—■- 1 demnachr — t

tg 2 a = tg y und
Z 2 a ^ y .

Der kleinste Werth von y findet für 2 a statt . Beachtet man die Formel bei ( 26 ) ,
so ist auch

tg

für jedes Coordinatensystem , und dasjenige Lichtbündel hat den kleinsten Z. y ,
y

bei welchem tg 4- gleich der Wurzel aus dem Quotienten der Hauptkrüm¬

mungsradien ist .
Fi g ' 2 - Als Beispiel wählen wir das Rotationsellipsoid der ausserordentlichen Strahlen in

einaxigen Krystallen . Solch ein Rotationsellipsoid stelle Fig . II vor . Es sei c die halbe
Rotationsaxe , a die halbe kleine Axe . So besitzt unter allen für den Punkt A möglichen

Strahlenbündeln dasjenige den kleinsten /£ y , für welches tg 7 — JLl ist . Die
P *

Ellipse BODE sei der Durchschnitt des Ellipsoids , parallel mit der Tangentialebne in A,
■

deren grosse Halbaxe r sei und dessen kleinere a ist . Da nun bekanntermaassen — = —
Pi r

ist , so besteht die Gleichung
y = a

■

Aber nach den Gesetzen der Undulationstheorie sind a und r die Oscillationsamplituden
des ordentlichen und ausserordentlichenLichtstrahls in A , und von allen in A möglichen

tg 2 . =^ 2 r
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Lichtbündeln hat das den kleinsten jü y , bei welchem tg -£ gleich dem Quotienten aus des

Oscillationsamplitudender Bündelaxe AO ist.

Da tg7r < 1 ist , so muss — ein ächter Bruch sein ; ist — > 1 , so nimmt man —

86f - Für einen Punkt des Aequators gilt auf dem Eotationsellipsoid
,elk /—

"l / p2

r "pT
a

Das Minimum von y ist um so kleiner , je kleiner — , d . h . je grösser die bifrangi -c

— = te - Z - .

rende Energie des Krystalles ist .

§ . 7 . Die Brennflächen in ihrer Abhängigkeit von den Eigenschaften der

■
Iliiuntwelle .1

14 ) Der Winkel y als Function der Hauptwelle . ■

Wie mit der Gleichung bei ( 19 ) , verfahren wir nunmehr mit der bei ( 18 ) . Der vorige
Paragraph beantwortete die Frage , welche Bündel sind für einen bestimmten Punkt der
Elementarwelle möglich ? Die Sätze , welche wir gewannen , eigneten sich nur in besonderen
Fällen dazu , aus ihnen Sätze für das ganze Strahlensystem abzuleiten , weil mit der Ele¬
mentarwelle nur ihre Badien aber nicht die Strahlen in unmittelbarem Zusammenhange
stehen . Bei der Untersuchung aber eines Strahlenbündels in einem Punkte der Hauptwelle
wüd es möglich sein , die Bündel zum Strahlensysteme , die gradlinigen Querschnitte zu
Brennflächen zu vereinigen . Gleichzeitig werden wir einen Blick auf die allgemeine Theorie
der Flächen werfen , für welche die Elementarwelle das erweiterte Krümmungsmaass ist .
Wenn jetzt die Elementarwelle unberücksichtigt bleibt , so werden die verschiedenenStrah¬
lensysteme untersucht , welche zu einer und derselben Hauptwelle gehören können , wenn
sie in anderen und anderen Medien sich befindet .

. Verschwindet in
« | T tg a « + 2 S tg « + B

* * Sig * « + ( K - T ) tg « - S
der Nenner rechts , so ist dem Frühern analog

T — E ± ]/ ( E — T ) 2 + 4S a

In jedem Punkte der Hauptwelle giebt es demnach immer , aber im Allgemeinen nur
eine einzige Lage , in der die Focalebnen auf einander senkrecht stehen , und unter allen
Strahlensystemen , die für eine bestimmte Hauptwelle je nach der Verschiedenheit der Me¬
dien möglich sind , giebt es im Allgemeinen nur eins , dessen Brennflächen sich rechtwinklig
schneiden . + , !.

( 18 .)

( .8t )
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Für S = 0 , R = T ist tga = — , und bezeichnet P t und P a die Hauptkrümmungs¬
radien , so findet alsdann

p __ p
statt , die Bedingung sphärischer Krümmung. Sphärische Hauptwellen , sie mögen in einem
Medium entstanden sein , wo sie wollen , besitzen nur Brennflächen , die sich unter rechten
Winkeln schneiden . Fasst man die Hauptwelle rein mathematisch als Ausgangsflächedes
Strahlensystems , so kann man sagen : Ist die Ausgangsfläche eine Kugel , so haben alle ,
durch jedes beliebige Krümmungsmaass erzeugten Strahlensysteme Brennflächen , die sich
senkrecht schneiden . Umgekehrt erzeugt man bekanntlich mit der Kugel als Krümmungs¬
maass zu jeder Ausgangsfläche Strahlensysteme mit einander senkrechten Krümmungsmittel¬
punktsflächen .

Verschwindet in dem Werthe für tgy der Zähler , so ist

tg « = - S ± ]/ S 2 — RT
S

In jedem concav - convexen Punkte der Hauptwelle giebt es zwei Lichtbündel, in denen
die beiden Focalebnen in eine zusammenfallen , und diese eine Focalebne geht durch die
eine der beiden Asymptoten an die Indicatrix . Diese Asymptoten sind bekanntlich die graden
Linien , welche auf concav - convexen Flächen möglich sind . Es giebt unter allen Strahlen¬
systemen einer concav - convexen Hauptwelle immer zwei , die nur eine Schale als Brennfläche
besitzen . Oder mathematisch ausgedrückt : Für jede concav - convexe Ausgangsfläche
lassen gich zwei Krümmungsmaasse finden , welche Strahlensysteme mit
einfachen Brennflächen erzeugen . Die Tangentialebnen an diese Brenn¬
flächen schneiden aus der concav - convexen Ausgangsfläche die beiden Sys¬
teme von Eichtungen mit verschwindender Krümmung aus , welche auf ihr
existiren .

Mit Hülfe einer Minimumsbetrachtung entstände

tg « = S ( B + T ) ± V ( RT — S 2 ) [ ( R — T ) a + 4S 2 ]
T ( R — T ) — 2 S 2

woraus folgt , dass Strahlensysteme mit solchen einfachen Brennflächen für concav - concave
Hauptwellen unmöglich sind .

15) Strahlensysteme mit imaginären Brennflächen .
Bevor wir zur zweiten Methode übergehen , soll ein Mal umgekehrt aus der Gleichung

bei ( 18 ) tg a als Function von tg y entwickelt werden . Das wird gestatten , einen Blick
in das ziemlich versteckte Wesen der Strahlensysteme zu thun , denen die Brennflächen
abgehen .

* „ „ m _ Ttg 2 « + 2Stg « -r- R ftjjfnnl
'S / Q 4-™2 ~ I t ~G ___ T \ +« ~ ___ a(18.)

G mm« bau > S tg 2 a + ( R — T ) tg a — S
____________________________________liefert

( T - R ) tgy - 2 S±y [ ( R - T ) tgy + 2S ] a - 4 ( Stgy -r- T ) ( R - Stgy )
™ 2 ( S tgy + T )
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oder

also

( T — B ) tg y - 2 S ± V ( B + T ) 2 tg 2 y + 4 ( S 2 - BT ) ( 1 + tg 2 y )
tg * _ 2~( S " tg y + T )

( T — B ) tgy — 2S±
tg « =

cos y 1/' ( E + T ) 2 sin 2y + 4 ( S 2 — BT )

2 ( S tg y + T )
Zu jedem Werthe von y liefert die Gleichung zwei Werthe von a . Der zweite Werth

bestimmt nämlich die Lage der zweiten Focalebne . Verschwindet die Grösse unter der
Wurzel , so giebt es für a nur einen Werth , und die beiden Focalebnen fallen in eine zu¬
sammen . Wann das geschieht , hängt lediglich von der Krümmung der Fläche , nicht von
y ab ; denn das Vorzeichen der Grösse unter der Wurzel ist allein durch S 2 — BT bedingt .

Erhält S 2 — BT einen hinreichend grossen negativen Werth , so wird a imaginär , es
treten die Lichtbündel mit imaginären , gradlinigen Querschnitten auf. Es sind also allein
in concav - convexen Punkten solche Lichtbündel möglich . Auch darf S 2 — BT
sich nicht sehr der Null nähern , sondern der concav - convexe Charakter der Fläche muss
stark ausgeprägt sein , namentlich wenn 4. y gross ist , wenn Strahlensysteme ohne Brenn¬
flächen möglich sein sollen . Am meisten sind sie noch verwandt den Strahlensystemen mit
einschaliger Brennfläche .

Öoptfef IV . 3>te afrenttpdjm b ? $ Stafjfmfyfte ttctcf) kt gmeifm » f) ö5e .

§ . 8 . 16) Die Wechselbeziehungen zwischen Haupt - und Elementarwelle .

Die Gleichungen
tg 7 = tg ß — tg g

1 + tg a tg ß '
, E + StgJ ?

^ ^ - s + TigT

t , a _ . r + stgl
tg a ~ s + t tg ß

hatten die Werthe für tg y bei ( 18 ) und ( 19 ) geliefert . In diesem Capitel soll eine
Gleichung discutirt werden , die von den drei Winkeln nur noch einen enthält . Am Schlüsse
wollen wir auch auf die nur mit £ a behaftete Gleichung einen flüchtigen Blick werfen .
Die beiden letzten Gleichungen lassen sich in folgende Form bringen .

B + S ( tg a + tg ß ) + T tg « tg ß = 0 ,
r + s ( tg « + tg ß ) + t tg a tg ß = 0 , oder

, . , _ Tr — BTtg « + tg ß =

tg a . tgß =

Ts — St
Sr — Bs
Ts — St *
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Die erste Gleichung kann folgende Form annehmen

+̂ V ( tgtt + tg / ? ) 2 - 4 tg « tg ß
7 ' ~ 1 + tg a tg ß

Setzt man hierin jene beiden Werthe für tg a -j - tg ß und tg a . tg ß ein , so ist

(27 .)

tg y = ±

tg 7 = ±

] / ( Tr — Rt ) 2 — 4 ( Sr - Ks ) ( Ts - St )
( Ts - St ) + ( Sr - Ks )

] / ( Tr + Bt — 2 Ss ) 2 — 4 ( S 2 — KT ) ( s 2 — rt )

oder

s ( T — R ) — S ( t — r )
Es ist diese Gleichung ganz besonders dazu geeignet , die Wechselbeziehungenzwischen

Haupt- und Elementarwelle , sowie ihre gemeinsame Einwirkung auf die Strahlenbündel zu
discutiren . Wiederum lässt sich der Gang der Function tg y in doppelter Weise untersuchen ,
nämlich erstlich kann R , S , T variiren und r , s , t constant sein . Dann handelt es sich
um einen bestimmten Punkt der Elementarwelle , während die Hauptwelle alle möglichen
Gestalten annimmt . Zweitens können R, S , T constant bleiben und r , s , t variiren . Zwar
vermag die Elementarwelle nicht verschiedene Gestalten anzunehmen , denn sie ist für jedes
Mittel eine bestimmte , auch darf sie sich nicht drehen , denn sie hat in ihrem Mittel eine
feste Lage ; man kann aber das ganze Mittel sammt der in ihm fest liegenden Elementar¬
welle , z . B . einen Krystall , drehen und der herankommendenHauptwelle entgegenhalten .
Dieser geometrischeVorgang ist noch anschaulicher , als das Drehen der ersten Focalebne
um ihre Axe .

Freilich muss man bei dieser Variation der zweiten partiellen Differentialcoefncienten
mit einiger Vorsicht verfahren ; denn in singulären Punkten werden diese Functionen dis -
continuirlich und die Gleichungen der Indicatrix verlieren ihre Gültigkeit . Glücklicherweise
schneiden sich aber die Focalebnen * auf beiden Flächen unter conjugirten Richtungen , und
wenn die Elementarwelle ihren Dienst versagt , so nimmt man die Hauptwelle . Wegen der
vollständigen Symmetrie obiger Gleichung ist es nur nöthig , die Rechnung einmal auszuführen ;
die Resultate lassen sich alsdann für die andere Operation sofort absehen .

§ 9 . Die zweite Methode .

17) Die Hauptstrahlen .

Bevor wir eine weitere Untersuchung beginnen , soll der Fall ausgesondert werden , wo
0

tg 7 = ö
ist . Es handelt sich alsdann um die Hauptstrahlen . Wir quadriren obige Gleichung

, , [ z ( Tr + Bt — 2 Ss ) 2 — 4 ( S 2 — RT ) ( s a — rt )
* 7 ' [ S ( r — t ) — s ( R - T ) ] 2

und setzen Zähler und Nenner für sich nach R , S , T differenzirt gleich 0 . Der Nenner giebt
2 [ S ( r — t ) - s ( R — T ) ] ( r — t - s -f- s ) = 0 , oder

S ( r — t ) — s ( R — T ) = 0 ;
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Der Zähler liefert
2 ( Tr + Et - 2 Ss ) ( r + t — 2s ) + 4 ( s 2 - rt ) ( K + T — 2 S ) = o .

Diese beiden Bedingungsgleichungenfür Hauptstrahlen werden befriedigt , wenn
1 ) B = 0 , S = 0 , t ; = 0 ,

oder wenn
2 ) R = r , S = s , T = i

Hätte man nach r , s , t differenzirt , so wäre die letzte Formel entstanden und statt
der vorletzten die folgende

3 ) r = 0 , s = 0 , t = 0 ,
welche wir sogleich wieder ausscheiden , da sie von einer ebnen Elementarwelle oder von
Wendepunkten auf ihr redet , welche es nicht giebt . Die erste Gruppe von Gleichungen ist
von r , s , t unabhängig , gilt also für jedes Medium . Sie besagt , dass in jedem
Mittel ebne Hauptwellen nur Hauptstrahlen besitzen . Gilt die mittelste Gruppe
von Gleichungen , so haben Haupt - und Elementarwelle einen Contact zweiter
Ordnung , und dass alsdann Hauptstrahlen entstehen , ist einleuchtend ; denn die beiden
entsprechendenPunkte haben >lsdann coagruente Indicatrices mit conjugirten Durchmessern ,
von denen jedes Paar der einen Indicatrix parallel ist einem Paare in der andern . Alle
durch die Bündelaxe gehenden Ebnen sind demnach Focalebnen .

Zur Erläuterung mögen folgende Fälle dienen : In homogenen Mitteln muss die Haupt¬
welle eine Kugel sein , um mit der Elementarwelle einen Contact zweiter Ordnung zu haben .
Demnach sind in homogenen Mitteln die Strahlenbündel ebner und sphäri¬
scher Haupt wellen alle Hauptstrahlen . Die Strahlenbündel sphärischer Hauptwellen
haben im Allgemeinen rechtwinkligeFocalebnen , gehen aber in homogenen Mitteln in Haupt¬
strahlen über . Auf den 4 merkwürdigen Kreisen der Fresnerschen Elementarwelle , wo die
innere konische Refraction stattfindet , wird sie bekanntlich von einer abwickelbarenFläche
osculirt , und man kann sagen : Von den bei der innern konischen Refraction
stattfindenden Strahlenbündeln sind diejenigen Hauptstrahlen , deren ent¬
sprechender Punkt auf der Hauptwelle eben ist , oder von "~einer Abwickel¬
baren osculirt wird .

Hat endlich ganz allgemein die Ausgangsflächedes Strahlensystems in einem ihrer
Punkte mit dem Krümmungsmaasse einen Contact zweiter Ordnung , so besitzt sie in diesem
Punkte einen Hauptstrahl . Sind beide Flächen congruent , so entsteht ein System von
Hauptstrahlen mit einem Hauptbrennpunkte .

18 ) Der gemeinsame Einßuss der Haupt - und Elementarwelle auf die
Brennfläche des Strahlensystems .

Lässt man , um zu erfahren , wann £ y = — ist , in

7 = = V ( Tr + Bt — 2 Ss ) 2 — 4 ( S * — RT ) ( s * — rt )
S ( r — t ) — s ( R - T )

(27 .)

den Nenner rechts verschwinden , so liefert
4*
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Ob
S ( r — t) — s ( E — T ) = 0

nichts Neues ; und wird durch s = 0 , r = t oder durch S = 0 , E = T befriedigt ,
weiter z y gleich Null werden kann , hängt davon ab , ob es möglich ist

4 ( S 2 — ET ) ( s 2 — rt ) = ( Tr + Et — 2 Ss ) 2
zu befriedigen . Da die rechte Seite stets positiv ist , so müssen s 2 — rt und S 2 — ET
alsdann gleiches Vorzeichen haben . Also können die beiden Focalebnen nur dann zusammen¬
fallen , wenn Haupt - und Elementarwelle gleichartige Krümmung haben , und zwar müssen
beide concav - convex sein , da , wie oben gezeigt , in concav - concaven Punkten solche Licht¬
bündel nicht vorkommen , sondern £ y daselbst einen Minimumswerth besitzt . Um dies
Minimum zu finden , werde der Werth von tg 2 / nach E, S , T differenzirt , während r , s , t
constant seien .

[ 2 ( Tr + Et ) — 2 Ss ] ( r + t — 2s ) + 4 ( s 2 - rt ) ( E -f- T — 2 S ) ] X
[ S ( r — t ) — s ( E — T ) ] * + 2 [ S ( r — t ) - s ( E — T ) ] ( r — t ) X

[ ( Tr + Et — 2 Ss ) ] 2 — 4 ( S 2 — ET ) ( s 2 — rt ) = Q .
Daraus lässt sich der gemeinsame Factor 2 [ S ( r — t ) — s ( E — T ) ] absondern ,

welcher nichts Neues bringt .
Es handelt sich um einen bestimmten Punkt ( r , s , t ) der Elementarwelle , durch den

die Z - Axe geht . Wie bei der ersten Methode drehe sich das Coordinatensystem um die
Z - Axe so , dass s == 0 werde . Alsdann lässt sich die Gleichung auf folgende Form bringen :

( Tr — Et ) 2 — [ t ( r — t) E — r ( r — t ) T ] S = 0 ,
welche für das Minimum von y die Bedingungen liefert ;

S = 0 , Tr — Et .
Wäre E , S , T , constant genommen , nach r , s , t differenzirt und durch Coordinaten -

verlegung S = 0 gemacht worden , so hätte man
s = 0 , Tr = Et

± 1 ^ 1
rerhalten . Es seien wiederum die Hauptkrümmungsradienp , = — > p 2 = 4- ' Pi ==

P 2 = m i und Tr = Et geht in die Forrn über

? I = £i .
p 2 p 2

Von allen in einem Punkte der Hauptwelle möglichen Lichtbündeln besitzt dasjenige
den kleinsten Winkel zwischen den Focalebnen , dessen entsprechender Punkt auf der Ele¬
mentarwelle Hauptkrümmungsradienbesitzt , proportional den entsprechenden auf der Haupt¬
welle . Mit andern Worten , die Haupt - und Elementarwellen müssen iri entsprechenden
Punkten ähnlich sein . Von allen Strahlensystemen des Lichts , die für eine
concav - concave Hauptwelle möglich sind , hat dasjenige Brennflächen , die
sich unter dem kleinsten Winkel schneiden , welches durch eine der Haupt¬
welle ähnliche Elementarwelle erzeugt wird . Oder sind Ausgangsfläche
und Krümmungsmaass ähnliche , concav - concave Flächen , so entsteht ein
Strahlensystem , dessen Brennflächen sich unter dem kleinsten möglichen
Winkel schneiden .
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Bevor wir diesen Abschnitt verlassen , soll noch aus
• E + St g /S ■-.tg a — - - n ' m , „ und

Üff .

tg ß eliminirt werden . So entsteht
E ( s + tg a ) -tg a - —

tg « =

S + T tg ß
r + s tg a
s + t tg a

S ( r + s tg a )
S ( s + ttga ) — T ( r + stga )

oder

tg a

Tr — Et± ]/ ( Bt — Tr ) 2 — 4 ( St — Ts ) ( Es — Sr )
2 ( St — Ts )

Tr — Et± ]/ ( Et + Tr — 2 Ss ) 2 — 4 ( S 2 — ET ) ( s 2 -- rt )

geordnet

2 ( St — Ts )
Die beiden Werthe dieser Gleichung liefern die Lage der beiden Focalebnen . Die

Grösse unter der Wurzel ist der Zähler in dem Ausdruck für tg y bei ( 27 ) . Ist tg y == 0,
so verschwindet die Wurzel und die Focalebnen fallen in eine zusammen . Das Vorzeichen
der Grösse unter der Wurzel hängt von ( S 2 — Et ) ( s 2 — rt ) ab . Es können Strahlen¬
systeme mit imaginären Brennflächen auftreten , wenn die Krümmung der Haupt- und
Elementarwelle gleichartig concav - convex ist .

(38 .) .

ödptfef V . 3He 25remtpci) m ßei 6en Mkn ßonifdjm ^ frartioncn .

§ , 10 . 19) Die innere konische Refracüon .
Es bleiben noch die Eigenschaften der Focalebnen bei den konischen Eefractionen zu

erforschen . Bekanntlich l) wird ein Lichtstrahl , wenn er auf sechs - oder viergliedrige
Krystalle fällt , im Allgemeinen' in zwei zerspalten , von denen der eine dem Snellius ' schen
Sinusgesetze folgt ; der andere aber , der ausserordentliche Strahl , durch das zuerst von
Huyghens aufgestellte Gesetz bestimmt wird . Diese Gesetze hielt man lange auch für zwei¬
gliedrige , eingliedrige , sowie für zwei - und eingliedrige Krystalle gültig , bis Fresnel von
der Hypothese ausgehend , dass die Elasticität des schwingenden Mittels nach den drei
Krystallaxen ungleich sei , darthat , dass die Elementarwelle krystallisirter Mittel weder
eine Kugel noch ein Eotationsellipsoid sei , wie Huyghens wollte , sondern eine Fläche vierter
Ordnung , die aus zwei Schalen bestehe und deren Berührungspunkte mit den Tangential -
ebnen die Eichtungen der beiden Strahlen bestimme . Besitzt ein Krystall eine Sichtung,
um die sich seine Flächen gleichwertig gruppiren , d . h . hat er eine krystallographische
Hauptaxe , so nimmt Fresnel an , dass auch die Elasticität in allen auf die Hauptaxe senk¬
rechten Eichtungen dieselbe sei . , Alsdann ist die Gleichung der Elementarwelle in zwei

*) Lloyd . Phil . Mag . 1833 . pag . 112 .
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( 19 .)

quadratische Factoren zerlegbar , deren einer die Gleichung einer Kugel , der andere die
eines Kotationsellipsoides ist . So ist das Huyghens ' sche Gesetz aus der allgemeinen Lösung
hergeleitet . Dabei giebt es aber zwei Fälle , die Fresnel übersehen hat . Seine Elementar¬
welle besitzt nämlich 4 trichterförmige Vertiefungen , in deren Innerstem je ein singulärer
Punkt liegt . Die Tangentialebne artet in einem solchen singulären Punkte zu einem Be¬
rührungskegel zweiten Grades aus . Ferner werden diese 4 trichterförmigen Vertiefungen
von je einem Kreise umgrenzt , in welchem eine, singulare Tangentialebne die Elementar¬
welle berührt .

Wie schon ausgeführt , lassen sich bei den konischen Refractionen die obigen Formeln
anwenden , vorausgesetzt , dass die für die etwaige Discontinuität nöthige Vorsicht angewandt
werde . Auf jenen 4 Kreisen hat die innere konische Refraction ihren Sitz . Die Indicatrix
ist auf den Kreisen eine Parabel , innerhalb derselben Hyperbel , ausserhalb Ellipse . Auf
den ' Kreisen findet kein Sprung in der Fläphe statt , da aber die Fläche selbst continuirlich ,
so sind auch ihre partiellen Differentialquotientencontinuirliche Functionen , und die bisher
gefundenen Sätze lassen sich vorläufig ohne Besorgniss anwenden .

Die Hauptstrahlen sind bereits oben erledigt . Zur Untersuchung der übrigen bei der
inneren konischen Refraction möglichen Lichtbündel lässt sich die Formel anwenden

t tg 2 a - f- 2s tga + r
s tg 2 a -[- ( r — t) tg a — s '

tgy = —
in welcher für

(21 .) tg « =
, /

( t — r ) ± y ( ;■ — t ) 2 + 4s 2
2s

n
^ y = -r und für

(23 .) tg « = ± y s 2 — rt
t

Z. y = 0 wurde . Durch Substitution von s 2 — rt = 0 in ( 21 ) entsteht

(29 .) • ' k %m %
durch Substitution aber in die Formel bei ( 23 )

4- Stg « = — —
( 30 .) t

Nach Dupin bestimmt tg a = — — auf jeder abwickelbaren Fläche , also auch auf
den 4 Kreisen der Fresnel ' schen Elementarwelle , die Richtung , in welcher die Krümmung
einen unendlich grossen Krümmungsradius besitzt , und welcher alle übrigen in dem
Punkte möglichen Tangenten conjugirt sind . * ) In den Punkten der 4 Kreise
sind die Richtungen , in denen die Krümmungsradien unendlich werden , die Tangenten an

-1) Dupin , Memoire II . , art . VII und IX . Lorsque un des rayons de courbure de la sur -
face est infini , ce seul rayon est celui d ' une seetion unique conjuguee ä toutes les autres
sections normales , Ainsi toutes les droites , qu ' on peut mener alors ä partir du point
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die Kreise . Jede Tangente an einen der Kreise hat also die Eigenschaft , dass sie särnmt -
lichen übrigen , in ihrem Berührungspunkte an die Fresnel 'sche Elementarwelle möglichen
Tangenten conjugirt ist , oder , in den Punkten des Kreises ist von zwei beliebigen
conjugirten Tangenten die eine gewiss auch Tangente an den Kreis . Die
Formelfbei ( 30 ) giebt die Lage an , in welcher die Focalebnen zusammenfallen , und zu dieser
sind gleichzeitig alle anderen durch die Bündelaxe möglichen Ebnen die zweiten Focalebnen .

Um jedoch sicher zu gehen , wollen wir bei dieser Untersuchung nicht blindlings den
Bechnungen vertrauen , sondern zu den ursprünglichen physikalischen Betrachtungen und der
Construction eines Lichtstrahls zurückkehren .

Die der singulären Tangentialebne ABtt an die Fresnel 'sche Elementarwelleentsprechende Fig . 3 .
Tangentialebne berühre die Hauptwelle in C , so entsprechen dem einen Punkte C sämmt -
liche Punkte des Berührungskreises a a a " , und durch C sind Parallelen zu sämmtlichen ,
in den Berührungskreis treffenden radii vectores zu ziehen , z . B . CD 4= Oa , CD ' + 0 « ' ,
CD " + Oa " , um den Strahlenkegel der inneren konischen Befraction zu erhalten . Jede
Seite des Strahlenkegels ist die Axe eines unendlich dünnen Strahlenbündels . Nicht ein
Strahl theilt sich in unendlich viele Strahlen zu einem Strahlenkegel auseinander ; dann
wäre seine grosse Lichtintensität unerklärlich ; sondern unendlich viele Strahlenbündel ver¬
einen sich zu einem Lichtkegel . Für die Bündelaxe CD ist die erste Focalebne CD t ' t '
parallel dej entsprechenden Ebne 0 « t t , wie auch die zweite Focalebne liegen mag .

Stets gehen alle den ersten Focalebnen entsprechenden Ebnen durch die Tangenten an
den Berührungskreis und hüllen den Kegel der singulären radii vectores ^Oa a a " ein .
Die ersten Focalebnen selber hüllen den Strahlenkegel der inneren koni¬
schen Befraction CDD ' D " ein , und dabei darf die Hauptwelle eine Gestalt haben ,
die sie will . Die erste Schale der Brennfläche und der Strahlenkegel der inneren konischen
Befraction haben die ersten Focalebnen als gemeinschaftlicheTangentialebnen , und man
kann sagen , in zweiaxigen Krystallen verläuft die erste Schale jedes beliebi¬
gen Strahlensystemes in den Strahlenkegel der inneren konischen Befrac¬
tion , unabhängig von der Hauptwelle , von deren Gestalt allein die "- Lage der zweiten
Focalebnen bedingt ist .

20) Die äussere konische Refraction .

In einem singulären Punkte der Fresnel ' schen Elementarwelle werden r , s , t in der
That discontinuirlich . Zwar behalten die Gleichung bei ( 18 ) und die daraus gezogenen

t
rt = 0

de contact sur le plan tangent , sont conjuguees ä la droite unique , qui au point de tan -
gence , präsente ayec la surface un contact du second ordre .

( tga = ) y — ------- =
' 8

est l ' equation de condition , qui doit livrer les coefficients du seeond ordre r , s , t pour -
que la surface ait une de ses courbures nul . Dans ce cas la ligne de courbure est
osculee par une droite et la surface generale par une surface developpable , dont cette
droite est une arrete .
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Sätze nichtsdestoweniger ihre Gültigkeit , weil sie von der Elementar welle unabhängig sind ;
es soll aber doch lieber sogleich auf die physikalische Construction der Lichtstrahlen zurück¬
gegangen werden .

Fig. 4 . Im singulären Punkte S der Fresnel 'schen Elementarwelle giebt es unendlich viele
Tangentialebnen , das heisst , einen Berührungskegel SAB . Um nun die dem singulären
radius vector OS entsprechenden Strahlen zu erhalten , muss man auch an die Hauptwelle
A ' B ' C unendlich viele , den vorigen parallele Tangentialebnen legen , oder statt dessen
einen dem Kegel SAB ähnlichen und gleichliegenden S ' A' B ' die Hauptwelle berühren
lassen . Er berühre die Hauptwelle auf der Curve A' F ' B ' D ' . So entspricht , umgekehrt wie
bei der inneren konischen Refraction , dem einen singulären Punkte S der Elementarwelle
eine Curve A' F' B ' D ' von Punkten auf der Hauptwelle . Jede Parallele zu OS durch einen
der Punkte von A' F ' B ' D ist ein Lichtstrahl , und so entspricht bei der äusseren konischen
Refraction im Krystalle dem singulären radius OS ein Strahlencylinder , dessen Axe S ' 0 '
4= S 0 ist. Jede Seite des Cylinders ist Axe eines unendlich dünnen Strahlenbündels . Die
einer solchen auf dem Cylinder unendlich nahen Strahlen sind der Axe parallel und treffen
sie also in unendlicher Ferne , es berührt also den Cylinder in jeder Seite eine Focalebne ,
oder die eine Schaar der Focalebnen hüllt den Strahlencylinder ein . Die
eine Schale der Brennfläche läuft in den Strahlencylinder aus .

Da der Strahlencylinder die Hauptwelle in der Curve A' F ' B ' D ' schneidet , so schneidet
auch jede erste Focalebne die Hauptwelle in einer Richtung , welche an A ' F ' B ' D ' Tangente
ist . Durch die dieser Tangente conjugirte Richtung muss die zweite Focalebne gehen . —
In der mathematischen Einleitung § . 2 unter Nummer 3 ist folgender Satz besprochen :
Wird irgend eine Fläche ( die Hauptwelle A B ' C ) von einer abwickelbaren Fläche ( dem
Kegel S ' A' B ' ) berührt , so sind die Tangenten an die Berührungscurve A' F ' B ' D ' con -
jugirt den Seiten des Kegels . So gehen nun die ersten Focalebnen durch die Tangenten
an A' F ' B ' D ' und die zweiten durch die Seiten des Berührungskegels SS' A ' F ' B ' D ' . Z . B .
durch A' S ' geht eine 2 . Focalebne , deren Bündelaxe A' E sei . A' E + S ' O ' , der Axe
des Strahlencylinders , und S ' 0 ' liegt drum in der 2 . Focalebene BA ' S ' O ' der Axe A' E .
So geht auch jede andere zweite Focalebne durch die Cylinderaxe S ' O ' , und die zweiten
Focalebnen des Strahlencylinders der äusseren konischen Refraction gehen
durch seine Axe .

Denkt man sich alle Tangentialebnen eines Kegels , der immer spitzer wird und zu¬
letzt in eine Grade ausartet , so gehen die Ebnen alle durch diese Grade . Als solche Grade
lässt sich die Axe des Strahlencylinders ansehen , durch welche die 2 . Focalebnen gehen ,
und die zweite Schale der Brennfläche läuft demnach in eine Spitze aus ,
welche in der Axe des Strahlencylinders endet .

So setzt sich denn die innere konische Refraction bekanntlich ausserhalb des Krystalles
als Strahlencylinder fort , während mit der äusseren konischen Refraction im Innern des
Krystalls ein Cylinder von unendlich dünnen Strahlenbündeln in Verbindung steht , welcher
bisher noch nicht bemerkt zu sein scheint .
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§ . 11 . Resultate .

21) Für die Optik .
1 ) Man erhält den Lichtstrahl in jedem Punkte A' der Hauptwelle , wenn man durch

A' eine Tangentialebne legt und dieser parallel auch an die Elementarwelle eine solche ,
welche in A berühre . Der Strahl in A' ist dann dem radius in A parallel .

2 ) Hat man auf der Haupt - und Elementar - Welle irgend ein Paar entsprechender
. Eichtungen , so sind die ihnen conjugirten Eichtungen unter sich parallel , und umgekehrt .
Da für die Eocalebnen die entsprechenden Eichtungen zugleich sich parallel sind , so schneiden
sich die Focalebnen auf der Hauptwelle ; die ihnen entsprechendenEbnen auf der Elemen¬
tarwelle unter conjugirten Eichtungen .

3 ) In homogenen Medien , sowie überall auf sphärischen Hauptwellen schneiden sich
die Brennflächen senkrecht. Der Satz lässt sich auch so aussprechen : Für jede beliebige
Hauptwelle giebt es nur ein Strahlensystem mit rechtwinklig sich schneidenden Brennflächen ,
nämlich wenn die Hauptwelle sich im homogenen Medium befindet . 'Tür jedes Mittelfgiebt
es nur ein solches Strahlensystem , nämlich das für die sphärische Hauptwelle .

4 ) Sonst schneiden sich die Schalen der Brennflächen in der Eegel unter schiefen
Winkeln ; nur innerhalb der 4 singulären Berührungskreise auf der Fresnel ' schen Elemen¬
tarwelle können beide Schalen in eine zusammenfallen . Ebendaselbst köimen auch Licht¬
strahlen ohne Brennfläche auftreten .

5 ) Hauptstrahlen besitzen alle ebnen Wellen , ferner in homogenen Mitteln alle sphä¬
rischen Lichtwellen , endlich sind von den bei der inneren konischen Eefraction möglichen
Lichtbündeln diejenigen Hauptstrahlen , deren entsprechenderPunkt auf der Lichtwelle die
Parabel zur Indicatrix hat .

6 ) Bei der inneren konischen Eefraction verläuft die eine Schale der Brennfläche in
den Lichtbündel - Kegel der inneren konischen Eefraction ; die andere Schale ist von der
Gestalt der Lichtwelle abhängig . Bei der äussern konischen Eefraction giebt es im Innern
des Krystalles einen StrahlencyEnder , welcher in die eine Schale der Brennfläche ausläuft ,
während die andere Schale eine Spitze hat , die in der Axe des Cylinders liegt . Die Licht¬
welle ist dabei ohne Einfluss .

22 ) Für die Theorie der Flächen .
1 ) Den obigen Sätzen lässt sich ihr physikalischer Charakter abstreifen , wenn man

die Hauptwelle mit der Ausgangsflächedes Strahlensystems vertauscht , und die Elementar¬
welle mit dem Namen des verallgemeinerten Gauss ' schen Krümmungsmaassesbelegt .

2 ) Unter allen in einem Punkte der Ausgangsfläche möglichen conjugirten Eichtungen
giebt es im Allgemeinen nur ein Paar , das seinen entsprechenden Eichtungen auf dem
Krümmungsmaasse parallel ist .

3 ) Die Strahlen stehen auf der Ausgangsflächenur dann senkrecht , wenn entweder
diese eine Kugel oder Ebne ist ; oder das Krümmungsmaass eine Kugel . Die Brennflächen
fallen alsdann mit den Grenzflächen der kürzesten Abstände zusammen und schneiden sich
rechtwinklig .
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4 ) Im Allgemeinen bestehen die Brennflächen aus zwei Schalen ; nur für jede concav-
convexe Ausgangsfiäche lassen sich zwei Krümmungsmaasse finden , welche je ein Strahlen¬
system mit einer einschaligen Brennfläche erzeugen . Die Tangentialebnen an diese beiden
einschaligen Brennflächen schneiden aus der Ausgangsflächedie beiden Systeme von Eich¬
tungen mit verschwindender Krümmung aus .

5 ) Für concav - concave Ausgangsflächen giebt es ein Minimum des Winkels y , unter

dem sich die Schalen schneiden , wenn nämlich tg -| gleich der Wurzel aus dem Quotien¬
ten der Hauptkrümmungsradien auf dem Krümmungsmaasse ist .

6 ) Es existiren auch Strahlensysteme ohne Brennflächen , dieselben sind nur möglich ,
wenn Ausgangsfläche und Krümmungsmaass gleichzeitig concav - convex sind .

7 ) Sind Ausgangsfläche und Kr-ümmungsmaass congruent , oder haben sie wenigstens
in einzelnen Punkten congruente Krümmung , so entstehen Hauptstrahlen . Sind beide ähn¬
lich , so ist der z y , unter dem sich die Schalen der Brennfläche schneiden , ein Minimum ,

so dass tg ^ - jetzt auch gleich der Wurzel aus dem Quotienten der Hauptkrümmungs -
radien auf der Ausgangsfläche ist.
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