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Einleitung.

§. 1.

Lelhrsalxs Bozoilrhuvt a irgend eine ganze Zahl, und &,, 5,, 3.,
oo by dic kleinsten Reste, welche die Zahlen 05, 15, 28, .... (a—1)b
durch o getheilt lassen, so werden diese alle von einander verschieden sein,
wenn b keinen gemeinschafilichen Theiler mit @ hat; denn wiiren irgend zwei
Zahlen, deren Indices v und p sein mogen. gleich, also b, = b, so miisste
wh — ub = g""'.“-)b durch a aufgehen, welches offenbar nicht moglich ist,
da b zu a relative Primzahl, und v — @ kleiner als a ist. Da also simmt-
liche Reste bo. b, . by, .... b, von einander verschieden sind. und es nur
die a verschiedenen Reste 0, 1.2, ... a — 1 giebt, so folgt, dass jene Zah-
len. mit diesen. wenn anch in anderer Ordnung. iibereinstimmen “’t‘]'d{‘]l. Ikiitte
nun_aber b mit a den griissten gr‘nleizsthnfili(‘hou Theiler &, so werden die

»

Reste der Zahlen il—;— s 7?—-, 2 5 r e

Resten 0. 1, 2, .... & — 1 iibereinstimmen. Denkt man sich diese Zahlen

b
& —1%; 5 wieder mit den

2ty a A -
aber als Reste nach dem Divisor 52 so ist klar, dass die Reste der Zahlen

U%, h% —% o —g— : (g— — 1)% mit den Zahlen 0, 1, 2, -% sty

4 i b
iibercinstimmen, und dass diese Zahlen in den Resten der Zahlen DT s

1. -{’-- 2 I: % bl I'l"—li.. dmal enthalten sein werden.
d 2 d ) 5' ]
§. 2.
Betrachtet man jetzt die Gleichung »* — 1 = 0, und hezeichnet eine

primitive Wurzel derselben durch «. so kann man bekanntlich die simmtli-
chen Wurzeln jener Gleichung durch a% a', a? oo & darstellen.  Die
Lten Potenzen dieser Wurzeln, werden folglich durch o', o', (... a1 dar-
cestelli. Hat nun b mit a den grossten gemeinschaftlichen Theiler 4, so kann

man jene Ausdriicke auch so schreiben:
e e e
oL s (-} 8 ¥ a 5 sees o *
o

Nun wird aber a” selbst eine primitive Wurzel der Gleichung 't&T 1=0 sein,
1
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und die Zahlen l].—%, 1.—;-, 2.%, R Tt | % werden, duarch —:‘—

getheilt, &mal die Reste 0, 1, 2, .... % — 1 erzeugen. Mithin werden die

( a-)n% ( a—)l.% ( 3)2.-?7 ( a—)a_l*i
Ausdriicke \a 3 \a Pl < Fi s R “ & mal die simmt-

a
lichen Wurzeln der Gleichung x ° — 1 = 0 enthalten. Die Gleichung fiir
bten Potenzen. der Wurzeln der Gleichung »* — 1 = 0, wird also unter der

il ¥
Form (.::a _ l) =— 0 anftreten. Die Coefficienten dieser Gleichung werden
folglich ganze positive Zahlen oder 0 sein. — Man hann nun Imlmurf.vn, dass
jmﬁ: symmetrische Function der Ausdriicke 4%, 2', a®, ...... a"=' sich als
ganze in ganzen Zahlen ausgedriickte Function solcher Coefficienten, folglich
.iulcl‘! als ganze positive: oder negative Zahl  oder auch als 0 werde darstellen
ASSe1.

Um dies zu beweisen fiihre man folgende Bezeichnung ein: eine sym-
metrische Function von m Elementen, die aus lauter einzelnen Producten zu-
sammengesetzt ist, in denen n verschiedene Elemente vorkommen, von denen
das 1fe in die ¢,f¢, das zweite in die e,fe...., das nfe in die ¢t Potenz er-
hoben ist (und jede symmetrische ganze Function ist bekanntlich ein Aggregat
solcher Functionen) bezeichne man durch [e, e, €, ....¢.]: so dass also z. B.
fiir die Elemente a, B, v, ¢ die symmetrische Function a3y? 4 a£88? 4 ayd?
4 adf® 4 ady? 4+ Bya® 4 Byd? 4 Bya® 4 BN 4 y0u? 4= 49B* durch
[1, 1, 2] dargestellt wird. Fallen nun diese m Elemente mit den Wurzeln der

Gleichung =" — 1 = 0 zusammen, so wird sioh der Coefficient von a*—* in
a
= &
der Entwickelung von .1:'}—1) durch (—1)" [by b, ..... b.] darstellen las-
sen, wo b=b, =by=.... =34, ist. Dies folgt unmittelbar auns der

= ¥
Identitiit der beiden Ausdriicke (.t-e' — l) md (2 —a’?) (x— alf) (e— a??)
AT 0 A e

Es lisst sich nun leicht nachweisen, dass sich jede symmetrische Fun-
ction [e, e, ...¢]] als ganze in ganzen Zahlen mlsge&riicku? Funciion anderer
symmetrischen Functionen, die durch lauter gleiche, in' Klamimern eingeschlos-
sene Zahlen angedeutet werden, ausdriicken’ lasse.  Sind niimlich von den
Zahlen e, . e,, .. ¢, eine Anzahl u gleich a, eine zweife Anzahl » sleich 3,
eine dritte Anzahl p gleich y, ete., und seizt man oy = o, = ,,, — i, B:

— L o 5 IR e i 7, ete., so wird offenbar das Product
[ay azeeva,] [ByBa--B,] [72 ¥2:--7,] ete. aus [e, ¢y.... ¢,] und anderen
symmetrischen. Functionen bestehen, deren einzelne Summanden jedoch nur
cine geringere Anzahl von Elementen enthalten kann, als n andeutet, Man er-
hilt demnach [« a, ... ] [Bifz---B] [Yr7a--- T )ete. = [eyé, ... c,] 4+
Z, wo X ein Aggregat einfacher symmetrischer Functionen bezeichnet, in de-
ren  einzelnen Summanden weniger als n verschiedene Elemente auftreten,
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Demnach ist e, ey o] = [ag agciva J[BiBs o B][7: 2 wv- v.] ete. — =;
und da man jede einzelne Function, die in T enthalten ist, wieder @hnlich
transformiren kann, so ist klar, dass [e, €y .. €] zuletzt als ein Aggregat
von Producten hervorgehen muss, deren jedes aus symmefrischen Functionen
hesteht, die durch gleiche eingeklammerte Zahlen angedeutet werden.

Beispiele.

1) [8,5,3] = [8] [5][3] — [13.3] — [11,5] — [5,8]
Es ist aber [13,3] = [13] [3] — [16],; und
[11, 5] = [11] [5] — [16] folglich
[8,5. 3] = [8][5] [3] — [8,8] — [13] [3] — [11}[5] + 2[16] .

2) [8,8,3] = [8,8] (3] — [11,8]s [11;8] = [11] [8] — [19], also

[8.8,3] = [8,8] [3] — [11][8] + [19] .

3) [8,8,3,3] =[8,8] [3,3]—[11.8,3] — [11,11]; [11, 8, 3] =[11] [8] [3]
— [19, 3] — [14, 8] — [11, 11]s [19, 3] = [19] [3] — [22]: T[4, §]
= [14] [B] — [22] folglich [8,8, 3, 3] = [8, 8] [3. 3] — [11][8][3]
-+ [19]1[3] + [14][8] — 2 [22].

Setzt man nun die Wurzeln der Gleichung =" — 1 = 0 als Elemente der
symmetrischen Functionen, so werden die durch lauter gleiche in Klammern
cingeschlossene. Zahlen angedenteten Funetionen mit den positiven oder nega-
tiven Coefficienten der Gleichungen fiir die ganzen Potenzen der Wurzeln der
Gleichung 2 — 1 = 0 iibereinsfimmen, folglich nach dem Vorhergehenden
ganze Zahlen sein: und da sich ferner jede ganze symmetrische Function je-
ner Wurzeln als ganze Function dieser Zahlen entwickeln lisst, so folgt, dass
diese Function selbst durch ganze Zahlen oder 0 werde darzustellen sein.

§. 3.

Aufgabe. Wenn eine Gleichung vom nfen Grade »* 4 a o' 4 a,
x vooo @, = 0 vorliegt, eine andere Gleichung aufzustellen, welche die
pten Potenzen der Wurzeln der vorliegenden Gleichung als Wurzeln enthiilt;
vorausgesetzt p bedeute irgend eine ganze positive ZahL

Auflésung., Gesetzt b, , by, by, ... b, wiren die Wurzeln der vor-
liegenden Gleichung, und man hitte mithin "4 a, 2~ a2 ...+ 0, =
(x—b)y(x—b)....(e—b,), so erhielte man die verlangfe Gleichung. indem
man das Product (a2 —5b,") (2" —b47) ... (x*—b,7) entwickelte, dies gleich ()
setzte, und fiir &7 irgend eine andere Unbekannte z einfithrte. Bezeichnet nun
a eine primitive Wurzel der Gleichung &7 — 1 =, so ist bekanntlich a” —
br=(@x—b(c—ba)...... x —bar~'). Werden aul diese Weise sammtliche
Factoren zerlegt, so geht das Product (2" —8,”) (x —&,7)...(x* —b) in lol-
gendes iiber:

O la) GtD M rrads) s, e s ut Grbire:
(x—bia)(e—bia) (x—bsa).....vtn. (x—ba) .
(e—b e )(x—b,a®)(x—8;0%) vovvnunn (x—b,a?) .

L]

(x—bar ") (x— 52;:'_"5-{.1: .—b, g ..(.‘l-— f.l,u.:_") -
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Jedes der Producte. die in einer Morizontal - Reihe enthalten sind, kann man
leicht durch die urs]'l)riingli{thn Gleichung und durch o darstellen.  Man erhilt
dann das obige Product durch t
(FFax™ o L i) b
(CHa e apter T L e AT L
(@ Faalr fapatr e et i
(2" 4+ a 2" ' o aatr e —+a,a”="")
ausgedriickt.

Betrachtet man nun den Coeflicienten irgend einer gfen Potenz von a.
so besteht dieser offenbar aus. einer Summe von Gliedern, deren jedes ein-
zelne ein Product aus den verschiedenen Cocflicienten der ersten Gleichung
ist. die der Bedingnng unterworfen sind, dass die Summe iliver Indices gleich
yn'——q ist, und aus einer symmetrischen Function der Ausdrviicke o', a', a2,
vow a1, welche nach § 2. sich muss durch eine ganze Zahl darstellen
lassen. Bezeichnet man nun die- Coefficienten der Gleichung fiir: die pter Po-
tenzen der Wurzeln der urspriinglichen Gleichung durch a,,. a,,, @y, .. ...
a, . 50 folgt, dass dieselben ganze in ganzen Zahlen ausgedriickte Functionen
der Coeflicienten der urspriinglichen Gleichung seyn werden. Aus § 2. folgt
ferner, dass sich jede symmetrische Funetion der Wurzeln: der urspl'iim:lich;;n
Gleichung als ganze Function der Grissen ay,. @, ..... a4, (wo ‘p ver-
schiedene ganze Zahlen bedeuten kann) asdracken lasse; daher folgt in Ver-
bindung mit dem Vorhergehenden:
dass sich jede symmetrische ganze Function der Wurzeln ciner Glei-
chung als ganze in ganzen Zablen ausgedriickte Funetion der Coelli-
cienten dieser Gleichung ausdriicken lasse,

und ferner:
dass sich jede symmetrische ganze Function der Wurzeln ciner 6lei-
chung ., deren Coefficienten ganze Zahlen sind, selbst werde dureh
cine ganze Zahl ausdriicken lassen.

Weitere Entwickelungen iiber diesen Gegenstand findet man in der erwiilin-

ten Abhandlung iiber symmetrische Funetionen.)

§' "

Lehrsatz, Die symmetrischen Functionen simmtlicher Wuarzeln einer
Gleichung ausser einer,. lassen sich als ganze in ganzen Zahlen ausgedriickte i)
Functionen jener einen und der Coeflicienten der Gleichung darstellen. !

Beweis. Es sei a"4-aa—"' 4 ... 4a'=0 die Gleichung, und 4, I
ayseeer @, die Wurzeln derselben, so ist nach der obigen Bezeichnung , wenn

man diese Wurzeln selbst als Elemente von symmetrischen Functionen ansieht |
[1]=—a,. [ll]=a;, [111] =— a; cte. Setzt man nun ey, a,..... a, als g
Elemente von symmetrischen Functionen, so miigen diese zum Unterschiede
von jenen durch einen hinzugefiigten Index bezeichnet werden. so dass also :
[1], =2 +dad... + «, {(1l]; = dathg 4= cbatty oo 2y a, ele. ist. Offen- It
bar ist nun [1] =a, 4+ [1],, [11] = &, [1], 4 [11],, [111] = &, i, :
-+ [111], [1111] ==, [111], 4 [1111], efe. Hieraus folgt nun —a, —a, 4[1],.
Ty = o [ (1] = a2 =, (1], 4[], 0, =a, [11], 4-[1111], ete,
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und hieraus [1], = — (a0, 4a) [11], = a, + 0,2, 4+a,?, [111]=— (a,+a;
&y =ty ayi4ay?) f”lIJ =a,+ayz, a2, a0 4 ;t,‘ und im :\llgt‘.-
meinen die Summe der Combinationen zu m Elenienten von a,, ay . ... «, gleich
(=D (aata, -y oy F0ecqge, P ayw "t +2,"). Da nun alle symmetri-
schen ganzen Funetionen von a, @y ....2, sich nach § 2. als ganze in ganzen
Zahlen auvsgedriickte Functionen von [1],, [11],, [T11], . ete. darstellen las-
sen.  und diese Ghnliche Funetionen von «, und den (]‘m-l'ﬁit-iq-nh-u der €lei-
chung sind, so folgt, dass die symmetrischen Functionen von ag, ey, ..0. 2
sich ehenfalls als ganze in ganzen Zahlen ausgedriickte Functionen von nb:
und den Coefficienten der Gleichung darstellen lassen.

Es ist iibrigens leicht zn sehen, dass man obige Entwickelungen auch

aus der Division von a4 a, 2~ 4 .... 4 a, durch & — a, hiitte ableiten
kiinnen.

JAnmerkung. Die Gleichung fiir 25, 2;, ... a, wird offenbar nun fol-
gende sein: a2 ' (a,Ha) e (o Fa a4 a,t) "

(st sy A a0, A et L
Setzt man voraus, dass diese Gleichung fiir &= a, realisirt wird, so findet
man, wenn man statt 2, «, setzt, und dieselbe nach a, ordnet

na, " —Daz "t —2aya, ey = 0.
Hieraus folgert man leicht, dass, wenn die Gleichung #*4ay &' 4 ...
+ a, =0 zwei gleiche Wurzeln «, haben soll, sie eben diese Wurzel mit der
Gleichung ne—' 4+ =D a2 " + (n—2) a, 2"+ ... 4a,_, = 0 gemein-
schafilich haben miisste. — Dieser Satz wird fast in allen Lehrbiichern ‘aus
der Differential - Rechnung abgeleitet, welches offenbar nicht naturgemiiss ist.

§. 5.

Ervklirung und Lehrsatz. Eine ganze rationale Function von x,
deren Coefficienten rationale Zahlen sind, soll irreductibel heissen, wemn
sic sich nicht in zwei Factoren zerfillen lisst, von denen jeder wieder ecine
ihnliche Function von @ von einem niedrigeren Grade als die wurspriing-
liche ist.

Setzt man eine irreductible Function von x gleich 0, so soll diese Glei-
chung ebenfalls irreductibel heissen.

Eine irreductibele Gleichung kann mit ciner andern, deren Coefficien-
ten ebenfalls rationale Zahlen sind, keine Wurzel gemeinschaftlich haben,
ohne alle Wurzeln mit ihr gemeinschaftlich zu haben.

Beweis. Gesetzt fa =0 sci cine irreductibele Gleichung, so ist zu-
niichst zu zeigen, dass, wenn pr= 0 eine &leichung von einem niedrigeren
Grade als fx =0 bedeutet, deren Coefficienten ehenfalls rationale Zahlen
sind, dass alsdann fr und ¢x keine Wurzel gemeinschaftlich haben kénnen.
Unter dieser Voraussetzung miisste sich niimlich ein gemeinschafilicher alge-
braischer Theiler, dessen Coefficicnten rationale Zallﬁ:n sind, mnach der Me-
thode den grissten algebraischen Theiler zweier Functionen zu finden, zwi-
schen ¢x und fu aufstellen lassen. Da aber fx iiberhaupt keinen solchen
Theiler zulassen kann, so ist die erste Voraussetzung nicht statthaft. Gesetzt
nun ¢ sei von gleichem oder hiherem Grade mit /e so bringe man ¢x durch
algebraische Division mit fx auf die Form fx . @~ -+ Kx, wo Qx den alge-




braischen @Quotienten und Rz den Rest angiebt, welchen ¢ bei der Division
durch fx erzeugt. Hitte nun ¢ oder fr. Qx4 Rx ecine gemeinschaftliche
Waurzel mit fir, so miisste auch Ra dieselbe haben.. Da aber Rw von einem
niedrigeren Grade als fw ist, so_geht dies nicht an, nach dem eben Bewie-
senen. Es kann mithin unter der gemachten Voraussetzung gar kein R
existiren, oder es muss sich ¢a ohne Rest durch fx theilen  lassen, Es
enthilt mithin die Gleichung  ¢x = 0. simmtliche ' Warzeln der Gleichung

Je=0.

susalz. Aus der Anmerkung des §. 4. ergiebt sich nun, leicht, dass
die Gleichung fx = 0 nicht zwei gleiche Wurzeln haben Lkénne.

JAnmerkung. Die in diesem §. entwickelten Sitze g«h:‘ilnren denmi be-
riihmten Mathematiker Abel Vergl, Crelles Journal Tom. IV. Pg. 131

§. ©.

Lehrsatz Ist die Gleichung fao =10 irreductibel, und sind 2,, a,,
v, die Wurzeln dieser Gleichung . 'so sind di¢’ Werthe irgend einer ra-
tionalen Function von x, deren Coefficienten rationale Zahlen sind, wenn man
in dieselbe nach der Reihe o, ags ... a, statt @ setzt, die Wurzeln einer
irreductibeln Gleichung,

RBeweis. Bezeichnet man die rationale Function von & durch ¢x, so
werden oy, Poay o0 Pa, YO der Gleichung (= —¢u,% (z—ga,) v
(3 —¢=.) = 0 abhingen. Offenbar werden die Coeflicienten dieser Gleichung
s}'muu-h-ia{-hc Functionen von e, . ag. ... a, sein, und sich mithin durch Coel~
ficienten vom fx rational darstellen lassen. Da diese Coefficienten selbst aber

rationale Zahlen sind, so werden die Coefficienten von (3 —da ) (z — paq).....
(x — =) ebenfalls rationale Zahlen seyn. Seizt man nun (3— a,)(x— pu.)

- - - . B - S
vies (3—pa,) = Fx, so ist zu zeigen, dass Fx die Potenz. eines irreducti-

beln Ausdruckes sei. Gesetzt nun Fx sei dem Product zweier in rationalen
Zahlen ansgedriickien Functionen von niedrigerem Grade als dem wten gleich,
so kann man die eine derselben, welche mit dz bezeichnet werden soll, als
die Potenz einer irreduetibelen Function von z ansehen, die mit dem anderen
Factor d,x keinen algebraischen Divisor mehr gemeinschaftlich hat. Da nun

v =dvd,x ist, so miissen dic Wurzeln der Gleichung dx = 0 und d,x =10
in o, pass .. da, enthalten sein. Setzt man nun in die beiden Gleichun-
een de =0 und d{z =10 statt 3 scinen Ausdruck in x, nimlich ¢x, so miis-
sen die Gleichungen dpr=10 und d ,pr=>0 mit der Gleichung fo= 0 ge-
wisse Wurzeln gemeinschaftlich haben. Deshalb muss aber j:'r,.l‘iﬂ“'ulll i
Factor von dpr wie von d,px sein (§. 5.). Offenbar hiitten also die Gleichun-
gen dy =0 und d,2 =0 die Wurzeln o, . paag. ... Ppa, gememschalilich,
Nennnt man nun 8% den irreductibeln Ausdruck von. z. von dem dxPotenz ist
so miissen auch die Gleichungen dr = 0 und dz =0 die Wurzeln ¢a,. P :
«vvon pz, gemeinschaftlich haben. Mithin miissten anch 4z und d,z lﬁ{':[" \$1|3;
zeln gemeinschaftlich haben. Dann wiirde aber folgen, dass dx ebenfalls ein
Factor von d,z sein miisse. Dics ist aber gegen die Voranssetzung,  Es muss
mithin Fz allein durch dz, welches ¢ine Potenz des irreductibeln Factors 4z
ist . dargestellt werden', und mithiu hiingen die Werthe ¢a, . ¢a,, .... da, al-
lein von der irreductibeln Gleichung Jdx= 0 ab. ' i f

§ 7.
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'§o 7.

Erklirung und Lehrsatz. Ist fx =0 eine Gleichung vom nfer Grade,
deren Wurzeln o, . da, ve.. o, sind, und ¢oe=0 eine Gleichung vom mfen
Grade, deren Wurzeln 8,, 8., ..... 8, sind, so soll das Product fi3, /58,

«+s+ B, die Norm von f in Bezug auf ¢ heissen, und durch Nf, oder N(f,)

bezeichnet  werden. . Da Nf, eine symmetrische Function .der Wurzeln von
x =10 ist, so lisst es sich durch die' Coefficienten” dieser Gleichung und
urch ganze Zahlen ausdriicken (§. 3.).

Sind die Coefficienten der hiichsten Potenzen von fir und ¢a gleich 1,
so ist die Norm von f in Bezug auf ¢ ist gleich der Norm von ¢ in Bezug
auf f, positiv oder negativ genommen, jenachdem n.m gerade oder ungerade
ist, oder in allgemeinen Zeichen .J.'\_'f?.‘,z..'.'\'qb;(— i B

Beweis. Da a,, ay, ... a, die Wurzeln von f&x=0 sind, und 8,,
Bay ... 5. die Wurzeln von par=0, so kann man fr = (r—a,) (x—a,)
viee (k—a,) und ¢px = (x —B)(®—8,) .... (x —B.) setzen, Offenbar
ist nun

Nf, = /B g8 2B S @ e L ). (B —w) -
(ISI_“[) (.'5:—“'3) ----- (lgz—ﬂm) .

(]sm -'ﬁ"‘l) (Igm e ﬂ-g} Lt R L {Em _a'a)
l'.lnd ﬂ"gb; ey 4“‘[ ¢ﬂ-a venee tpﬁ-,‘ == (:t 1 __6!) (a-]_ == ﬂ]) ----- (ﬂl _Bm) '-

(41—51) (25 —F2) ... (22—0.) -

(2. —B) (2. —B.)ev (2. —B) -
Vergleicht man nun die in einer Horizontal-Reihe stehenden Factoren des einen
Products mit den in eciner Vertikal-Reihe stehenden des andern, so findet man,

dass die einen die negativen Werthe der andern bilden, und hieraus folgt der
Satz unmittelbar.

§. S.

Lel r.s_rrz!z. Ist fx = 0 cine irreductibele Gleichung und ¢a =10 eine
Gleichung, deren Coeflicienten rationale Zahlen sind, so ist fie ein algebrai-
scher Divisor von ¢a, wenn Nfy=10 ist.

Beweis. Offenbar kann Nf, nur dann gleich 0 ‘werden, wenn die

Gleichungen fe=— 0 und ¢r =10 eine gleiche Wurzel haben, alsdann ist aber
J¢ cin algebraischer Divisor von ¢z (§. 5.).

§. 9.

Erklirung und Lehrsatz. Zwei gonze Zahlen, welche durch eine
Primzahl p getheilt gleiche Reste geben, heissen nach dieser Primzahl
congruent, die Primzakl sclbst 'wird alsdann der Modul genannt.  Das
Zeichen fiir die Congruenz ist =. und a =05 (mod. p) heisst, dass a und
b durch p getheilt gleiche Reste geben.
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