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GRUNDZUGE
allgemeinen Theorie
der
hohern

CONEGRUEBNZEN,

deren Modul eine reelle Primzahl ist.
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Vorwort.

]..ie Veranlassung zur folgenden Untersuchwng fand ich schon vor lingerer
Zeit in dem Auflinden des Satzes: dass die Gleichung fiir die pter Potenzen
der Wurzeln einer Gleichung, deren Coefficienten ganze Zahlen sind, mit der
urspriinglichen Gleichung in ihren entsprechenden Coefficienten nach dem Mo-
dul p eongruent sei, wemn 'p eine Primzahl ist. Obschon dieser Saiz nach
einer Seite hin ecine bedeutende Verallgemeinerung des bekannten Fermar'-
schen Satzes ist, so erkannte ich dennoch bald, dass er in dieser Gestalt un-
vollendet sei. Er lisst sich nimlich nur als eine Verallgemeinerung des Satzes
ansehen, dass a® = a (mod.p) sei, wenn a irgend ecine Zahl und p eine Prim-
zahl bedeutet, nicht aber als cine Verallgemeinerung des Satzes, dass a—1
= 1 (mod. p} s¢i, wenn a e¢ine Zahl bedeutet, die nicht = 0 (mod. p) ist, Da
der Fermat sche Satz nun aber vorziiglich nur in der letzten Form frochi-
bar wird, so bemiilite ich mich jenen allgemeinen Satz auf cine ihnliche Form
zuriickzufiibren. Dies erveichte’ ich zwar bald, aber blos von einigen Einzeln-
heiten geleitet. - Der Beweis fiir die Allgemeinheit «des Satzes schien mir bej
dem Wenigen, welches wir iiber die Form der Wurzeln: einer Gleichung ken-
nen, mit sehr grossen Schwicrigkeiten verbunden. Hierzu kam, dass Probe-
rechnungen wegen zu grosser Weitlauftigkeit fast unméglich wurden. Teh ver-
suchte daher neuerdings, sobald es meine Zeit gestattete, auf rein speculati-
vem Wege. wenn es miglich wire, den Beweis zu finden. Dies ist mir nun
auf eine fiir mich iiberraschend cinfache Weise gelungen. Es haben sich aher
hierbei so Hdusserst wichtige Sitze und Aufschliisse iiber die Lehre der Con-
gruenzen ergeben, dass ich in denselben die Grundziige einer allgemeinen
Theorie der Congruenzen hiherer Grade, deren Modul eine reelle Primzall
ist, erblicke. Der Hauptsatz steht mit dem Fermal schen Satz auf der ei-
nen Seite und mit der &aussi schen Methode der Kreistheilung anf der an-
dern Seite in dem engsten Zusammenhange. Aus demselben geht zugleich
hervor, dass sich alle Congruenzen gewissermassen auf reine reduciren lassen.

Per beriihmte Verfasser der Disquisitiones JArithmeticae hatte fiir den
achten Abschnitt seines Werkes eine allgemeine Theorie der hihern Congrn-
enzen bestimmt. Da indessen dieser achte Abschnitt nicht erschien. und auch,
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so viel mir bewusst ist, iiber diesen Gegenstand sonst nichts von dem Ver-
fasser bekannt gemacht oder nur bestimmt angedeutet worden ist, (denn die
Untersuchungen iiber imaginiire Moduln gehéren in ein anderes Gebiet) so
wage ich nicht zu entscheiden, ob und wie weit die vorliegrnde Arbeit mit
den Untersuchungen dieses beriihmten Mannes in Beriihrung stehe. Sollte ich
vielleicht zum Theil denselben Siitzen meine Forschung gewidmet haben, wie
der tiefsinnige Begriinder der Lehre von den Congruenzen, so wiirde mich
iiber die Einbusse der ersten Entdeckung das Bewustsein schadlos halten, aunf
selbststindigem Wege mit dem Streben eines solchen Geistes zusammenge-
iroffen zu sein.

Bei der Ausarbeitung habe ich nur das Gewdhulichste aus der Algebra
und Arithmetik vorausgesetzt. Die Sitze, von welchen ich spiter Gebrauch
machen musste, habe ich daher fast alle in den Vortrag verflochten. Wenn
dies nun auch grisstentheils unter eigenthiimlichem Gesichts - Punkte gesche-
hen ist, so werden Kundige in manchen Sitzen und noch mehreren Beweisen
etwas ganz Bekanntes erblicken, Doch schien die fiir dieselbeu hieraus ent-
springende Unbequemlichkeit viel geringer. als: diejenige, welche minder Be-
wanderten aus einer enigegengesetzten Art der Auseinander-Setzung entstan-
den wire. Die héhere Arithmetik, welche mit ihren. Hilfsmitteln in das in-
nerste Wesen der Mathematik eingreift, und vielen Principien cin: Feld voll-
stindiger Gestaltung gewiihrt, die ohne sie noch lange unfruchtbar darnieder
ligen, ist bis jetzt das Eigenthum so Weniger, dass eine grissere Verbreitung
derselben gewiss nur im Interesse der Wissenschaft liegen kann. Sollte es
mir gelungen sein, bei Einigen der Leser das Interesse von rein algebraischen
Untersuchungen - auf zahlentheoretische zu ziehen, so werde ich mich fiir die
Miihe der Ausarbeitung belohnt halten.

Benutzt sind fiir die folgende Abhandlung vorziiglich der dritte Ab-
schnitt der Disquisitiones «Arithmelicae von Gauss und eine Abhandlung iiber
symmetrische Functionen ete., welche ich im 19. Bande des Crelle schen
Journals bekannt gemacht habe.

Brandenburg,
den 29, Januar 1844.

Schinemann.
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Einleitung.

§. 1.

Lelhrsalxs Bozoilrhuvt a irgend eine ganze Zahl, und &,, 5,, 3.,
oo by dic kleinsten Reste, welche die Zahlen 05, 15, 28, .... (a—1)b
durch o getheilt lassen, so werden diese alle von einander verschieden sein,
wenn b keinen gemeinschafilichen Theiler mit @ hat; denn wiiren irgend zwei
Zahlen, deren Indices v und p sein mogen. gleich, also b, = b, so miisste
wh — ub = g""'.“-)b durch a aufgehen, welches offenbar nicht moglich ist,
da b zu a relative Primzahl, und v — @ kleiner als a ist. Da also simmt-
liche Reste bo. b, . by, .... b, von einander verschieden sind. und es nur
die a verschiedenen Reste 0, 1.2, ... a — 1 giebt, so folgt, dass jene Zah-
len. mit diesen. wenn anch in anderer Ordnung. iibereinstimmen “’t‘]'d{‘]l. Ikiitte
nun_aber b mit a den griissten gr‘nleizsthnfili(‘hou Theiler &, so werden die

»

Reste der Zahlen il—;— s 7?—-, 2 5 r e

Resten 0. 1, 2, .... & — 1 iibereinstimmen. Denkt man sich diese Zahlen

b
& —1%; 5 wieder mit den

2ty a A -
aber als Reste nach dem Divisor 52 so ist klar, dass die Reste der Zahlen

U%, h% —% o —g— : (g— — 1)% mit den Zahlen 0, 1, 2, -% sty

4 i b
iibercinstimmen, und dass diese Zahlen in den Resten der Zahlen DT s

1. -{’-- 2 I: % bl I'l"—li.. dmal enthalten sein werden.
d 2 d ) 5' ]
§. 2.
Betrachtet man jetzt die Gleichung »* — 1 = 0, und hezeichnet eine

primitive Wurzel derselben durch «. so kann man bekanntlich die simmtli-
chen Wurzeln jener Gleichung durch a% a', a? oo & darstellen.  Die
Lten Potenzen dieser Wurzeln, werden folglich durch o', o', (... a1 dar-
cestelli. Hat nun b mit a den grossten gemeinschaftlichen Theiler 4, so kann

man jene Ausdriicke auch so schreiben:
e e e
oL s (-} 8 ¥ a 5 sees o *
o

Nun wird aber a” selbst eine primitive Wurzel der Gleichung 't&T 1=0 sein,
1
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und die Zahlen l].—%, 1.—;-, 2.%, R Tt | % werden, duarch —:‘—

getheilt, &mal die Reste 0, 1, 2, .... % — 1 erzeugen. Mithin werden die

( a-)n% ( a—)l.% ( 3)2.-?7 ( a—)a_l*i
Ausdriicke \a 3 \a Pl < Fi s R “ & mal die simmt-

a
lichen Wurzeln der Gleichung x ° — 1 = 0 enthalten. Die Gleichung fiir
bten Potenzen. der Wurzeln der Gleichung »* — 1 = 0, wird also unter der

il ¥
Form (.::a _ l) =— 0 anftreten. Die Coefficienten dieser Gleichung werden
folglich ganze positive Zahlen oder 0 sein. — Man hann nun Imlmurf.vn, dass
jmﬁ: symmetrische Function der Ausdriicke 4%, 2', a®, ...... a"=' sich als
ganze in ganzen Zahlen ausgedriickte Function solcher Coefficienten, folglich
.iulcl‘! als ganze positive: oder negative Zahl  oder auch als 0 werde darstellen
ASSe1.

Um dies zu beweisen fiihre man folgende Bezeichnung ein: eine sym-
metrische Function von m Elementen, die aus lauter einzelnen Producten zu-
sammengesetzt ist, in denen n verschiedene Elemente vorkommen, von denen
das 1fe in die ¢,f¢, das zweite in die e,fe...., das nfe in die ¢t Potenz er-
hoben ist (und jede symmetrische ganze Function ist bekanntlich ein Aggregat
solcher Functionen) bezeichne man durch [e, e, €, ....¢.]: so dass also z. B.
fiir die Elemente a, B, v, ¢ die symmetrische Function a3y? 4 a£88? 4 ayd?
4 adf® 4 ady? 4+ Bya® 4 Byd? 4 Bya® 4 BN 4 y0u? 4= 49B* durch
[1, 1, 2] dargestellt wird. Fallen nun diese m Elemente mit den Wurzeln der

Gleichung =" — 1 = 0 zusammen, so wird sioh der Coefficient von a*—* in
a
= &
der Entwickelung von .1:'}—1) durch (—1)" [by b, ..... b.] darstellen las-
sen, wo b=b, =by=.... =34, ist. Dies folgt unmittelbar auns der

= ¥
Identitiit der beiden Ausdriicke (.t-e' — l) md (2 —a’?) (x— alf) (e— a??)
AT 0 A e

Es lisst sich nun leicht nachweisen, dass sich jede symmetrische Fun-
ction [e, e, ...¢]] als ganze in ganzen Zahlen mlsge&riicku? Funciion anderer
symmetrischen Functionen, die durch lauter gleiche, in' Klamimern eingeschlos-
sene Zahlen angedeutet werden, ausdriicken’ lasse.  Sind niimlich von den
Zahlen e, . e,, .. ¢, eine Anzahl u gleich a, eine zweife Anzahl » sleich 3,
eine dritte Anzahl p gleich y, ete., und seizt man oy = o, = ,,, — i, B:

— L o 5 IR e i 7, ete., so wird offenbar das Product
[ay azeeva,] [ByBa--B,] [72 ¥2:--7,] ete. aus [e, ¢y.... ¢,] und anderen
symmetrischen. Functionen bestehen, deren einzelne Summanden jedoch nur
cine geringere Anzahl von Elementen enthalten kann, als n andeutet, Man er-
hilt demnach [« a, ... ] [Bifz---B] [Yr7a--- T )ete. = [eyé, ... c,] 4+
Z, wo X ein Aggregat einfacher symmetrischer Functionen bezeichnet, in de-
ren  einzelnen Summanden weniger als n verschiedene Elemente auftreten,
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Demnach ist e, ey o] = [ag agciva J[BiBs o B][7: 2 wv- v.] ete. — =;
und da man jede einzelne Function, die in T enthalten ist, wieder @hnlich
transformiren kann, so ist klar, dass [e, €y .. €] zuletzt als ein Aggregat
von Producten hervorgehen muss, deren jedes aus symmefrischen Functionen
hesteht, die durch gleiche eingeklammerte Zahlen angedeutet werden.

Beispiele.

1) [8,5,3] = [8] [5][3] — [13.3] — [11,5] — [5,8]
Es ist aber [13,3] = [13] [3] — [16],; und
[11, 5] = [11] [5] — [16] folglich
[8,5. 3] = [8][5] [3] — [8,8] — [13] [3] — [11}[5] + 2[16] .

2) [8,8,3] = [8,8] (3] — [11,8]s [11;8] = [11] [8] — [19], also

[8.8,3] = [8,8] [3] — [11][8] + [19] .

3) [8,8,3,3] =[8,8] [3,3]—[11.8,3] — [11,11]; [11, 8, 3] =[11] [8] [3]
— [19, 3] — [14, 8] — [11, 11]s [19, 3] = [19] [3] — [22]: T[4, §]
= [14] [B] — [22] folglich [8,8, 3, 3] = [8, 8] [3. 3] — [11][8][3]
-+ [19]1[3] + [14][8] — 2 [22].

Setzt man nun die Wurzeln der Gleichung =" — 1 = 0 als Elemente der
symmetrischen Functionen, so werden die durch lauter gleiche in Klammern
cingeschlossene. Zahlen angedenteten Funetionen mit den positiven oder nega-
tiven Coefficienten der Gleichungen fiir die ganzen Potenzen der Wurzeln der
Gleichung 2 — 1 = 0 iibereinsfimmen, folglich nach dem Vorhergehenden
ganze Zahlen sein: und da sich ferner jede ganze symmetrische Function je-
ner Wurzeln als ganze Function dieser Zahlen entwickeln lisst, so folgt, dass
diese Function selbst durch ganze Zahlen oder 0 werde darzustellen sein.

§. 3.

Aufgabe. Wenn eine Gleichung vom nfen Grade »* 4 a o' 4 a,
x vooo @, = 0 vorliegt, eine andere Gleichung aufzustellen, welche die
pten Potenzen der Wurzeln der vorliegenden Gleichung als Wurzeln enthiilt;
vorausgesetzt p bedeute irgend eine ganze positive ZahL

Auflésung., Gesetzt b, , by, by, ... b, wiren die Wurzeln der vor-
liegenden Gleichung, und man hitte mithin "4 a, 2~ a2 ...+ 0, =
(x—b)y(x—b)....(e—b,), so erhielte man die verlangfe Gleichung. indem
man das Product (a2 —5b,") (2" —b47) ... (x*—b,7) entwickelte, dies gleich ()
setzte, und fiir &7 irgend eine andere Unbekannte z einfithrte. Bezeichnet nun
a eine primitive Wurzel der Gleichung &7 — 1 =, so ist bekanntlich a” —
br=(@x—b(c—ba)...... x —bar~'). Werden aul diese Weise sammtliche
Factoren zerlegt, so geht das Product (2" —8,”) (x —&,7)...(x* —b) in lol-
gendes iiber:

O la) GtD M rrads) s, e s ut Grbire:
(x—bia)(e—bia) (x—bsa).....vtn. (x—ba) .
(e—b e )(x—b,a®)(x—8;0%) vovvnunn (x—b,a?) .

L]

(x—bar ") (x— 52;:'_"5-{.1: .—b, g ..(.‘l-— f.l,u.:_") -
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Jedes der Producte. die in einer Morizontal - Reihe enthalten sind, kann man
leicht durch die urs]'l)riingli{thn Gleichung und durch o darstellen.  Man erhilt
dann das obige Product durch t
(FFax™ o L i) b
(CHa e apter T L e AT L
(@ Faalr fapatr e et i
(2" 4+ a 2" ' o aatr e —+a,a”="")
ausgedriickt.

Betrachtet man nun den Coeflicienten irgend einer gfen Potenz von a.
so besteht dieser offenbar aus. einer Summe von Gliedern, deren jedes ein-
zelne ein Product aus den verschiedenen Cocflicienten der ersten Gleichung
ist. die der Bedingnng unterworfen sind, dass die Summe iliver Indices gleich
yn'——q ist, und aus einer symmetrischen Function der Ausdrviicke o', a', a2,
vow a1, welche nach § 2. sich muss durch eine ganze Zahl darstellen
lassen. Bezeichnet man nun die- Coefficienten der Gleichung fiir: die pter Po-
tenzen der Wurzeln der urspriinglichen Gleichung durch a,,. a,,, @y, .. ...
a, . 50 folgt, dass dieselben ganze in ganzen Zahlen ausgedriickte Functionen
der Coeflicienten der urspriinglichen Gleichung seyn werden. Aus § 2. folgt
ferner, dass sich jede symmetrische Funetion der Wurzeln: der urspl'iim:lich;;n
Gleichung als ganze Function der Grissen ay,. @, ..... a4, (wo ‘p ver-
schiedene ganze Zahlen bedeuten kann) asdracken lasse; daher folgt in Ver-
bindung mit dem Vorhergehenden:
dass sich jede symmetrische ganze Function der Wurzeln ciner Glei-
chung als ganze in ganzen Zablen ausgedriickte Funetion der Coelli-
cienten dieser Gleichung ausdriicken lasse,

und ferner:
dass sich jede symmetrische ganze Function der Wurzeln ciner 6lei-
chung ., deren Coefficienten ganze Zahlen sind, selbst werde dureh
cine ganze Zahl ausdriicken lassen.

Weitere Entwickelungen iiber diesen Gegenstand findet man in der erwiilin-

ten Abhandlung iiber symmetrische Funetionen.)

§' "

Lehrsatz, Die symmetrischen Functionen simmtlicher Wuarzeln einer
Gleichung ausser einer,. lassen sich als ganze in ganzen Zahlen ausgedriickte i)
Functionen jener einen und der Coeflicienten der Gleichung darstellen. !

Beweis. Es sei a"4-aa—"' 4 ... 4a'=0 die Gleichung, und 4, I
ayseeer @, die Wurzeln derselben, so ist nach der obigen Bezeichnung , wenn

man diese Wurzeln selbst als Elemente von symmetrischen Functionen ansieht |
[1]=—a,. [ll]=a;, [111] =— a; cte. Setzt man nun ey, a,..... a, als g
Elemente von symmetrischen Functionen, so miigen diese zum Unterschiede
von jenen durch einen hinzugefiigten Index bezeichnet werden. so dass also :
[1], =2 +dad... + «, {(1l]; = dathg 4= cbatty oo 2y a, ele. ist. Offen- It
bar ist nun [1] =a, 4+ [1],, [11] = &, [1], 4 [11],, [111] = &, i, :
-+ [111], [1111] ==, [111], 4 [1111], efe. Hieraus folgt nun —a, —a, 4[1],.
Ty = o [ (1] = a2 =, (1], 4[], 0, =a, [11], 4-[1111], ete,
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und hieraus [1], = — (a0, 4a) [11], = a, + 0,2, 4+a,?, [111]=— (a,+a;
&y =ty ayi4ay?) f”lIJ =a,+ayz, a2, a0 4 ;t,‘ und im :\llgt‘.-
meinen die Summe der Combinationen zu m Elenienten von a,, ay . ... «, gleich
(=D (aata, -y oy F0ecqge, P ayw "t +2,"). Da nun alle symmetri-
schen ganzen Funetionen von a, @y ....2, sich nach § 2. als ganze in ganzen
Zahlen auvsgedriickte Functionen von [1],, [11],, [T11], . ete. darstellen las-
sen.  und diese Ghnliche Funetionen von «, und den (]‘m-l'ﬁit-iq-nh-u der €lei-
chung sind, so folgt, dass die symmetrischen Functionen von ag, ey, ..0. 2
sich ehenfalls als ganze in ganzen Zahlen ausgedriickte Functionen von nb:
und den Coefficienten der Gleichung darstellen lassen.

Es ist iibrigens leicht zn sehen, dass man obige Entwickelungen auch

aus der Division von a4 a, 2~ 4 .... 4 a, durch & — a, hiitte ableiten
kiinnen.

JAnmerkung. Die Gleichung fiir 25, 2;, ... a, wird offenbar nun fol-
gende sein: a2 ' (a,Ha) e (o Fa a4 a,t) "

(st sy A a0, A et L
Setzt man voraus, dass diese Gleichung fiir &= a, realisirt wird, so findet
man, wenn man statt 2, «, setzt, und dieselbe nach a, ordnet

na, " —Daz "t —2aya, ey = 0.
Hieraus folgert man leicht, dass, wenn die Gleichung #*4ay &' 4 ...
+ a, =0 zwei gleiche Wurzeln «, haben soll, sie eben diese Wurzel mit der
Gleichung ne—' 4+ =D a2 " + (n—2) a, 2"+ ... 4a,_, = 0 gemein-
schafilich haben miisste. — Dieser Satz wird fast in allen Lehrbiichern ‘aus
der Differential - Rechnung abgeleitet, welches offenbar nicht naturgemiiss ist.

§. 5.

Ervklirung und Lehrsatz. Eine ganze rationale Function von x,
deren Coefficienten rationale Zahlen sind, soll irreductibel heissen, wemn
sic sich nicht in zwei Factoren zerfillen lisst, von denen jeder wieder ecine
ihnliche Function von @ von einem niedrigeren Grade als die wurspriing-
liche ist.

Setzt man eine irreductible Function von x gleich 0, so soll diese Glei-
chung ebenfalls irreductibel heissen.

Eine irreductibele Gleichung kann mit ciner andern, deren Coefficien-
ten ebenfalls rationale Zahlen sind, keine Wurzel gemeinschaftlich haben,
ohne alle Wurzeln mit ihr gemeinschaftlich zu haben.

Beweis. Gesetzt fa =0 sci cine irreductibele Gleichung, so ist zu-
niichst zu zeigen, dass, wenn pr= 0 eine &leichung von einem niedrigeren
Grade als fx =0 bedeutet, deren Coefficienten ehenfalls rationale Zahlen
sind, dass alsdann fr und ¢x keine Wurzel gemeinschaftlich haben kénnen.
Unter dieser Voraussetzung miisste sich niimlich ein gemeinschafilicher alge-
braischer Theiler, dessen Coefficicnten rationale Zallﬁ:n sind, mnach der Me-
thode den grissten algebraischen Theiler zweier Functionen zu finden, zwi-
schen ¢x und fu aufstellen lassen. Da aber fx iiberhaupt keinen solchen
Theiler zulassen kann, so ist die erste Voraussetzung nicht statthaft. Gesetzt
nun ¢ sei von gleichem oder hiherem Grade mit /e so bringe man ¢x durch
algebraische Division mit fx auf die Form fx . @~ -+ Kx, wo Qx den alge-




braischen @Quotienten und Rz den Rest angiebt, welchen ¢ bei der Division
durch fx erzeugt. Hitte nun ¢ oder fr. Qx4 Rx ecine gemeinschaftliche
Waurzel mit fir, so miisste auch Ra dieselbe haben.. Da aber Rw von einem
niedrigeren Grade als fw ist, so_geht dies nicht an, nach dem eben Bewie-
senen. Es kann mithin unter der gemachten Voraussetzung gar kein R
existiren, oder es muss sich ¢a ohne Rest durch fx theilen  lassen, Es
enthilt mithin die Gleichung  ¢x = 0. simmtliche ' Warzeln der Gleichung

Je=0.

susalz. Aus der Anmerkung des §. 4. ergiebt sich nun, leicht, dass
die Gleichung fx = 0 nicht zwei gleiche Wurzeln haben Lkénne.

JAnmerkung. Die in diesem §. entwickelten Sitze g«h:‘ilnren denmi be-
riihmten Mathematiker Abel Vergl, Crelles Journal Tom. IV. Pg. 131

§. ©.

Lehrsatz Ist die Gleichung fao =10 irreductibel, und sind 2,, a,,
v, die Wurzeln dieser Gleichung . 'so sind di¢’ Werthe irgend einer ra-
tionalen Function von x, deren Coefficienten rationale Zahlen sind, wenn man
in dieselbe nach der Reihe o, ags ... a, statt @ setzt, die Wurzeln einer
irreductibeln Gleichung,

RBeweis. Bezeichnet man die rationale Function von & durch ¢x, so
werden oy, Poay o0 Pa, YO der Gleichung (= —¢u,% (z—ga,) v
(3 —¢=.) = 0 abhingen. Offenbar werden die Coeflicienten dieser Gleichung
s}'muu-h-ia{-hc Functionen von e, . ag. ... a, sein, und sich mithin durch Coel~
ficienten vom fx rational darstellen lassen. Da diese Coefficienten selbst aber

rationale Zahlen sind, so werden die Coefficienten von (3 —da ) (z — paq).....
(x — =) ebenfalls rationale Zahlen seyn. Seizt man nun (3— a,)(x— pu.)

- - - . B - S
vies (3—pa,) = Fx, so ist zu zeigen, dass Fx die Potenz. eines irreducti-

beln Ausdruckes sei. Gesetzt nun Fx sei dem Product zweier in rationalen
Zahlen ansgedriickien Functionen von niedrigerem Grade als dem wten gleich,
so kann man die eine derselben, welche mit dz bezeichnet werden soll, als
die Potenz einer irreduetibelen Function von z ansehen, die mit dem anderen
Factor d,x keinen algebraischen Divisor mehr gemeinschaftlich hat. Da nun

v =dvd,x ist, so miissen dic Wurzeln der Gleichung dx = 0 und d,x =10
in o, pass .. da, enthalten sein. Setzt man nun in die beiden Gleichun-
een de =0 und d{z =10 statt 3 scinen Ausdruck in x, nimlich ¢x, so miis-
sen die Gleichungen dpr=10 und d ,pr=>0 mit der Gleichung fo= 0 ge-
wisse Wurzeln gemeinschaftlich haben. Deshalb muss aber j:'r,.l‘iﬂ“'ulll i
Factor von dpr wie von d,px sein (§. 5.). Offenbar hiitten also die Gleichun-
gen dy =0 und d,2 =0 die Wurzeln o, . paag. ... Ppa, gememschalilich,
Nennnt man nun 8% den irreductibeln Ausdruck von. z. von dem dxPotenz ist
so miissen auch die Gleichungen dr = 0 und dz =0 die Wurzeln ¢a,. P :
«vvon pz, gemeinschaftlich haben. Mithin miissten anch 4z und d,z lﬁ{':[" \$1|3;
zeln gemeinschaftlich haben. Dann wiirde aber folgen, dass dx ebenfalls ein
Factor von d,z sein miisse. Dics ist aber gegen die Voranssetzung,  Es muss
mithin Fz allein durch dz, welches ¢ine Potenz des irreductibeln Factors 4z
ist . dargestellt werden', und mithiu hiingen die Werthe ¢a, . ¢a,, .... da, al-
lein von der irreductibeln Gleichung Jdx= 0 ab. ' i f

§ 7.
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'§o 7.

Erklirung und Lehrsatz. Ist fx =0 eine Gleichung vom nfer Grade,
deren Wurzeln o, . da, ve.. o, sind, und ¢oe=0 eine Gleichung vom mfen
Grade, deren Wurzeln 8,, 8., ..... 8, sind, so soll das Product fi3, /58,

«+s+ B, die Norm von f in Bezug auf ¢ heissen, und durch Nf, oder N(f,)

bezeichnet  werden. . Da Nf, eine symmetrische Function .der Wurzeln von
x =10 ist, so lisst es sich durch die' Coefficienten” dieser Gleichung und
urch ganze Zahlen ausdriicken (§. 3.).

Sind die Coefficienten der hiichsten Potenzen von fir und ¢a gleich 1,
so ist die Norm von f in Bezug auf ¢ ist gleich der Norm von ¢ in Bezug
auf f, positiv oder negativ genommen, jenachdem n.m gerade oder ungerade
ist, oder in allgemeinen Zeichen .J.'\_'f?.‘,z..'.'\'qb;(— i B

Beweis. Da a,, ay, ... a, die Wurzeln von f&x=0 sind, und 8,,
Bay ... 5. die Wurzeln von par=0, so kann man fr = (r—a,) (x—a,)
viee (k—a,) und ¢px = (x —B)(®—8,) .... (x —B.) setzen, Offenbar
ist nun

Nf, = /B g8 2B S @ e L ). (B —w) -
(ISI_“[) (.'5:—“'3) ----- (lgz—ﬂm) .

(]sm -'ﬁ"‘l) (Igm e ﬂ-g} Lt R L {Em _a'a)
l'.lnd ﬂ"gb; ey 4“‘[ ¢ﬂ-a venee tpﬁ-,‘ == (:t 1 __6!) (a-]_ == ﬂ]) ----- (ﬂl _Bm) '-

(41—51) (25 —F2) ... (22—0.) -

(2. —B) (2. —B.)ev (2. —B) -
Vergleicht man nun die in einer Horizontal-Reihe stehenden Factoren des einen
Products mit den in eciner Vertikal-Reihe stehenden des andern, so findet man,

dass die einen die negativen Werthe der andern bilden, und hieraus folgt der
Satz unmittelbar.

§. S.

Lel r.s_rrz!z. Ist fx = 0 cine irreductibele Gleichung und ¢a =10 eine
Gleichung, deren Coeflicienten rationale Zahlen sind, so ist fie ein algebrai-
scher Divisor von ¢a, wenn Nfy=10 ist.

Beweis. Offenbar kann Nf, nur dann gleich 0 ‘werden, wenn die

Gleichungen fe=— 0 und ¢r =10 eine gleiche Wurzel haben, alsdann ist aber
J¢ cin algebraischer Divisor von ¢z (§. 5.).

§. 9.

Erklirung und Lehrsatz. Zwei gonze Zahlen, welche durch eine
Primzahl p getheilt gleiche Reste geben, heissen nach dieser Primzahl
congruent, die Primzakl sclbst 'wird alsdann der Modul genannt.  Das
Zeichen fiir die Congruenz ist =. und a =05 (mod. p) heisst, dass a und
b durch p getheilt gleiche Reste geben.

2
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Bedeuten @ und b zwei ganze Zahlen, so lisst sich x stets so bestim-
men, dass ax = b (mod.p) sei, vorausgesetzt a ist nicht = 0 (mod. p).

Beweis. Da a keinen gemeinschaftlichen Theiler mit p haben kanm,
so werden die Reste, welche a . 0, a. 1, a.2... a(p-l§ durch p ge-
theilt erzeugen, simmtlich verschieden sein (§. 1.). Da es aber nur p ver-
schiedene Reste nach dem Modul p giebt, so muss irgend eins  dieser Pro-
ducte denselben Rest wie b geben, und offenbar wird alsdann der Factor, in
den @ multiplicirt ist, das gesuchte x sein.

Grundziige

allgemeinen
'Theorie der hihern Congruenzen,

deren Modul eine reelle Primzahl ‘ist.

§. A

Erklirungen, Eine ' rationale ganze Function von x in welcher
diese Grisse bis zum nfen Grade steigt und deren Coefficienten ganze Zallen
sind, wird in Folgendem schlechtweg ein Ausdruck vom nter Grade genannt
werden. Zwei solche Ausdriicke werden ferner mach einer Primzahl p con-
gruent heissen, wenn die Coefficienten der ents rechenden Potenzen von & in
beiden nach dem Modul p congruent sind, und sollen fortan ebenfalls durch
das Zeichen == verbunden werden, so dass also

PRl St B S T et T ST +bix T . oo b(mod. p)
nichts weiter heisst. als dass @y == b5 @y =0b,, a3 =0, ... a,==1b, in Be-
zug auf den Modul p ist.

Ein solcher Ausdruck wird ein einfacher genannt, wenn der Coelli-
cient der héchsten Potenz von x gleich 1, ein vielfacher, wenn derselbe
weder 1 noch ein Vielfaches von p. ist, dahingegen ein Ausdruck, in welchem
der Coefficient der hichsten Potenz von x nebst mehreren der folgenden ein
Vielfaches von p ist, nach der Natur des Gegenstandes der folgenden Untersu-
chung demjenigen niedrigeren Grade hniiescllt wird, welcher die hichste Po-
tenz von x angiebf, deren Coeflicient nicht durch p aufgeht. '
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Setzt man einen Ausdruck gleich 0, so sollen die Wurzeln der hieraus
hervorgehenden Gleichung anch Wurzeln des Ausdrucks heissen,

go 2.

Lehrsats Jeder vielfache Ausdruck von x ist einem einfachen Aus-
druck desselben Grades multiplicirt in den Coefficienten der hichsten Potenz
yon x nach irgend einem Modul p congruent.

RBeweis. Sei der vielfache Ausdruck von 2, a4+ a2~'4.....
+a,. so ergiebt sich, wenn man a,, a5, ... & durch die Congruenzen
a,a, = a, (mod. p), aya, = a3 (mod.p) . ... aga, = (med.p) bestimmt (§. 9.
Einl.) dass a2 4 a2 ' 4. @, =0y 7 S SRS :r,l (mod. p)
sei.  Hierdurch ist der Satz bewiesen.

&usatz. Wenn mehrere der ersten Coefficienten a,. a,, a, etc. hinter
einander = 0 (mod.p) nicht aber der ganze Ausdruck = 0(mod.p) wird, so
ist er wiederum congruent dem Product des Coefficienten der hichsten Po-
tenz von x, der nicht = 0(mod. p) wird, in einen einfachen Ausdruck des-
selben Grades.

§. 3.

Erklirungen. Ist es moglich ein Product zweier Ausdriicke aufzu-
stellen (von denen aber keine einem niedrigeren Grade als dem ersten ange-
hirt) das einem gegebenen Ausdrucke nach sﬂn Modul p congruent wird, so
soll jeder der Factoren ein Factor oder ein Divisor des gegebenen Ausdrucks
in Bexug auf den JModul p, oder wenn keine Zweideutigkeit zu befiirchien
ist. bloss ein Factor oder Divisor desselben heissen. Sind jene Factoren ein-
fache Ausdriicke, so sollen sie einfache Factoren oder Divisoren des gegebe-
nen Ausdruckes genannt werden.

Ein Ausdruck vom nter Grade, der keinen Divisor hat, soll ein irreduc-
tibeler Ausdruck vom nten Grade heissen.

Ist also a4 a2 ' .... 4 .= (box” 4 b, ' 4 ... 4+ b.) (ep"—
I e L + ¢.) (mod. p) and m < n und m = 1, so sollen b,z
4+ b 4 ....4 b, und c 2" - €=~ 4. .avs + €.. Factoren oder Di-
visoren von a,x” 4 @; @' ...~ a, heissen. Bsetimmt man ferner 3,, 8.,
----- ,Bm S0, dass b.a-"""|'t'|-'-"u_-t +""+bm o bu {xm+ﬁlmn--|. == qum—ﬂl e )
=+ [.) (mod. p) ist, so wird der einfache Ausdruck 2" =82 'oe...B, ein
einfacher Factor oder Divisor von a,a” 4 a,a" " 4 .oca -1, heissen,

Susatz. Die obige Congruenz kann man nun offenbar als Gleichung
stich ‘0 ‘Schreibens @,a" = @0 oo 2, = by (= + B2 .. 4 )
(egrm—" eyt 3 .. . e,_)+ pFa, wo Fx im Allgemeinen einen Aus-
druck’ vom nfer Grade bedeutet.  Dividirt man diese Gleichung algebraisch
durch den ecinfachen Ausdruck z” 4 8,2 +4 ... + 8., so muss oflfenbar der
Rest, welchen a2 4 a,2' 4 ... 4 a, bei der Division giebt, gleich dem
Reste sein, welchen pFr giebt, Die Coefficienten dieses Restes werden aber,
wie leicht érsichtlich, simmitlich durch p aufgehen, mithin ‘miissen auch die
Coefficienten vom Reste des gegebenen Ausdruckes durch p theilbar werden.
Hat also der gegebene Ausdruck irgend einen Divisor, so muss er auch durch
den einfachen Ausdruck dieses Divisors dividirt, eimen Rest geben, der
= 0 (mod. p) zu seizen ist. 5
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Die Umkehrung dieses Satzes ist, wie leicht zu iibersehen, .ebenfalls
richtig, und heisst: Giebt ein Ausdrack durch einen zweiten ulgiﬁ:raiw]l di-
vidirt einen Rest, dessen Coefficienten nach dem Modul p congruent 0 sind,
so ist der zweite Ausdruck cin Divisor des ersten.

Lehrsats. DasProduct zweier ecinfachen Aunsdriicke von x kann nicht
= 0(mod. p) sein.

Beweis. Ist der eine Ausdruck vom mfen, der andere vom nfen Grade,
so ist offenbar das' erste Glied der Entwickelung des Productes a*+" und da
der Coeflicient dicses Gliedes gleich 1 und daher nicht = 0 (mod. p) ist, so
darf offenbar der ganze Ausdruck nicht = 0(mod.p) gesetzt werden.

Tusatz, Man leitet hierans leicht den allgemeinen Satz ab: dass das
Product zweier Ausdriicke nicht = 0 (meod.p) werden kann, wenn nicht einer
von ihnen = 0 (mod.p) ist (§..2.).

§. 5.

Lehrsats. Ist das Produet aus eimem Ausdruck und einem irreducti-
beln einfachen Ausdrucke, dem Producte zweier andern Ausdriicke von
nach dem Modul p congruent, so hat einer derselben den irreductibeln Aus-
druck nach dem Modul p zum Divisor.

Dieser Satz soll zunichst fiir n =1 und =2 und. dann durch:den
Schluss yon n auf n-4-1 allgemein bewiesen werden,

Beweis. Ist also n=1 und ist & 4 a, der irreduetibele Factor vom
ersten ‘Grade, bedeuten ferner fa, dx. und Br Ausdriicke von x. so ist-zu
zeigen, dass, wenn (v—4a,)fo=dr Bx(mod.p) ist, ax<a; ein Factor von
Ax oder von Bz sein miisse.. . Aus obiger Congruenz felgt aber, dass' dx Be
fiir == — a, (mod p) congruent 0, und hieraus/ dass entweder A(—a,) oder
B(—a,) congruent 0 werden miisse. Gesetzt nun A(—a,) wire =10 (mod_P),
so hat man dx= Ar — A(—a,)(mod.p), aber dx — A(—a,) hat offenbar die
Wurzel — a, und daher der Factor x4 a,, woraus denn folgt, dass Az in
Bezug auf den Modul p den Factor x4 a, habe.

Ist ferner n=2, so' sei der irreductibele einfache Ausdruck 2* 4,z
4, und (@* 4-a, * 4 a,) fo = dx By (mod. p).  Gesetzt nun Ax habe nicht
den Factor 2* 4-a, x4 a;," so muss ihn Brx haben. Um dies zu beweisen
nenne man den algebraischen @uotienten, den man erhilt,  wenn man Kz
durch x* 4 a, x4 a, dividirt, Qx und den Rest zv' 4 £, s0 hat man By —
(2! 4a, 2 4a;) Qx4 ax 3. Substituirt man dicsen Ausdruck in obiger C'on-
rruenz , 8o erhilt man (2*4-g, x+-a,) (fe — QuAx) = (ax+5) Ax (mod. p).
18 ist nun zu zeigen, dass ax - 8= 10 (mod.p) oder dass &= 0 (mod. p) und
B =0(mod.p). und mithin Br= (2*4-a,x+a,) Qu (mod p) sei. Wiire nun a
nicht =0 (mod. p) so bestimme man 8, so, dass a(¥-F£,)=—ax + 3 (mod. p)
und «, so, dass az, — I (mod. p) sei, alsdann erhilt man offenbar ax, (z*4-a, 2
Fay) My — a(x+£).Av (mod. p), wo Mx = fr — Qu . Ax ist,
und’ hieraus o, (2? + ay x + a,) Ma — (x4 £,) 4x (med p). Da nun
x 4 £, ein Factor vom ersten Grade ist, so muss er nach Obhigem
(da x* 4 a, x 4 a, als irreductibeler Ausdruck ihn nicht enthalten kann)
in Mz enthalten sein. Setzt man also Mx = (x 4 3,) @,2, so_ erhiilt man

L;., (Tya, x-ma,) Q_,m — Aa:E (x43,) = 0 (mod. p). Da nun x 4 3,
nicht = 0 (med. p) ist, so miisste a(x’ 4 a, x4 a3) Qo — Adw = 0 (mod. P)
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oder a(a®4a x4, Q2= A (mod.p) und daher 2* - a,x 4 a, gegen die
Voraussetzung ein Faetor von Az sein. Wiire nun & =0 (mod. p) aber nicht
B =10, so bestimme man 3, so, dass 28, =1 (mod, p) werde, alsdann leitet
man leicht aus der obigen Congruenz (x* 4-a,24a,) (fo— Qx. Ax) = (ax )
Az (nmod. p) die folgende ab B (x* 4'a,x + a,) (fxr — Qx Ar) = Az'(mod. p).
Hiernach ' whré aber wieder a* 4 ajx 4 a;" ¢in’ Factor von Ax gegen die Vor-
aussetzung,  Es muss also o =0 und £=— 0 (mod. p) se¢in.

Wir wollen nun voraussetzen ,.der Satz sei bis zu dem Grade n bewie-
sen, und zeigen er gelte anch fiir den &rad n4-1. Es sei mithin ¢x cin
irreductibeler Au.«adrucﬁi vom Grade n 41 und ¢pafr =— AxBx (mod. p). Fer-
ner setze man voraus, Aw habe nicht den Divisor ¢ und bezeichne den alge-
braischen Quotienten, den man erhilt, wenn man Bax durch ¢a dividirt, durch
Q2 und den Rest, welcher den nfen Grad nicht iiberschreiten kann, durch Re,
so hat man Br = ¢x .Qx+ Rz, mithin ¢x {'rf.r-- Axr Qr) — Ax Rx (mod. p).
Es ist nun zu zeigen, dass Rx=—10 (mod. p) sei. Wiire Ra nicht — 0 (mad. p),
so konnte man, wenn « der' Factor der héchsten' Potenz von R ist, der
nicht — 0 (mod. p) wird,  cinen einfachen Ausdruck R,z so bestimmen, dass
Rx=—aR z (mod.p) ist. Bestimmt nun =, so, dass aa, = 1 (mod. p), so
zeigt man leicht, dass a, ¢pa (fo — A2 Qu)— Ax R, x (mod. p) sein miisse.
Da der Grad von R,x die Zahl n nicht iiberschreiten kann, und ¢ irreducti-
bel ist, so muss Rz cin Factor von &, (fir —dxQx) sein. Setzi man also
ay(fo—Ax . Q)= "Fx R x (mod.p), "so leitet man sehr leicht R, x(paFe
— Az) = 0 (mod. p) ab. Wiire nun R,x nicht =0, so miisste e¢s P fo — Ax
mlcrr.FxE Ax (mod. p) und daher ¢ gegen die Voraussetzung cin Factor
von Ax sein. Es muss mithin Re == 0 (mod. p) und ¢x ein Faetor von Bx sein.

§. @

Lelirsatz. Jeder Ausdruck kann nur auf éine Weise dem Produet
einfacher irreductibeler Aunsdriicke und einer Zahl congruent gesetzt werden.

Beweis. Bedeutet o eine Zahl und Ax, Bx, Cx ete. einfache irreduc-
tibele Ausdriicke von x, ferner m, =, p ete. ganze positive Exponenten, so
ist zu zeigen, dass a(Adx)” (Bx)"(Cx)® ete. sich nicht congruent setzen lasse ei-
nem Producte ' das’'in'seinen einfuchen irveductibelen Factoren anders als das
vorliegende zZusminmengesetzt ist.' Aus § 5. folgt mm ‘zuniichst,  dass jede
vorausgesetzte andere Zerfillung' ebenfalls nur die einfachen "irreductibelen
Factoren Ax, Bx, Cx ete. enthalien konne. Wollie man nun voraussetzen,
irgend ein Factor z. B. Ax kinne in. einer andern Potenz als in der mfer yor-
kommen, so seize man q,(:l..t:}m (Bx) (Cx) etes = aldx) " (Bx)' (Cx}p‘ ete. und
m = my, 8ol echillt 'man leicht a(Ax) " ((42) 7" (Bey (Cz) etes — (Bx)'*
(Cx)" ete) == 0 (mod.p). Da a(dx) ' nicht =0 (mod. p) sein kann, 'so
muss (de)” * (Bx)' (Cx)’ ete. — (Bm)" (Cx)"* ete. == 0 (mod. p) und mit-

hin (Ax)  ° und,daher anch A, ein Faetor von (Bx)* (€Cx)" etc. sein. Da
dies sich aber durch § 5. leicht als unmiglich nachweisen lisst, so muss
m = m, sein.

§ 9.

Lehrsaty Jeder Ausdruck, dessen Wurzeln in eine bestimmite Po-
tenz ecines irreductibeln Ausdrucks ecingesetzt, ‘dieselbe, wenn sie mit einer
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gewissen Zahl, die nicht ~—0(mod. p) ist, multiplicirt wird, einem bestimmten
%fachen Ausdruck der ‘ledesmnligen Wurzel gleich machen, ist selbst eine
e

otenz jenes irreductibeln Ausdruckes in Bezug auf den Modul p.

Beweis. Gesetzt fx sei die Potenz eines einfachen irreductibelen Aus-
druckes., und Fz irgend ein einfacher Ausdruek. dessen Wurzeln a,, @,
v...a, sind, ferner bezeichne Nz irgend einen Ausdruck von x und = eine
eine ganze Zahl, so wire obige Voraussctzung durch folgende Gleichungen
ausgedriickt: zfa, = pNa,, 3fu, = PNag. venees sfa, = pNa,. Zu bewei-
sen ist, dass Fx eciner Potenz desjenigen Ausdrucks congruent sei, von dem
fx Potenz ist. Da 2fw — pNz fiir jede Wurzel von Fx verschwindet., so
“kann man ifr — pNe = (x—a,) Qlr,a,) setzen, wo Q(x,x,) als Quotient
von sfx — p.’\r‘.e durch * — «, eine Function vom (n—1)ten Grade ist, in de-
cen Coefficienten «, eintritt Ebenso erhilt man zfc — pNr = (z—a.)
Q(x,a,) elc. Setzt man nun diese Gleichungen unter einander, so erhilt man

gfe — pNax = (¥ —a,)Q(x, 2,)
sfw — pNe = (x—a,)Q(x,4,)

zfr — pNe = (®—a,) Q(x, ) .

Multiplicirt . man diese Gleichungen in einander und bedenkt, dass (z—a,)
(B—y) « oo (@) = Fu ist, so erhilt man die Congruenz (3fx) = Fzx
Qx, 2,) Qe ) ennss Q(x, o) (mod. p). die Coeflicienten von Q(x o)
Qs ag).- Qla.a) miissen offenbar symmetrische Functionen von o, . as,
oo, und mithin ganze Zahlen sein. Schreibt man daler fiir dies Product
den Ausdruck Me, so erhilt man (3fx)" = Fx . Mx (mod p) und hiernach ist
offenbar Fx ein Factor von (fx)". und da (fx)" die nfe"Potenz einer Potenz ei-
nes irreductibeln Ausdrucks, mithin selbst cine Potenz desselben  irredueti-
beln Ausdrucks ist.. so kann Fx als Divisor einer solchen selbst nur die Po-
tenz jenes irreductibeln Ausdrucks sein.

; §. 8.
Lehrsalz Ist die Norm eines einfachen Ausdrucks in Bezug auf ei-
nen zweiten einfachen Ausdruck congruent 0 (mod. p), so ist anch die Norm
des zweiten in Bezug auf den ersten congruent 0 (mod. p).

Beweis. Nennt man die einfachen Ausdriicke, um die es sich handelt,
Jx und ‘px, so folgt zuniichst (§. 7. Einl.), dass .-\;T¢ und N, ganze Zahlen
sein werden, weil nimlich die Coefficienten’ von fir und von ¢ ganze Zalilen
sind. Da nun aber (§ 7. Einl) == Ny = N/, ist, so folgt, dass Nep, und
Ny, stets zugleich = 0 (mod. p) werden.

§. 9.

Lelrsatz. Die Norm 'eines Ausdruckes in Bezug aul einen zweiten
Adsdruck. der dém Product mehrerer Ausdriicke congruent ist, ist dem Pro-
duct der Normen des ersten Ausdruckes in Bezug aul simmtliche Factoren
des zweiten congruent. Oder wenn fx, ¢z, Av, Be, Cx ete. Ausdriicke von
v bedeuten, und ¢x = Ax . Bz . Cx ... (mod. p) ist, so hat man N/,

_:_—:__ :'_'\;f_{ . ‘“}.‘B - .";f‘: etc. {mud.p).
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Beweis. Man kann annchmen, dass simmiliche hier auftretende Aus-
driicke einfache sind. denn die Verallgemeinerung ergiebt sich hierans leicht.
Zuniichst ist nun zn bemerken, dass die symmetrischen Funetionen der Wur-
zeln von und von Ax . Bx . Cx .. nach dem Modul p congruent sein
werden, Da nimlich ¢ = A . Bx . Cx .. (mod. p) ist, so muss ¢ 4 pkFx
— Az . Bx . Cx .. sein, wo Fr irgend einen  Ausdruck von x bedeutet.
Offenbar werden aber die symmetrischen Functionen der Wurzeln von ¢x und
von ¢z -+ pFr nach dem Modul p congruent sein, weil sie als Ausdriicke
congruenter Zahlen, niimlich der Coefficienten von ¢z und von ¢+ pFx
angesehen werden kinnen (§. 3. Einl.); mithin wird die Norm von /[ in Be-
zug auf ¢x 4 pFr congruent der Norm von S in Bezug auf ¢ax sein.
Da px + pFe = Az . Bx . Cx .. ist, so wird also auch die Norm von fx
in Bezug auf ¢x congruent der Norm von fx in Bezug auf A= . Bz . Cx,. .
sein. Lost man aber diese Norm (§. 7. Einl.) in ihre Factoren auf, so folgt,
dass sie in Bezug auf Ax BrCx .. gleich Nf, . Bfg . N¢ - - sein werde,

und hieraus folgt Nfy = Nf 4 Nfp Nf¢ (mod.p), was zu beweisen war.
Tusatz Nf, kann also mur = 0 (mod. p) werden, wenn eine der
Grossen Nfy, Nfg, Bf ..+ congruent 0(mod. p) wird.

§. 10.

Lehrsatz - Die Norm eines irreductibeln’ einfachen Ausdrucks kann in
Bezug auf einen zweiten Ausdruck von geringerem Grade nicht, congruent
0 (mod. p) werden.

Ist also fr irreductibel mnd der Grad von ¢ kleiner als 'der von fur,
so ist zu zeigen, dass Jfy nicht —= 0 (inod. p) werden kamn.  Zuerst soll nun
der Grad voni¢ax gleich'l, dann gleich zwei angenommen, und dann im; All-
gemeinen die Richtigkeit des Satzes durch den Schluss von m auf m -4 1 ge-
zeigt werden: j

Beweis. Ist $px vom Grade 1, also gleich x 4 ay, so ist Nf
= f(—a,), wire aber f(— a,) 0 (mod. p), so hitte fx den Factor & 4= a,
in Bezug auf den Modul p (Vergl § 5.) und wiire mithin nicht irreductibel.
Es kann mithin fiir diesen Fall I\'f‘ﬁ nicht =— 0 (mod. p) sein.

Setzt man nun voraus, ¢x sei vom zweiten Grade, so ist zu unter-
scheiden, ob es irreductibel ist oder nicht, Der zweite Fall ist leicht abizu-
thun, setzt man nimlich ¢o = ¢, x . P2 (mod. p), so kann Nfs nicht =
(mod. p) werden, wenn keiner von den Ausdriicken N/, und' Nf,  congruent

I

0 (mod. p) wird (§. 9.). Da aber ¢,z und $,x vom ersten Grade sind." so
geht dies nicht an. Ist nun ¢ én irreductibeler Ausdruck, so nenne ‘man
den algebraischen' Quotienten, den fi durch ga dividirt, giebt, Qr und den
Rest Rx: Offenbar muss nun, da for = Qx . dx 4 Re, fB, fB, = (QE,
$B,+BBy) (RB: $B.~+ RBy) sein.  Setzt man B, und B, als die beiden Wur-
zeln von ¢x == 0, so erhilt man mithin /B, /B, = Nf, = BB, RE, . Da nun
R im Allgemeinen vom lter Grade ist, so setze man Re — a(x-e;) (mod. p)

und (w4a,) = R,x, so erhiilt man Nf, — a* R,B, BB = o’ NR,.

Sollte aber nun dieser Ausdruck — 0 (mod. p) werden, .so ‘miisste NR,, and
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mithin"auch Nippp congruent 0 (mod. p) werden (§. 8.). Da aber ¢« irreduc-

tibel und R,z von einem geringeren Grade als ¢x, so geht dies wegen des
vorher Bewiesenen nicht an.

Setzt man nun voraus es sei bewiesen, Nf, kinne micht =0 {'m-nd'. P)
werden, wenn fz irreductibel. und der Grad von ¢x gleich m ist, so ist jetzt
zu zeigen, dass .-'\':f* ehenfills nicht = 0 (mod.'p) werden kionne, wenn' der

Grad von ¢ gleich m + 1 ist, so ferne nur der Grad von fx grisser als
m 4 1 ist. :

- Es sei also jeftzt ¢x vom Grade m 4 1, so ist wieder zu unterscliei-
den, ob ¢x irreductibel sei oder micht, ' Ist ¢a nicht. irreductibel, so setze
man' ¢ == Ad» . B (mod.p).  Da nun aber ¢_'f¢ nicht == 0 (mod. p) werden
kann, wenn nicht ¢iner derFactoren Nf ; oder Nfp =0 (mod.p) wird (§. 10.),
diese aber nicht = 0 (mod. P) werden kimnen. weil ihr Grad die Zahl m
nicht iibersehireiten kann (bis zu welcher Zahl der Satz ja als bewiesen ange-
nommen wird) , so kann Nf, nicht = 0 (mod. p) werden, wenn ¢a nicht irre-
duetibel ist. Man setze jetzt voraus ?.1: sei irreductibel. so- bezeichne man
den Quotienten, den fa durch ¢ dividirt giebt, durch Qr. und den Rest
durch Rx. so erhilt man fo = ¢o . Qx 4+ Re. Da nun fiir jede Wurzel
von ¢r etwa fiir 8,. f3, = RE, ist (weil $8, = 0 ist), so hat man auch
J‘\IIFP = -"Yﬂc,h oo kann inicht == 0.(meod. p) sein,. weil sonst fx nicht irre-
duetibel wire,  wird ‘aber ‘im Allgemeinen kein einfacher: Ausdruck sein: ‘man
setze es daher dem Producte einer Zahl o und ecines einfaclien Ausdruckes
R, x congruent (§. 2.), so erhilt man Re = «R,x (mod, p) und NR'P = amr!
NR, ¢ (mod.p). Es kann within ¥R, nicht =0 (mod p) werden, ohne dass
es NI, zugleich wiirde.  NR:¢ kann aber:nicht =0 (mod. p) werden, wenn
nicht zugleich N g - congrueat O (mod. p) wird (§. 8., Dies geht aber nicht
an., weil ¢ irreductibel ist ll_ml R ,x den Grad m nicht iiberschreiten kann.
Es  Lkann mithin auch. nicht 3H¢ und aunch nicht _f\_'f:? congruent (. (mod. p)
werden,
§. 1.

Lehrsatz. Ist fa ein irreductibeler Ausdruck und ¢ irgend ein ein-
facher Ausdruck, so ist fir ein Divisor von ¢r in’ Bezug anf den Modul P
wenn _x_'ffp == () (mod. p) ist, und umgekehrt.

Beweis.' Ist Nfy —=.0 (mod. p), so kaun nach § 10. der Grad xon
. nicht kleiner als der von fx scin, Nun setze man fx — Lf,x (mod.p). wo
ko eine Zahl und f,x einen einfachen Ausdruck bedeutet (§. 2.). Bezeichnet
man nun den Grad von ¢x mit m, so erhilt man l\f¢ = k”ﬂf,¢. Sollte also
Ny= 0 (mod. p) werden, so miisste auch NN/,
man nun aber gpx = fiz . Qr + Re, wo Qr TTN'I Quotienten bezeichnet, den
man erhilt, wemn man ¢z durch f,x dividirt, und R den Rest: so bemerke
i dhiss, wenin j\_’_flﬁh == 0 (mod. p) wird, auch .E'\"-:f.-:},.-1 == 0 (meod. p) ist (§ 8.).
Abler N‘Pf ist offenbar, weil ¢px = f,x . Qx + Rx ist, gleich f\"Hf , und

] i i 3 % 1
dieser Ausdruck kann nicht = '0 (mod. p) werden, wenn nicht zugleich

NS, i

= ( (mod.p) werden. ' Setzt
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Nfiyp '= 0 (mod! p.) wird.  Da aber fia irreductibel und R von einem nie-

drigeren Grade als fe ist, so geht dies nicht an (§. 10.). Da dieser Wider-
spruch nur fortfillt,  wenn Rx = 0 (mod. p),; so muss fx in Bezug auf den
Modul p cin Divisor von ¢u sein, wenn I\jﬁﬁ = 0 (mod. p) ist.

Die Umkehrung des Salzes ergiebt sich leicht, ;
5 b

§. 2.

Lelirsatz. Entwickelt man die Gleichong fiir cinen Ausdruek der
Wurzel ecines in Bezug auf den Modul p einfachen irreductibeln Ausdrucks,
und’ hezeichnet dieselbe durch Fs == 0, so ist Fx in Bezug auf den Modul p
entweder irreductibel, oder die Potenz eines irreductibeln Ausdruckes.

Gesetzt also fa wiire ein einfacher irreductibeler Ausdruck, und. seine
Wurzeln oy, das oo . a4y, bezeichnet ferner ¢pa irgend einen Ausdrack von .r,
so hiingen die Grossen ¢a,. daq, + .. pa, von der Gleichung (3 — ¢a,)
(R—pta) v v o s (3 —¢a,) =0 ab. Setzt man nun (z— ) (z—pa,y) .. ..
(x—a,) = Fz, so soll Fx irreductibel oder die Potenz eines irreductibeln
Ausdruckes sein.

Beweis. Setzt man voraus, Fz habe in Bezug auf den Modul P
mehrere Divisoren ds d 2, dyz.... d,z von denen jeder die Potenz cines cige-
nen irreductibeln Ausdrucks in Bezug auf den Modul p ist, so muss zaniichst
Fpx algebraisch durch fx theilbar sein (§. 6. Eink). Da aber Fpx = dpx .
digx . ... d e (mod p), so muss einer der Factoren djur, d,diw, oo od (Pr)
durch fx theilbar sein (§ 4.). Zuniichst ist nun zu zeigen, dass unter den
gemachten Voraussetzongen, nicht zwei jener, etwa dpr und d;dpx durch fe
in Bezug auf den Modul p theilbar sein kiunen. Zu dem Ende bezeichne
man die irreductibelen Ausdriicke, von welchen dix und d,¢px in Bezug auf
den Modul p als Potenzen angeschen werden konnen, durch mpr und m,da,
so missten auch mpa wnd m,px in Bezug auf den Modul p durf.‘l:}:f.z auf-
gehen,  Man wiirde also stets Gleichungen folgengder Art aufstellen kénnen:
mpx, = f . Qx4+ pNa, m,pe = fx . Qv 4 pNx, wo Qx, N, @, x und
N, Ausdriicke von a bedeyten. Nimmt man nun an, der Grad von mz sei
glcich oder hiher wie der von My, SO setze man ms — mGyE . % - odamay
(mod. p), wo q,% den  algebraischen Quoticnten bedeuntet, den man erhilt,
wenn man my durch m, 3 dividirt, und a,m,x dem Ausdruck des Divisions-
Restes in der Art congruent wird, dass a, eine Zahl und m,z einen ecinfachen
Aunsdruck bedeutet. Auf dhnliche Weise setze man m 2 == M3 a3 - gy
(mod. p); und  setze diese Operations-Weise fort. bis man endlich: m
= 12,3 a o he (mod. p) erhilt, wo m_ oz in Bezug auf z
vom ersten Grade ist. Man muss auf jeden Fall die Operation bis dahin
fortsetzen kinnen, weil sie nur dadurah unterbrochen werden kinnte, dass ir-
gend cin Rest etwa mz — 0 (mod.p) wiirde, Dann-wiirde man aber vermigze

obiger Gleichungen leicht schliessen, dass m,_o% den Factor m __ ;3 haben
miisse, und wiirde gleicherweise finden, dass alle Werthe, die dem m,_ ;%
vorangehen, also auch m,z, mi,x und mx den Factor m_j+ haben miissten_
was gegen die vorausgesetzte Irreductibilitit der beiden Ausdriicke m,x und

mz streitet.  Man kann mithin die Operation so lange fortsetzen, bis m __g4
3
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vom Grade 1 ist. Es ist nun zu zeigen, dass simmiliche Ausdiiicke m,z,
MaZy o ves M 1%, Wwenn man in ihnen statt z, ¢r sefzt, den Factor fx in
Bezug auf den Modul-p haben miissen. < Dies -nrgicbt sich zuniichst fir m.z
aus der Congruenz ms == nx g% b oy M (mod. p). Da mimlich mz und
m,%, wenn man in ihnen statt z, ¢x setzt, den Factor fr enthalten, so muss,
dag g, mz — @Mz — m,:h{,:; (mod. p), m,x oder vielmehr mypr auch den
Factor fx enthalten. In gleicher Weise schliesst man fort aufl m,z durch die
Congruenz m,x — m,3q.% -+ agmx (mod. p) etc. bis auf m_ 5% . Da aber
m,, o% vom ersten Grade ist, so ist es von der Form 3z 4 A,, wo A, cine
ganze Zahl bedeutet, und man erhilt, da fv in Bozug-auf den Modul p ein
Factor von 'z 4= A ist, ¥ 4 A, == fa Ux (mod. p), wo Ur einen Ausdruck
von x bedeutet, Setzt man fiir ¢ scinen Aunsdruck ¢a, so hat man ¢o 4 A,

== fu . Uxr (mod. p) und mithin v = — A, + fr . Uer + pSv. wo Sz
ebenfalls einen Ausdruck von a bedeutet. Ist nun o eine der Wurzeln von
Se, so hat man offenbar po — — A, 4 pS2, und hierans leitet man leicht

folgende Congruenz ab (z—da,) (3 — paa) +ox (F—pa,) — (z 4+ A,)"(mod. p),

wonach offenbar in Fx nicht zwei verschiedene irreductibele Aunsdriicke von z*

als Factoren nach dem Modul p vorkommen konnen. Setzt man also unter
obiger Voraussetzung Fpr — dx . d px .... d_ bx (mod. p), so kann, wenn
dpx den Divisor fx hat, keiner der iibrigen Factoren diesen Ausdruck zum
Divisor haben. Schreibt man nun obige Congruenz als Gleichung, so erhilt
man Fz = dvd,s ... dz+ pRx, wo Rz einen Ausdruck von z bedentet.
Setzt man irgend cine der Wurzeln von Fx gleich ¢, und bezeichnet das
Product d,sd,s ... d.z durch Dz, so erhilt man dy, Dy, 4 pRy, = 0
und ‘mithin

Ry, Ry, Dy, Dy, ... Dy. Ry Dy Dy... Dy,
dyv==ph. =P Dy Dy, Dy Dy ND,)

Die Norm von Dz in Bezng aufl Fy ist aber dieselbe wie die Norm von D
in Bezug anf fr.  Es ist nimlich N(D ) = Dy, Dy, .7 o0 Dy, und die Norm
von D in Bezug aul fe ist Dda, Dz, ... Dpa,. Da aber die Werthe
s Fay ooy, mit den Werthen da;, pa, . ... ¢z, ibereinstimmen, so hat
wan Dy, By, <. Dy, = Do, Dpa, .- Dz, amd mithin N(Dp) = N(Dp,
wo man natiiclich in letzterem Ausdruek I als einen Ausdruck von x ansichf.
Da nun e nicht dew Factor fein Bezug auf den Modul p haben kann, so kann
auch N(Dp oder N(Dp) nicht == 0 (mod. p) sein (§, 11.). Bezeichnet ‘man also

die Zahl N(Dp) durch z, so echidlt man zdy, = — pBy, Dy, Dy, ... Dy..
Da aber Dy, Dy, .. Dy, ein symmetrischnr Ausdeack von gy, y54 Sy,

ist, “so lisst es sich (§ 4. Einl) als Ausdrock von v, ansehen. wonach man
auch Ry, Dy, Dy, ... Dy, als einen Ausdruck von 7, anschen kann. Nennt

man_diesen — @, so erhiilt man 2dy, — p@)y,
und auf gleiche Weise sdy, = pQya
ady, = pRys

Da nun 7,5 Y2 ++:+ Yn die Wurzeln von I — 0 sind, so folgt (8 7.), dass
F: einer Potenz desjenigen Ausdrucks nach dem Modul p congruent ist, von
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dem dz selbst in Bezug auf p als Potenzrzu betrachten ist. Es kann mithin
ausser dx keinen Factor von: Fz in Bezug auf den Modul p geben, und Fz
selbst ist der Pofenz eines irreductibeln Ausdrucks nach dem Modul p con-

gruent, was zu beweisen war.. £

Zusatz. Ist der Grad von fr gleich n, der von ¢ax aber kleiner als n,
g0 kann Fx nicht = (z—4,)" (mod. p) werden, wenn A, ecine ganze Zahl
bedentet.

Wiire niimlich Fz = (s—A4,)" (mod. p), so kinnte man eine Gleichung
von der Form Fz —= (z— A,y — pliz aufstellen, wo Rz einen Ausdruck von
z hedeutet.  Da pun dieWurzeln von Iz, ¢a, , by y v ae tha, sind, so erhilt
man die Gleichungen (pa, —A,) = pRa,

(pag —A,) = pla,

(pay —A,) = pRa,

‘:‘:F“:".l._"”l.)‘| = Ilﬂﬂ.-", .
Nun leitet man durch Multiplication dieser Gleichungen sehr leicht ab, @ dass
:H‘*l —A)(pay—Ay) ... f‘Pﬂ-“'Al)t" = pRa; Re, .0 Re, seiv Da anf

heiden Seiten der  Gleichung symmetrische Functionen der Wurzeln von f
stehen, so sind diese ganze Zahlen, und mithin gewiss

{(pay —A,) (Pag — 4,) o -+ (e — A} = 0 (mod. p)
und daher auch

(P, —A) (pay—dAy) ... (pa,— A) = 0 (mod. p) .
Setzt man nun pr— A4, = L, 'so ist anch Lx wie ¢ ven einem geringe-
ren’ Grade als fx,  mithin kann N, oder (¢pa, — A} (pa, —A,)(pay —A,)
cons (pa,— A) nicht == 0 (meod. p) sein (§. 10.), welches doch stattfinden
miisste, wenn Fyx — (z—4,) (mui p) wiire. e

§' 13-

Lelirsatz. Zwei cinfache Ausdriicke yon x, von welchen die Wurzeln
des cinen die pten Potenzen der Wurzeln des andern sind, sind nach den Mo-
dul p congruent. i

Zum Bewcise bemerke man, dass
D (:—1) = v — 1 (mod. p) ist, dies folgt unmittelbar aus der durch den

binomischen HLehrsatz bestimmien Form der Coefficienten von (z—1).  Es
werden mithin di¢ symmetrischen Funetionen der Wurzeln von 27 — 1 und
von (x—1) nach dem Modul p congruent sein. a die Wurzeln von (z—1)
simmtlich gleich 1 sind. so kann man statt jeder Wurzel von &2 — 1, so
fern es sich um congruente Ausdriicke der symmetrischen Functionen der
Wurzeln dieses Ausdrucks handelt, 1 setzen. .

2) Ist 2" 4 a, 27" 4-'... 4 a, irgend ein einfacher Ausdrock von x, und
bezeichnen «. a.&, veon 22—t die Wurzeln von 37 — T, 'so wird (§. 3. Einl.)
der Ausdruck von x, dessen Wurzeln die pter Potenzen der Wurzeln des

- ? . n L] ——

vorhergehenden sind, gefunden. wenn man das Product (2" 4 a,3' 4 a,27?
- s T w e
e gyt e agate T e a2”) (B 4 agats T agata E

4+ 4 aa®) ..., C G e e aateT Y e L g
3.



entwickelt und statt 7, @ setzt. S¢étzt man wun hier nach (Wo. 1)) statt der
Werthe a, a?, ... &= nur die Werthe 1, so-geht jenes Product iiber in
(2 am e dyr = e Esistaber (ot a0 + a)
=ieary Tl L. + a! (niod. p). Ties folgt aus der durch den
polynomischen Lehrsatz bestimmten Form der Coefficienten jener pten Potenz.
Setzt man nun statt 27, x, so wird der gesuchie Ausdruck von &, dessen
Wurzeln die pfer Potenzen der Wurzéln von 2* 4 a o' 4 .... 4 a, sind,
dem Ausdruck 2 4+ a2 ' 4 @i’ 4 .... + a7 nach dem Modul p
congruent werden,  Oder der Ausdruck, welcher die pfen Potenzen der Wur-
zeln cines gegebenen als Wurzeln enthiilt, ist nach dem Modul p einem’ Aus-
druck congruent, dessen Coelficienten dic pten Potenzen der entsprechenden
Coeflicienten des gegebenen sind.

3) Wendet man dies Resultat auf den Ausdruck (e—1)" an, in dem a eine

ganze Zahl -bedeutet, an, so findet man, da (a—1) = a" — ga' 4+ ele.,
dass der gesuchte Ausdruck ¥ — aa—' - ete. congruent sein werde. Ta

aber die Wurzeln von (e—1)" alle der Einheit gleich sind, so sind ihre ptex
Potenzen ebenfalls der Einheit gleich, und der gesuchte Susdruck wird daher
(@—1) = a* — ax"=' = ete. sein. Man erhilt mithin 2" — a"s™' = etc.
= &' — aw'—* 4 ete. (mod. p) pder of == e (mod. p). und daher afa"='—1)
=— 0 (mod. p) und mithinn, wenn @ nicht =0 (mod. p) ist, @*=' = 1 (mod. p),
d. h. also jede Zahl, die nicht = 0 (mod. p) ist, giebt zur Potenz p—1,
durch p dividirt den Rest 1. Da a—' — 1 fiir # = a congruent 0 wird, so
wird auch die Norm veon ar—!' — 1 in’ Bezug auf ¥ — a congruent (0, und
x — a muss ein Factor von ar—! — 1 sein (§ 11.). Setzt man fiir a nach
der Reihe dic Werthe 1, 2, .... p — 1, so fmdet man, dass a'—' — 1, die
Tactoren @ — 1, 2 — 2, .... x — (p—1)_ in Bezug auf den Modul p ent-
hiilt. Da diese Factoren simmtlich irreductibel sind, so schliesst man fei(:]lf;,
dass stets 27—' — 1 = (x—LD(@—2)...... (x—(p—1)) (mod. p) sei.")
Durch Anwendung des in (¥o. 3.) enthaltenen Satzes auf das in (0. 2.)
gewonnene Resultat geht nun der ausgesprochene Satz hervor. Der gesuchte
Ausdruck war nimlich eongruent 2 4 ay"e—' 4 ..... 4 a7 und da nach
(WN6.2) a;" = a, (mod. p) ete. ist, so ist offenbar a* 4= a "v~' 4 ....af

=24 ae " -+ .... + a, (mod p),

§. 44.

Erklirungen und Lelivsitze. 1) Zwei Ausdriicke derselben Wurzel
o, eines irreductibelen einfachen Ausdrucks fr, sollen fortan nach dem Modul
(p, «) congruent heissen, wenn sich der eine von ihnen als eine Summe des
andern und eines pfachen Ausdrucks dieser Wurzel darstellen liisst.

Ist also pa = Yo 4 pRa, wo Pu, L und R4 Ausdriicke von '« be-
deuten, so ist ¢pa congruent Lo in Bezug auf den Modul (p,2), und es wird
geschrichen werden ¢a = ba (mod. p, ). :

2) Tst pa == La (mod. p, «), so ist fo in Bezug aul den Modul p ein Divi-
sor von ¢ — Jw, und umgekehrt.

-

*y Anmerkung. Der Saiz, dass e—! == 1 (mod. p) gebiihrl Fermat, und iriigt von
ihm den Namen, der Satz, dass wr—! — L = (e —1) (x—2) .... (x+—(p—1)) (med. p) gebiilrt
J‘ﬂgl'l!ﬂg'!!. 3 L
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Beweis. ‘Da fo in Bezug auf den Modul p irreductibel ist, so ist es
gewiss 'in algebraischer Beziehung irreductibel, und da ¢pa = Ja (mod. p.-a)
so muss ¢pa — Yy — pRa = 0 sein. ¢x — Lo — pRe hat also mit Sz die
Wurzel « gemeinschaftlich, muss also durch fz algebraisch dividirbar sein
(§. 5. Binl.). Man kann mithin ¢ — Ya — pRr = fx . Qx setzen, wo Qux
cinen Ausdruck von a bedeutet.  Es ist mithin ¢z — e = fu . Qe (mod.p)
und fx cin Divisor vou ¢a — Ja in Bezug auf ‘den Modul p. Die Umkeh-
rung . ergiebt sich leicht.

3) Bezeichnet o, eine andere Wurzel von fir als a, so hat man, wemn ¢a
= la (mod. p, a) ist, auch o, = La, (mod.p, o).

Beweis. Wenn ¢a = La (mod. p,a), so ist P — Ja — pRe

= fr . Qx. und mithin da fa, = 0 ist, tp;o, — Ya, — pRa, = 0 und da-
her pu; = Y, 4 pRa; und $a, =da; (mod p,a,).

4) Man findet nun leicht folgende Sitze: die Summe, Differenz und das
Product zweier Ausdriicke von «, die zweien anderen Ausdriicken nacl dem
Modul (p,2) einzeln verglichen congruent, sind, ist comgruent der Summe,
Differenz oder dem Product der entsprechenden Ausdriicke nach dem Mo-
dul (p, «).

5. Wenn das Prodruet zweier Ausdriicke von a congruent 0 nach dem Mo-
dul (p, a) ist, so ist einer von jenen Ausdriicken selbst ‘nach diesem Modul
congruent (.

Beweis. Gesetzt die beiden Ausdriicke wiiren ¢z und Lo, und also
¢pa .« da = 0 (mod p,a), so muss (No.3.) Ppa. Ja — pRy = fx . Qrv sein,
wo Re und Qax wie oben Ausdriicke.von a bedeuten.  Man erhilt mithin
¢ . b = fr . Qu (mod.p), und da fx ein irreductibeler Ausdruck ist, so
muss er mithin (§. 5.) entweder ¢in Factor von ¢a oder von Y in Bezug auf
den Modul p. sein. . Fiir. den ersten Fall findet man aber leicht ¢pa = 0
(mod. p, 2) und fiir den andern Ja = 0 (mod. p, 2).

6) Ist o . Yo = ¢,a . L a (mod. p,2) und pa = ¢ya (mod. p, x) aber
nicht = 0 (mod. p, 2), so ist auch Ja =, a.
Beweis. Nach (No. 5.) ist ¢a . dba = ¢z . Ya (:rmr}'.’p,a.). Man hat
daher auch ¢,n . Lo = ¢,z . ¢,a (mod. p,a) oder ¢ a (Jo—dya) = 0
(mod. p,x). Da aber ¢,z nicht — 0 (mod. p, «) ist, so muss (No.5) Yo

— 2 = 0 (mod p,2) oder Yu = ,a (mod. p, 2) sein.

7) Eine Funection von x, deren Coeflicienten Ausdriicke von o sind, wird
als ein Ausdruck von x nach dem Modul (p,«) betrachtet werden.  Zwei Aus-
driicke von a werden nach dem Modul (p, ) congruent gesetzt werden, wenn
die Coeflicienten der gleichen Potenzen von x in beiden nach dem Modul (p, «)
congrucnt sind. '

8. Ein Ausdruck von «, der sich weder 0 noch einer ganzen Zahl nach dem
Modul (p, 2) congruent setzeén lisst, soll noch insbesondere ein zum Modul
(ps &) ge Eriﬁ;cr Ausdruck genannt werden. Wohingegen dicjenigen Ausdriicke
von @, welche sich 0 oder einer ganzen Zahl nach dem Modul (p,s) con-
gruent setzen lassen, zum Modul p gehdrige Ausdriicke genannt wcn{:’n sollen.
Ebenso soll eine ganze Function von a, deren Coefficienten simmilich oder
zum Theil Ausdriicke von « sind, dic zum Modul (p,a) gehbren, ein Aus-
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druck von x, der zu dem Modul (p,4) gehirt, heissen. Gehiren aber die
Coeflicienten siimmitlich znm Modul p, so soll sie ein zu dem Modul p gehi-
riger Ausdruck von x heissen. :

§. 15,

Lehvsalz. Wie ple Potenz irgend cines zum Modul (p, ) gehirigen
Ausdrucks von ® kann nicht dem Ausdruck selbst; nach dem Modul (p.a) con-
gruent sein, oder wenn ¢pa einen zum Modul p, o gehbrigen Ausdruck dar-
stellt, so kann nicht sein (pa)? = Pa (mod. p; «).

Beweis. Wenn (¢pa) =— o (mod. p,a) wire, so wire auch (§. 14.
No. 6.) (pa)y—' == 1 oder (pay=' — 1 = 0 (wod. p. a); Nach (§. 13. Vv, 3.)
ist aber (par—' —1) = (pa—1) (Pp2—2) s cors (pr—(p—1)) (mod. p, z), sollte
also (par—' —1) = 0 (mod. p, &) werden, so miisste ciner der Factoren ¢ — 1,
P2 — L cevanas pa— (p—1) = 0 (med. {;, a) werden (§ 14, JNo. 5.). Dies
gehit aber nicht an, wéil ¢z cin zum Modu

§. 16,

Lehrsatz. Der Ausdruck von ®, welchen die pfen PotenZen der Wur-
zeln eines Ausdrucks, dessen erster Coeflicient 1 ist, und welcher zu dem
Modul (p. z) gehiirt, als Wurzeln in sich schliesst, kann nicht mit jenem Aus-
druek nach dem Modul (p..«) congruent sein.

(p, ) gehoriger Ausdruck ist.

Beweis Bedeuiet also Fa cinen Ausdruck von x, dessen erster Coefs
ficient 1 ist, und in welchem sonst Coeflicienten vorkommen, die zam Modul
(p, ») zehiren, so soll der Aunsdruck, dessen Warzeln die pten Potenzen der
Wurzeln von Fe sind, nicht-mit Fe nach dem Modul (p,z) congrient sein”
konnen. Bs folgt niimlich ans (§ 13. No. 2)); dass dieser zweite Ausdruclk
ans Fi hervorgehen werde, wenn man' stattder Coefficienten von Fa die plén
Potenzen derselben einsetzt.  Da aber die plen Potenzen von lii!!:lji!nig#n i ocl
ficienten, diec zom Modul (p. z) gehdven, sich nicht selbst nach diesem Modul
congruent sind (§. 15.). so folgt der Satz.

§. 17. {

Lehrsals. «" — z kann nicht nach dem Modul (p. ) congrucnt 0
sein, wenn der Grad von fr, von welchem Ausdruck o ¢ine Warzel jst,  die
Zahl m iiberschreitet. ;

Beweis. Gesetzt /" — a = 0 (mod. p,a), so wirc auch o — o
(mod. py &) und daher auch =
2 e
(e ) (F— o) — T S () (P L (™Y
(x—a’") (mod. p, ) .
Der Ausdruck rechts enthilt aber offenbar die pter Potenzen der Wur-
zeln des ersten als Wurzeln, er kann ihm mithin gur dann congruent werden,
svenn die Coefficienten von (x—a) (e —a?) ., .. (.,-_ﬁ;r""'J aum Modul p._ ge-
hiren (§. 16.), alsdann muss aber jeder Coeflicient dieses Ausdrucks von der
Form z - pMa sein, von Ma einct Ausdruck von a bedeutet. Die voraus-
gesetzt wird (¥ — a) (@ —af) (o G-"“_'J offenbar von der Form
at o A2 AT e - A 4 pFay a) sein, wo A, A

Ty saaas
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A, ganze Zahlen und F(x,4) einen Ausdruck von x nach dem Modul (p,a)
bedeutet. « Bedenkt man aber, das die bisherigen Schlussfolgen, sich in der-
selben Weise auf jede der Wurzeln von fx anwenden lassen, so erhilt man,
indem man die simmtlichen Wurzeln von fx mit a, a,, a,; .. .. &, be-
zeichneét, folgende Gleichungen

(x—w) (=) (T=#" ) (= @" 7 y= 2 Ay 2 A2 e e Ay (3, )
(W—"Wl)(‘—““l":‘(f—ﬁl"::] deilg—arr T ymam e Ayt A 2 e i pE (s, 4)

- " " . . - ' " . . . Ll . " & 0 . . . - . - . . . . ' -

(z—2—y JEF— e 7Y —a 7 E s E g P"_.l = A xr = g —2g A pFlr ey )

Multiplicirt man beide Seiten dieser Gleichungen in einander, so wird idie
rechte Seite offenbar = (2" A, 2™ - A, 2™ ...} A.)" (mod. p), die linke
wird aher den Factor (r—a)(e—o ) (x—n,)....(x—a._,) oder fx haben, woraus
zu schliessen. dass ("4, 0" 4=....4 4. ebenfalls den irreductibeln Aus-
druck fi als Factor nach dem Modul p haben' miisste. Dies geht aber ficht
an, weil der Grad von fx der Voraussetzung nach grisser als m ist.

§. f8.
Hauptsatz. Wenn fo ein einfacher irreductibeler Ausdruck nach dem
Modul p, und a eine Wurzel desselben ist, so ist fo = (v—a)(x—a')
(.r-—nt."i) LAY (,;_gg""-') (mad. p, 2) und ™' = 1 (mod. P}
Reweis. Gesetzt a. oy, oo.. o, seien die Wurzeln von S, so folgt
(§ 13.), dass jeder Ausdruck, dessen Wurzeln die (p”)tex Poténzen jener sind
(wenn m cine ganze positive Zahl bedeutet) mit fx nach dem Modul p con-
gl‘llmlt sein werde. Fin solcher :'ili.'i(]l'll{:]{ wird daher von der Form sein
Jx 4+ pF.x, wo F.x einen Ausdruck von x bedeutet. Setzt man daher in
diesen Ausdruck statt x eine Wurzel desselben, also o”, so erhiilt man fo
+ pF.2" =0 oder for" = 0 (mod.p.a). Da a cine Wurzel von fix ist, so

-

ist ¥ — « ein algebraischer Divisor von fiw und man kann daher fo = (r —a)
(= bt bpx b e b)) selzeny wo! by bayoe o b,y Ausdriicke
von « bedenten.  Setzi man:nun in diese Gleichung statt a2 den Ausdruck o,
so erhilt man f2? — (o —a) (" Vb, a”" T g by T 4 b, Da
nun aber fur == 0 (mod. p, ) ist, nud o — 4 nicht = 0 (mod. p, ) sein kann,
wenn > 1 ist, (8. 17.)s 80 muss af0—'b o by ot L0 b =0
(mod. pea) sein (§ 142 N 4).  Es ist mithin anch a=' 4 b, 22 4 b,a°
b — (@D el bt L b b, ) eder 2T — at"
i, (e et S0, (T a3 b a(r—ar) = PV bt
Fbya % . . 4=b,_, (mod. p, 2). Offenbar hat aber ‘die linke Seite der
Congruenz den Factor.x — o’ und man kann sie daher durch (@ —ea7) (2272
ey e T e €, a)  darstellen; wo e,y €y, oove e,_a Ausdriicke von
a hedeuten.  Man--echilt daher fie = (v—a) (v —a") (e e 27" e
...k e.y) (mod. p, 2) und daher auch St = (" —a) (@ = )=
ey T o . € g) (mod. p-). Olffenbar ist aber & = == (a"—a)"
(mod. p,)*) und da (§.17.) &/ — a nicht = 0 (mod. p, 2) sein kann, so kann
*) Anmerkung. Enfwickelt man nimlich (a# —a)? nach dem binomischen Satze, so
werden alle Glieder ausser dem ersten und letzten Coeflicienien haben , die — 0 (mod. p) sind.
Man erhiilt mithin (2r 4} =— wr® ' ar (mod po). Hieraus folzt nun (27 — ayp =t —ar)p
(mod'p, =) und ferner dureh den binomischen Satz (wr®—wr )y =—w’— wr® (mod. p, =) und daher
(wr = a)p® ==wr® — " (mod. p, ») und allgemein (2r — )" = ™ — """ (mad.p, «) .
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anch nicht (a7 — u)? == 0 (mod. p, ) sein (§. 14 No. 5.).  Da nun Surde==to
und (so fern n > 2) (a”u-—-m) (;.-"l—a.") nicht = 0 (mod. p, ) sein kamm (§.14.
N0, 5. § 17.), so muss P s gt o T Ao 4 €,_q =— 0 (mod. p, &)
sein.  Hicraus schlicsst man wie vorher, dass. 2= + @' .ob 0
den Factor x—a?" haben miisse, und erlangt for = (v — o) (x—a”)(x—a’ )
(et 4da - dar ™ 4 ... +d._,)(mod. p, z). Durch fortgesetzte Anwen-
dung der angefiihrten Sitze erlangt man nun natiirlich zuletzt fax = (x—u)
(x—ar) (22— W7 L5 R (£ —a”" ') (mod. p,u). Da nun JSur" =0 (mod. p, &) ist, so
muss auch (@' —a) (@ — @) (@ —ap®)...... (2" —a” ") = (mod. p,a) sein.
Da aber (@' —a?)(&"—a’") ... ("= = (" —ay (T — Wi e
(u.’-":b}"r_l (mod. p, &) ist. (Vergl. die Anmerkung) und (§ 17.) keiner der
Ausdriicke o, T =ty v ue v a” — o congruent 0 (mod. p,a) werden
km;u. 50 muss o — a = 0 (mod. p, a} werden! DPalaberie”® —a —=a(a""~1'—1)
(mod. p, «) ist, und a nicht =0 sein kann, wenn fxr nicht x ist, so ist
@'~ = ¥ (mod. p, a). :

cusatz. Da &' — 1 = 0 (mod. p, ) ist, so folgt dass fx in Be-
zug aul den Modul p ein Divisor o' — 1 ist (§ 14. No. 2) Mieraus folgt.
dass dic Congrnenz 2 — 1= 0 (mod.p) den allgemeinsten Character in Be.
zug anf ihre W wrzeln in sich trigt, wenn man dem & wie dem p alle hier
miglichen: Werthe beilegt.

§. 19.

Lehvrsatx, Die (p°—1)te Potenz jedes Ausdrucks von « ist congruent
1 nach dem Modul (pye), wenn der Ausdruck nicht = 0 (mod. p, o) ist.

Beweis. Es sei ¢o der Auvsdruck von o und = a,e" 4 a, a™!
pelatisbes + a,. Nun kann leicht, entweder durch  den polymonischen Satz,
oder durch fortgesetzte Anwendung des binomischen gezeigt werden, dass
(ﬂl:ﬂl+a|@‘_l e -+ ai)p ! aUP "t':.P = almu‘_“.P T L (‘ﬂlb‘d- s 5"}
sst. Ma aber a,, ayy ... a ganze Zahlen sind, so ist " = a, (mod. p)
g =t (murf.p)& ete. (§ 13. MNo. 3).  Man erhiilt ‘mithin (a, a.*+a,¢:.*—l,
b)) = g : + a7V 4= L 4 a; (mod. p,e) und mithin (a, 2
PR T ey 1 g (a,a'"4a, " 4. .. .4 a;)" (mod. p, 2) und den letz-
ten Ausdruck durch iihnliche Schlussfolgen = a,a! 4 a.w'-_“_”"l—l- .
(mod. ps e, mithin (aze’ +4-a, afTh . . ) = agatet ﬂxﬁv“_”’ﬁ -+ -k
3 a, (mod. p,a). Dureh eine fortgesetzte Schlussfolge derselben Art erhiilt
man nun (@, a* 4 a,a'" 4 vk @) = apdt " a " e U@
(mod.p,2). Da nun aber ‘" == o (mod. p,a) ist (§ 18.), so erlangt man
(o Hay o A +a) i a,at e a '™ 4 ... 4w (mod. p, 2) oder
({pa‘)p" = ¢a (mod. p, 2), und daher durch Division, wenn (¢pa) nicht = 0
(mod. p; d) sty (tpm)r"—l =1 (mod. p, «) was zu beweisen war.

2usatz, lst px nicht = 0 (mod. p, ) und bedentet +Lu irgend einen
Ausdruck von «, so kann man stets einen andern Ausdruck von a. ¢,a so
bestimmen , dass da . a = Lo (mod. p, @) wird. Man hat zu dem Ende ¢,a
nur
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far = E?.,,)-'—‘ . obu (mod. p. 4) zu sectzen. Zwei verschiedene Ausdriicke
von z, die beide jener Congruenz geniizen, miissen nach dem Modul (p, a)
congruent sein. Denn hiitfe man o = du. . pra = Pa . pa (mod. p, a),

so folgt durch Division (§. 14. No. 6) P a = ¢aa (mod. p, a).

§. 20.

Erklirungen und Lehrsitze. 1) Fin Aunsdrock von o, dessen
Grad geringer als der von fiv ist, und dessen Coeflicienten siimmtlich kleiner
als p sind, soll ein kleinster Rest in Bezug auf den Modul (p, @) genannt
werden.

2) Jeder Ausdruck von a ist einem kleinsten Reste nach dem Modul (pya)
congruent.

Beweis. Nennt man den Ausdruck ¢a, s0 setze man ¢ = fi . Qx
~+ Rx. wo Qx den Quoticnten angicbt, den man erhiilt, wenn man ¢x durch
Jfx algebraisch dividirt, und Ra den Rest, so wird Rx offenbar von einem
geringeren  Grade als {.t: sein und man erhilt zuniichst gpa = Ra (mod. p. a).
Nun setze man statt der Coefficiénten von Ra die Reste. welche man erhilt,
wenn man  dieselben durch p dividirt, und nemne den hervorgehenden Aus-
druck R,a, so wird ¢gao = R, a (mod.p,a) sein, und R,z die verlangte Form
haben.

3) Ist n der Grad von fx, so ist die Anzahl simmilicher verschiedenen
kleinsten Reste nach dem Modul (p, 2), wenn man 0 ausschliesst, durch p*— 1
ausgedriickt.

Beweis, Die allgemeine Form eines kleinsten Restes ist a,a—!
4 et g ae™" ... 4 a,_, . Dieselbe schliesst u Glieder ‘in sich,

und jeder dér Coefficienten a;, a,. ... a_; muss der Zahlenreihe 0, 1, 2,
+v.+ p — 1 entnommen sein,  Offenbar kann man nun nach bekannten Sitzen

ous’ der Combinations - Lehre p* solche Ausdriicke bilden.  Da aber unter die-
sen einer ist, dessen simmtliche Coefficienten O sind, und der mithin selbst
0 ist, so bleiben mit Ausschluss von' di¢csemn p* — 1 verschiedene kleinste
Reste.

4) . Zowei Ausdriicke von a. welche  vepschiedenen kleinsten Resten nach
dem Modul (p.«) congrnent sind, sollen iiberhaupt verschiedene Ausdriicke
nach dem Modul (p,a) oder schleehiweg verschiedene Ausdriicke heissen.

5) Ausdriicke von x nach dem Modul (p, ) sollen einfache heissen, wenn
der Coefficient ihrer hiichsten Potenz gleich 1 ist, vielfache hingegen, wenn
er nicht 1 ist.

6) Jeder vielfache Ausdruck von wx ist cinem cinfachen Ausdruek desselben
Grades multiplicirt in den Coefficienten der hichsten Potenz von x, nach dem
Modul (p.a) congruent.

Beweis wic im § 2., mit Hiunzuzichung des Zusatzes 'zu (§: 19.).

7y Ist es miglich ein Product zweier Ausdriicke von x aufzustellen (von
denen aber keiner einem niedrigeren Grade als dem ersten angehért) das ei-
gem gegebenen Ausdrucke nach dem Modul (p.2) congruent wird, so soll je-
der der Factoren ein Factor oder ein Divisor des gegebenen Ausdrucks, in
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Bezug auf den Modul (p,«), oder wenn keine Zweidentigkeit zu beliirchien,
blus ein Factor oder Divisor: desselben heissen.

Ein Ausdruck von ax vom mfer Grade. der keinen ‘Divisor nach dem
Modul (p,z) hat, soll ein irreductibeler Ausdruck vom mfsx Grade nach dem
Modul (p,a) heissen.

8) Ein Rest nach dem Modul (p, 2), der in cinen Ausdruck von x, stait x
eingesetzt den Ausdruck == 0 (mod. p.«) macht, wird cine Wurzel des Aus-
drucks nach dem Modul (p, a) heissen.

9) FEin Ausdruck von x, der vom mien Grade ist, kann hichstens m ver-
schiedene Wurzeln nach dem Modul (p, 2) haben.

Beweis. Man setze den Ausdruck eongruent (No. 6.) a,(a"4a,a™"
Food-a) (mod. p, ), WO @y, @y s -« G, Ausdriicke yon o nach dem Modul
(py ) bedeuten. Gesetzt nun ¢« wire eine Wurzel jenes Ausdrucks, so hiitte
man a,(d, 2 Faip,a" +.. i a.) = 0 (mod. p, a) und daher ay | (x"— P a™)
@, (@ —¢a™ ") 4 Lol @t (@ —d,a)| = a,(7 a2 4L Ha)
(mod. p, a). Offenbar hat aber der Ausdruck auf der linken Seite den Factor
@ — ¢ya, man kann daher den Ausdruck auf die Form bringen a,(x—¢,a)
(@ b e e By Woibyy by L b Ausdriicke von a bedeun-
ten, Gesetzt nun ¢,a wiire cine andere Wurzel des Ausdrucks, so miisste
a, (paa— i) (PaaT! A= bipaa 2 4 .oio4-bo ) = 0 (mod. p,a) sein. Da
aber a,(Ppia—d,a) nicht = 0 (mod. p, 2) sein kann, so muss ¢,a"' 4 b,
Gpa™? A venn by = 0 (mod. p,a) und aus ihnlichem Grunde, wie vorher
e 5™t e by = (@ —¢aa) (@ o™ .. L0, ) (med. py )
sein, WO €y, €45 ++++ €a—y Reste nach dem Modul (p, ) bedenten. Es wird
mithin a (=" 4 a2 4 ..... 4 a,) = a,(x — ¢,a) (x = Ppoa) (@ 4 a°
e Cosy) (mod. p, ). Durch fortgesetzie Schlussfolgen derselben Art findet
man, wenn ¢, Packy o ens Pt simmitlich Wurzeln des vorgelegten Ausdrucks
sind a (a2 4. -a.) = @@ —,2) (¥ —d.a) (2—P,a) ... [’.'t:—tg,,nr.)

(mod. p,a). Sollte der Ausdruck nun noch einen Rest yJa zur Wurzel haben,
so miisste a,(Ve—d o) (ba— doa) (Yo —Pya) ... . (Ya—Pa) = 0 (mod. p, )
sein. Dies kann aber nicht anders geschehen, als wenn einer der Factoren
Ja — iy, Yai— pyay ete. = 0'(mod. p, o) wird. Da aber dics nicht an-
geht, weil nach der Voraussetzung Yo, von simmtlichen m Wurzeln ¢, «,
Badey + o oo verschieden ist, so kann auch der Ausdruck nicht mehr :ﬁ’s m
verschiedene Wurzeln haben,

Zusatz. Da simmiliche kleinste Reste ansser 0 nach dem Modul (p, )

Wurzeln dt'.__s Ausdruckes a7 —' — 1 sind, (8. 19.) so folgt. dass. wenn man
dieselben mit o, Poa, oo .. rp;--—lu' bezeichnet, stets folgende Congruenz
@l — 1= (e—a)(x—ya)..... f.:u—lj:;_lc:,){mod.p, «) statt finden werde.

10) Ist das Product aus einem Ausdruck von 2 nach dem Modul (p, «) und
einem irreductibeln einfachen Ausdruck desselben Moduls, dem Product zweier
andern Ausdriicke. nach dem Modul (p,2) congruent, so hat einer derselben
den irreductibeln Ausdruck nach dem Modul (p, 2) zum Divisor. '

Beweis wie in § 5.

h



e

——

29

11) Jeder Ausdruck kann nur auf eine Weise dem Producte einfacher irre-
ductibeler Ausdriicke von x, und eines Restes nach dem Modul (p,a) con-
gruent gesetzt werden. !

Beweis wie in § 6.
§. =1

Erklirung und Lehrsatz 'Tst g die kleinste Zahl, welche als Ex-
ponent zu dem Reste da gesetzt’ die hervorgehende Potenz = 1 (mod. p, a)
macht, so soll gesagt werden ¢a gehire zu g¢.

Gehort ¢a zu ¢, so ‘muss g ein Theiler von p* — 1 sein.

Beweis. Gesetzt ¢ wire kein Factor von p° — 1, so setze man
pp—1=y¢g.d+r, wo d der Quotient ist, den man: bei der Di-
vision von p° — 1 durch g erhiilt,. und r der Rest. Es ist mithin r < q:

Da nun (pa) = 1 (mod. p. «) (§ 19.), und (pa)* = 1 (mod. p; a), weil
(pa)* = 1 (mod p, «) ist, so ist offenbar auch (pa)” == 1 (mod. p, 2), gegen
die Voraussetzung, da r < g ist.

Zusats. Gehdrt nun ¢pa zur Zahl ¢, so werden simmiliche Ausdriicke
day (Pa)?, oo (Pay=', (pa)’ dew Ausdruck ¥ — 1 = 0 (mod. p, a) machen,
und simmtlich von einander verschieden sein (denn wiren etwa zwel con-
gruent, deren Exponenten pu und vy sein migen, so miisste, wenn y > w ist,

auch .:fm,"'"f‘ == L (mod. p. ) sein, was nicht méglich ist, da v und w und da-

her auch v — p kleiner als ¢ sein muss) es'muss mithin (8§ 10, HNo. 9.) ' —1

== (v —gpa) (@ —ga?) (r —Ppa?) ..o (@ —ga’) (mod, p, a) sein, ;
§‘ 22. J

Lelirsatz. Gehirt pa zum Exponenten f und L2 zum Exponenten q,
so kann man stets einen Ausdruck hilden. der zu dem Kleinsten gemeinschaft-
lichen Vielfachen von f und ¢ gehort. Bildet man von diesem Ausdruck seine
verschiedenen Poteénzen, so werden unter diesen zwei Ausdriicke vorkommen,
die mit ¢ und <z nach dem Modul (p. «) congruent sind.

Beweis. Sind f und g relative Primzahlen, so wird ¢a . Ja zu f. ¢
gehoren. Zuniichst wird nimlich :
(pas e}t = (pa’) (La') = 1 (med.p, «),
weil (pz) =1 und (fa) = 1 (mod. p, 2)
ist. Mieraus folgt, dass der Exponent, zu dem ¢a . \Ja gehtrt, ein Theiler

von p.q sein muss. Wiire er nun Loy w7 wo g und f, so wie Tq und "'ff—

ganze Zahlen sind, so hittc man

£y 9
(pa . ") fq =—'1 (mod.p.a)"
Erhebt man beide Seitein der Congruenz in die 9/ Potenz, und bedenkt, dass

T
(Ya)
Da aber ¢u zu f gehirt, so muss Fon e nothwendig ein Vielfaches von f,
4.

g
f_ =—1 (mod. p, 2) sein muss, so erhilt man (pa) f — 1 (mod. p. &) .
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oder % eine ganzé' Zahl sein. Da aber ¢ zu f, mithin auch zu § als einem

B - " - L/ - -
Factor von f, relative Primzahl ist, so kann A nur eine ganze Zahl sein,

wenn f gleich 1 ist. Es muss mithin_f gleich 1, und ebenfalls nach #hnlichen
Schliissen g gleich 1 sein, Da nun fy das kleinste Vielfache von f und ¢ ist,
wenn_diese relative Primzahlen sind, und ¢e . ba zu fg- gehirt, so ist unter
der jetzt gemachten Annahme der erste Theil des. Satzes bewiesen.

Sind nun f und g nicht relative Primzahlen, $o:setze man

f = a*bf el . gt s
q = a® B0t i e"ggll,
wo a, b, ¢y ..e, g, 10 .. Primzahlen; und a, B, s e €y nahy s0.Wie a, b,
€y ous Co8y 1, ganze, positive  Zahlen oder 0/in der Art bm‘leuten, dass die
Werthe a, 8, ¥ ... cinzeln verglichen nicht kleiner sind als die ihnen ent-
sprechenden in a, b. c. .. und dass die Werthe ¢, g, [ .. einzeln verglichen
nicht kleiner sind , als die ihnen cutﬁprec]lcmlcn in e %, A... Setzt man nun
@ el = M, g0 ..n und
PLA ¢ vvo="m", e‘ggll...?\?,
s0 wird ‘offenbar MN das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von f . g sein.
Da nun ¢z zu M gehiirt, so muss (da)* zu M, und da Je zu mN gehirt,
so muss (Ya)* zn N gehiiren,  Offenbar. sind aber M und IV relative Primzah-
len und daher muss (¢«) (La)” nach dem: Obigen zu MN oder zu dem klein-
sten gemeinschaftlichen Vielfachen von f und g gehiren, und es ist somit der
crste Theil des Satzes allgemein bewiesen.

Setzt man nun, pa gehbre zu'cinem Vielfachen von f z. B. zu &f, so
werden simmiliche Potenzen von diesem Ausdrucke, deren Exponenten klei-
ner als kf sind, von einander verschieden sein. Da mithin auch dic Ausdriicke
(wa)'s (a)*’s «. .. (pa)? simmtlich verschieden sein miissen, und da alle diese
Ausdriicke der Congruenz &’ — 1 = 0 (mod p, ) geniigen, so bilden sie die
simmtlichen fWurzeln derselben. Jeder J'lusﬁrm‘.k, der nun ebenfalls dieser
Congruenz geniigt, also auch ¢z, welches zu f gehort, muss irgend einer Po-
tenz von wa congruent werden. Setzt man statt pa den Ausdruck ($pa)(fa)”
so folgt, da derselbe zu NM gebirt, also zu einem Vielfachen der Zahlen f
und ¢, zu welchen ¢a und Lo gehiren, dass er einer der Potenzen von (pa)*
(ba)" nach dem Modul (p, «) congruent werden miisse. Und hiermit ist der
zweite Theil des Satzes bewiesen.

' §. 23. :
i Ervklirung und Lehrsatz, st o die Wurzel eines Ausdrueks vom
nten Grade, so sollen die Ausdriicke von «, oder die Reste nach dem Modul

(p.«), welche zu p* — 1 gehiren, primitive Wurzeln der Congruenz " =' — 1
— 0 (mod. p, 2) heissen. !
Es giebt so viele primitive Wurzeln der Congruenz oo S o Y |

(mod. p, «) als es Zahlen giebt, die kleiner als p* — 1, und zu dieser Zahl
relative Primzahlen sind.

" Beweis. Zunichst ist zu zeigen, dass iiberhaupt primitive Wurzeln
von der Congruenz =1 —='1'== 0'(mod. p, o) existiren. Nach §. 22. kann
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man stets einen Ausdruck zu Grunde legen. der in seinen verschiedenen Po-
tenzen irgcmi zwei gegebene Ausdriicke erzeugt.  Sollte mun unter ‘den Po-
tenzen dieses Restes nach dem Modul (p. ) noch irgend cin Rest nach dem-
selben Modul nicht enthalten sein, so bilde man wieder (8. 22.) einen Hest,
der in seinen verschiedenen Potenzen sowohl diesen Rest, als auch denjeni-
gen erzeugt, in dessen verschiedenen Potenzen die ersten beiden Reste vor-
kommen, und es folgt, dass in den Potenzen des zuletzt gebildeten Restes
die gewiihlten drei Reste enthalten sein werden. Durch ein forfgesetztes Ver-
fahren derselben Art muss man natiirlich zuletzt einen West bilden. der in
seinen verschiedenen Potenzen simmtliche p* — 1 Reste nach dem Modul
(p.a) erzeugt, (fesetzt nun et sei ein soleher Rest und m eine relative Prim-
zahl zu p* — 1, so muss auch (¢ha)” eine primitive Warzel der Congruenz
&' — 1 = 0 (mod p,a) sein. Wollte man nimlich annchmen ¢a” gehire
zu x, so misste pa’ — 1 (mod. p.a) sein, und es miisste me cin Vielfaches
von p* — 1 sein, da aber m relative Primzahl zu p* — 1, so muss ¥ das
kleinste Vielfache von p* — 1 d. i. p* — 1 selbst sein. — s wied mithin
so viele primitive Wurzeln der Congruenz "' —'1 == 0 (mod. p) geben, als
es relative Primzalilen zu p* — 1 giebt, die kleiner sind als diese Zahl, 1 mit
emgercchnet. — Liisst man die Exponenten iiber p° — 1 hinans wachsen.
so werden die hervorgchenden Potenzen von ¢a denjenigen Potenzen’ dieses
Restes congruent sein, welche zu Exponenten  gehiiren, die mit jenen nach
dem Modul p* — 1 congruent sind, oder (¢pa) wird = (¢pa) (mod. p, a) scin,
wenn 7 der ﬁicinshﬁ Rest ist, den z durch p* — 1 dividirt. lisst. Dies folgt
leicht, weun man fiir 5 eine Zahl von der Form (p*—1) g 4 r setzt, wo g
den Quotienten angiebt, den a durch p* — 1. dividirt, giebt, und » den Rest.

- Zusalz, Bezeichnet ra cine primitive Wurzel der Congruenz ]
=— 0 (mod. p), so folgt aus (§. 20. No. 9. Jns.), dass 2” ' — 1 — (x—ra)
(x—ra?) (x—ra®) ... (®—raf ") (mod. p) sei.

§ =4

Lehrsatr. Ist die Norm eines einfachen Aunsdrucks von xin Bezug
auf einen zweiten einfachen Ausdruck econgruent 0 (mod. p, ), so ist anch die
Norm des zweiten in Bezug aul den ersten congruent 0 (mod. p, ).

Beweis. Nennt man die einfachen Ausdriicke., wm die es sich handelt,
Fx und ¢, so folgt zanichst, dass J\T",r,, und Ny Ausdriicke der Coeflicien-
ten von Fr und von ¢ sein werden, Da diese Coefficienten selbst abier Aus-
driicke von o sind. so folgt, diss 1\'1"1;. und Npp blos Ausdriicke von z sein
werdcl_i. Da nun aber (§. 7. Einl) = NF, — N¢p ist, so folgt, dass Ny
und ."\F.P stets zugleich =— 0 (mod p, &) werden.

§. =5

Lehrsats,  IMe Normn eines Auosdrucks von x in Bezug aul cinen
gweiten Ausdrnck der dem Product mehrérer’ Ansdriicke congruent ist, ist
dem Product der Normen des ersten Ausdruckes in Bezug auf simmtliche
Factoren des zweiten nach dem Modul p, o congruent.

Beweis wie in § 9.
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§. 26.
Lelirsatz. Die Narm eines irreductibeln einfachen Ausdruckes von =

nach dem Modul (p,2) kann in Bezug auf einen zweiten Ausdruck von 2, von
geringerem Grade nicht congruent 0 (mod. p, ) werden.

Beweis wie in § 10.

§. 27.

Lehrsaty, Ist Fr ein irreductibeler Ausdruck und ¢x ein einfacher
Ausdruck nach dem Modul (p.a), so ist Fx ein Divisor von ¢z in Bezug auf
den Modul p, o, wenn Z\'Fcp — 0 (mod. p, a) ist. i

Beweis wie in § 1L

§. ®8.

Lehrsatz. Jeder zu dem Modul (p.«) gehirige Ausdruck von a, des-
<on Wurzeln in eine bestimmte Potenz eines irreductibeln Ausdrucks eingesetzt,
dieselbe, wenn man sic mit einem gewissen Rest des Modul (p, ), der nicht
~— 0 (mod. p. a) ist, multiplicirt, einem bestimmten p fachen Ausdruck der je-
Jesmaligen Wurzel gleich machen, ist selbst eine Potenz jenes irreducﬁhel]cn

Ausdrucks nach dem Modul (p, «).

Beweis wie in § 7.

§. 20.

Lehrsatz. Fniwickelt man die Gleichung fiir einen’ Ausdruck der
Wurzel eines in Bezug auf den Modul (p, ) einfachen irreductibelen Ausdruckes,
and bezeichnet dieselbe durch 6z — 0, so ist &Gz in Bezug auf den Modul
(ps ) entweder irreductibel oder die Potenz eines irreductibelen Ausdruckes.

Beweis wie in § 12,

zusatz Ist der Grad des cinfachen irreductibeln Ausdrucks von x
erpsser als der Grad des Aunsdrucks seiner Wurzel, so kann &z nicht
e (Z—B,)" (mod. p. «) werden, wenn B, einen Rest nach dem Modul (p,q)
und m den Grad des irreductibeln Ausdrucks von 2 bedeutet.

§. 30,

Lehrsats. Ist ¢px in Bezug auf den Modul (p, &) von einem héhern
(irade als dem Ofen und einem niedrigeren Grade als dem mtfen, so kann nicht
(l!l.l‘}'"n — ¢x + Fx . Qx (H"-*tf-}i'-. a) sein, wenn n den Grad des irreductibeln
Ausdrucks anzeigt, von dem « eine Wurzel, und Fr nach dem Modul (p,2)
irreductibel und vom mter Grade ist, ferner Q& irgend cinen Ausdruck nach
dem Modul (p, a) bedeutet.

RBeweis. Existirte obige Congruenz, so kinnte man dieselbe auch so
“schreiben cpa"iq:.t"“ —lf — Fx . Qx (mod. p. a), bedeutet aber ra cine pri-

primitive Wurzel der Congruenz 2*~' — 1 — 0 (mod. p, a), so hat man
(§.23. Zus) @t — 1= (e 14) (2= (ra)®) .o+ (v—(ra)™") (mod. p, @), und
hieraus folgt (pao)™=' — 1 == (px — (ra)) (px— (ra)?) ... ... (px—(ray’=*)

(mod. p. ). Sollte nun obige Congruenz bestehen, so miisste Fa in Bezug
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auf den Modul (p, «) ein Tkeiler einer der Ausdriicke ¢a, P — (ra),......

cp,.t:—(m.j""_‘ sein (§. 20. No. 10.). Da aber jeder dieser Ausdriicke vom ei-
nem niedrigeren Grade als dem mfen ist, so geht dies nicht an.

§. 34,

Erklirungen und Lelhrsitze. Bedentet Fx = 0 (mod. p. a) eine
einfache irreductibele Congruenz., und £ eine Wurzel der Gleichung Fax = 0,
so sollen zwei Ausdriicke von B, deren Coefficienten Ausdriicke von « sind,
nach dem Modul (p, «, 8) congruent heissen. wenn sich der eine von ihnen als
Summe des andern und eines pfachen Ausdruckes von £, dessen Cocfficienten
ebenfalls Ausdriicke von « sind, darstellen liisst,

1) Hat man also ¢8 = LB 4 pRE, wo ¢B, B, RE ganze rationale Fune-
tionen von & bedeuten, in welchen die Coefficienten Ausdriicke von o sind,
so ist ¢B congruent B in Bezug auf den Modul (p, «, 8,) und es wird geschrie-
ben werden ¢8 = B (mod. p, a, B).

2) st pB — B (mod.p,a,B), so ist Fr in Bezug auf den Modul (p,2) ein
Theiler von ¢z — .

Beweis. Da Fx nach dem Modul (p, ) irreduetibel ist. so lisst es
sich in algebraischer Bezichung gewiss nicht in zwei Factoren zerfiillen, die
ganze rationale Functionen von x und deren Coefficienten Ausdriicke von «
sind. Hieraus folgt nun iihnlich wie (§. 5. Einl.), dass Fr mit ecinem Aus-
drucke von x, dessen Coefficienten Ausdriicke von = sind, nur dann eine
Wurzel gemeinschaftlich haben kbune, wenn es algebraischer Divisor des
Ausdruckes ist. da nun aber Fx = 0, und ¢@ — Yo — pRx = 0 die Wur-
zel £ gemeinschaftlich haben, so muss Fx cin Factor von ¢a — Yo — pRx
und mithin in Bezug auf den Modul (p,«) ein Factor von ¢x — Ja sein.

3) Wenn das Product zweier Ausdriicke von £ congruent 0 nach dem Mo-
dul (p, a, B) ist, so ist einer von jenen Ausdriicken selbst nach diesem Modul
congruent ().

Beweis wic in §& 14. JVo. b.

4) Eine Function von x, deren Coefficienten Ausdriicke von £ nach dem
Modul (p, &, 8) sind, soll ein Ausdruck von x nach dem Modul (p, «, 8) heissen.
Zwei solche Ausdriicke werden einandér congruent gesetzt nach dem Modul
(p, 2,8), wenn die Coeflicienten der entsprechenden Potenzen von 2 in bei-

en nach diesem Modul congruent sind.

Susatz. Nach dieser jetzt eingefiihrten Bezeichnung kann man den
Inhalt des §. 30, folgendermassen aussprechen: Wenn 8 die Wurzel ecines
irreductibeln’ Ausdrucks vom mten Grade nach dem Modul (p, o) ist, und ¢8
bezeichnet irgend einen ‘Ausdruck von £, dessen Coefficienten Ausdriicke von
a sind, und dessen Grad in Bezug auf den Modul (p, 4, 8) kleiner als m und

grosser als 0'ist, so kann nicht scin (p8)" = ¢pf (mod. p, 2, B).

§. 32.

Bedeutet &x einen Ausdruck von a nach dem Modul (p, «, £), und denkt
man sich die Coeflicienten dieses Ausdrucks durch Division mit F3 auf ihre
Reste reducirt, (weil die Vielfachen von FB mit diesem Ausdrucke selbst
verschwinden) mithin auf lauter Ausdriicke von geringerem Grade als Fr,
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und diese Ausdriicke reduciren sich nicht siimmtlich auf Ausdriicke von a«,
indem die verschiedenen Potenzen von 5 nur in solche Ausdriicke von « mul-
tiplicirt sind. die nach dem Modul (p. %) congruent () zu setzen sind, so kann
auch der Ansdenck von x. dessen Warzeln die (p')fer Potenzen der Wurzeln
von Gr sind, nicht mit &r nach dem' Modul (p. «. 8) iibereinstimmen. Setat
man niimlich &z = ¢, « ¥ 4+ pa'~"' + iy, WO Pos iy «ve. hy Aus-
driicke nach dem Modul (p. a. ) bezeichnen, so folgt (§. 13. N 2.), dass der
Ausdrock yon x. dessen Wurzeln die (p*)ten Potenzen der Wurzeln von G
sind..nach dem Modul (p,2.8) congruent ¢,*" « &' 4= b, 72"t i ow At
sein werde. Da nun aber diejenigen unter den Coeflicienten von. &Gw. die sich
nicht auf reine Ansdriicke von a reduciven. nichi mit ihren (p7)éer Potenzen
nach dem Modul (p.=z.8) congruent sein kénnen (§ 31.), so kann auch G
nicht mit dem Ausdrucke congruent nach dem Modul (p, «, 8) sein, dessen
Wurzeln die (p7jten Potenzen seiner Wurzeln sind.

§. 33.
. . )
Lehrsatz Es kann nicht sein 87" =—= B (mod. p, . 3), wenn k cine
ganze Zahl bedeutet, die kleiner als der Grad des Ausdrucks Fx ist, von

welchem 3 eine Wurzel ist. .
Beweis. Wire 3" == £ (mod. p,'a, 8), so hiitte man wich (x—)

(2~ B (e —pB"") (=B = (a—F") (e —F"") (@ — B*1""

(x—B") (mod. p. a. 2). Da der zweite Ausdruck die (p"):‘ﬁ:l'['of.cn?.nn des
ersten enthiilt, so miisste (§. 32.) die Coefficienten von (x—8) (2 —2") .,..

€r—c

g """y sich auf reine Ausdriicke von « reduciren.  Im Uebrigen folgt
nun der Beweis wie im (§. 17.). a

§. 4.

Lehrsaitz, Ist Fx = 0 (mod. p, o) ecine einfache irreductibele Con-
aruenz vom Grade m, deren Coefficienten im Allgemeinen zum Modul (p, «)
;l,','i?hiil'l'“'.' und B eine Wurzel von Fr, so ist stets

Fr = (2—B) (z—F ) e—F" "o narin (@=F" ") .(mod. Py #y.2)
und £¢7"=! == 1 (mod. p, «. ).

Beweis. Da die Coellicicnten von Fr Aunsdriicke von « sindi so sol-
len sie mit ¢ @y psas ... ¢ e bezeichnet werden.  Es is mithin Fr = x*
4 Pa . A" paa T e Ll A Aus (§ 13, Av) folgt nun, dass
derjenige Ausdruck, welcher die p»* Potenzen der Wurzeln von Fr enthiilt,
wo k irgend eine ganze Zahl bedeutef, nach' dem Modul (p a) congruent
R (‘Plgﬂa-""_l.n-; + (4,195-,.-"“.,;"“‘_' -+ (tp,lla-)r"" und daher aus (§.19.),
dass dieser  Ausdruck mach demselben Modul congruent " 4 ¢,a . 27!
4 aa s aTt + ¢"z sein werde.  Hieraus folgt nun F{’Sﬂhj =]
(mod. p.a. ). Tm Uebrigen wird der Beweis mit Hinzuziehung der (§: 31,.§. 33.)
ganz ihnlich wie i § 18. gefiihrt.

Susatz Ist fv = 0 (mod. p, «) eine einfache irreductibele Congruenz
vom Grade n., in welcher aber die Coeflicienten ebenfalls. Ausdriicke: von «
gind. aber ganzen reellen Zahlen nach dem Modul (p,«) congruent gesetzt
werden kiinnen, so_ ist ¥
Sr = (@=a)(@—a?) .. (x— """ )(mod.p, ») und &*'~* — 1 =10 (mod.p, ).

Den
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Der Beweis kann durchans wie in § 18. gefithrt werden, welches da-
rauf beruht, dass die Siitze, welche sich auf reelle ganze Zahlen als Coeffi-
cienten nach dem Modul p beziehen, natiirlich auch unmittelbar fiir den Mo-
dul (p,a) gelten,

§.‘ aﬁl

Die¢ Sitze iiber die Moduln von der Form Modul (p, o, 8) hitten noch
vollstindiger aufgeziihlt und auch noch anf zusammengesetztere Moduln hin-
iibergefiihrt werden konnen, dech scheint es, dass der Gang wie die Resul-
tate solcher Untersuchung klar genug vorligen, so dass man sich der weitern
Ausfithrung iitberheben kann.

Wir wenden uns daher zn dem Theile der Untersuchung., welcher sich
mit dem Beweise der Existenz irreductibeler Congruenzen jeden Grades nach
dem Modul p, und mit der Anzahl soleher Congruenzen beschiltigt.

§. 36.

Lelrsatz. 1st fo = 0 (mod. p) eine irreductibele cinfache Congruenz
vom nfen Grade, so wird der Ausdruck, welcher die (p"—1)ter Potenzen der
Wurzeln von fr enthilt nach dem Modul p congruent (x—1)". Setzt man
ferner n, sei eine ganze Zahl und kleiner als n, und den Ausdruck, welcher
die (P" —1)er Potenzen der Wurzeln von f;r: enthiilt gleich dw, so kann nicht
d(1l) congruent 0 nach dem Modul p sein.

Reweis. Bezeichnet « irgend eine Wurzel von fir, so folgt ans §. 18.,
dass man stets fiir jede dieser Wurzeln werde eine ‘Gleichuug von der Form
"' = 1 4 pRe, wo Ra einen bestimmten Auuﬂl'_uck YOI o lm_zciullmrrt, auf-
stellen konnen, Bezeichnet man nun die iibrigen Wurzeln von /o mit ., a,,
sty y 80 folgt (@—a? ) (@—a T (2 —au," ) = (e —1 — pRa)
(e —1—pRz) .c.. (x — 1 — pRa,_,).  Dieser letzte Ausdruck ist aber
offenbar == (x — 1)° (mod. p, «), wodurch der erste Theil des Satzes be-
wiesan ist. :

Wollte man nun annchmen d(1) wire = 0 (mﬂtf-p), so miisste dx in
Bezug auf den Modul p den Divisor v — 1 haben. - Da nun (§. 1‘.7’.'.} dre
die Potenz eines irreductibelen Ausdruckes sein muss, so wiirde folgen

dr — (x—1)" (mod. p). Es ist aber de = lf.-'f-—a.”‘t_') D(x,a), wo D (x,a)

ﬂ' A
den Quotienten angiebt, den man erhilt, wenn man de durch x— 22 =! di-
vidirt, und dessen Coefficienten mithin Ausdriicke von o« sind. Man erhilt

mithin (x — 1) = .t-—u,’"l-’) D(x, «) (mod. p, «). Hiernach miissté aber of-

fenbarw — 1 — 2 — aof —! (mod. f;, a) und 1 — o = (mod. p, &) secin, wel-

ches aber (§. 17.) nicht angeht, weil n, = n ist. .

Zusalz Enthilt irgend ein Ausdruck in Bezug auf den Modul p,

cinen irreductibelen Divisor vom Grade m. und bezeichnet man den Ausdrurﬁ,

welcher die (p* - 1)tes Potenzen der Wurzeln jenes Ausdruckes zu seinen

Wurzeln enthiillt mit dr. so wird de offenbar den Factor (x—1)" in Bezug

aul den Modul p enthalten, und demnach muss dann d(1) =— 1 (med. p) sein.

Wird nun aber d(1) nicht frither = 0 (mod. p) als indem n, = n ist, so ist
5




nothwendig der in Betracht gezogene Ausdruck irreductibel. ©Oder man er-
hiilt folgenden Lehrsatz: :

§. 3’. -
Lehrsatz Ist der Ausdruck fx von der Beschaffenheit, dass diejeni-
gen Ansdriicke von x, deren Wurzeln die (p" —1)fen Potenzen der Wurzeln
von fu sind, nicht nach dem Modul p congruent 0 werden, wenn man in ih-

nen statt ax, 1 setzt, so lange n, < =n ist, so ist fir in' Bezug auf den Mo-
dul p irreductibel.

§. 38. :

Lehrsatz. Ist Fx ein cinfacher irreductibeler Ausdruck nach dem
Modul (p,«) vom &Grade m, und ist « die Wurzel eines irreductibelen Aus-
drucks vom Grade n nach dem Modul p, so ist der Avsdruck, dessen Wur-
zeln die (p™ — 1)ten Potenzen der Wurzeln von Fx sind, congruent (a—1)"
(mod. p, ). 3

Der Beweis folgt dihnlich wie im (§. 36.), doch hier mit Hinzuziehung
des (§ 34.) statt des (§. 18.). Auf ilmlichem Wege wie vorher folgt nun
auch der folgende Lehrsatz.

§. 39.

Lehrsats. Ist der Ausdruck Fr von der Beschaffenheit, dass dieje-
nigen Ausdriicke von a, die (p"*"—1)ten Potenzen der Wurzeln von Far sind,
nicht nach dem Modul (p,2) congruent 0 werden, wenn man in ihnen statt x,

1 setzt, so lange m, == m oder als der Grad von Fx ist, so muss Fz in Be-
zug aul den Modul (p, «) irreductibel sein.

§. 40.

Lehrsatz. Ist m cin Theiler von p — 1 und g eine primitive Wur-
zel der Congruenz a—" — 1 = 0 (mod.p), ferner k relative Primzahl zu m,
s0 ist a” — g* = 0 (mod. p) eine irreductibele Congruenz.

Beweis. Da m ein Theiler von p — 1 ist, so wird die Congruenz
" — 1 == 0 (mod. p) mreelle Wurzeln haben, nennt man diese 5,72, c.0. Y
so wird der Ausdruck, dessen Wurzeln die (p?— 1)fen Potenzen der Wurzeln
von x" — g* sind, nach dem NModul p dem ['of renden Ausdruck congruent sein :

(e =G 78)" ) o= (3 V2)7) (2= (y.72)"") .

Da aber offenbar jeder Werth von v zur (p? — l)ten Potenz erhoben = 1

P':’—' i
. -?l_
(mod. p), so wird der Ausdruck die einfachere Gestalt annehmen (_;--3 ( 2! )) o

Pl
sollte dieser nun fiir * = 1 congruent 0 (mod. p) werden, so miisste g ( an )

=— 1 (meod.p) sein. Es ist aber k(“m;l) — 3 P;t' l) Pt p—2 .

.o+ 1} und da p = 1 (mod.p —1) ist, so ist k P—;—]{p"’+p"’ +...41)
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—1
= kp_m_ . g (mod. p—1). Da aber k relative Primzahl zu m ist, so kann

k.a-'?l—l .q nur dann = 0 (mod. p—1) werden, wenn g den Factor m ent-

=1

hilt. So lange also g einen kleinern Werth als m hat, kanm g *~ ™ nicht

= 1 (mod. p), und mithin der Ausdruck, dessen Wurzeln die (pf— 1)ten Po-
tenzen der Wurzeln von 2” — g* sind, nicht, wenn man in ihm = = 1 setzt
= () (mod. p) werden. Demmach ist nun (§. 37.) 2 — g nach dem Modul p
irreductibel.

§. 4a1.

Lehrsats Tst re eine primitive Wurzel der Congruenz 27"~ —1=0
(mod.p, 2) und m ein Theiler von p* — 1, ferner & relative Primzahl zu 7
80 ist 2" — (ra)’ ein irreductibeler Ausdruck nach dem Modul (p, a).

Beweis. Da m ein Theiler von p* — 1 ist, so wird die Congruenz
7 — 1 (mod. p, o) m Reste nach dem Modul (p.2) zu Wurzeln haben. Nennt
man diese oy, Y34 «+. Y., 50 wird der Aunsdruck, welchen die (p** — I)ten Po-
tenzen der Wurzeln von 2™ — (ra)* als Wurzeln enthilt, nach dem Modul
(p, =) congruent

(J: — (T: Vrat )PWH) ( — ('}"1 Vra' )P"L’) (.:: s ('{m;’?;-‘ )P"‘T—I)

werden, Da aber p* — 1 den Factor p> — 1 enthilt, so wird jeder Werth
von vy zar (p”—1)fen Potenz congruent 1 (mod.p, a) werden. Der Ausdruck

P-l;r_.] m

geht also in den einfacheren (.'u:—-(m.} & ) iiber. Sollte dieser Ausdruck

nach dem Modul (p, &) congruent 0 werden, wenn x# — 1 ist, so miisste
P L

(ra) * =1 (mod.p, ) werden. Dies kann aber nur geschehen, wenn

p—1 Pn?_l_ =l w1
m =K L -

4+ p"=? 4 .... 4 1}, nnd da p* = 1 (mod.p"—1) ist, so ist
L ; - (p~ " ptr P ] =F. !:—ll g (mod. p*—1) .

k. ein Vielfaches von p*—1 ist. Es ist aber k.

Dieser Ausdruck kann aber, da k zu m relative Primzahl ist, nur dann con-
grueut 0 (mod. p"—1) werden, wenn ¢ den Factor m enthilt. So lange also
q einen kleinern Werth als m hat, kann der Ausdruck, dessen Wurzeln die
(p""—1)ten Potenzen der, Wurzeln von a™ -— (ra) enthdlt, nicht fiir 2 = 1
nach dem Modul (p,2) congruent 0 werden, und mithin ist #° — (ra)’ nach
dem Modul (p, «) irreductibel (§. 39.),

§. a=.

Lehrsatz. Bedeutet Fla,a)irgend einen irreductibelen Ausdruck vom mten
Grade nach dem Modul (p, «), in welchem der Coefficient irgend einer Potenz von

a, der Congruenz a* el — 0 (mod. p, &) nur geniigt. wenn nlsflcm n oder
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cinem Vielfachen dieser Zahl gleich wird. so ist (e, a) « Fle, «7) - Fle,ar®)
eov. Fle.a”™") ein Ausdruck, dessen Coefficienten nach dem Modul (p, a)
ganzen reellen Zahlen congruent zu setzen ist, und der, wenn dies gesche-
hen, nach dem Modul p ein irreduetibeler Ausdruck vom (m.m)ten Grade ist.

Beweis. Ist a eine Wuarzel von fir = 0 (mod.p), so ist fo = (x—a)
(x—2) <. (J'—a."“h'_) (mod. p.a) (§ 18.). Nennt man nun die Wurzeln von
Jxy thy s yy v ees du_iy S0 folgt, dass (e—a)(x—ay) (@ —aq). ... (®—a,y)
= (a—ua)(x—a") (@ —a”""") (mod. p, a). Da sich aber jede symmetrische -
Function von a, «’, @’ , ... 2" ' als ganze in ganzen Zahlen ausgedriickie
Function der Coeflicienten von (v —a){v—a’).cveo. (@ — a2 ) ansehen lisst
(§. 2 Einl), und da diese Coeflicienten selbst ganzen reellen Zahlen , nimlich
den Coeflicienten von fx nach dem Modul (p, ) congruent zu setzen sind, so
folgt, dass iiberhaupt alle symmetrischen Fuanetionen von o, o, m.".", 3 m aEst
nach dem Modul (p.a) reellen ganzen Zahlen congruent zu setzen sind. Of-
fenbar sind aber die Coeflicienten von F(x, o) F(r, a7) Fa, @) v oo Py oY)
symmetrische Functionen von o, o/, :1.*"1, vo. & " und mithin nach dem Mo-
dul (p,«) ganzen reellen Zahlen congruent zu setzen.

Es soll nun zuniichst gezeigt werden, dass simmtliche Ausdriicke

! - 1 g 7 g : i
Flaya)y Floyar), « oo Fla,o™ ) verschiedene irreduetibele “Ausdriicke nach
dem Modul (p,2) sind. Verschieden sind aber zwei solche Ausdriicke schon,
wenn in ihnen zwei entsprechende Cocflicienten nach dem Modul (p, z) nicht

congruent sind. Da F(x,z) mindestens einen Coefficienten enthalten soll, wel-
5 3 :
cher der Congruenz a7 —? — 1 == 0 (mod. p, &) nur geniigt, wenn n, gleich n
oder einem - Vielfachen dieser Zahl gleich wird, so mag ein solcher durch ¢a
bezeichnet werden. Nun werden aber die dem ¢pa entsprechenden Coefficien-
. 1 3 —1
ten in F(_r__:ef), Flx, o/ )1'“ F(x, 2 ) nach dem Modul (p, 2) congruent
[ - . s 3
(pa)r, (pa) 5 .on. (Ppa) sein. DDa aber diese Ausdriicke (§ 17.) nach dem
Modul (p, 2) verschieden sind, so sind auch simmmitliche Ausdriicke F(a, ),
CE | - ® . "
Fle,a)y oo. Fa,a ) nach diesem Modul verschieden, Wiire nun einer
. 1 i : :
dicser Ausdriicke Fix.2"), wo k eine der Zahlen 2, 3, ... n— 1 hedeutet,
. A = 3
nicht nach dem Modul (p. «) irreductibel, se setze man Fla, o) = (x, a)
Ly, &) (mod. p.2), wo [/x.a) und Ly (x.e) Ausdriicke von x nach dem Mo-
dul (p, 2) bedeuten. Setzt man nun in diesc. Congruenz statt o, den Aus:
L - & & = - - -
druck «*" . so muss sie in eine andere aber in sich richtige Congruenz iiber-
_. ANl e " n—k —i ;
gehen, *) man erhiilt mithin Fle, a™) = Ly 7 ) (") (mod.p,a), und

e

*y Anmerkung. TRl man niimlich zwei Ausdriicke von «, die nach dem Modul (p,2)
eongruent sind, so bleiben sie congruent wenn man in ihnen stalt « eine (pr)te Polenz von
« setzt, wo m irgend eine ganze Zahl hedentet, oder wenn da— L (mod. p, 2) ist, so ist aueh
$(2r" ) =L (2" ) (mod p, ). Es ist niimlich im §.19. erwicsen worden, dass (pa)r”™ = ¢ (")
(mad. py«) ist, und da ans obiger Congruenz offenbar (pe)r” = (La)r™ (mad p, =) folgi, so
muss aneh #le” ) = L{2r") sein.  Bedeuten nun A(r, 2) und B(rz) zwei naeh dem Mao-
dul (p, «) {-(!ugﬂmnte :-lhsclrl’u"k{.‘ von x, s0 muss auech A(:._a."m) — Bﬁ.r.w‘")ﬁmud.g.@ sein,
weil sich die Coeflicienten beider Ausdriicke nur darin geiindert haben, dass in ilinen
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mithin da o = a (mod. ps 2), und daher auch F(x, «”") = F(a, «) (mod. p, «)
ist, Fa,a) = Yo, ") - dy(aar”™") (mod. p: &), welches gegen die vor-
ausgesetzte Irreductibilitit von F(r, a) streitet. Bs ist mithin auch F(a, ')
irreductibel. Wollte man nun voraussetzen F(e, ) F(x,a’) ... . Pl ") wiire
nach dem Modul p nicht irreductibel, so setze man

Flx,a) Flx,a") oo Fla, a."'_’) == -'t”""\LP‘": (mod. p, «) ,
wo Le und ), x zwei Ausdriicke von & anzeigen, in deren Coefficienten «
nicht eintritt. Da nun die linke Seite dieser Congruenz nur aus irreductibe-
len Ausdriicken besteht, so ist es nothwendig, dass das Product einer gewis-
sen Anzahl dieser Ausdriicke dem Ja nach dem Modul (p. 2) congruent werde.
Es sei nun -J,.:: = s + @a! e A, WO Gy, B ... 0, EANZE
Zallen bedeuten, und jene Factoren seiem Fla,e), I"(tr_.mf'-“""r_}, Fa,ar g A

so hitte man F(a,") Fle, "y Flae, o) . — a0’ + a0’ 4 ... 0

(mod. p, 2). In der Entwickelung des Products kann man simmiliche Coefii-

3

cienten als Ausdriicke von & ansehen, bezeichnet man sie nach der Reihe
mit ¢y(2") ¢ (@), ... (o), so hiitte. man folgende Congruenzen

s e l.bufﬂ-”y) — 0 (mod. p,a) a, —¢ (" = O0(mod.p,a), «cott,— (p.(sc'“'“) ==

(mod. p. ). Es ist aber offenbar a, — (™) = (@, — ¢} (mod. p, a)
und daher auch a, —¢p,a =— 0 (mod.p,a). und mithin a, = ¢, (mod. p. =),
~und auf gleiche Weise erhilt man o, — ¢z (mod. p, 2) . . . a, — P.a
(mod. p, 2). Bedeutet nun k die kleinste Zahl, welche nieht in p, p 4 v,
w 4 » = p ete. enthalten ist, so erhilt man (a,)" = (l]b“a:.}"l (mod. p, «) und
daher a, — :p..{af‘) (mod. p, ) und auf gleiche Weise 0, = (,b.(mfjj(nwd.p,a)
Vv @, — tp,{a."‘} und daher anch aus der oben angenommenen €Congruenz
3 Fedger Jetr—o
(Vergl. die Anmerkung) die folgende Flaolf ) F ol ) Flea” )y A,
3 (3 k

o <p..{s:,‘u ) .1:’—|—(P,(a.P } x'=! +...Ep,uP (mod. p, &). Setzt man in den letz-
ten Ausdruck die den Coefficienten congruenten Werthe a,, a;, a., . .. .,
so findet man die Congruenz

I‘”{.l', w.l-""} F(J:’G.F“-—"'?) F(L,mpﬁ"f""'p} ip: )

o R
Fadd )

e

k.
ver = Flryl ) Flal
e

(mod. p, ). Iiernach miisste aber I"ga:,d.p) mit einem der Factoren F{x,uP)

statt =, 22" eschriehen worden ist. Hierbei sind also die enfsprechenden Coefficienfen naekh
dem Modul (p, =) wieder congruent geworden, und es ist demnaeh eine neue richtige Con-

gruenz oder A(x, «#" — B(x,2r™) (mod p. =) hervorgegangen. Man kann auch umgekehrt
schliessen, wenn $(2"") =— L(2") (mod p, x) ist, so muss auch g =— Lo (mod. p, =) sein.
Da niimlich $(2r™) — L") = (pa)}” — (p)” = (pa — $2)#" (nod. p, @) 1st, und
mithin ¢z — da mit $(=#") — L") nach dem Modul (p, =) congruent 0 werden muss, so
muss auch, po =— Lo (mod p, «) sein. Bedeutet nun m, irgend eine andete ganze Zahl, so
muss daher aoch nach - dem Obigen 5&(#'"[)2\4{(&."”') (mod. p, «) sein, wenn (= )
= L(ar") (mod p, ) ist.  Auf dhnliche Weise wie oben folgt nun ferner, dass wenn

A(e") == B(x,w™) (nod.p,a) ist, auch A(xwr ) == B(z,a¢ ') sein wird.
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Lt i ~f=pfe,

Firal ) Fa,ul )' efe. congruent sein, da dies aber nach dem Vorher-
gehenden nicht méglich ist, so entsteht ein Widerspruch, der nur dadurch
zehoben werden kann, dass der Ansdruck Flxe) Flv,a?) Flaw')... Flae™")
nach dem Modul p irreductibel wird, '

§. 43.

Lehrsalz, edentet G = 0 (mod. p) eine irreductibele Congruenz
vom (m.n)ter Grade, wo m und n ganze Zahlen bedenten, und 2 eine Wurzel
der Gleichung &x = 0, ferner ra eine primitive Wurznl der Congruenz

P-rn_l
2" " — 1 = 0 (mod.p, «), und setzt man {'m.)-”m_l = fa, so ist (¥ — fa)
(e —(la)?) (x—(fa)y” ) e¢in Ausdrock, dessen Coellicienten nach dem
Modul (p, 2) ganzen recllen Zahlen congruent werden, und der, wenn man
diese Zahlen statt jener Coellicienten subsiituirt, nach dem Modul p irre-
ductibel ist.

Beweis. Da ()"~ = (ra)" ' (mod.p, «) ist, so folgt (§. 18.)
ta’" ! = 1 (mod.p, a)” = (ta) (mod.p, 2). Entwickelte man nun einen Ans-
druck, dessen Wurzeln die pter Potenzen der Wurzeln von (o —(ta)?) ... ..
(.r__(fq,jpm_]) sind, so folgt, dass derselbe mit (x—{a) (v—(fa)?)... (x—(la)* )
nach. dem Modul (p, 2) congruent sein werde. Andrerseits weiss man aber,
dass die Coefficienten des Ausdruckes, dessen Wurzeln die pfen Potenzen der
Wurzeln jenes Ausdruckes sind, den pfen Potenzen der enfsprechenden Coef-
ficienten desselben congruent sein werde (§. 13. JYo. 2.).  Setzt man nun
(@ — ta) (e —(la)") (x— (1)) = a” Pra e &7 - o ™t
v+ = o, so folgt, dass (p,a) == ¢,2 (mod. p, «) sei. Bezeichnei aber g
eine primitive Wurzel von der Congruenz »=' — 1 = 0 (med. p), so folgt,
da nach obiger Congruenz ¢ a(p,22~'—1) == 0 (mod. p, «) ist, dass ¢, u
(pra—g) (Ppra—8") «.o: (Ppra—g""!) == 0 (mod.p. a) sein miisse. Es muss
mithin ¢, « einer der Zahlen 0, g, g%, . . . = nach dem Modul (p,a) con-
gruent werden. Ebenso kann man zeigen, dass jeder der folgenden Coeffi-
cienien ciner dieser Zahlen econgruent werden miisse. Um nun den andern
Theil des Satzes zu zeigen, bemerke man zuerst, dass fa, (fa)?, (.!nr.‘)"’:l s e e
(m}'"_" simmtlich primitive Wurzeln der Congruenz &*"—!' — 1 —— 0(mod.p,a)

=l
scin werden. Da namlich fa gleich (ra)? iy ist, und rz primitive Wurzel
von & ' — 1 = 0 (mod.p, «) ist, so muss fx offenbar primitive Wurzel
der Congruenz =V — 1 = 0 (mod. p, «) sein.  Die iibrigen Ausdriicke
(la)ty ey 750 (t2y™"' miissen nun primitive Wurzeln derselben Congruenz
sein, weil p, p*, . . . p"7! relalive Primzahlen zu p* — 1 sind. Wollte man
nun_annehmen (x — fa) (x— ()Y (e —(12)’) «ous (2— (ta)” ") hiitte nach dem
Modul p irgend ecinen irreductibeln Factor vom Grade m', wo m' — m ist,
so miisste der Ausdruck, dessen Wurzeln die (p™' — 1L)ten Potenzen der Wur-
zeln von (2 —fa)(x—(fa)) .... (x—(ay™ ") sind, fir 2 = 1 congruent 0
(mod. p) werden (§. 36. Sus.). Setzt man also p™* — 1 = ¢, so miisste
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(L — () ) (L —(2)®) ievi (L= (Y *""") = 0 (miod. P, &) sein, ‘Es miissie
mithin einer der Factoren auf der linken Seite — 0 (mod. ps ). werden. Be-
zeichnet nun % einen der Werthe 0, 1, 2. . | | m—1., so miisste ein Aus-
dauck von der Form 1 — (tw) " = 0 (mod. p, «) werden. Da aber (fz)*" cine
primitive Wurzel der Congruenz a*™—' — 1 = 0 (mod. py @) ist, so kann,
indem ¢ = p™* — 1, und p™* — 1 kleiner als p” — 1 ist, diese Congruenz
nicht Statt finden, und der obige Ausdruck muss daher irreductibel sein.

Susatz. Wenn also in Bezug auf den Modul p eine irreductibele Con-
gruenz vom Grade m . n existirt, so kann man in Bezug auf denselben Mo-
dul auch eine irreductibele Congruenz vom Grade m und eben so vom Grade
n aufstellen. ?

§. 44.

Lelrsats. Es giebt irreductibele Congruenzen jeden Grades nach
deml Modul p, wenn p eine Primzahl ist.

Beweis. Es soll zuerst bewiesen werden, dass es irreductibele Con-
gruenzen solcher Grade gebe, die Potenzen von p sind.
~ Um nun zu beweisen, dass es irreductibele Congruenzen vom Grede p
: it — 1
gebe, setze man p* = p,, und es wird behauptet, dass — in lan-

ar—l— 1]
ter irreductibele Factoren vom Grade gn zerfillt werden kionne. Setzt man
[

ndmlich voraus. der Ausdruck habe in 1
o1

—1
j RS | = f& Qx -+ pRe ist, wo Qx und Rax Ausdriicke

zug auf den Modul p den Factor fe,
so dass also ——
von x bedeuten, so folgt leicht aus dieser Gleichung, dass, wenn « eine Wur-
zel von fx ist, a—!' — 1 == 0 (mod. p. a) sein werde. Hiernach kann also der
Grad von fx nicht grosser als p, oder als p* sein. (§ 17.). Wiire nun J=
vom Grade n, so wiire anch a*~' — 1= 0 (mod. p. ) (§. 18.). Hieraus folgt
nun leicht, dass, wenn & der grisste gemeinschafttliche Theiler von p» — 1
und p* — 1 ist, auch a* = 1 (mod. p. «) sein miisse. Da aber p umf n nur
den Factor p oder 1 gemeinschaftlich haben Lkénnen, so muss der grisste ge-
meinschaftliche Theiler von p* — 1 und p* — 1 eniweder p"— 1 oder p — 1
sein (Vergl. diec Anmerkung zom §. 48.). HKann der zweite Fall nicht Statt
finden, so muss der ersteé in Erfiilllung gehen, d. h. p» — 1 muss den Factor
p’ — 1 in sich schliessen, woraus dann folgt, dass n = p sein muss. Fiinde
nun aber der zweite Fall Statt, so hiitte man o' — 1 = 0 (mod. ps «) und
—1 oy,

mithin n = 1, es miisste mithin der Ausdruck r;a:"'——‘—:_]_ irgend einen Factor
vom lfer Grade haben, oder fiir irgend einen Zahlwerth von x congruent 0
(mod. p) werden. Es ist aber p, — 1 = PF—1=p—Dp@E ' 4p—2+...
1) oder wenn man p*~% S p~% .., 4 1 — s setzt so ist rm—1
= (p —1)s und mithin

m‘pz—l Al ’- mly—lll’_l -
T T 1 = e e el gl led) L e A

Setzt man hier fiir » irgend einen Zahlwerth, so wird der Ausdrack con-
gruent ¢ (mod. p), da jedes Glied in ihm congruent. 1 wird. = Es ist aber




ar—t—1
offenbar s = 1 (mod. p), nnd T.TH—TT__I_ kann mithin keinen Factor vom Ifen

Grade enthalten, und muss mithin in lanter Factoren vom Grade p zerfallen.

Auf #hnlichem Wege kann nun sogleich gezeigt werden, dass es irre-
ductibele Congruenzen vom Grade p* und iiherhaupt von jedem Grade gebe,
der einer Potenz von p gleich ist. Es wird geniigen, dies noch einmal kurz
fiir den Grad von p? durchzufihren. Man setze also p* = p,, P =pi, 50

ot —1 . 3
wird behauptet, dass der Ausdruck ST L, A irreductibele Factoren vom
Grade p* in si¢ch schliessen konne. Setzt man ndmlich voraus, fx wiire ein
Factor dieses Ausdrucks, und « cine Wurzel von fx, so erhielte man wieder
ara=t — 1 == 0 (mod. p.2). Da nun p, =p"2, so kann der Grad von fr
diese Zahl nicht iiberschreiten. Ist nun fx vom Grade n, so hat man auch
o=t — 1 = 0 (mod.p,a). Bedeutet ferner k den grissten gemeinschaftli-
chen Theiler zwischen n und p*, so ist auch p* — 1 der griosste gemein-
schaftliche Theiler :_m'ischf:n p"z — 1 und pr — 1 (Vergl. d. Anm. zum §. 45.)
and mithin auch 2= — 1 = 0 (mod. p, «). und hiernach muss k mit a zu-
sammenfallen (§. 17.), d. h. es muss n ein Theiler von p? sein.. Wenn mithin
der Grad von fx nicht p* sein sollte, so miisste er 1 oder p sein. In beiden
‘Fillen miisste o oder dic Wurzel von fx der Congruenz geniigen 2"t~ — 1
— ) (mod. p, &), Wird also nachgewiesen, dass a dieser Congruenz nicht ge-
niigt, soist f vom Grade p*. Bs ist aber p; — l=p’ —1L=(p,—D
(P 4p i Aeee4-1). Setzt man wieder p /="' 4+ p /"7 .4 1 =3,
afa ! =1 afi— ] .
7 e T et A OO o

Setzt man mithin in diesen Ausdruck statt a einen Worth'ia s cwetehin don
Congruens afi—t — 1 = 0 (mod. p, s) geniigl, so wird derselbe offenbar nach
dem Modul (p, «) congruent s, und da s congruent 1 ist, so wird er offenbar
ataTl

=1 (mod-p, &) =TT kann mithin keinen Factor vom Grade 1 oder
vom Grade p haben, und muss mithin lauter irreductibele Factoten vom Grade
p* in sich schliessen.

Setzt man p*" = p, und P"'_i = p._1, so kann man auf gleiche Weise
! —
a1t —1
sammengesetzt sei.

zeigen, dass aus lauter irreductibelen Factoren vom Grade p* zu-

Man setze nun voraus. der Satz sei fiir alle Grade bewiesen, die klei-
per als Ip* sind, wo [ eine Zahl andeutet. die nicht durch p aufgeht, und er
colle anch fiic den Grad /p* bewiesen werden, so setze man l=a* bf . .,
wo @y by e5.. Primzalilen bedeuten, und a1Vl e=l (a—1D(B—1)
(c=1) .+ = A, so ist offenbar 4 =1 und es wird daher irreductibele Con-
gruenzen vom Grade p2d geben. Man setze nun, « sei eine Wurzel solcher

Congruenz, mache P = pP"A, und bestimme rxz als primitive Wurzel der
¥,

(ongruenz & —lL 1 =0 (med p, «), so wird die Congruenz z' — ra,
g P &

irre-
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irreductibel sein, weil I ein Theiler vou P — 1 oder von p“ P — 1 ist; wo-
von man sich leicht iiberzeugt, wenn man fiir 4 seinen Werth o*—1 351
o=l fe—1) (b=1)(c—1) .. setzt.*) (§. 41.). Bildet man nun das Product

(&' —ra) (x'—(ray) (' — (l‘nr._}"g) sl (2 —(rﬂ)f’PuA_l) 3

so ist dies ein irreductibeler Ausdroek vom Grade 7. A4 . 7 (§ 42.). Da nun
[p* ein Factor dieser Zahl ist, so muss es auch irreductibele Congruenzen
vom Grade Ip” geben (§. 43.), wemn es irreductibele Congruenzen jeden Gra-
des giebt, der klciner als Ip® ist. =

Da es nun nach jeder Primzahl irreductibele Congruenzen des 1ten Gra-
des giebt, so folgt jetzt leicht, dass es nach jeder Primzahl irreductibele
Congruenzenw jeden Grades gebe.

§. 45,

Bedeuntet ¢pa einen Ausdruck von «, und n, die kleinste Zahl, welche
der Congruenz T T (p.«) geniigt, so gehoren die Coefficienten
des Ausdrucks (x— da) (v — (")) (2 —Pp(a? ) -+ (x— ¢:r.'a.»’l'_.l)) simmitlich zum
Modul p, sind also mach dem Modal (p, «) ganzen reellen Zahlen congruent
zn setzen, und der Ausdruck (x—¢p(a)) (x—P(a?)) ... {.r—-gb(a.’n‘ml_}} IUSS ,
wenn dies geschehen, nach dem Modul p irreductibel sein.

Die. erste Aussage ergiebt sich aus §. 16., weil man leicht ableitet,
dass der Ausdruck, dessen Wurzeln die pten Potenzen der Wurzeln von

(x—da) (x — Pp(a”)) - .. (z—cp(a?.'_l)) diesem Ausdruck nach dem Modul (p,a)
congruent ist. Die zweite Aussage folgt aus der Annahme, dass =a, die
kleinste Zahl sei, welche der Congruenz P S | = 0 (mod. p,a) geniigt,
dass mithin der Ausdruck fiir die (p®—1)ten Potenzen der Waurzeln von
mp=—1
(r—id(a)) (e —d(2")) +..0 (2—Pp(a” )), wenn man statt x den Werth 1 setzt,
+ micht = 0 (meod. p, z) werden kann, so lange m < =n, ist (§ 37.). Aus § 12
3 n =1
folgt iibrigens, dass n, oder der Grad von (r—(a)) (@—P(2")) s .. (2—p(a” )

ein Theiler von n oder von der Zahl scin miisse, welche den Grad des irre-
ductibeln Ausdrucks von a angiebt, von dem a eine Wurzel ist, Bedeutet

nun o einen Ausdruck, der keinem der Ausdriicke ¢(a), ¢p(a”), .. .. :p(a.*’"'_l)

congruent ist, und m, die kleinste Zahl, welche der €ongruenz (Ju) o T
m

= 0 (mod. p, a) geniigt, so wird auch (x—la) (x—Ua")) ... (e—Y(ar = —1))

ein zum 111431’11“1 P gellﬁ’riger irreductibeler Ausdruck von x sein, der aber von

ny—1 - . ) {
(#—da) (x—Pp(a”)) o« . . (€—ep(ar ) nach diesem Modul verschieden sein
nmss?wcil nﬂtrﬂlar beide Ausdriicke nach dem Modul (p, «) verschieden sind,
da sie in Bezug auf diesen Modul aus verschiedenen Factoren zZusammenge-
setzt sind. — Alle Ausdriicke von x, die auf dhnliche Weise wie (x—¢a)

(x—Pp(a)) voen. (@— ¢-(¢.’x'"—l}} gebildet sind, miissen nun in Bezug auf den

") Siche Disquisitiones arithmeticae §. 92. Pg. 90.




Wodul p Divisoren von a”=' — 1 sein. Da niimlich simmtliche Wurzeln von

(x—p(a)) (e —P(a)) - ... (m—-nﬁ:—(m*’nl_l)) unter einander verschieden sind, und
zugleich der Congruenz a*'~' — 1= 0 (mod. p, 2) geniigen, so folgt, dass
™! — 1 iu Bezug auf den Modul (p,«) den Factor {x— ¢(a))(x— (")) ..
{J—I;I(d."”l l)) haben werde (§.20. Mo 9.). Setzt man nun (@ —¢a) (@ —p(a”)
oty aiezenlad —cp(u;'-_l)} — 2" e T+ a.;ir"'_"" +:...a, + pF(x,a), wo
a,, @y, «...a, ganze Zahlen und F(v,2) einen zum Modul (p, 2) ge L=
gen Ausdruck von x darstellt, so miissen die Normen von 2'' - ax’
oy ﬂl.r"'_l 4 ... 4+ a, + pF(x,2) und von e ﬂl.‘r."_l 4+ a.x"t
+ ... a, in Bezug auf 2»"~' — 1 offenbar nach dem Modul (p, ) congruent
sein: da der erste Ausdruck ein Divisor von a7 —! — 1 ist, so miissen diese
Normen in Bezug aufl den Modul (p, 2) congruent 0 werden. Offenbar ist
aber die Norin von & ° = n,.n"“'_l ~+ ‘rr._.:r"'_g 4 i a, in Bezug auf
2"t — 1 eine ganze Zahl, soll diese naclt dem Modul (p.a) congruent 0 sein,
s0 muss sie auch nach dem Modul p congruent 0 sein, wird aber diese Norm
congruent 0, so ist auch (§. 11.) der irreductibele Ausdruck xt 4 a,.t"’_l
-+ a.;,-l.-""_z ~+ ... a, in Bnzug auf den Modul p cin Factor von artmlial g
Da nun die simmtlichen p" — 1 Ausdriicke von «, die. nicht congruent 0
(mod. p, ) zu seizen sind, die siimmtlichen Wurzeln von "' — 1 sind. so
folgt, dass sich immer n, dieser Wurzeln, wo #, cin Factor von n ist, in
cinem zu dem Modul p gehorigen irreductibelen Ausdruck von x vercinigen.
Es kann mithin 2*"=' — 1 nnr solche irreductibele Ausdriicke von a zu Faeto-
ren nach dem Modul p haben, deren Grad in n aufgeht. Auf der andern
Seite kann man behaupten; dass alle irreductibeln einfachen Ausdriicke von a,
deren Girad in n aufgeht, Factoren von a"=' — 1 in Bezug auf den Wodul p
sind. Setzt man nimlich n = 2,07, und n, wd n, als ganze Zahlen voraus,
ferner ¢ als einen einfachen irreductibeln Ausdruck vom Grade n,. und £ als

cine: Wurzel von ¢, so erhilt man (§. 18.) g — (mod. p. 2) und mit-
hin. da hekanntlich p"" —1 in p"‘ 2 — 1 aufgeht auch £ B o] sadon et

— 1=0 (mod.p.B) und daher (§ 14 J¥o. 2) ¢px als Factor von #*"=* — 1 in Be-
zug aul den Modul p. Hieraus folgt nun:

i

dass jeder irreductibele Ausdruck, welcher nach dem Modul p ein
Divisor von x*—! —1 ist, einem Ausdruck von der Form (x— cp(a))
mo=—|
(e—p(a?)) oo vow (—ip(al ")) in Bezug auf den Modul (py &) con-
gruent gesetzt werden kinne. .
§. m.
wdufgabe. Die Anzahl der irreductibeln Cengrnenzen vom &Grade n
nach dem Modul p zu bestimmen, wenn n eine Primzahl ist.

Auflisung. Da es irreductibele Congruenzen jeden Grades nach dem
Modul p giebt, (§. 41.) so sei fio =— 0 (mod. p) eine solche vomn nfer Grade;
und « ecine Wurzel von fir.  Nun giebt es im Ganzen p* — 1 verschiedene
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Reste nach dem Modul (p,2). welche nicht — 0-(mod. p, «) sind. Da nun n
keinen 'Theiler ausser 1 l{:ﬂ:, so ist jeder dieser Reste entweder als die Wur-
zel einer irreductibeln Congruenz des nten Gredes oder des ersten Grades zu
betrachten, Es kounen aber nur die (p—1) Reste oder Ausdriicke von o auf
Congruenzen des ersten Grades fiithren, in welchen die Coefficienten der Po-
tenzen von a. welche den (fen Grad iiberschreiten, congruent 0 werden 8. 12,
nebst Sws). Dergleichen Ausdriicke giebt es aber offenbar nur p — 1, niim-
lich 1, 2, ,... p — 1. Mithin giebt es p> — 1 — (p—1) = p(p—'—1)
Ausdriicke von «, die zu irreductibeln Congruenzen vom Grade n nach dem
Modul p fiithren. Da von diesen je n als Wurzeln zu eciner Congruenz des

w1

et 5 T :
nfen Grades gehiren, so giebt es offenbar p(Pf) cinfache irreductibele
E L

Congruenzen des nfen Grades.

pralezl
n
wenn p nicht gleich n ist. So erhiillt mithin der Fermat sche Satz eine

JInmerkung.  Es folgt hieraus, dass eine ganze Zahl sein miisse,

a—
: o ke
cigenthiimliche Beleuchtung, indem ———— einen Zahlenwerth andecutet, der
n 4

seiner Natur nach sich nur auf e¢ine ganze Zahl beziehen kann.

§. 4%,

Aufgabe. Die Anzahl der irreductibelen Congruenzen vom Grade n'
zu bestimmen, wenn n eine Primzahl und y cine ganze Zahl bedeutet.

-ffrtfft'ia:ung'. Es sei fa = 0 (mod. p) eine irreductibele Cougruenz
vom Grade n, o eine Wurzel von fa, ra eine primitive Wurzel der Congruenz
'.r;“.'—l —1=0 (mod. p, a) und 8 = af’"r_l_l , so wird es Ausdriicke von i
zeben, die nicht = 0 (mod. p, a) sind, p”" — 1, hingegen Ausdriicke von (8
(2 hiingt nur von einer Congruenz des (n—')fen Grades ab (§. 43.)), die nicht
congruent 0 sind, wird es geben p ' —1. Die simmtlichen Ausdriicke von

. ¥ L ®
o realisiren. die Congruenz " —* — 1 = 0 (mod. p, 2), dicjenigen aber unter
ithnen, welche sich als Wurzeln von irretlmﬂih_vlu Congruenzen cines niedrige-
ren Grades als des nfen ansehen lassen, sind jedenfalls von einem &rade, der
sich dureh n" darsfellen lisst, wo v, = v ist, und geniigenr mithin der Con-
r - 3 .
gruenz a” Y —1=0 (mod. p, x), und (da n' auf jeden Fall ein Factor von
y=1
i Far =
2" sein muss) daher auch der Congroenz x” ' — 1= 0(mod. IE:, a).  Aber
die simmilichen Ausdriicke von B8 stellen alle Ausdriicke von « dar, welche
dieser Congruenz geniigens zieht man also von der Anzahl der Ausdriicke
von ., die -Anzalil der Ausdriicke von £ ab, so behiilt. man diejenigen Aus-
driicke zuriick, welche erst in der Potenz p”’ — 1 congruent 1 nach dem Mo-
- dul (p, «) werden, welche also die Wurzeln der irreductibzln Ausdriicke von a

nach dem Modul p vom Grade a' darstellen.  Xhre Anzahl l:utﬁ::ligt mithin




46

(@'—=1) — (" "= oderp" ' (p*~ =0 1) Da aber je n' Ausdriicke von
4 in eine Congruenz des Grades n' eingchen, so ist die Anzahl der irreducti-
beln Congruenzen vom Grade n’' nach dem Modul p stets ausgedriickt dureh

) Wty
P"‘_'(P—,—_) )

n

§. 48.

Aufgabe. Die Anzahl der irreductibeln Congruenzen vom Grade A4° R
€ D? zn bestimmen, wenn 4, B, €, D Primzahlen und a, b, ¢, d ganze
positive Zahlen bedeuten.

Dic Schliisse sollen an den vier Primzahlen 4, B, €, D so gefithrt

werden, dass ersichtlich wird: sie, so wie die durch sie abgeleiteten Formeln,
gelten allgemein.

Auflisung. Man setze A° B' €* D¢ = n ferner pA™ "' B~ C—1 pi—1
= P, so ist die Anzahl derjenigen Ausdriicke von a, wer:;[te der Congruenz
"=t — 1 = O (mod.p,a) nicht geniigen, wenn n, < A B € D ist,
durch die Formel pABCD_ pABC__ pABD __ pACD _ PHCB+ P“’B_[. pAC
+ pAD_ pBG, pBED_ pOD__pd iipB. pC__pD, p ausgedriickt. Das
Bildungsgesetz ist leicht ersichtlich. Die Anzahl der gesnchien Congruenzen
erhiilt man nun, wenn man diesen Ausdruch durch 4° B* ¢ D* dividirt,  sie
ist mithin gleich |P4¥CP — pABC _ pABD _ pACD _ pBCD_, paR , pic
AD_, pBC_ pBD_ pCD_pAd _ pB _ pC_ pD 1
+ P P PR - P i ol I Pralip +P;A..B¢U'enf'
Beweis. Zunichst hemerke man, dass sich obiger Ausdruck nicht §n-
dert, wenn man jedes Glied um 1 verringert,  Er geht nimlich alsdann in
(IJJHCD____I} s (P“BC—I) = (’L‘TBH__' l) LB (I}ACD_ l) = (-PB(.'H ey 1}
— (P —1) — (P8 —1) — (PC—1) — (PP _ )“"{f;_}J iiber, welcher Aus-
. 4.3.2

druck ausser dem ersten offenbar noch 1 — 4 -l—-z— T 1.3 3+1ent

hiilt. Da aber dieser Zahlenausdruck gleich (1 —1)* und mithin 0 ist, so kann

man den ersten Ansdruck auch in der angefiilhrien Gestalt schreiben,
: A B C- D

PABCD __ 'Y die’ Anzahl der Wurzeln von 27 —1 =0

Nun
giebt aber

(nod. p, @) an, ferner PABC _ 1 die Anzall der Wurzeln von' o7 %' ¢ 27y
— 1 = 0 (mod. p, a) ete. bis endlich P — 1 die Anzahl der Wurzeln von
A= Ji—1 O—1 Dé—1_ 4 ;
aF — 1 angiebt. Jeder Ausdruck von 2, der nicht con-
gruent 0 (med. p, «) wird, ist nun mitgerechnet in der Anzahl (pABCD T);
durch die folgenden Ausdriicke — (P48C_ 1) —(PABD 3y " ‘ete wird aher
die Anzahl derjenigen Ausdriicke von a, welche der Congruenz =" '—'—1=—9
(maod. p, ) geniigen, wenn n, < 4* B* ¢* D’ ist auf ( reducirt, indem die An-
zahl derjenigén Awusdriicke von @y welche jener Congruenz nur geniigen,
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wenn n, =A" B’ €C° D wird, durch die folgenden Ausdriicke unveriindert bleibt.
Es muss niimlich jeder Ausdruck von «, welcher der Congruenz geniigt,
ny P i) !
& ~! — 1 = 0 (mod.p,a), wenn n, < 4* B' C° I) ist, ciner der Congruen-
As—1 B e D e A Bi—1 ¢ D4
A* B (s—_}:ar_ 1 =10 (mod.p,a), aP S el
-— R F L | i 1° I < D=1
=0 (mod. p, a) .tp_ g — 1 =—=0(mod.p, a), P = Iy
— 0 (mad. p- ) "J_t!:r ist nun zu unterscheiden, ob er einer, zweien, dreien
oder allen vieren dieser Congruenzen zu gleicher Zeit geniigt. 1) Gesetzt
o ARG Sy

zen geniigen

nun der Ausdruck geniigte nur einer dieser Congruenzen z. B af
ABC
—1=10 '('ma_d. Py ) nd.er e it 1 = 0 (mod.p, ), so ist er nur-mit-
geziihlt, in jener  obigen allgzemeinen Formel, in den beiden Gliedern
(pABAD _ 7y __ (pABC__y, lyld in iibrigen wnicht, und da er in beiden Glie-
dern mit enigegengesetzten Vorzeichen mitgezihlt ist, so fiillt er in der all-
gemeinen Formel ganz aus. 2) Gesetzt nun der Ausdruck geniigte den beiden
ABC j

| ABD
Congruenzen x — 1 = 0 (mod.p, o) und .1!P t0
o |

so muss er auch der Congruenz geniigen al e — 1 = 0 (mod. p, «),*) weil
PAB _ 1 der grisste gemeinschafiliche Theiler von PABC _ 1 ynd von
PABD __ 1 jst. Es ist mithin der Ausdruck mitgeziihlt in der obigen allge-
meinen Formel in den Gliedern (PA8CP _1) — (p4BC__yy _ (p4BD _ )
4+ (P48 _1) mithin 1 — 2 4+ 1 = (1—1)* oder 0 mal. Er fiillt mithin aus
der allgemeinen Formel ganz aus.

Lii=ip (mod p,a)

*y Anmerkung. Es wird hier von zweien Sitzen Gebraneh gemacht, welche folgen-
dermassen lanten: 1) Geniigt irgend cin Ansdruck de zugleich den Congruenzen = 1

= 0 (mod. p. n.?, gt — 1 =0 (mod.p,u), 2 — 1 — 0 (mod.p, ) eie. und ¢ ist der & }
gemoirlsuhnglic 1 Theiler von a, b, ¢ ete., so geniigt d2 auch der” Congruenz = — 1 =10
(mod. p, ). 2) Ist ¢ der grossie gemeinsehsfiliche Theiler zwischen a, b, ¢, ele., so ist
p — 1 der grisste gemeinschaflliche Theiler zwischen po — 1, p* — 1, p¢ — 1 ele.. wenn

ireend eine ganze Zahl bedeutel. Beweis ad 1) Geselzt » sei der grosste gzemeinselinft-
liche Theiler zwisehen a und &, und a ist = ra,, 6 = rb,;, 50 kanm man = und y in ganzen
Zahlen so hestimmen, dass agr — b,y = 1 sei. Da nun (2)™F == 1 (mod p, ») und (fx)"*
— 1 (mod.p, =), so muss auch (pa)™7" == 1 (med, p, «) und ()" = 1 (mod. p, =), und
mithin aunch (:{-::-]m"'_'n""’ — 1 (mod. p, ) und daher auch, weil a,» — b,y = 1 isi,

ar = 1 (med. p. ) sein. Der grossie gemeinschifiliche Theiler zwischen a; b, ¢ elc. ist
nun oflenbar auch der griisste gemeinschaftliche Theiler mwischen r, e ete. und durch wie-
derholte Anwendung des bereits Bewiesenen auf r und ¢ ele. geht der Satz leicht hervor.
ad 2) Geselzl » sei der grossie gemeinschafiliche Theiler zwischen a und & und a ist = ra,,
b = rb,, so sei wieder e,x — b,y = 1, und = und y ganze Zahlen. Nun ist bekanntlich

von p**" — 1 und p”" — 1 das erstere ein Vielfaches von p™' — 1 und das zmweite ein

ein Vielfaches von P"" — 1. Der grisste gemeinschaflliche Theiler beider Ausdriicke
muss mithin- aueh ein Theiler der Differenz (p""*"—1) — (p"+7—1) oder von p"*" — pri"
oder von p™7(p"*" "™ 1) und mithin ein Theiler von p“"(p* —1) sein. Da nun p" *"
keinen Theiler mit p° — 1 gemeinschafilich haben kann, so muss dieser  gemeinschafiliche
Theiler in p° — 1 liegen, und kann mithin nichis anderes als dieser Ausdruck selbst sein.
Hicraus folgt nun, dass’der grisste gemeinschafiliche Theiler zwischen p* — 1, =1
ele., zugleich der grisste gemeinschaliliche Theiler zwischen p© — 1 un _|Ief — 1

ey Or.

ete. sei, und durch wiederholte Anwendung des nun sclion Bewiesenen geht der Satz




ABC-

3) Gesetzt nun der Ausdruck -géniigte den Conguenzen x

3 ke :
pABD_y B A P ACD- | :
(mod. py &), & — 1 = 0 (mod. f, a), ¥ ~— 1 = 0 (mod. p, &}

so miisste er anch der Congruenz o~ 1 = 0 (mod. p, ) geniigen, da
pA — 1 der grisste gemeinschaftliche Theiler von PABC _ 1, pABD _ 1,

pACD. __ q st (Vergl. d. Anmerkung). Er miisste mithin auch den Congruen-
AR 1C . 5
Py '._'l — 1 = 0 (mod. p, @)

Zon ﬁ{!:\i‘lgcu a —1=10 (l]lﬂld..P, w), &

AD 330 . ?
i oy = 0 (wod. p,a). Demnach wiirde er-in der allgemeinen For-

mel in folgenden Gliednrn mitgezihlt sefn: [P"'H(."{’ L Rt ABC L gy
Bl (‘P_IHH — 1) — (11.]‘{',’1} LI e o (ln.-lﬂ 2y f.P“l-{J —~ 1) 4 (PAD P 1)
- (P-" —1). Da er nm i jedem Gliede einmal mitzezihlt ist, so ist er im
Ganzen gezihlt 1 — 3 + 3 — 1L = (1—1)* oder 0 mal, fillt mithin aus der
allgemeinen Formel ans. -

4) Geniigt der Ausdruck ‘simmtlichén oben angegebenen 4 Congruenzen,
so geniigl er auch der Congruens =L — 1 = 0 (mod. p, a), weil P —1
der rissste gemeinschaftliche Theiler von (PBC_1), (PABE_ Y, (PACBZY,
und (Pm'-‘u—— 1) ist. Er geniigt mithin anch den Congruenzen .I'PA'_'I TS |

rB_1 — : pAB U
—= 0 (mod. p, 2), (& — 1) == 0 (mod. py a) cle., x — =0

7 AC ; PABC_y o

— 1 =0 (mod.p, a)

? p.UH'D 1 DA AR Faieia
eie. und endlich anech —1 . 1 =0 (mod. p, «). Er ist mithin in je-
dem Gliede der allgemeinen Formel mitgeziihlt, und kommt daher 1 — 4 4+ 6
— 43 1= (L—=2) oder Omal-vor, fillt mithin aus der allzemeinen Formel
aus. Es sind also in der allgemeinen Formel allein diejenigen Ausdriicke von

(mod. p, 2) 2L = O (mod. pye) ele. T

2 mitgeziblt, die der Congruenz a” =1 1 = 0 (mod. p. &) nur geniigen,
wenn 1, = n ist. Denn diese liegen im ersten Gliede und bleiben von den
folgenden nnberithet.  Da nun je n Ausdriicke von « in einen irreductibeln
Ausdruck von a des.nfen Grades nach dem Modul p als Wurzeln eingehen,
<o ist die Anzahl siimmtlicher irreductibelen Ausdriicke von x, die zum nten
Grade gehiren, ausgedriickt dureh die Formel :P_-UI{‘D _ pAaBC _ pABD
L f,_.j(,'” L PH['H + ‘P{IH e PJC o Ip.-.l'ﬂ' =g PBC g I;HIJ i1 ’)f'ﬂ

T l e — N —
s P"I 1. Ijﬂ' 2o j‘)l’. P 1’” ar I’f‘,luaﬁl(__!r TR wo P =P.‘1 L= =101
ist. ferner 4, B, €, D Primzahlen bedcuten, und der Grad n = A° B’
D7 st

§. 40,

Einer sufmerksamen Betrachtung iiber die vorhergehenden Paragraphen
wird es nicht entgehen, dass sich’ die erhaltenen Resultate auch auf die Mo-
duln von der Form Mod. (p, ), Mod. (p, «,5) cte. hiniiber fithren lassen. Hier
geniige es. Folgendes zu bemerken: © -

1) Es giebt in Bezug auf jeden Modul (p, «) irreductibele Congruenzen
jedweden Grades. : -
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2) Bedeutet F(x) == 0 (mod. p,2) eine irreductibele Congruenz vom Grade m nach
dem Modul (p. «) und hiingt « 'selbst von einer irreductibeln Congruenz vomn
Grade n nach dem Modul p ab, so ist jeder irreductibele Ausdruck des (m))ten
Grades von a, welcher nach dem Modul (p.2) ein Divisor von 2™ —' —1 ist,

on der F x—d(B) (@—P(E)) (=P ")) «vu (@— (" ") in Bezug
i e ((Lm ;!;( N (@E—PpE ) (—p(Ee)) oo (—E" ) In Bezug

3) Die Formeln fiir dic Anzahl der irreductibeln Congruenzen nach dem
Modul (p. o) gelien nun unter den gegebenen Vorausseizungen, aus den Fiir
den Modul p entwickelten hervor, wenn man statt p, p* und statt n den Grad
vou Ia, also m setat.

Ist also m eine Primzall, so erhiilt man die Anzahl der irreductibeln

1 - ] -

Congruenzen vom Grade m, nach dem Modul (p, 2) aus der Formel des §. 46.
fm— b}

: prEr sl : . . !

in der folgenden. p (—-———-—-—) ausgedritckt. - Dic allgemeine  Formel des

=1 Bi—=1 (1 [pi—1

)

m

§ 48. lndert sich nur in so fern, als P die Bedentung p
annimmt..

§. 50.

Wenden wir zum Schluss noch einmal unsere Aufimerksamkeit auf den
Ausdruck 2* — L :

T (§. 18.) wurde gefunden, dass jeder irreductibele Ausdruck sich nach
dem ‘Modul p als ein Divisor eines Ausdrucks voun der Form ' — 1 anschen
lasse. Es soll nun, unter der Voraussetzung, dass n ecine Primzahl ist,
a priori bestimmt werden, in wie viele irreductibele Ausdriicke des wie viel-

a—1 5 2
ten Grades sich e | nach dem Modul p zerfillen lasse. — Zu dem Ende

wird- behauptet: dass, wenn n, die kleinste Zahl ist, welche der Congruenz

ps— 1 = 0 (mod. n) geniigt, oder was gasselbe ist, wenn p in Bezug auf
a"—1 Ll 2

den Modul n zu m, gehirt, so wird —7 in Bezug auf den Modul p in

n—-1 T = s - :
irreductibele Ausdriicke vom Grade n, zerfillt werden kénnen.

X a*—1 _
Beweis. Ist nimlich o eine Wurzel des Ausdrucks T—1 % ist be-
i

: ; 3 at— : .
kanntlich, wenn n eine Primzall ist, o (e— ) (o —a) .., (w—a ")

Setzt man nun p*t — 1 = N, so wird der Ausdruck, welcher die Nten'T'o-

—

tenzen der Wurzeln von =3 als Wurzeln in sich schliesst, {.‘F—ﬂ-“r)(.l:—u.?"v}
ArsEad (’.r—-a..(""n‘”‘?). Geht nun N nicht durch 2 auf; se werden die Reste von
N,2N, ... (m—=1DN mit den Resten 1, 2, ..n—1 nach dem Mu.:!nl n
iibercinstimmen, und der Ausdruck (.-1'—:»“ }[.r—u:_m) L _(;:—m'f"__l?‘\’j mif

(x—a)(x—a®) ... (#—a") oder mit 1__'1 zusanfmenfallen. - Da-dieser Aus-

druck fiir x = 1 den Werth » annimmt, so schliesst man, weun a nicht p
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ist. ‘dass a» — 1 nach dem Modul p nur einen irreductibelen Factor von cinem

sclehen Grade an, haben konne, welcher der Congruenz pc — 1 = 0 (mod.n)

geniigt (8 37.). Es bleibt nun noch zu beweisen, dass, wenn u, die kleinste

Zahl ist, welche die Congruenz p’t — 1 = 0 (mod. n) realisirt, dass als-
ar—1 . m=1 y i :

dapn —— in — irreductibele Factoren vom Grade m, zerfillt werden
A 1

kinne. Gesetzt nun es wiire = fx . Qx + pRx, wo fx ecinen irreduc-

x—1 ;
{ibeln Factor nach dem Modul p andeutet, und @ uwnd Rx Ausdriicke von x
sind, so iibersicht man leicht, dass die beiden Ausdriicke, von welchen der
ecine die (p'r —1)fen Potenzen der Wurzeln von fr . Qv 4 pRx und der an-
dere dieselben Potenzen der Wurzeln von fr . Qr als Wurzeln in sich

schliesst, nach dem Modul p congruent sein werden (§ 2. § 3. Einl.). Nennt
m=—1
)

man nun eine Wurzel von fx, a, so ist fo = (x—a)(x—a’).... (x—a’
(mod p,a), wo m den Grad von [y'.c umgiebt. Ia nun, wenn p't — I'=20
(mod. n) ist, und der Ausdruck, welcher die (p"1 —1)ter Potenzen der Wurzeln

Fa | g 5 . i
von fx . Qv 4 pRx oder von =1 als Wurzeln in sich schliesst, (x—1)
wird. so muss offenbar (x— m"T) (pe=al¥P).. (x— u.‘\:“._‘) in Bezug anfl den
Modul (p,2) ein Divisor von (v —1)" sein. Iliernach muss aber, wie leicht
zu sehen, 2 = 1 (mod. p. a) rein. Da nun N = p*+ — 1, so folgt, dass
der Grad von fu die Zahl n, micht iiberschreiten kann (§. 17.) Da er nun
nach dem Vorhergehenden auch nicht weniger als n, betragen kann, so muss

er n, selbst sein.

Susalz 1. Ist n = p, so ist 27 — 1 = (2 —1)" (mod. p) und mithin
i—_~_:—: = (& — 1)~ (mod. p).

Zusaiz 2. Wemn p in Bezug auf den Modul n primitive Wurzel der

i 4 s a'—1

Congruenz &' — 1 = 0 (mod. n) ist, so ist mithin der Ausdruck :_lmlch
dem Modul p irreductibel. Da es nun stets primitive Wuarzeln der Congruenz
a=' — 1 = 0 (med. n) giebt, so sei g ecine solche. Es giebt aber unendlich
viele Primzahlen von der Form g + yn, wo y eine ganze Zahl bedeutet.
(Vergl.: Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arithmetische Progression,
deren ersics Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor
sind , unendlich viele Primzahlen enthiilt, von Lejeune-Dirichiet, gelesen
in der Academie der Wissenschaften 27. Juli 1837). Nach all diesen Primzah-

len muss nun ——y irreductibel sein; woraus denn unzweifelhaft folgt, dass

es in algebraischer Beziehung gewiss irreductibel sein miisse.

Auf ganz anderem Wege hat & auss den Satz (Jus.2.) im §. 341. Pg. 599.
der Disquisitiones arithmelicae bewiesen,

Weitere Eniwickelungen: enthilt die hesonders erscheinende Abhandlung :
14
Grundziige eimer aligemeinen Theorie der hiherm Con-
gruenzen mit reellem Modul.)
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