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Erster Abschniti.
Von dem ebenén Verschichungsralimen.

§ 1.

Stellt dbed (Fig:' 1) -ein Vierseit vor, dessen gegeniiberliegende’ Seiten gleich sind,
so ist dasselbe, wenn diese Seiten sich in einer Ebene hefinden, bekanntlich- ein
Parallelogramm, unter welchem Winkel sich auch zwei anstossende Seiten: schneiden
mogen. st die Linie mn parallel mit einer der Seiten des Parallelogramms (in Fig. 1
mit ad) und denkt man sich diese Linie von unverinderlicher: Liinge und mit ihren
iverinderlichen Endpunkten in den Punktén m' und m der Linien ab und ed befestigt;
<o wird dieselbe noch immer die Verschiehungen:des: Parallelogramms ‘abed in-eine
Ehene gestatten und stets der Seite cad parallel ‘bleiben: - Denkt man sich die beiden
Linien ab und ed unbegrenzt und eine unendliche Schaar von unbegrénzten Linien, die
wie'mn mit ab und-ed parallel sind, und die ganze Ebene, in der das Parallelogramm
abed liegty einnehmen, so werden auch diese moch immer die Verschiebungen  des
Parallelogramms abed in einer Ehene gestatien und : diesen zugleich’ mitunterworfen
Befindet sich .in der. Ebene des Parallelogramms irgend eine Figur, so nchme
mon an, die Punkte des Umfangs derselben ligen auf jener Schaar von Linien ; und es
entsteht die Frage, welchen Verinderungen wird die! Figur bei den Verschiehungen des
Parallelogramms unterworfen sein? — Die Elemente zir Beantwortung dieser ‘Frage
sollen in dem Folgenden entwickelt werden. i

Geht ein Punkt durch Verschiebung in eine andere Lage iiber, so soll dieser
neue Punkt der wverschobenme von jenem licissen: ebenso soll jede Figur, die durch
Verschiehung einer gegehenen entsteht, die .wersekiobene heisseén. . Auch soll die un-
endliche: Schaar der: parallelen Linien, die ‘wie mn! bestimmt sind;,und, welche: die
sanze Ebene des Parallelogramms einnehmen , kurzweg die Parallel. Sehagr heissen,

il § 2. y 3
Beschreibung des Verschiebungsralmens, .
1o Um eine’ sinnliche. Anschauung, von. der gpételltan Aufgabe zu .gc_-“.'innen, kanm

man -sich gines Instrumentes bedienen., welches ich. den, Ferschiehungsralmen ;nenne;

und dessen Beschreibung und Gebrauch hier mitgetheilt werden soll. s A
1%
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Der Verschiebungsrahmen abed (Fig. 2) besteht zuniichst aus zwei hilzernen
Leisten ad und be, in welche bei a. b. ¢ und 4 vier hilzerne eylindrische Axen fest
eingelassen sind — die Entfernung ad muss gleich be sein, — ferner ans den heiden
Leisten ab und ed, die bei a. b. ¢ und d durchbohrt sind, um jeme Axen aufnehmen
zu kinnen: auch muss ab gleich de scin. Genau in (lcr geraden Linien ab und ed
sind die gleichnamigen Leisten mit einer Anzahl ven, Lichern versehen, von denen
immer je zwei gegeniiherstehende gleichweit von den Drehungspunkten entfernt sind;
durch diese Luchi:r wird eine, lange Schour gezogen, wie die Figur 2 zeigt, so doss
jede ibergespannte Strecke derselben mit der Linie ad oder be parallel wird. Beim
Aunfziehen der Schnur zieht man aber auf jede Strecke derselben, die frei iiber den
Rahmen gespamnt ist, etwa fiinf Perlen, die sich mit Reibung auf der Schnur ver-
schieben lassen. Dann befestigt man die Enden der Schnur fest an den Rahmenstiik-
ken, und der Apparat ist nun zum Gebrauch geeignet. Es wird zweckmissig sein,
alle ‘Léisten des Rohmens gleich lang zu machen; so &n«:s abed in jeder Lage ein
verschobenes *Quadrat. ist.

Um den Verschiebungsrohmen in Gebrauch zu setzen, zeichne man irgend eine
Figur, die den Umfang dés Verschiehungsrahmens mieht iiberschreitet, aiif Papier, lege
den' Verschiebungsrahmen ' dariiber und riicke die Perlen, so dass sie 'sich iiber den
Umrissen der Zeichnung befinden. Beim Verschieben des Rahmens ergeben sich nun
die fraglichen Verindernmgen 'der Figur.

Beim Experimentiren migen die Schiiler zuniichst die \vrlmdertmgen unter-
suchen, ‘denen die mach: verschiedenen Richtungen aufgestellten graden Linien unter-
worfen | 'ﬁll‘td dann einige .einfache gradlinige Figuren and dapnverschiedene Kreise
derselben uxperimente!len Untersuchung unterwerfen nnd die Bemerkungen: daran kniip-
fen; die jeder Mensch von gesundem ‘Sinne selbst machen wird:

Anmerkung. Muan kann den Verscluehungsrnhmen auch so cinrichten, dass'man unmit-
telbar anf denselben mit' Kreide zeichnen kann wenn man die Schaar deriparalleldn Einien durch
Deriihte darstellt; deren jeder sich um'eingn Stift als Axe dreben kann, der senkrecht aunf den Leis-
ten und in der, Richtung zweier Drehuogsaxen des Verschiebungsrahmens hefestigt ist.  Die Drilite

kann man mit einem passenden Firniss iiberziehen und dann unmittelbar darauf zeichnen. So znge.
richtet eignet sich der Versehichungsrahmen besonders fiir versehicdene perspeetivische Untersnehihgen.

§ 3. Aelrsalz.

Jede grade Linie geht durch Verschiebung wieder in eine grade. Linie. iiber.
Zwei Strefken anf derselben werden in dcmﬁelbcn Verhiiltniss stehen, wie die  ver-
schobenen Strecken.

Anleitung zum Beweise. L jmbed (Fig. 3) stelle den Verschiehungs-
rahmen vor. Die Linie gehe durch die beiden Pumkte A und 4. so .denke man zu
diesen die beiden Linien mn und mn, aus der Parallel-Schaar und bedenke. dass der
Sehnitipunkt von &k, mit der Basis dés Rahmens, oder dass' » unnhhﬁng:g von der
Lage des Rahmens sein miisse. ' k%, 'muss also nach der Verschiebung noch llurch x
gch{m LS. W.
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IL. Denkt man sich noch eine zweite Strecke, wie &k, auf dieser Liniey be-
zeichnet sie durch KK, und das von mm, analoge Stuck mit MM, s0 wird Ay 1 WK,
= mm, : MM, sein u. s. w. /

Fragen: Wie kann man m,x herechnen, wenn blos mAy; m; & und mm, gegeben sind? —
Wekhalb ist = der Hussere Aehnlichkeilspunkt der Einien sk und w2 — Wie miissen die Punkie
& und J; liegen, damil der innere Aehnlichkeiispunkt in Kraft trete ?

,;'uqat.f Parallele Linien bleiben nach der Verschiebung auch parallel und
irgend zwei Strecken auf beiden behalten nach der Verschiebung noch dasselbe Ver-
hiltniss , wie vorher. — Beweis zu finden.

§ 4

Geht eine geschlossene Figur' durch 'Verschiebung in eine andere iiber, so
verhalten sich die Inhalte beider F:ﬂ':iren wie' die Hihen des Rahmens vor und nach
der Verschiebung.

Anleitung zum Beweise. Man beweist den Satz erst fiir ein Dreieck,
dessen Grundlinie der Basis des Rahmens parallel ist, dann fiir jedes Dreieck, weléhes
man als die Summe zwejer solcher Dreiecke ansehen Kann oder als deren Differenz,
und dann allzgemein. '

§ 5. s :

Nimmt man auf den beiden Linien 84 und SB fng. 4) zwei Plll’t]ii:tarqilze|1'1"eI
a und a;, b und b, an, denkt S8 fest, SA aber sich um den Punkt S drehend, und
fiir jede Lage, die SA einnimmt, die Transversalen ba und b,a, gezogen, so werden
die Verhiltmisse ma:mb und ma, : mb, unabhingig von der Lage SA sein, wo m den
verinderlichen Durchschnittspunkt- der beiden Transyersalen ba und b,a, hezeichnet,
und m wird bei der Drehung einen Kreis beschreiben, dessen Mittelpunkt (e) der
Schnittpunkt von SE mit einer Parallelen von S4 isf, die durch m geht.

Anleitung zum Beweise. Man sehe SB und SA als’ zwei Seiten des
Verschiehungsrahmens an, so ist me eine Linie der Parallelschaar (heim Verschiehungs-
rahmen giebt me die Lage einer Schnur an), und der Satz wird aus dem Vorhergehen-
den klar sein.

Zieht man nun noch jeine dritte: Transvérsale ayb, durch die beiden Linien SA4
und S&, so gilt natiirlich vin' den: beiden  Sclinittpunkten = und ¢ mit den ersteren
Transversalen dasselbe wie vom s man kann aber auch sagen, dass das Verhiiltniss
der, auf jeder Transversale abgeschuitienen Strecken wie etwa bg : gm unabhingig
von der Lage von SA sein wird, worans dann folgt] dass, wenn sich drei oder mehr
Transversalen .in einem - Punkte! schneiden, , sie' sich ' bei‘jeder Drehung von S4 in
einem Punkte schneiden miissen:

Hieran schliessen sich: noch folgende Bﬂmchtungen.

# 1) Denkt man sich in der Ebene ASB irgend eine gradlimige' Figur gegehen.,
g0/ kann man’ jede'Seite''derselben als. Transversale ' von SA andvSB ' anffassen. - Hilt
man nun die " Schnittpunkte jeder' Transversale ‘mit Sd und SB fest. und dreht SA4
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um den Punkt 8, so.wird hierdurch- die. nrpsriingliche Figur in eine neue iibergehen,
in welcher jede Seiter dureh. die iibrigen in Strecken getheilt wird, deren gegenseitiges
, Verhiiltniss constant ist.

2) Denkt man sich jeden Punkt der Ebene ASH als die Spltm eines Strah-
lenbiischels, . dessen Strahlen die. Linien S84 und S8 in den Punkten a, und b, schnei-
den, dreht SB um S um einen belichigen Winkel, verbindet' dann wieder jeden Punkt
a, mit . em  zugehirigen. b, , 80 gehen die urcprunghclwn Punkte in nene Punkte auf
dieselhe Weme iiber, ﬂ!a wczm sie auf dem ‘Ecrschlebungqm!:men ASRE ligen.

3) Nimmt man an, die beiden S[']lt.!]l\.el 84 und SB seien mit. elastischen
Schniiren iiberspannt, welche einer prupurtmnnlcn &uqdelmmlg uni ?mummenzmhuna
fiihig sind, so werden sich an den Kreuzungspunkten der Schniire hei der ]]n,]l]mg
von S# stets dieselben:materiellen -Punkte  befinden.

B Als specieller'Fall der vorigen Betrachtung verdient noch' der folgende. hervor-
eehoben zu wer den.
") ‘ Ist (Fig. 5) ca = cb, ed = ce und o der Sehnittpunkt der beiden Dmﬂ'ona]en
ae und db, ferner of parallel uiv parallel de, und man dreht den Schenkel cb, so wird
o, einen I\rer-. um g beschreiben, (om parnllel ac): ferner w ird oa:od stets gleich
sein ac : de, und der Winkel far- wird stets ein Rechter sein: mithin ent*;.tcllt der
bekannte Sﬂl? Stehen zwei Schenkel eines Winkels in constantem ‘i-erhnhm.-.s, S0
ist dar Ort der Spltm em Kreis u. s. w

¥ S Anme rI.'umr Vimmt man in dem Drclm‘lr ABC (Fig. 6) die Seite AC fest, ‘dic Seite 4B

aher um A deehbar wn’ mul selzt vorauns, die beiden Punkie £ und +" seien aul den beiden Seiten
.AC and A8 Cest; und nennt man dén Schnittpunkt: der Transversalen BE und Cy, o, so ‘sind die

J\uslll.lli‘ltf o(_'T wind fﬁ-' natiitlich ‘constant.  Zieht Im':in durch o zwei Parallelen mit AC und AR, so

ﬁndg[_ man dureh die cn!stcllcmleu a'hl:]ulit"ll Dreiecke :
oy By A8 o8 ety
f T ]d s 18 e
e TUHAR.T AC ol AC T By,
. Es ist zn. empfeblen, den Schiiler ;diesen, Satz_ ableiten und dorch Anwendung desselben
sowohl :leu ptolomiischen Lelrsatz iiler die Transversalen des Dreieclis, als auch iiber die harma-
mscl:cn Verhallrmsc der Dmr:mmlu; des Vierseifs (o) beweisen zu lassen.

§ 6.

Stellt 'abéd (Fig:'7) ein Parallelogramm vor, und denkt man sich alle Punkte
der Ebene anf eine Sehaar bezdgen, die: mit ad parallel ist, so kann man ‘jeden auf
das Patallelogramm’ abed hezogenen ‘Punkt p auf folgende Weise! auf das Parallelo-
gramm a;bed beziehen.” Man/ ﬂehn ‘durch denPunkt p.eine' Parallele: mit ad, Weh,i!lc
die Linie' de in's/'schneide; ziehe darch sieine Linie parallel: mit da, mache sp : np, e
da: da, , 5o ist py'der dem'Punkt po entsprechende Punkt in:der Ebene' a,bjed.

Es wird behauptet, dass die Punkte p durch Verschiebung in rlm Lage: der
Punkte p, iibergehen konnen..;Errichtet; man niimlich ini-den; Halbitungspunkten von
aay und . bb; die’ Lothe @y und, 84 und nennt!y und ¢ die Schnittpunkte mit de; so sind
beide Figureniyabd, wie:ya,bid Parallelogramme ,- die ineinanden durch. Verschiebung.
iibergehen kinnen,,sotidass.also gabd den Verschiebungsrahmen darstellt, welcher,

i




dureh! Verschiebung in die Lage vyabi4 iibergeht. Bezieht ‘man die"Punkte poanf yabd,
50 gehen' sie, wenn dies durch’ Ver«chlchunrr in ~a,b/d iibergeht, in die’ Punkte:p,
uber ‘Stelien die Linien aa, und b, senkrecht auf'de, so hefinden sich die Drehungs-
puinkte in der UnendlichKeit. Bezicht man also die’ Punhte einer Elene vermige einer
Schaar Paralleler’ auf einé zu diesen ‘senkrechte grade Linie'in der' Ebene; mdem man
_]e:len Puinkt ‘mit der' graden Linie durch eine jeéner Patallelen ‘verbunden denkt, wver-
indert hernach diese parallelen ‘Strecken mach einem bestimmten Verhiltniss,- indem.
mén' die’ Sehnittpunkte ‘mit dén Gradén unverindert ‘Lissts’ so wird ‘die 'sich eérgebende
neue Figur ‘als' eine solchie zu hetrachten séin, die aus der ersten durch Verschiebung
hery nrrreht und mithin auch den allgemeinen Gesetzen der Verschiebung geniigens

§ 7.

Nachdem die Veriinderung der Punkte auf dem Verschiebungsrahmen unter
den Hauptgesichtspunkten aufgefuast ist, und erkannt ist, dass die Verinderung, welche
grade Linien erleiden, durch ihre Bthtunw bedingt sei, wird es zweckmissig sein, zu
unn,r--uchen, wie [l]BHE Verimderung von Iler L:lgc ahhann-ln' ist.

UWir stellen’ mithin zunuchqt folgende Aufgabe!

Inder Ebene des 1'ers,cluelmng»rahmem bofindetsich -ein* Kreis 1 dio: Rudien
zufinden, die durch Verschiebung die gru-:aie leanwerunﬂ' und die grisste Verkiir-
zung erleiden. i : Yt

Zimiichst mehme man an, bei ller ersten Sra,l!!mtr rlc.-, Verschwbungsruhmens
seien die Winkel ‘desselben Rechte: ' Man “zielie nun tlurch den ‘Kreis (Fig. 8) -einen
Durchmesser [n parallel der Basis de und denke in jedem Punkte 'dieses Durchmes-
sers ein Perpendikel bis zur Peripherie (wie ¢/) gezogen. Setzt man nun me = .r
und e/ = y; so hat man

oy = ( »
wo r dLn Radins des Kreises hez{:ac[mvt (“cllt mm der Rnhmen {lunh ‘u-r-.t'hiclnuig
in die andere Lage (Fig. 9) iiber, so werden siimmtliche Linien ef unter sich paraf—
lel bleiben; bezeichnet man nun das verschobene mf, durch g4 so l‘it
= &'+ gy 2ap, -
wenn p_ die Prn,jectmn yon r;f auf, ma_bedentet und, der, Winkel mef (Fig. 9] ein btl]]fll-

pfer iste: Da nun @? 4 y* = 7% und| 2ip=2uy ( ) isty und ferner 2 ” eine. cunstante-

Zahl ist, wie man sich leicht iiberzengt, 80 ist p* = r* 4 2wy (—) und wird mit-

hin' ein Maximum; wenn xy ein’ Maximim' wird. E< handelt sich also um die Frage:
Wann wird «y ein Maximum, wenn a* 4 y? =—4®  Zu dem Ende denke man -.u‘h
iiber r eine Halbkreis ernrhtet. so werden dle Katheten jedes Pnr:phertewmkeh der
auf!'déin Halbkreis steht, zwei Grossen wiew und’ 'y " vorstelleny 2y wird abieriden
doppelten Tulialt ' des Dreiecks /darstellen , welehes von' den “heiden Katheteti hndlder
Hyi;uthenuse » gebildet wird. Damit d,;e%cr aber ¢in Maximum werde, muss die Hohe
auf » ein Maximum, d. h. = r werden; dann ist'» auch = y. Ist (in Fig. 8) me

= ¢f, so ist m/ parallel d'b wenn der Verschiebungsrahmen ‘ein" Quadrat ' lﬂt' | WO
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dann folgt, dass'die Linie der .grissten Verlingerung. stets mit der Diagonole des
rhombischen Ralmens parallel ist, die dem stumpfen Winkel gegeniiber liegt.  Durch
eine iihnliche Betrachtung findet maﬂ, dass. die Linie der grissten Yerkurzunb stets
mit d er  Diagonale ‘parallel. ist, ‘die;| dem spitzen Winkel des: rhombischen Rahmens
gegenitberliegt, nnd da die Dlnﬂ'nndlen eines Rhombus sich stets unter. rechten'Winkeln
schneiden., so folgt, dass dlﬂ Linien der grissten Yerlingerung und der
grumten Verkiirzang senkrecht auf einander stehen.

Hat. der. Rahmen bereiis eine schiefe Lage, so ziche man wieder den Durch-
messen’ parallel, mit der Basis des Rahmens , ziehe aber. die Linie,y parallel mit der
Seite des Ralmens i so st - i

1 = a® 4y + 2oy (z’l).
y
Durch Verschiebung erhilt man:
P = Al Y "‘!‘J("") -mithin ist

p= 2y [(‘"‘) ( )]

Da der Werth in der Klammer constant ist, so- muss aueh hier, goll g* ein
Maximum ‘werden, x = ¥ sein,; wodurch, man. dureh vollstandlge Betrachting 'den Satz
erhilt: Unter allenngraden Linien, die sich in irgend einer, Lage aunf
dem Verschiebungsrahmen befinden, stehen die Linicn, welche durch
Verschiebung die grisste Verlingerung und Verkirzung erleiden,
stots senkrecht anf einander und.sind immer mit den Diagonalen des
rhombischen Rahmens. parallel

§ 8.
Mann nennt die krumme Linie, in welche der Kreis durch \crqchaehnna- fiber-
'-"‘eht eine [Ellipse: derjcmgc BII[‘(!]II‘JIE‘:SBI‘ des Kreises , der die grisste ]crlungerung
bei der Verschiebung erleidet , heisst deshalh grosse Axe der Ellipse’, und derjemge
der die grus:.tc Verkiirzung erlculr:t die' kieine Axe derselben.
Zwei Ellipsén, die gleiche grosse und kleine Axen huben, sind congruent.
Zieht man nimlich durch rlcn Mittelpunkt o (Fig. 10) eines hrerl-".e*l im Ver-
schlehung‘im\‘lmen zwel senkrechte Durchmesser paraltel’ den DI’I"’DIIEI]EH und errichtet
in irgend einem Punkte m 'des einen ein Perpendikel ma bis zur Periphena ‘desi - Krei-
ses, 80 ist ' illl_“ mn?
debi va? o = ;
Bei der Verschiebung-bleiht der | \Winkel .omu ein Rechter ~und. es  verindern

mn
sich uuch die Quutmntcm und p nicht; nimmt man an, dass bei der 'Lerschjebung

o
o in-dy, obin B, ithergeht.,, femer om in.x, mn in. y, so. erhiilt man, fir  die., Ellipse
lmt. der, halben; gruﬁsen Axe A und der halben kleinen ‘Axe B.die Glemhung

"
Al

- .:‘I‘ + g =4,
woraus, der nbigg Saiz folgt. 1.,

L ]
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§ 9.

Denkt man sich in einem Kreise eine Schaar paralleler Sehnen gezogen und
verbindet ihre siimmtlichen Halbirungspunkte, so erhiilt man einen Durchmesser, der
auf jenen senkrecht steht. Der zur Schaar gehirize Durchmesser bildet daher auch
mit dem erhaltenen Durchmesser einen rechten Winkel, und die Tangenten, welche
man in den Endpunkten des erhaltenen Durchmessers errichtet, sind der Schaar eben-
falls parallel. — Daraus folgt fiir die Ellipse ebenfalls der Satz:

Die Mittelpunkte einer Schaar paralleler Sehnen liegen auf einem Durchmesser.

Zieht man durch den Endpunkt des Durchmessers eine Linie parallel mit der
Schaar , so ist dieselbe eine Tangente.

Zwei rechtwinklige Durchmesser des Kreises gehen bei der Verschiebung in
zwei Durchmesser der Ellipse iiber, welche conjugirte heissen.

Hat man zwei conjugirte Durchmesser der Ellipse und zieht mit dem einen
eine Schaar paralleler Linien, so werden diese durch den anderen halbirt.

In jeder Ellipse giebt es zwei gleiche conjugirte Durchmesser ; denkt man sich
die Ellipse durch den Verschiebungsrahmen -entstanden, so sind dieselben mit Basis
und Seite desselben parallel.

§ 10.

Aufgabe. Es ist die grosse und kleine Axe einer Ellipse gegeben: man
soll die Richtung der Basis und Seite des urspriinglich rechtwinkligen Verschiebungs-
rahmens finden, anf welchem man sie durch Verschiebung eines Kreises entstanden
denken kann.

Auflosung. Der Rhombus, von dem die grosse und kleine Axe Diagonalen
sind, ist der Verschiebungsrahmen.

Die Durchmesser, welche mit den Seiten des Rhombus parallel sind, sind die
heiden conjugirten , welche einander gleich sind.

§ 11l

Es ist ein Durchmesser der Ellipse gegeben; man soll den conjugirten finden.

Anleitung zur Auflosung. Verbindet man die Endpunkie zweier senk-
rechter Durchmesser eines Kreises (Fig. 11a), so entsteht ein Quadrat. Zieht man
durch den Mittelpunkt o noch zwei senkrechte Linien mn und pg, so kann man leicht
beweisen, dass die alternirenden Stiicke der Seiten gleich sind (ma = dg = cg = bn;
dn = ¢q = bp = an). Verbindet man also die Endpunkte der grossen und kleinen
Axe (Fig. 11b) und bestimmt auf jeder Seite des entstehenden Rhombus einen Punkt,
so dass die alternirenden Stiicke gleich sind, so liegen je zwei gegeniiberliegende
Punkte der Seiten auf einem Durchmesser und alle vier auf zwei conjugirten Durch-
messern. — Hiernach kann auch die Aufgabe gelist werden: An einen gegebenen
Punkt der Ellipse eine Tangente zu ziehen.

Anmerkung, Sind stalt der beiden Hauptaxen zwei conjugirte Durchmesser gegeben,
so ist dns Viereek, welches dieselben zu Dingonalen hat, kein Rhombus, sondern ein Parallelogramm.
Wie kann man mit Hiilfe eines solchen Parallelogramms zu einem Durchmesser den conjugirten
finden? Und wie heisst der Saiz' von den allernirenden Abschnitien? . >
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§o b2,

Jedes Parallelogramm, dessen Diagonalen zwei conjugirte Durchmesser sind,
hai einen Inhali gleich 248, wenn A die halbe grosse und £ die halbe kleine Axe
bezeichnet.

Beweis, Im Kreise haben alle Parallelogramme, deren Diagonalen 'zwei
rechiwinklige Durchmesser sind, einen Inhalt gleich 2r*; wenn r den Radius des
Kreises bedeniet, und da diese alle durch Verschiebung wieder in unter einander
gleiche Parallelogramme iibergehen miissen (siehe § 4), und das Parallelogramm, des-
sen Diagonalen die beiden Hauptaxen sind, gleich 248 ist, so ist der Satz bewiesen.

§ 13,
Der Inhalt der Ellipse ist gleich 4 B =, wenn A die halbe
halbe kleine Axe bezeichnet.
Beweis. Indem bei der Betrachtung des vorigen Paragraphen 2r* in 248
iihergeht, geht der Kreis in die entsprechende Ellipse iber: man hat daher. wenn

man den Inhalt der Ellipse mit £ hezeichnet:
202 2AB = v E(§ 1),

grosse und B die

woraus der Satz folgt.
§ 1L

Die Summe der Qnadrate zweier conjugirter Halbmesser der Ellipse ist constant
und gleich A4* -+ B, wenn A und £ die halbe grosse und balbe kleine Axe bezeichnen,

Beweis. Sind or und b zwei rechtwinklige Halbmesser im Kreise o (Fig. 12)
und man zieht auf irgend einen Durchmesser mu die senkrechten Linien ad und be, 80
sind die Dreiecke aod und boc congruent. Ist mn der Basis des Rahmens parallel. so
erleidet bei der Verschiehung doe keine Verimderung. Setzt man nun or= wx, ¢h =y
und nimmt an, dass bei der Verschiebung & in 2, a in « iihergeht, so wird

03 = a* + y* 4 2ay (f-) und
¥

et . : ol
oa' = 2 4 y* — Zay (i_)
sein, wenn p und p; die Projektionen von « und 2 auf ma bezeichnen. Da nun
Py = L ist, so folgt durch Addition
x ¥
o5 + ga® = 22 + 2y* — 7r%
Mithin ist die Summe der Quadrate zweier conjugirter Halbmesser constant etc.

§ 14,

Sind oa und ob die conjugirten gleichen Halbaxen (Fig. 13), und zieht man
eine Sehne de parallel oa, so stellen die Radien oc und od der Grisse, aber nicht der
Lage nach zwei conjugirte Halbmesser vor. Es ist niimlich' 6¢* 4 od* = 2em? 4 2mo®.
Da aber om und mc bei der Verschiebung ihre Grisse nicht dndern, so ist om?® - me?
= 72, mithin o¢® 4 ad®* = 2r*, wo r den Radius des Kreises bedeuntet. aus dessen
Verschiebung die Ellipse hervorgegangen ist, wenn die urspringliche Lage desselben
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rechtwinklig war. Schligt man mithin mit oe und od zwei Kreise um o, so werden
diese die Ellipse in acht Punkten schneiden, welche auf vier Durchmessern liegen,
von denen je zwei conjugirt sind.

§ 16.
Aufgaben und Sitze iiber das Vorhergehende.

1) Von einer Ellipse sind die grosse und die kleine Axe der Lage und der
Richtung nach gegeben, die Schnittpunkte einer Geraden mit der Ellipse zu finden.

2) Der Schwerpunkt einer verschobenen Figur ist der verschobene Schwer-
punkt der urspriinglichen Figur. Denn der Schwerpunkt des Dreiecks ist der Schnitt-
punkt der Mittellinien: die Mittellinien bleiben aber bei der Verschiehung Mittellinien,
mithin ist auch bei der Verschiebung ihr Durchschnittpunkt der Schwerpunkt des ver-
schobenen Dreiecks.

Jedes Viereck kann man sich in zwei Dreiecke zerlegen. Theilt man die Ver-
bindungslinie der Schwerpunkte der beiden Dreiecke umgekehrt nach dem Verhiliniss
der Inhalte der Dreiecke, das bei der Verschiehung stets dasselbe bleibt, so erh:lt
man den Schwerpunkt des Vierecks, der daher bei der Verschiebung in den Schwer-
punkt der verschobenen Figur iibergeht.

Jedes Fiinfeck kann man sich in ein Viereck und ein Dreieck zerlegen etc.

3) Vier verschobene harmonische Punkte bleiben nach der Verschiebung har-
monis ch.

4) Ein harmonisches Biischel bleibt durch die Verschiebung harmonisch.

5) Die Siitze von Pol und Polaire gelten auch fiir die Ellipse.

6) Ist die Ellipse tbe (Fig. 14) gegeben und ein Punkt « ausserhalb der-
selben, und man zieht von « eine Tangente at und eine Sekanle abe, so ist, wenn man
die mit diesen beiden Linien parallelen Radien der Ellipse mit 4 und r bezeichnet:
r-!-'-!-":,m:%':;._ da heim Kreise n—bﬂ*“—r :%5 ist; wenn r den Radius des Kreises bezeichnet,

4) Hat man die beiden sich sehneidenden Ellipsen tbe und bf,c (Figur 14)
und zieht man die gemeinschaftliche Sekante abe, so ist in der einen Ellipse

ab ., ae ai® ab , ae . al?
———— = — in der anderen ——45— 5
r e Ty F1
wenn r, und p, die der Sekante und der Tangente parallelen Radien der Ellipse &¢,¢
4 RS al> g ! at e
¥ . — g T e— — = 8
hezeichnen ; mithin ist i g ~5 oder ot e

8) Zwei concentrische Ellipsen haben stets zwei und nur zwei gemeinschaft-
liche conjugirte Axen.

Denn denkt man sich die beiden Ellipsen auf einem Verschieblmgsr&hmen, dessen
Seiten den conjugirten gleichen Halbaxen der einen parallel sind, und verschiebt den Rah-
men bis diese Ellipse in einen Kreis fibergeht, so hat der Kreis mit der andern verscho-
penen Ellipse nur die beiden Hauptaxen der Ellipse als conjugirte Axen gemein. Ver-
schiebt man nun den Rahmen, so bleiben diese fiir beide Ellipsen gemeinschaftliche
conjugirte Axen ete.

L o




Zweiter Abschnitt
Praktische Anwendung des Vorhergehenden.

§ 17.
Der Storchschnabel.

Die Construction des Storchschnabels oder Pantographen heruht auf dem Satze. dass
drei Punkte des Verschiebungsrahmens, die in einer geraden Linie liegen, nach den
Verschiebungen stets in eine gerade Linie fallen und dasselbe Verhiltniss ihrer Entfer-
nungen bewahren, wenn sich auch die Entfernungen selbst iindern. Die Begrindung
des Gebrauchs des Storchschnabels liegt in der Lehre vom Ahnlichkeitspunkte.

Stellt mapq (Fig. 15) ein aus Leisten gebildetes verschiebbares Parallelogramm
vor, und sind simmtliche Leisten iiber die Drehungspunkte hinaus verlingert, befinden
sich ferner auf diesen Leisten die vier Punkte a, b, ¢ und d in gerader Linie und in
den Richtungen der Verbindungslinien der Axen m, », p, ¢, so werden bei den Ver-
schiebungen des Rahmens mupg die vier Punkte a, b, ¢, d stets in eine gerade Linie
fallen, und die Verhiiltnisse ab : ac : ad oder ba : be : bd ele. werden ehenfalls con-
stant sein. Hilt man mithin einen dieser vier Punkte, etwa a, fest und fiihrt einen an-
dern, etwa d, an den Umrissen einer Zeichnung, so werden die beiden iibrigen Punkte,
b und e, dhnliche Zeichnungen beschreiben. Befestigt man also bei a, ¢ und d drei
Rihren, deren Axen senkrecht auf den Leisten stehen, und von denen die bei a die
Drehungsaxe des festen Punkies aufnimmt, die bei d einen spitzen, nicht zeichnenden,
die bei ¢ einen zeichnenden Stift, so hat man bereits einen Apparat, um &Hhnliche
Figuren zeichnen zu kinnen. Da indessen das Gewicht des Apparates eine nicht un-
betrichtliche Reibung auf dem Tisch verursachen wiirde, so befestize man & an einer
Schnur, die senkrecht iiber « angekniipft ist. Diese Schnur wird alsdann bei der
Bewegung des Instrumentes einen geraden Kegelmaniel beschreiben, mithin niemals
einer Ausdehnung oder Zusammenziehung ausgesetzt sein. Um diesen Befestigungs-
punkt zu erhalten, muss man zu dem Instrumente noch eine Siule fiigen, die an den
Tisch, aof dem man zeichnet. angeschraubt wird, und die die Drehungsaxe fiir die
Rihre bei a triigt. Oben an der Siule befindet sich gerade senkrecht iiber a der Be-
festignngspunkt m der Schnur, die nach /& geht. Aber auch so wiirde das Instrument
bei nicht ausgezeichneter Arbeit noch mit Fehlern hehaftet sein, die es zu genauer
Ausfithrung unbrauchbar machen. Diese Fehler entstehen dadurch, dass die Drehungs-
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axen bei m, », p, g in den zugehirigen Buchsen schlottern und sich nicht in denselben
abwiilzen, und zeigen sich dadurch, dass, wenn man mit dem Stift bei d von einem
Punkt ausgehend auf denselben zuriickgeht, der zeichnende Stift bei e nicht auf den
Ausgangspunkt zuriickgeht. Man iiberwindet auch diesen Ubelstand dadurch, dass
man von @ nach y eine Schnur zieht, die durch elastische Stiibchen in Spannung er-
halten wird. Diese Schnur repriisentirt eine Linie aus der Parallelschaar und bewirkt,
dass die Axen sich regelmiissig auf ihre Buchsen abwilzen. Uber die andern Einzeln-
heiten der von mir in Anwendung gebrachten Construction verweise ich auf die Be-
schreibung in der »Illustrirten Zeitung vom 18. Dechr. 1852 No. 494.«

§ 18.
Vogelperspective, Isomelrische Perspective.

Verbindet man einen Punkt (den Gesichispunkt) mit den simmtlichen Kanten
eines Korpers durch Strahlen, so bilden die Durchschnitte dieser Strahlen mit einer
Ebene hekanntlich die geometrische Zeichnung des Kirpers. Ist der Gesichtspunkt in
unendlicher Entfernung, so heisst die Lehre, dergleichen Entwiirfe zu machen: Vogel-
perspective. Und treffen jene Strahlen die Ebene, welche die Malertafel heisst und
vertikal angenommen wird, unter einem Winkel von 45 Grad, so heisst die Lehre, der-
gleichen Zelclmlmr"en zu entwerfen, isometrische Perqpectn e. Da die Zeich-
nungen sanrcchter Linien bei der ‘.’uge]perspech'.e unverindert anf die ebenfalls senk-
rechte Malertafel iibergehen, so ist es eine Hauptaufgabe, die Bilder von Umrissen zu
entwerfen, die sich in einer Horizontalebene befinden. Aus dem Vorhergehenden folgt
nun, dass in der isometrischen Perspective das Bild eines Punktes in einer Horizontal-
ebene erhalten wird, wenn man von demselben in der Ebene des Umrisses, in der er
sich befindet, ein Perpendikel auf den Schniit dieser Ebene mit der Malertafel fillt,
und dies Perpendikel auf die Malertafel von jenem Punkte an unter einem constanten
Winkel gegen den Horizont auftriigt. Die Grisse des Winkels hiingt von der Richtung
des Gesichtsstrahls ab und pflegt so angenommen zu werden, dass man in der Zeich-
nung die Seite des Korpers zu sehen bekommt, auf die es ankommt. In Verbindung
mit dem Vorhergehenden folgt hieraus, dass man die Zeichnung des Umrisses
erhilt, wenn man sich denselben auf einen rechtwinkligen Verschie-
bungsrahmen gezeichnet denkt, dessen Basis mit der Kante iiberein-
stimmt, und diesen Verschiebungsrahmen so weit dreht, bis der Win-
kel zwischen Basis und Seite so gross ist, wie das Bild des Winkels
jenes Perpendikels mit der Kante.

Wenn man auf diese Weise sogleich eine Totalanschauung von den Verinde-
rungen erhilt, die eine Figur erleidet, Tndem sie in ihr Bild ui}crgehi s0 sind in dem
Vorigen auch die Hauptziige enthalten, welche dazu dienen, die Bilder von Figuren
aus der Grundfliche zu entwerfen.

Um dies iibersehen zu konnen, lise man folgende Aufgaben:

1) Das Bild einer Linie zu finden, die mit einer anderen a) einen rechten,
b, einen gegehenen Winkel bildet.
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2) An das Bild einer Linie in einem gegebenen Punkte das Bild einer ande-
ren Linie von gegebener Linge anzutragen.

Um diese Aunfgaben, die sich wihrend der Zeichnung oft zu wiederholen
pllegen, lisen zu kimnen . zeichne man auf das Zeichenbrett einen Rhombus ebed
(Fig. 16), dessen Basis dem Horizont ; und dessen Seite dem Bilde der Linie parallel
ist, die senkrecht auf dem Horizont in der Grundebene steht.  Ist nun mn das gepe-
bene Bild, so ziche man durch den Mittelpunkt o des Rhombus m;», parallel mit mn,
mache ap, gleich -bn, ; ziehe op,, mit ihm parallel mp, so ist a) der crsten Aufgabe
gelost.

Um die folgenden Aufgaben lisen zn kinnen, zeichne man noch auf das Zei-
chenbrett ein Quadrat ABCED (Fig. 17), dessen Grundlinie gleich und parallel ab ist,
mache DM = dm, ziche durch den Mittelpunkt O des Quadrats die Linie M ON, trage
an MO den gegehenen Winkel #0Q an, mache mg = M@, so ist moq das Bild des
Winkels M0 Q. Liect. auf der Linie @& der Punkt P and man sell das Bild des
Punktes P suchen, oder das Bild yon OF auf og abschneiden, so ziehe man zunichst
0Z parallel der Bm-n AR, PZ senkrecht anf OZ. ziehe daml oz parallel nnd gleich
OFZ, zp parallel be . mm‘he wp gleich %P, so ist p llcr gesuchte Punkt.

Fiir die Vogelperspective }:-cml:I'LL. man, dass auch hier die Linien, die der
Malertafel parallel sind, unverindert auf dieselbe iiberiragen werden, dass aber die

=
Linien, welche senkrecht auf der Malertafel siehen. nicht nur eine Verschiebung. son-

3
dern auch eine verhiltnissmissige Vergrisserung ader Verkleinerung erleiden. %

Hieraus folgt, dass man vermige des Verschiebungsrahmens die
Bilder der Vogelperspective erhdlt, wenn man auf dem schiefgestellten
Rahmen das Bild des Grundrisses aufzeichnet und dann um einen
gewissen Winkel verschicht.

Gesetzt nun, das Bild eines Qudrats ABCI (Fig. 18), dessen Grundlinie A#
mit der Malertafel parallel ist, gehe iiber in das Parallelogramm abed, so ist hier zu-
niichst die Linie der grossten Yerlingerung und Verkiirzung zu suchen. Man errichte
ar senkrecht anf ab, mache es gleich A und ziehe »d, halbire dies in m, errichte in
m auf rd das Loth mk, das die Linie ab in & schneidet, ziehe & und dk. so gieht
der Winkel »&6 den Winkel des Verschiebungsrahmens an, auf dem der Grundriss zn
zeichnen ist, und »&kd den Winkel, um welchen man denselben zu verschieben hat, um
den' Grundriss in sein Bild ubergehen zu lassen, Nun schneide man auf kb, fu :: ked
ab, zeichne die Diagonalen des Rhomhus Adeu, so geben diese die Richtung der Linien
der griossten Verlingerung und Verkiirzung an.

Die vorher fiir die isometrische Perapectwe gelosten Aunfzaben lassen sich auf
ihnliche Weise fiir die Vogelperspective losen.




Dritter Abschnitd

VYom ki‘}rperlichen Verschiebungsrahmen.

§ 19.

Slcllt man sich vor, die Kanten eines Wiirfels seien von unverinderlicher Grisse,
aber um ihre Endpunkte drehbar, und denkt man sich dieselben so gedreht, dass die
urspriinglich parallelen Kanten parallel bleiben, so werden sie stets die Kanien eines
verschobenen Wiirfels bilden. Denkt man nun die untere und obere Grundfliche des
Wiirfels durch Parallel=Schaaren zu Verschiebungsrahmen vervollstindigt, und durch
jeden Punkt des Raumes eine Linie parallel mit den Seitenkanten des verschobenen
Wiirfels gelegt, so wird die Strecke dieser Linie, welche zwischen die obere und untere
Grundfliche bei jeder Lage fillt, gleich der Linge einer Kante des Wiirfels sein. Diese
siimmtlichen, mit der Seitenkante parallelen Linien, kann man mithin als: unverinder-
liche auffassen. die mit zwei festen Punkien an der unteren und oberen Basis des
verschiebharen Wiirfels hefestigt sind, Die Befestigungspunkte erleiden bei der Ver-
schiebung die Verinderungen der Punkie, die auf einen ebenen Verschiebungsrahmen
hezogen sind. Die Schaar der parallelen Linien nun, welche die Grundflichen des
Wiirfels anfiillen. soll die erste Parallel - Schaar, und die Schaar der Linien,
welche mit den Seitenkanten parallel sind, die zweite Parallel-Schaar heissen.
Der verschiebbare Wiirfel mit seinen Parallel-Schaaren soll ein kirperlicher Verschie-
hungsrahmen genannt werden.

Jeden Punki irgend eines riumlichen Gebildes kann man als einen festen Punkt
einer Linie der zweiten Parallel-Schaar eines kirperlichen Verschiebungsrahmens auf-
fassen, und es sind nun die Gesetze aufzustellen, nach welchen die Transformationen
der einfachen riumlichen Gebilde durch die Verschiebungen des kirperlichen Verschie-
bungsrahmens vor sich gehen.

Die folgenden Siitze lassen sich nun sehr leicht ableiten:

1) Jede Ebene, die mit den Linien der zweiten Parallel-Schaar parallel ist,
geht durch Verschiehung wieder in eine Ebene iiber, die mit der zweiten Parallelschaar
parallel ist.
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2) Jede gerade Linie geht durch Verschiebung wieder in eine gerade Linie iiber.

Parallele Linien bleiben nach der Verschiebung parallel.

Zwei Strecken paralleler Linien, die von bestimmten Punkten begrenzt werden,
bewahren nach der Verschiehung dasselbe Verhiltniss.

3) Jede Ebene geht durch Verschiebung wieder in eine Ebene iiber.

Congruente und parallel liegende ebene Figuren gehen durch Verschiebung in
congruente und parallel liegende ebene Figuren iiber.

Ahnliche und parallel liegende ebene Figuren gehen durch Verschiebung in
ihnliche und parallel liegende ebene Figuren iiber.

Folgerungen aus dem Vorhergehenden. Hat man drei gerade Linien im
Raume OA, OB und O, die sich in einem Punkte © schneiden, und denkt sich ir-
gend einen Punkt p als die Spitze eines Ebenen-Biischels und bezeichnet die Schnitt-
punkte einer der Ebenen, die durch p gehen, mit 04, OB und OC durch a,., b. und
¢, und dreht hernach 04, OB und OC auf beliehige Weise um @, verbindet darauf
wieder a., b, und ¢. durch eine Ebene, so werden alle die Ebenen, die man erhilt,
indem man dem m die verschiedenen in Betracht tretenden Werthe beilegt, sich in
einem Punkte schueiden. Hilt man 04 und ORB fest und dreht OC beliebig um O,
so wird der Ort des veriinderlichen Punktes p eine Kugelfliche sein, deren Mittelpunkt
in der Ebene 4 O& liegt, und zwar im Durchschnittspunkte mit einem Strahl, den
man durch p parallel mit €4 zieht. Denkt man simmtliche Punkte des Raumes als
Spitzen von Ebenen-Biischeln, so werden diese Punkte durch Drehung von 04, OB
und OC um O eine gleiche Transformation erleiden, als wenn sie auf einen kirper-
lichen Verschiebungsrahmen bezogen wiiren, von dem 04, OB und OC Kanten sind.

Ferner: Denkt man sich die Ebene BOA mit der ersten Parallel-Schaar er-
filllt, und die Ebenen COA und COB mit der zweiten, und fasst den Punkt p als

die Spitze eines Strahlenbiischels im Raume auf und bezeichnet den Schnittpunkt eines -

allgemeinen Strahls, der durch p geht, mit der Ebene AOB durch 7., mit der Ebene
AOC mit 8, und mit der Ebene BOC durch «., so werden durch die Drehung von
04, OF und OC um O die Punkte 2., 2. und v. in !, B. und +. iibergehen. Es
liegen nun «%, 8. und v} wieder in gerader Linie, und alle geraden Linien =l B! 4!,
die man erhilt, indem man dem m alle miglichen Werthe beilegt, schneiden sich in
demselben Punkte, wie die vorher betrachteten Ebenen. Hilt man die Strahlen 0A
und OB fest und dreht OC so, dass es mit 04 stets denselben Winkel bildet, so
sind die Punkte v. und 8, in ihren Ebenen unverinderlich, und man erhilt fiir die
Spitze eines Strahlbiischels im Raume, das auf zwei Ebenen bezogen wird, einen ana-
logen Satz mit § 5.

4) Der Inhalt eines kirperlichen Gebildes verhiilt sich zn dem Inhalt des ver-
schobenen Gebildes, wie der Inhalt des kirperlichen Verschiebungsrahmens zu dem
Inhalte des verschobenen Rahmens.

5) Der verschobene Schwerpunkt eines kirperlichen Gebildes ist der Schwer-
punkt des verschobenen kirperlichen Gebildes.

:
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_ § 20.

Es ist nim die durch .den kébperlichen Verschiebungsrahmen tramsformirte
Gestalt einer Kugel zu untersuchen, = Bezeichnet man dieselbe mit dem Namen Ellipsoid,
g0 sind znniichst die Sitze aufzustellen, die hier unmittelbar fiir dasselbe durch die
Kugel abgeleitet werden kinnen. :

1) Da die Kugel einen Mittelpunkt hat, so hat auch das Ellipsoid, einen
Mittelpunkt. :
2) Da die parallelen ebenen Schnifte der Kugel Kreise, also dhnliche Figu-
ren, sind, so sind auch die parallelen ebenen Schnitte des Ellipsoids ahnliche Figuren,
und es lisst sich leicht zeigen, dass dieselben Ellipsen sind.

3) Tangenten und Tangenten-Ebenen einer Kugel gehen bei der Verschie-
bung in Tangenten und 'i'anfrcnten-EhL-ncn beim Ellipsoid iiber.

Da die BC[II]][‘II!‘!""’-—L‘UHE eines Tangenten - Kegels einer Kugel eben ist,
ist auch die Berithrungs-Curve eines Tangenten-Kegels am Ellipsoid eben.

4) Drei rechtwinklige Durchmesser einer Kugel stehen in der Beziehung zu
einander, dass eine Ebene, die durch zwei derselben gelogt wird, eine Schaar von
Sehnen . die mit der dritten parallel ist, halbirt. = Deshalh, liegen die Halbirungspunkte
einer Schaar parilleler Sehnen des Ellipsoids in. ciner Ebene, die durch den Mittel-
punkt ' geht, . Diese Ebene schneidet das Ellipsoid in  einer Ellipse und; irgend. zwei
conjugirte Durchmesser dieser Ellipse stehen, mit dem Durchmesser, welcher znr Schaar
der parallelen Sehnen gehirty in der Beziehung, dass |edc Schaar von Sehnen, des
Ellipsoids , die einer dieser. Linien parallel, ist, durch die Ebene der beiden anderen
halbirt wird.

Drei Durchmesser des Ellipsoids, die in der genannten Besjehung zu einander
stehen, heissen conjugirte, und es gelten’ fiir sie dhnliche S'ltza wie fiir die conjugirten
Durchmesser der Ellipse. :

5)  Sieht man drei rechtwinklige Durchmesser einer Lugcl als die drei Coordi-
naten-Axen an, und fillt von einem Punkte der Kugeloherfliche auf die drei Coordina-
ten - Ebenen drei Perpendikel x. y und z, die mit den drei Axen parallel sind, und
bezeichnet man den Radius der Kugel t!lll'bh ry S0 erhilt nian he!mnnt]ich

x? y‘ﬁ QEL

=51 it b o ;,:-l.

Bedeuten mithin a, b und ¢ die Werthe dreier conjugirter Halbaxen des Ellip-
soids, und man sieht dieselben als drei schiefe Coordinaten - Axen an, und bezeichnet
die Coordinaten eines Punktes der Oberfliche des Ellipsoids mit xy, v, und z,, so dass
x, parallel a, y, pnrn!lel b und ﬂsl pam]lel ¢ ist, so erhilt man

x g y 4 T iy
": b P 2

x ol 1
denn man kann = = -~ , % = 3—’;— ete, setzem.
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§ 21,
Man betrachte jetzt folzenden speciellen Fall:

Die drei Kanten OA, OB und OC (Fig. 19) eines korperlichen Verschiebungs-
rahmens seien der Bmhno'uno' unterworfen, dass 2 AOC und £ AOB unverinderlich
und gleich einem Heciiteu sei, der Winkel COB sei aber verdinderlich,  Nimmt man
nun' an, der Mittelpunkt einer Imn‘el liege in der Ebene COB md der Winkel COB sei
ein heliebiger, so wird dieselbe dunh Verschiebung in ein Ellipsoid iibergehen, von
dem- sich leicht drei rechtwinklige conjugirte Axen angehen lassen. Ist niimlich €0 =
OB und CODRB ein versehobenes Onadrat, so folgt, dass bei der Verschichung die
Kugel in ein Ellipsoid iibergeht, von dem drei rccht\nnkllwc conjugirte Axen purullcl
qml] mit den Diagonalen des verschobenen Ouadrats ('GRD und mit der Kante OA.

Es folgt ferner, dass bei jeder Verschichung die zuletzt genonnte Axe gleich
dem Durchmess(,r 2 der urspriinglich gegehenen I\uge] bleibe, und dass von den
beiden anderen Axen die eine grosser und die andere kleiner als 2r sein miisse.

Stellt der Kreis um m dert Durchsehnitt der Kugel mit der Ebene COED vor,
und man’ zieht tmg II"I]':B“I!'] OB, ms parallel €8, mp p.u-nllei QD pg und st parallel
OC, 50 ist mg = gqp und ¢ =15, "Bezeichnet man mq durch . mt durch » und den
2 mgp-durch ¢, so erhilt man r = 2u sin. up = 2v eos.Vyp. Geht mun’ durch Ver-
%chlehunr ¢ in'¢p 4 Adiiber, so’ geht” der Kreis um m in eine Ellipse iiber, deren
grosse uml kleine 'Axe  mit ﬂml Drawnna]en O und €8 parallel Bleiben, und daher
diiveh «'sin. U, (¢ + &) und v cos. Y,'(¢ 4 A) ausgedriickt sind. ' Die Kugel um m
geht' nun in ‘ein Ellipsoid iiber, von dem die’ drei rcrhl“ inkligen conjugirtens Halbaxen

sind"+'2q sin. Yy (' A), 2veos. Yy (9 + A)und Berewhnet man dieselbén
durch 4. B und r, so erh.ilt m'm nun aus diesen Grissen u, v, ¢ und A zu enmtte]u
1..9 Ai Bfl
dm Gleichungen Jat" + =Lt e = 1, aus welchen’
VA’ — B r AY iR
U = — ST e
o .A‘= = Ry
Bir, % i H"’
iy g a‘#’ V—m D= id g i (ff*"'m“”“‘ V 5o bl

Schneidet man das, ]!..Hlpamd in zwei Ebenen, die mit, A0B und AOC parallel
sind, so miissen diese Schnitte noch dieselben sein, wie vor der Verschiebung, also
Kreise. Man erhilt mithin den Satz: Zu jedem Ellapwul giebt es zwei Schaa-
ren.paralleler Ebenen, die dasselbe in Kreisen schneiden. Beide Schaa-
ren -amd pnml]el der nn[;llercn Hauptaxe und bilden sowohl mit der grnmcn. als auch
m:l der k]emen Hauptm{e gleiche. Winkel.

§ 204
Es bleibt nun noch zn exmitteln, wie die drei Hauptaxen eines Elllpsuuis hegen
in welches eine Kugel durch irgend eine Verschiebung iibergeht. Die Lisung dieser

Frage kann erhaltcn werden, wenn man dicjenige Diametral-Ebene bestimmt, welche
mit einem zu ihr senkrechten Radius noch nach der Verschiebung einen rechlen ‘Winkel
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bildet. Legt man schiefwinklige Coordinaten zu Grunde, welche den Kanten des kir-
perlichen Verschiebungsrahmens parallel sind, so hiingt die Richtung dieses Radius von
einer Gleichung des dritten Grades ab, wodurch man schliesst, dass dieselbe drei
reelle Wurzeln habe. welche sich auf die drei gesuchten Hauptaxen des Ellipsoids
heziehen. Diejenigen Radien, welche bei der Verschiebung keine Anderung in ihrer
Liinge erfahren, liegen im Allgemeinen auf dem Mantel eines Kegels des zweiten Gra-
des. der in besonderen Fiillen (vergl. § 21) in zwei Ebenen ibergehen kann.

Da die Durchfiibrung dieser Betrachtungen aber Mittel erfordert, welche hier
nicht vorausgesetzt werden diirfen, so sei nur noch einer Aufgabe erwihnt, welche in
dies Gebiet schligt und sich leicht beantworten lisst. Es soll nemlich bestimmt wer-
den. wie viele Systeme dreier conjugirter Axen zwei concentrische Ellipsoide gemein-
schafilich haben.

Zu dem Ende denke man beide Ellipsoide im kirperlichen Verschiebungsrahmen,
bei einer Stellung, wie sie in § 21 betrachtet wurde, so dass die drei Hauptaxen des
einen mit den Diagonalen des Rhombus OBCD (Fig. 19) und mit der Kante 0A pa-
rallel werden. Dann verschiebe man. den Rahmen so, dass dies Ellipsoid in eine Kugel
iibergeht, so wird das andere Ellipsoid wieder in ein Ellipsoid iibergehen. Dies Ellip-
soid und die Kugel haben offenbar nur ein gemeinschaftliches System dreier conjugirter
Axen, nemlich die drei Hauptaxen des Ellipsoids, mithin haben auch die beiden zuerst
betrachteten Ellipsoide nur ein gemeinschaftliches System conjugirter Axen.
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Im Laufe der ersten zehn Seiten lies immer gerade statl grade,
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