Ueber die Bewegung verinderlicher ebener Figuren, welche
withrend der Bewegung sich #éhnlich bleiben in ihrer
Ebene, *)

Erster Theil.
§ 1.

Bei der Lage zweier fhnlicher Figuren in einer Ebene sind zwei wesentlich verschiedene
Fille zn unterscheiden. Die beiden Figuren kinnen nimlich entweder so liegen, dass die eine
durch blosse Drehung um irgend einen Punkt der Ebenen in eine solche Lage zu der anderen
gebracht werden kann, dass je zwei homologe Seiten parallel sind, oder sie kdnnen eine solche
Lage zu einander haben, dass das genannte Ziel durch blosse Drehung um irgend einen
festen Punkt der Ebene nicht zu erreichen ist. Man kann die erste Lage schlechiweg Ahnliche
Lage, die zweite symmetrisch &hnliche Lage nennen. Befinden sich zwei Figuren in symme-
trisch ihnlicher Lage, und man dreht die eine Figur um irgend eine feste Linie der Ebene aus der
Ebene heraus, bis sie nach einer Drehung um zwei rechte Winkel in die Ebene zuriickkommt,
so haben die Figuren nach vollzogener Drehung zu einander Ahnliche Lage. In beiden Fillen
wird jedem Punkte, der auf die eine Figur bezogen wird, ein dhnlich liegender der zweiten ent-
sprechen , und denkt man die Punkte der Peripherie eines Kreises der einen Figur zugehorig,
g0 werden die Punkte eines zweiten Kreises der andern Figur -entsprechen. Durchliuft man die
Punkte der Peripherie des ersten Kreises nach einer bestimmten Drehungsrichtung, so werden
die entsprechenden Punkte des zweiten Kreises fiir die erste Lage der beiden Figuren dieselbe
Drehungsrichtung und fiir die zweite Lage die entgegengesetzte Drehungsrichtung annehmen.
In dem Folgenden wird nur von dhnlichen Figuren in &hnlicher Lage die Rede sein. Gesetzt,
die beiden Vierseite (Fig. 1) HABCH und HabeH seien zwel ihnliche Figuren in ahnlicher
Lage, und die gleichnamigen Punkte seien #hnlich liegende Punktey der Punkt H sei ein Punkt,

*) Die vorliegende Abhandlung, von weleher ich hier nur den ersten Theil dem Drucke fibergeben kann,
hatte ich in der gegenwirtigen Form vor zwei Jahren dem Herrn Professor Steiner in Berlin vorge-
legt, und von ihm die Mittheilung erhalten, dass er dasselbe Thema in ausgedehnterer Weise bereits vor
langer Zeit bearbeitet, aber noch nicht verdffentlicht habe. Da meine Hoffnung auf Publication der be-
treffenden Arbeit von Seiten des Herrn Professor Steiner bis jetzt nicht in Erfillung gegangen ist, so
halte ich es fiir meine Pficht bei Verdffentlichung meiner Arbeit, die ich ohne fremde persinliche
Anregung abgefasst habe, anf diesen Umstand anfmerksam zu machen, damit nach dereinstiger Publica-
tion der Steiner’schen Arbeit, die Prioritit derselben nicht in Zweifel gezogen werde.
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der sich selbst entspricht, so haben, wenn man die Lingen der Perpendikel, welche man von
H auf AB, BC, (4 und ab, be, ea fillen kann, beziiglich mit %, B, € und a, b, ¢; bezeichnet
die Proportionen statt HA:Ha = A:a = B:b = @ :c bezeichnet man den Schnittpunkt von
AR und ab mit ¢, den von BC und be mit « und den von AC und ac mit 2, so lisst sich
jede der Linien Ha, HE, Hy auf folgende Weise wie Ha definiren. Ffs ist eine der beiden ge-
raden Linien, welche die Winkel, die BC und be mit einander bilden, so theilt, dass die Perpendikel
von irgend einem Punkte von ibr auf BC und be sich wie zwei homologe Seiten verhalten. Da
es bekanntlich zwei solcher Linien giebt, weleche mit B¢’ und be ein harmonisches Biischel bil-
den, so ist die Linie Ha durch die vorige Angabe noch nicht eindeuntiz bestimmi. Es bleibt
noch anzugeben, ob die Linie M innerhalb des Winkels 428 oder innerhalb des Nebenwinkels
von diesem, im Winkel b1 sich befinden miisse. Man kann nun diese Winkel in folgender Weise
unterscheiden. Dreht man die Linie abe um den Punkt « und durch den Winkel 6o, so wird
nach vollendeter Drehung die Richtung von & nach ¢ dieselbe sein, wie die von B nach €, dreht
man dagegen die Linie abe um den Punkt o und durch den Winkel balB, so wird nach vollzo-
gener Drehung die Richtung von & nach ¢ entgegengesetzt der Richtung von B nach € sein.
Da sich ausserdem leicht nachweisen lasst, dass der Winkel &af) gleich einem der unter sich
gleichen Winkel AHa, BIHb, CHc sei, so werde ich den Winkel bzd? den Drehungswinkel der
beiden #hnlichen Figuren nennen. Hat man iiberhaupt in der Ebene zwei gerade Linien AR
und ab und sieht 4 und a, B und b als dhnlich liegende Punkte an, und schneiden sich diese
Linien im Punkte v, so werde ich den Winkel Aye oder dessen Nebenwinkel den Drehungs-
winkel nennen, je nachdem nach vollendeter Drehung um den Punkt ¢ um den Winkel Aya
oder dessen Nebenwinkel die Richtung von 4 nach B dieselbe ist, wie die von a nach b, oder
nicht. Demnach theilt die Linie Hx den Nebenwinkel des Drehungswinkels in der oben angegebenen
Weise. Von den beiden ihnlichen Figuren HABCH und HabeH ist vorausgesetzt worden, dass
sie einen sich selbst entsprechenden Punkt M haben; man leitet indess nach den vorausgegan-
genen Betrachtungen auch leicht den Satz ab: Hat man in einer Ebene zwei dhuliche Vielseite
ABC .... A und abc ...... a in dhnlicher Lage und theilt man den Nebenwinkel des Drehungs-
winkels je zweier homologen Seiten durch eine gerade Linie in ein solches Verhiltniss, dass die
Perpendikel von irgend einem Punkte dieser Geraden auf die homologen Seiten sich wie zwei
homologe Seiten verhalten, so schneiden sich alle diese Linien in einem Punkt der Ebene, und
dieser Punkt ist fir beide ahnliche Figuren der sich selbst entsprechende Punkt. Dieser Punkt
mdge kurzweg Aehnlichkeitspunkt fiir schiefliegende ahnliche Figuren ader
schiefer Aehnlichkeitspunkt heissen.

Verbindet man den schiefen Aehnlichkeitspunkt der beiden @hnlichen Figuren mit zwei
homologen Punkten I und p der beiden ihnlichen Figuren ABC ... 4 und abe ...a und P
und p unter sich, so entsteht ein Dreieck, welches einem der unter sich #hnlichen Dreiecke
AHa, BHb, etc. dhnlich ist. Es ist mithin jeder der Winkel MPp und Hpl’ ein constanter,

Bewegt sich eine Figur in einer Ebene in der Weise, dass sie mit der Bewegung zugleich
in eine fihnliche Figur iibergeht, so wird je nach der Bewegung und der Verinderung der Figur
éin bestimmter Punkt der Figur eine Curve beschreiben und eine gewisse Linie derselben eine
solche umbhiillen.

849
Um die Bahn bestimmter Punkte einer Figur kennen zu lernen, wenn sich dieselbe nach
der angegebenen Weise bewegt und verindert, stellen wir zundchst folgende Aufgabe:
AR und ab seien homologe Seiten &hnlicher Figuren, und die gleichnamigen Punkte seien
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homologe, ferner schneide sich A« und Bb in g unter einem rechten Winkel. Es sollen, wenn
die Lage eines Punktes P der Figur, welche zu AR gehirt, gegeben ist, die Coordinaten des
entsprechenden Punktes p der Figur, die zu ab gehort, in Bezug auf die Coordinatenaxen gAd
und gB gefunden werden:

(Fig. IL) Zu diesem Zwecke fille man das Perpendikel PC von P auf AB, setze die
Strecken Ade = m, Be = n, CP = p, Ag = ¥, gBh = X, und ziehe durch P und € die
Linien PT und €T parallel mit g.4 and gB. Alsdann folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiecke
CPT und AzB, dass CT = Py und PT = —£ X ist. Man erhalt mithin fir «

j m == n m - n
oder fiir den Abstand des Punktes P von gA und fiir y oder fir den Abstand dieses Punktes

von gB folgende heiden Werthe: =

m : .
o —X 4 —
m -+ n = m-4-n

n p

T m+i1r .7 m +-r't
Dem entsprechend sind die Werthe von @, und g, d. h. die beziiglichen Abstinde des der

Linie ab entsprechenden Punktes p von der X' Axe und der ¥ Axe, da die Quotienten — e

und ﬁ; als Quotienten homologer Sticke in &hnlichen Figuren constant sind,

.m oy
= m+nj'+ m+“l’.
1 ---—"-—I’-i- Sy
= m-tn !

wo unter X, und ¥; die Strecken gb und ga verstanden sind. — Da nun bekanntlich der In-
halt eines Dreiecks, dessen eine Ecke im Anfangspunkt des Coordinatensystems liegt und dessen
andere Ecken durch die Coordinaten w, y und x,, y, gegeben sind, ausgedriickt wird durch den

Werth von _-g'g,r_—z_:.',-f _, so folgt, wenn A den Inhalt des Dreiecks Pgp bezeichnet, dass

n Y+ P bogrycoasine L g g Ir) (m:;-nr:_f_

9A = (.2 nifis g :
il it ¥) (m+n m-=n m - n' m—n

m-4n m_-|: n’
praly . BT o] Wiy
m—+—“_11} — (m—-l—n)2 (XL ¥ Y:X)
i
Der Inhalt aller solcher Dreiecke gPp, fir welche %Hf_}"’ eine constante Zahl ist, wird
mithin derselbe sein. Um den Ort der Punkte P zu iibersehen, fir welche die Gleichung statt-

hat (’::l"ifjﬂg — ¢, wo ¢ irgend eine Constante ausdrickt, beziehe man alle Punkte P auf ein
rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt im Mittelpunkt der Linie AR liegt, und
dessen X Axe mit der Linie AB zosammenfillt. Setzt man nun AB = 2L, m = I —Z, n=1
— S— 2 -

—+ £, so geht obige Gleichung iiber in (-9 (;;-‘E} P — ¢ oderin f4p? =1 — 4Pc iiber,
woraus sich denn ergiebt, dass alle Punkte P, welche auf der Peripherie eines Kreises liegen,
dessen Mittelpunkt in den Halbirungspunkt von AB fillt, in solche Punkte iibergehen, dass
die Dreiecke gPp gleichen Inhalt haben.

Ist ¢ = o, so ist ¥4 p? = &, d. h. alle Punkte P, welche in der Peripherie des um gAB

1!‘
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geschlagenen Kreises liegen, ergeben Dreiecke Pgp, deren Flicheninhalt gleich o ist, oder jeder
dieser Punkte geht in einen Punkt p iiber, der mit g in gerader Linie liegt.

Wenn ‘sich mithin eine sich selbst &hnlich hleibende Figur mit zwei bestimmten Punkten
in den Schenkeln eines rechten Winkels bewegt, so beschreiben alle Punkte der Peripherie eines
Kreises, der durch jene Punkte und die Spitze des rechten Winkels geht, gerade Linien, die nach
der Spitze des rechten Winkels gerichtet sind, nach welchem Gesetze sich auch die Linie be-
wegen mige,

(Fig. IIL.) Von diesem Satze iiberfithrt man sich auch leicht auf elementarem Wege. Sehlagt
man nimlich um AgB und agb zwei Kreise und sieht die beiden Linien AR und ab als homo-
loge Durchmesser an, so folgt, wenn man eine Linie durch g zieht, welche den ersten Kreis in
P und den zweiten in p schneidet, aus der Gleichheit der Winkel AgP und agp, die Gleich-
heit der Certriwinkel auf den Bogen AP und ap, und diese Gleichheit deutet an, dass der Punkt
P zu AR ihnliche Lage hat wie der Punkt p zu ab.

Zieht man durch g noch eine zweite Linie, welche den ersten Kreis in P, (Fig. III.), den
zweiten in p; schneidet, so wird, da P zu AB #bnliche Lage hat, wie p zu ab, die Linie PP
homolog mit pp, sein.

Indem nun 4 in @ und B in b nach irgend eimem Gesefze iibergeht, wird zu gleicher
Zeit der Punkt P in p und der Punkt P, in p, iibergehen. Sind also die Punkte 4 und B
der Bedingung unterworfen, dass sie sich stets auf den Schenkeln des rechten Winkels AghB
bewegen miissen, so sind die Punkte P* und p,, welche so mit 4 und B zusammenhingen, dass
das Vierseit APP B sich stets ahnlich bleibt, der Bedingung unterworfen, dass sie sich aunf
den geraden Linien gl und gP;, bewegen miissen. Sind nun die Punkte P und P, einer sich
dhnlich bleibenden Figur der Bedingung unterworfen, dass sie sich anf den Schenkeln gP und
gP; des Winkels PgP; bewegen miissen, und man nimmt irgend einen rechten Winkel AzRB
an, 50 miissen die Punkte A4 und B, welche man als jener Figur zugehiirig denkt, sich in den
Schenkeln des rechten Winkels Ag B bewegen; denn in welche Lage P und P, auf den Schenkeln gP
und gP; auch iibergegangen sein mogen, die nun mit p und p, bezeichnet werden migen, so muss,
wenn man um das Dreieck gpp, einen Kreis schligt, der g4 in a, gl in & schneidet, das Vier-
seit app,ba immer dem Vierseit APP;BA #hnlich bleiben, weil die Seiten beider in den Krei-
sen Sehnen sind, die man um die Dreiecke gAB und gab schlagen kann, welche zun gleichen
Mittelpunkts - Winkeln gehoren, und weil diese Sehnen in gleicher Ordnung aufeinander folgen.
Anstatt also von der Bewegung der Punkte P und P; auf den Schenkeln gP und gP; auszuge-
hen, kann man von der Bewegung der Punkte 4 und B auf den Schenkeln des rechten Win-
kels g AR ausgehen. Bewegt sich mithin eine sich selbst &hnlich bleibende Figur
mit zweil bestimmten Punkten P und P, in den Schenkeln eines Winkels PgP
s0 beschreiben alle Punkte der Peripherie des Kreises, der um PgP, geschla-
gen ist, gerade Linien, die nach g gerichtet sind, und jeder Punkt ), der auf
der Peripherie eines mit jenem Kreise concentrischen liegt, geht in einen
Punkt g iiber, so dass das Dreieck g®Qg¢ einen constanten Inhalt hat, welcher
vom Radins dieses Kreises allein abhingt.

il |
Der doppelte Inhalt des Dreiecks gPp war nach dem Obigen gleich _’E:T:l:'ﬂ%_(‘r'f_
L_Popil g
L= U—-i;;ﬁ (X;¥ — ¥;X). Nennt man e die Entfernung des Punktes P» vom Halhi-
I.’I

—p? i
rungspunkte 'von AR, o0 ist £? - p* —=e?, und 24 = (T"B} (X;¥ — ¥, X). Nenntman das
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Dreieck, welches dem Halbirungspunkte von AB selbst entspricht Ay, so ist fiir diesen Punkt
e—o und 2A = }(X;¥ — ¥, X). Man erhilt mithin:

Ry | LR

kanifd : Tl oder A = i_’_p__e__ A

Das Dreieck, welches dem Halbirungspunkte von AB entspricht, ist mithin ein Maximum’s-
Dreieck., Je grosser die Entfernung eines Punktes P von dem Halbirungspunkt wird, ein
um so kleineres Dreieck entspricht ihm. Ist die Entfernung desselben vom Halbirungspunkte
gleich I oder gleich 1AB, so ist das ihm entsprechende Dreieck Null, und ist die Entfernung des
Punktes noch grosser als {AB, so ist das Dreieck gPp negativ, d. h. der Winkel Pygp; hat
mit dem Winkel Pgp entgegengesetzte Lage, wo P und p,, die Halbirungs-Punkte von AB
und ab sind. Es mogen hier noch folgende Bemerkungen Platz finden. Da PP, und pp, in
Bezug auf die beiden &hnlichen Figuren, welche zu AB und ab gehiren, homologe Strecken
sind, so ist das Verhiltniss von PP, zu pp, dasselbe, wie von AB zn ab, oder das Verhiltniss
der Durchmesser der Kreise um PgP, und pgp,; demnach ist das Verhiltniss irgend zweier
Strecken PP, und pp, ein constantes. Der Winkel, unter dem sich irgend zwei Linien PP, und
pp, sehneiden, ist gleichfalls constant und zwar gleich dem Winkel, unter dem sich AB und ab
gehneiden. Dieser Winkel ist wiederum derselbe wie der, unter dem sich die beiden Kreise um
£ARB und gab schuneiden. Alles dieses folgt aus den Vorbemerkungen iber Ahnliche Dreiecke
in #hnlicher Lage. (Fig. IV.) Man bemerke noch, wie sich zu einem Punkte @ der entsprechende
Punkt ¢ durch Construction finden ldsst. Man ziehe durch den Punkt € irgend eine Linie,
welche der Kreis um PgP, in M und M, schneidet, und lege durch M und g, und M, und g
zwei Linien, von denen die erste den Kreis um pgp, in m, die zweite in m, schneidet. Da nun
MM, und non, homologe Strecken sind, so ist klar, dass der dem Punkt @ entsprechende
Punkt q anf der Linie mm, liegen muss. Legt man darauf durch € noch eine zweite Linie,
welche den ersten Kreis in W und N, schneidet und comstrmirt in analoger Weise die entspre-
chende Linie nn,, so wird der Punkt ¢ auch auf der Linie nn, liegen miissen und wird mithin der
Schniftpunkt der Linien mm, und wn, sein. Man sieht zu gleicher Zeit, dass, wenn man durch
ginen Punkt des ersten Kreises eine Schar Transversalen legt und fiir jede Tramsversale die
entsprechende des zweiten Kreises sucht, alle diese entsprechenden Transversalen sich in einem
Punkte sehneiden.

Es bleibt nun noch zu untersuchen, wie man vermige der beiden Kreise (Fig. IIL) gPP,
und gpp, den sich selbst entsprechenden Punkt der beiden &hnlichen Figuren, welche zu PP,
und pp, gehoren, oder ihren schiefen Aehnlichkeitspunkt H finden kann. Es wird behauptet,
derselbe sei der Schuittpunkt I der beiden Kreise PP, und gpp,.

Da die Punkte P und p, sowie die Punkte P, und p, homologe sind, so ist nachzuweisén,
dass die Dreiecke HPP?, und Mpp, dhnliche sind, und dass sie sich in #hnlichen Lagen befin-
den. Die beiden Sehnen HP* und Hp sind Sehnen von Biigen desselben Peripheriewinkels Hgl”
und verhalten sich mithin wie die Radien der Kreise, die um HgP und Hgp geschlagen sind.
Aus demselben Grunde verhalten sich aunch HP, und Hp, wie die Radien dieser beiden Kreise
ind ebenso PP, : pp ,, woraus folgt, dass HP: Hp = HP, : Hip, — PP, : pp,. Die beiden Dreiecke
HPP, und Hpp, sind also @hnlich, und man sieht auch leicht, dass sich dieselben in'ahnlicher
Lage befinden, denn die Drehung in der Richtung HPP, auf dem ersten Kreise ist dieselbe;
wie die Drehung in der Richtung Hpp, auf dem zweiten Kreise, woraus hervorgeht, dass H der
schiefe Aehnlichkeitspunkt von PP, und pp, ist.

Es liisst sich mithin folgender allgemeiner Satz aussprechen:

Hat man irgend zwei Ahnliche Figuren F und f und gehdren zu F die bei-
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den Punkte P, und P, welchen in der Figur f die Punkte p und p, entspre-
chen, und schneiden sich Pp und P,p, im Punkte g, so sehneiden sich die
die Kreise, welche man nm PP,g und pp,g legen kann, ineinem gemeinsamen
Punkte, dem schiefen Aehnlichkeitspunkte heider Figuren F und f, welcher
von der besonderen Lage von P und P, unabhingig ist. i

§ 3.

Bewegt sich die veriinderliche Linie A8 (Fig. V.) mit ihren Endpunkten 4 und 2 in den bei-
den festen Schenkeln Ag und g B des Winkels AgB und geht hierbei in die Lage von AR, 4 B,
A, B. etc. iiber, sieht man dabei die Linien AB, 4,.8,, A,B, etc. als homologe Seiten ahnlicher Fi-
guren, und die Punkte A, 4y, Ay, A; .. .. etc., ebenso die Punkte B, B,, By, B, . ...als homologe in
den verschiedenen Lagen an, denkt man ferner einen Punkt  zur ersten Lage der Figur gehorig, wel-
cher bei der zweiten Lage seinen homologen Punkt in &, bei der dritten in @, ete. hat, wver-
bindet man simmtliche Punkte & mit g, so wird der Radiusvector g@, indem AB in Ak,
dann in 4B, eote. iibergeht, in gQ,, dann in g, ete. iibergehen, und der Inhalt der geradlinigen
Figur gQ@Q.f: . . . ¢ wird allein von der Entfernung des Punktes @ vom Halbirungspunkte von
AB abhingen. Nennt man diesen Halbirungspunkt M und F die Flache g MMM, ... g, s0

2 ]

wird gQQ.Q; ....g = {'”;_Te_ . F sein, wo nach der obigen Bezeichnung I = J‘—f und e die
Entfernung des Punktes @ von M ist. Die Punkte der Peripherie des um AgB beschriebenen
Kreises werden ihre homologen Punkte, auf geraden Linien haben, die durch g gehen. Diese
Siitze, welche unmittelbar aus § 2. folgen, gelten natiirlich auch fir jede continuirliche Bewe-
gung der Linie A8, bei welcher also zwei auf einander folgende Lagen dieser Linien unendlich
nahe sind, und bei welcher sich die Grossen der Strecken AB und 4,8, nur unendlich wenig
unterscheiden. Betrachtet man zwei auf einander folgende Lagen der Linie AB, so werden ge-
dachte zwei Linien einen sich selbst entsprechenden Punkt haben, und alle die sich selbst ent-
sprechenden Punkte je zweier auf einander folgender Linien werden anf einer Kurve liegen, de-
ren Beschaffenheit, von dem Gesetz der Bewegung und Veriinderung der Linie AB abhingig ist.
Das Gesetz der Bewegung und Verinderung dieser Linie lisst sich nun einfach in der Weise
aufstellen, dass man festsetzt, sie mdge sich so bewegen, und veriindern, dass sie in jeder Lage
durch eine bestimmte Kurve ¢ in Punkt p halbirt wird. (Fig. V.)

Bewegt sich nach diesem Gesetze die Linie 4B mit ihren Endpunkten in den Schenkeln
eines rechten Winkels AgB, so wird der Schnittpunkt der in 4 und B auf den Schenkeln er-
richteten Perpendikel AP und BP eine Kurve F~ beschreiben, welche mit » #hnlich ist, denn da
Ap = pB, wenn p der Halbirungspunkt von AB ist, so geht die Diagonale gP des Rechteckes
gAPBg durch den Punkt p und wird von ihm halbirt.

Betrachtet man nun zwei Lagen AB und 4.8, der beweglichen Linie AB, so werden
die Kreise A4Bg und A4,B,g, deren Schnittpunkt der schiefe Aehnlichkeitspuukt der beiden Li-
nien ist, beziiglich durch P und P, gehen und sich in dem Fusspunkte If des Perpendikels,
welches von g auf PP, gefillt ist, schneiden, denn da gP und gP, Durchmesser der Kreise
ABg wnd A,B.g sind, so wird der Kreis 4Bg sowohl, als auch der Kreis 4,B.g durch H ge-
hen, Denkt man AR und 4,8, der Lage und Grisse nach unendlich wenig verschieden, und
mithin auch P, unendlich nahe an P, so geht die Linie PP, in eine Tangente an der Kurve ¥
iiber, und M wird mithin der Fusspunkt des auf die Tangente von g aus gefallten Perpendikels
sein. Simmtliche Punkte H befinden sich mithin auf einer Kurve, welche man erhilt, wenn
man vom Punkte g aus auf simmtliche Tangenten der Kurve ¥ Perpendikel fallt, und die Fuss-
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punkte dieser Perpendikel verbindet. Wir nennen diese letztere Curve daher nach Steiner die Fuss-
punkten-Curve der Curve F fiir den Punktg. (Vergl.: Ueber den Krimmungs-Schwer-
punkt ebener Curven von Steiner, gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 5. April 1838.)

Die Fusspunktencurve der Curve F in Bezug auf g sei mit ¥ hezeichnet. (Fig. VL)
Da die Fusspunkten - Curve der Ort der Schnittpunkte der Kreise ist, die um die continunirlich
auf einander folgenden Durchmesser g P, g, ete. geschlagen sind, so bildet sie die Umhiillungslinie
aller dieser Kreise und wird mithin von jedem derselben beriihrt. Ist W und der Punkt g gegeben,
so ist es auch leicht, die Curve ¥ zu finden. Denkt man niimlich durch einen Punkt H der
Curve W und durch den Punkt g einen Kreis & gelegt, welcher W in M tangirt, so ist der
dem Punkte g diametral gegeniiberliegende Punkt P ein Punkt der Curve P und HP ist Tan-

wente in diesem Punkte an F. Denkt man durch alle Punkte H, H,, H,, Il . ..., von denen
je zwei auf einander folgende unendlich nahe liegen, und durch den Punkt g Kreise K, K, K,
Iy .. .., welche heziiglich die Curve W in H, H,, Hy, I, . . .. tangiren, so bilden alle die

dem Punkte g diametral gegeniiberliegende Punkte P, P,, P;, Py ....der Kreise K, K,, K,
K; ... die Curve ¥ und HP, H\P,, IL,P;, ILP, ... sind die beziiglichen Tangenten der
Curve F in den Punkten P, P, Py, Py .... Wie nun die Curve F” die Bewegung und Ver-
inderung der beweglichen Linie AR dadurch festsetzt, dass die in den Endpunkten derselben
auf den Schenkeln des rechten Winkels g errichteten Perpendikel sich in einem Punkte von ¥
schneiden, so wird auch die Curve W als der Ort der sich selbst entsprechenden Punkte je
zweier auf einander folgenden Lagen der verfinderlichen Linie eine bestimmte Bewegung und
Veriinderung von 4B bestimmen; denn legt man durch einen Punkt K der Curve W und den
Punkt g einen Kreis k, welcher W in H tangirt, so wird dieser die Schenkel des rechten Win-
kels g, in denen sich die verinderliche Linie mit ihren Endpunkten bewegen soll, in zwei Punk-
ten A und B schneiden und 4B wird die dem Punkte / entsprechende Lage der veriinderlichen
Linie sein. Denkt man nun durch alle Punkte M, M, M, H, . ..., von denen je zwei aufein-
anderfolgende unendlich nahe. liegen, und durch den Punkt g Kreise &, &y, ks, ks . ... gelegt,
welche W respective in M, H,, H,, H, .. .. tangiren, so wird jeder von diesen Kreisen die
Schenkel genannten Winkels beziiglich in zwei Punkten A und B, 41 und B,, 4, und B,, 4,
und B, ete. schneiden und AR, 4, B\, A;B., A;B; . ... werden alle die Lagen sein, in welche
die hewegliche Linie nach und nach {ibergehen kann, wenn der Kreis k nach einander in den
Kreis Ky, ks, ky iibergeht. Dieses Uebergehen lisst sich nun in der Weise denken, dass man
sich vorstellt, der Kreis % rolle auf der Curve W und nehme bei dem Rollen so zu oder ab,
dass seine Peripherie stets durch einen festen Punkt g geht. Bei dieser Bewegnng und Veriin-
derung des Kreises & bewegt und verindert sich also auch die Linie 4B und zwar so, dass die
Punkte A und Z sich auf den festen Linien g4 und g bewegen.

In der bisherigen Betrachtung sind wir von der Curve v ausgegangen, welche der Halbi-
rungspunkt von 4B beschreibt, sind von dieser Curve zur Curve F und von dieser zur Fuss-
punkten-Curve ¥¥ der letzteren iibergegangen. Da aber leicht zu iibersehen ist, dass sich jede
Curve als eine Cnrve ¥ ansehen lisst, zu der sich auf die angegebene Weise, wenn g gegeben
ist, ¥ und v bestimmen lassen, so kann man folgende Sitze aussprechen:

Hat man eine Curve F¥ und einen festen Punkt g, legt alsdann durch g einen Kreis /,
welcher die Curve W in M tangirt, und zieht durch g irgend zwei rechtwinklig anf einander
stehende Linien, welche von & in 4 und B geschnitten werden, so wird, wenn & auf W rollt
und sich so verdndert, dass er stets durch g geht, und die Linie 4B, welche ein Durchmesser
in dem Kreise A ist, hierbei mit ihren Endpunkten 4 und B sich auf den Schenkeln gd und
gB bewegt, der Radiusvector p irgend eines Punktes P, welcher zu k in Bezug auf die Punkte
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A und B bei der Bewegung eine stefts ihmliche Lage behilt, ein Flichenstick beschrieben, wel-
ches seinem Inhalte nach dem Flichenstiicke gleich ist, welches irgend ein Radius veetor eines
Punktes, der mit P auf einem mit & concentrischen Kreisbogen liegt, beschreibt. Liegt der
Punkt P auf der Peripherie des Kreises & selbst, so wird derselbe bei genannter Rollung und
Veriinderung von k eine gerade Linie beschreiben. Wenn der Radius vector des Mittelpunktes
von k ein Flichenstick I beschreibt, so wird ein Radius vector irgend eines anderen Punktes
P ein Flichenstick f = Ii;i . F beschreiben, wo ! der Radius des Kreises % in irgend einer
Lage und e die Entfernung des Punktes P vom Mittelpunkte des Kreises & in dieser Lage
bedeuntet.

Geht der Kreis & durch Rollung auf der Curve W und Wachsthum oder Abnahme seiner Di-
mensionen nach einander in den Kreis &y, in den Kreis ks, in den Kreis & u. s. f. iiber, so geht die
Linie L, welche zu & eine bestimmte Lage hat, nacheinander in die Linie L,, in die Linie Ly, in die
Linie &y u. 5. w. tiber, wo &y zu & und den Punkten 4; und B, £, zu k; und den Punkten A4, und
B u.s. f. Ghnliche Lage hat, wie L za k und den Punkten 4 und B. Alle Linien L, £y, Ly, L; 1.
s. w. umhiillen eine Curve, und der Schnittpunkt je zweier auf einander folgender ist nach folgenden
Betrachtungen durch Constraction leicht zu finden. Man bemerke zuniichst (Fig. VIL), dass irgend
ein Punkt p des Kreises &, indem % in den niichsten Kreis Ak iibergeht, in p, iibergeht und
pp; Tangente an der Curve ist, welche p bei der Rollang von & beschreibt. Zu gleicher
Zeit geht alsdann der Punkt P der Peripherie des Kreises k& in den Punkt P, iber, welcher
mit P und g auf einer geraden Linie liegt. Nennt man H den Schnittpunkt der Kreise & und
ki, so erhilt man zwei Dreiecke HPP, und Hpp,, welche nach § 1. #hnlich sind, und es ist
daher der Winkel Hpp, gleich dem Winkel HPP,. Denkt man irgend eine Linie I, welche
durch den Punkt p des Kreises &k geht, so wird, wenn k in k, iibergeht, L in L, iibergehen,
wo alsdann L, durch den Punkt p, geht, und irgend ein Punkt ¢ auf der Linie £ wird in einen
Punkt ¢, der Linie L, iibergehen, so dass der Nebenwinkel von Hyqq, gleich dem Winkel HPg
ist. Fasst man den Schnittpankt s von L und K, als zur Linie L gehiirig auf, so wird dieser,
wenn k& in A, iibergeht, in einen Punkt s; auf der Linie X, iibergehen, wo gleichfalls der Neben-
winkel von Hss, gleich dem Winkel HPg ist. Es bildet mithin die Linie L; mit der Linie, wel-
che den Schnittpunkt von L und Iy mit H verbindet, d. i. mit Hs den Winkel MPg, oder, da
L und Z; einen unendlich kleinen Winkel bilden, so kann man auch sagen, der Winkel, den
L mit Hs bildet, ist gleich dem Winkel Hpg, wonach sich der Schnittpunkt von L und L, leicht
construiren lisst. Schligt man um HPm einen Kreis, wo m der Schnittpunkt von gP mit L ist,
so muss dieser durch s gehen, da HPms ein Kreisviereck ist, und somit ist der Punkt s gefanden.

Indem ein Kreis & (Fig. VIIL) in erwihnter Weise auf der Curve W rollend und sich ver-
findernd in seine nfchste Lage A, iibergeht, gehen irgend zwei Puukte P und @ auf der Peri-
pherie von & in zwei andere P; und @, iiber, welche beziiglich auf Pg und Qg liegen, wo g
wieder den festen Punkt bezeichnet, durch welchen die Kreislinie & bei der Rollung stets gehen
muss. Die Linie P®Q geht mithin in die Linie /7@, iiber und der Beriihrungspunkt H des
Kreises & mit W ist der schiefe Aehnlichkeitspunkt fiir diese beiden Linien, da der Sechnitt-
punkt von k& und kA mit diesem Beviihrungspunkte verwechselt werden kann. Rollt demnach der
Kreis & auf der Curve W so, dass der constante Punkt g stets auf seiner Peripherie liegt, so
bewegt sich die Linie PQ mit ihren Endpunkten in den Schenkeln des spitzem (rechten oder
stampfen) Winkels Pg® in einer Weise, welche von der Natur der Curve W abhingig ist, wo
W der Ort der schiefen Aehnlichkeitspunkte je zweier auf einander folgender Lagen der beweg-
lichen Linie ist, und umgekehrt, bewegt sich eine Linie ”Q mit ihren Endpunkten in den Schen-
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keln eines spitzen (rechten oder stumpfen) Winkels PgQ,; so kann diese Bewegung stets anf
ein Rollen des Kreises Pg@ auf einer Curve W zuriickgefiihrt werden, wo W der Ort der sich
selbst entsprechenden Punkte je zwecier Lagen der beweglichen Linie ist. Hierbei liegt der in
jedem Kreise Pg®). PgQ., PizQ., dem Punkte g diametral gegeniiberliegende Punkt auf einér
Curve ¥, von welcher W Fusspunktencurve ist. Wenn die bewegliche Linie sich mit ihren
Endpunkten in den Schenkeln eines rechten Winkels bewegt, und das Gesetz ihrer Bewegung
dadurch gegehen ist, dass sie in jeder Lage durch eine Curve v halbirt wird, so ist eben ge-
zeigt worden, wies jeder Punkt der Curve F” nund somit auch die Curve W leicht durch Con-
struction zu findeu ist. Bewegt sich dagegen die Linie in den Schenkeln eines spitzen (rechten
oder stumpfen) Winkels und zwar so, dass sie durch eine Curve v in einem constanten Verhilt-
niss von m:n getheilt wird, so lassen sich die Punkte der Curve W ebenfalls construiren. Man
bemerke zuniichst, dass; wenn PQ in P.Q: durch Rollung von k iibergeht, der Winkel HPP,
gleich dem Winkel HQ®: gleich jedem Winkel Hgq: ist, wenn ¢ irgend ein Punkt der Linie
PQ und ¢, der dem Punkte ¢ iihnliche, der Linie PQ, ist. Der Punkt H ist also der
Punkt, dessen Verbindungslinie mit P, q, @ beziglich mit der Bewegungsrich-
richtung von P, q, @ gleiche Winkel bilden. Bewegt sich /demnach die Linie £ mit
ihren Endpunkten in den Linien L und I, (Fig. IX. )welche sich in g schuneiden, in' der Weisey
dass sie in jeder Lage durch eine €urve » in dem Verhiltniss von m :n getheilt wird, und
man fasst eine Lage PgQ dieser Linie, wo ¢ der Punkt ist, welcher auf der Curve v liegt;
und die Bewegungsrichtung der drei Punkte P, ¢, @ auf, wo die Bewegungsrichtung des Punk-
tes ¢ als Tangente an der Curve v, gegeben ist, so ist der Punkt M, d. h. der:sich selbst
entsprechende Punkt fiir diese und die nichst folgende Lage der beweglichen Linie, in folgen-
der Weise zu finden. Man verlingere die Tangente im Punkte ¢, bis sie L in s und Jy in s,
schneidet, und schlage um Psg und @s¢ Kreise; der Sehnittpunkt dieser beiden Kreise ist der
Punkt M: denn der Winkel HPg ist gleich dem Winkel Hgs, als Peripheriewinkel auf dem Bo-
gen My und Winkel Hgs, ist wieder gleich Winkel W Qg als Peripheriewinkel auf Hs. Es ist
noch zu hemerken, dass da HPg = HfQg ist, auch der um Pg® geschlagene Kreis durch H
geht, weswegen H auch durch diesen und einen von den anderen beiden Kreisen zu finden ist.
Wie der Punkt M, so ist Ify, i, Hy. ..., welche den Bogen von PigQ:, PygoQgy Pogs®Qs ...
entsprechen, zu finden; alle Punkte H, M. H;, H, . ... bilden aber die Curve W

Es sei hier noch erwihnt, wie der Punkt M zu finder ist, wenn sich die Linie P& so
bewegt, dass 'sie in irgend einer Lage durch ihre niichst folgende Lage P, (Fig. X.);
nach einem gegebenen Verhiltnisse von m:n getheilt wird. Geht némlich PQ in P,
iiber, 8o dass @, die Linie @ in einem Punkte ¢ schneidet, welcher P@Q nach' dem
Verhiiltnisse von m :n theilt, so fillt die Bewegungsrichtung des Punktes ¢ mit der Linie Q,
zusammen, und die beiden Kreise, vermiige deren der Punkt H gefunden wird, gehen respective
durch ¢, P, Py und ¢, Q, &, d. h. sie tangiren beziglich & und L, in £ und . Legt man
demnach durch ¢ zwei Kreise, von denen der.eine & in £, der andere Ly in Q tangirt, so ist
der Schnittpunkt dieser Kreise der gesuchte Punkt H.  Dass dieser Punkt so liegt, dass Winkel
HPP, gleich Winkel HqP, gleich Winkel HQ®, ist, kann man leicht aus der.Fig. X. ersehen;;
wa die Gleichheit der gleichbenannten Winkel sogleich in die Augen springt.

Vermige dieser Construction des Punktes H (Fig. XI.) lassen sich mit Leichtigkeit die
Kriimmungsmittelpunkte der Kegelschnitte construiren. Man) hemerke zuniichsty dass, wenn zwei
concentrische unil fihnliche Kegelschnitte & und & gegeben sind, die Tangente in einem Punkte
g vou k duarch K in zwei gleiche Abschnitte Pqg und @g getheilt wird. Zieht' man nimlich
in & und A alle Sehnen, welche der Tangente Pq@ parallel sind, und constrnirt in & zu dem
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Durchmesser; der zur Schar dieser Sehnen gehtrt, den congugirten Durchmesser, so geht dieser
dureh ¢ und halbirt alle diese Sehmen von A&; zu gleicher Zeit fillt aber dieser Durchmesser
aueh mit der Richtung des Durchmessers von K zusammen, welchen eine mit der ersten paral-
lele Selmen-Schar von & halbirt, da die Kegelschnitte & und A #hnlich und concentrisch sind,
und ‘es folgt daher, dass die Linie, welche durch ¢ und den Mittelpunkt beider Kegelschnitte
geht, auch die zweite Sehnenschar, welche zu & gehirt, mithin auch die zu dieser Schar. ge-
horige Sehne P halbirt, und zwar in dem Punkt, wo sie den Kegelschnitt A tangirt. Denkt
man alle Sehnen (P@), welche den Kegelschnitt & umbiillen, so wird jede Sehne durch die ihr
niichstfolgende halbirt, oder anders ausgedriickt: Bewegt sich eine Sehne (@) von K so, dass
sie stets Sehne in. A bleibt mnd in jeder Lage durch die niichstfolgende Lage halbirt wird, so
umhiillt sie den Kegelschnitt & Fasst man eine Lage einer solchen Sehne P, welche & in ¢
tangirt, auf, und denkt in P und @ Tangenten an K gezogen, welche sich in g schneiden, so
kann ‘man annehmen, dass die Linie P4, indem sie in ihre niichste Lage P, iibergeht, mit
ihren Endpunkten sich in den Schenkeln g/ und 2@ bewegt. Fiir P@ und P,6), sei I der
schiefe Aehnlichkeitspunkt, der nach dem Obigen gefunden werden kann. .

Zieht man nun in den beziiglichen Tangirungspunkten von P#} und P.Q,, welche mit ¢
und ¢, bezeichnet sein mogen, zwei Perpendikel ¢u und qn,, so ist H auch der schiefe Aehn-
lichkeitspunkt fiir diese beiden Perpendikel, und den Schnittpunkt s dieser beiden Linien findet
mau nach Fritherem, wenn man bemerkt, dass & so liegt, dass der Winkel, den Hs mit gn bil-
det, gleich ist dem Winkel H@Qg, gleich dem Winkel HqP und iiberhaupt gleich einem Winkel,
den Mx, wenn & irgend ein zum System gehiriger Punkt ist, mit der Bewegungsrichtung von
x bildet.

Hiernach ergiebt sich folgende Comstruction des Kriimmungsmittelpunktes eines Kegel-
sehnittes & fiir irgend einen Punkt g desselben. Man lege im Punkte g eine Tangente an den
Kegelschnitt, schneide von ¢ die gleichen Sticke ¢ und g ab und ziehe von P und @ nach
dem Mittelpunkt von & zwei Linien, welche & in § und £ schneiden; daranf lege man durch
£ und @ die Linien L und i, welche beziiglich den in 9 und 9 gezogenen Tangenten paral-
lel sind, und construire zwei Kreise, welche beide durch ¢ gehen und von denen der erste L
in P, der zweite L, in @ tangirt: der Schnittpunkt beider ist der schiefe Aehnlichkeitspunkt
H, durch welehen auch der Kreis geht, welcher um P@g geschlagen ist. Man verbinde alsdann
H mit g, errichte in ¢ ein Perpendikel gn auf der Tangente und thue desgleichen in Jf auf Hy.
Wo letzteres Perpendikel ersteres schneidet, ist der Kriimmungsmittelpunkt s, der zu ¢ gehdrt;
denn der Winkel, den Hs mit gs bildet, ist nach der Construction gleich dem Winkel, den My
mit @ bildet. '

Es sei noch bemerkt, dass man bei der Hyperbel statt der zu construirenden Hiilfslinien
L und L; die Asymptoten nehmen kann, da bekanntlich die Strecke der Tangente einer Hyper-

bel, welche zwischen die Asymptoten fillf, von dem Tangirungspunkt oder von der niichsten

Tangente halbirt wird. In:derselben Art lisst sich der Krimmnngsmittelpunkt eines Punktes
einer’ Curve finden , welche dadurch gebildet wird, dass sich eine Linie mit ihren Endpunkten
in den Schenkeln eines Winkels in der Weise bewegt, dass die Linie in irgend einer Lage stets
durch die in der ihr nichstfolgenden Lage nach einem constanten Verhiltniss von am:n; ge-
theilt wird.

Die Gleichung einer solchen Curve, welche von allen diesen Linien umhiillt wird, ist nun
in folgender Weise zu ermitteln, Fasst man zwei nichste Lagen einer solchen Linie auf, PQ
und P Q,, welche sich'in einem Punkte ¢ schneiden, so dass Pg:qQ = m:n, so ist der Quo-
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tient, welchen man erhilt, wenn man Dreieck PglP, durch Qg¢®, dividirt, gleich ::% Bezeich-

net man die beiden Linien, in denen sich P und @ bewegt, mit' L und L, ihren Schnittpunkt
mit g und den Winkel, den sie bei g bilden, mit ¢, und setzt den Abschnitt Pg = ¥, den Ab-
schnitt Qg — X, so dass also PP, = dY, QQ, = — dX ist, so findet man fiir den Inhalt der
Dreiecke PP.g und @R,g beziiglich die Werthe m-i = Xsing.dY und — s ¥sin :;-.dX,
i 2
:' l‘l:";{ = t—:§ oder n d;’ -+ m de = o. Durch Inte-
gration dieser Differentialgleichung erhilt man die Gleichung nlg ¥ 4 mig X = ¢, wo ¢ eine Constante
bedeutet, und daher /g(¥*X*) = ¢ oder ¥*X™ = ¢ Es lisst sich mithin der Kriimmungsmit-
telpunkt ivgend eines Punktes einer Curve ¥*X" = k, wo k eine Constante bedentet, vermige
der Linien L, und L, auf denen die X und ¥ gerechnet werden, in derselben Weise construiren,
wie' der Kriimmungsmittelpunkt eines Punktes der Hyperbel vermige ihrer: Asymptoten.
§ 4.

Bewegt sich eine Linie mit ihren Endpunkten in den Schenkeln eines Winkels nach irgend
einem Gesetz, so heschreibt ein Punkt, der zu dieser Linie stets éhnliche Liage behiilt, eine Curve,
und deren Kriimmungsradius soll in diesem Paragraphen ausgedriickt werden. Wie gezeigt ist,
lasst sich die Bewegung einer solchen Linie stets auf ein Rollen eines verinderlichen Kreises,
in dem die angenommene Linie Sehne ist, zurieckfithren, und wir werden demmach auch obige
Aufgabe in die Form kleiden kinnen: Es vollt ein verfinderlicher Kreis k auf einer beliebig ge-
wiihlten Curve W in der Weise, dass er bei der Wilznug auf derselben zugleich so viel zu- oder
abnimmt, dass seine Peripherie stets durch einen festen Punkt g geht; es soll der Kriimmungs-
radius des Bahnelements eines Punktes p ermittelt werden, der in dem beweglichen Kreise stets
ihnliche Lage behilt, wenn man annimmt, dass irgend ein Punkt der Peripherie des Kreises k
bei dieser Bewegung sich stets auf einer geraden Linie, welehe durch g geht, befindet. Der
Kriimmungskreis in einem Punkte = einer Curve ¥ ist der Kreis, welecher durch = und zwei
auf beiden Seiten von » unendlich nahe liegende Punkte p und ¢ der Curve ¥ geht, und man
erhiilt demnach seinen Mittelpunkt, wenn man die Curvenelemente gn und pn halbirt und in
den Halbirungspunkten die Normalen N und XV; errichtet; der Schnittpunkt s dieser Normalen
ist der Kriimmungsmittelpunkt. Zieht man in den Fusspunkten von IV und N: zweli Tangenten,
0 bilden diese den Contingenzwinkel, welcher gleich dem Winkel ist. welchen beide Normalen
N und N, mit einander bilden. N und XN, halbiren beziiglich die Winkel, welche ¢s und sn,
und ps und sn bilden, und es ist daher der Winkel, den gs mit ps bildet, gleich dem doppel-
ten Contingenzwinkel. Vertauscht man nun das Kreiselement gnp des Krimmungskreises mit
dem Curvenelement gup = o, so kann man den doppelten Contingenzwinkel ausdriicken durch

woraus sich denn die Gleichung ergiebt —

ds - - r - . ¥ -
—» Wo r der Kriimmungsradius ist, und es ist daher der Krimmungsradius des Punktes n einer

Curve F~ gleich dem bei n liegenden Curvenelemente ds, dividirt durch den doppelten Contin-
genzwinkel, der in den Endpunkten von ds gezogenen Tangenten.

(Fig. XIL) Die Curve W, auf welcher der Kreis & in gemannter Weise rollt, ist der Ort
der Schnitfpunkte je zweier aufeinander folgender Lagen des Kreises &, wo & der Kreis ist,
welcher durch die Endpunkte der beweglichen Linie und durch den festen Punkt g gelegt wurde.
Nimmt man nun drei solcher Kreise k, ki, &y am, welche ihver Lage nach unendlich wenig von
einander verschieden sind, und nennt'a den Schnittpunkt von & und ki, und & den Schnittpunkt
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von ky und &, so ist ab ein Curvenelement von WW. Ausser a liegt noch ein der Curve W
angehoriger Punkt « auf %, das ist der Schnittpunkt von & mit dem ihm niichst vorhergehenden
Kreise, und desgleichen ein Punkt B8, der der Curve W angehirt, anf ks, nimlich der Schnitt-
punkt vou ks mit dém ihm'zundichst folgenden Kreise.

Es sind ‘alsodie geraden Strecken ax und b8 gleichfalls Curvenelemente von W, und wir
wollen annehmen, dass diese drei zu betrachtenden Elemente nnter einander gleieh sind, was der
Einfachheit wegen und unbeschadet der Allgemeinheit der daraus zu folgernden Resultate ge-
schehen darf. Jedes der genannten Curvenelemente sei gleich o,

Bevor wir nun die Bahn eines beliehigen Punktes des Kreises, welcher auf W rollt, be-
trachten, wollen wir bemerken, dass der Punkt 4, dasist der Schnittpunkt von &; mit der Ge-
raden, welche durch den festen Punkt g und den Schumittpunkt e von & und A, geht, auf der
Geraden gd in e iibergeht, wenn & in A ubergeht, und dass dieser Punkt denselben Weg de
durchlauft; wenn %, sichiin die Lage von &y bewegt. Fasst man jetzt einen Punkt p. des Krei-
ses k, auf, welcher von a den gegebenen Abstand g hat und auf der Sehne af liegt, so wird
dieser, wenn sich & in die Lage von &k bewegt, in einen Punkt p iibergehen, so dass der
Winkel, den p und die Bewegungsrichtung pp, bilden, gleich dem Winkel ade ist. und das
Dreieck ppia wird Ghnlich dem Dreiecke ade sein, was sogleich einlenchtet, wenn man bemerkt,
dass a der schiefe Aehnlichkeitspunkt fiir' diese beiden Dreiecke ist. 5Sefzt man ppr = s, so0
hat demnach die Proportion statt s : s — de:ad, woher s:pgg ist. Geht der Kreis & in
den Kreis &y iiber, so geht p, in einen Punkt p, iiber nnd zwar liegt p. so, dass das Dreieck
pipsb Gbnlich dem Dreiecke bde ist, da b der schiefe Aehnlichlceitspunkt fiir diese beiden Drei-
ecke ist: Daher folgt, wenn pip, — & gesetzt wird, dass &, : sy = de (1 db, also s = p,gg ist,

wan p; die Verbindungslinie von p, mit b bezeichnet. Demnach ist der ganze Weg S, den der
b
unendlich wenig: von einander verschieden sind, weil & und & unendlich nahe liegen, 8 =

_ﬁ‘(:—::; -}- :; . Verlingert man ad bis m, dem Schnittpunkt mit %, und &d bis n, dem Schnitt-

Punkt p beschreibt, wenn & in & und damnn in A, iibergeht, 'ﬂ% + _m{fi oder es ist, da g und g,

1 . . aly e dmn de  dn
punkt mit kg, so ist, da ad .dm = de.dg und bd.dn = d¢. dg oder e und = = i

S= E’L (dm 4 dn) = R'P_d (da + db 4+ am 4 bn). Bemerkt man, dass der Winkel, den
ad und ab bilden, Peripheriewinkel auf dem Bogen- bd, mithin sein Sinus oder anch
der Winkel selbst, da es sich nur um unendlich kleine Grissen handelt, gleich ;}% ist, wo R,
den Radius von % bezeichnet, und ferner, dass der Nebenwinkel von ama gleich dem Periphe-

riewinkel auf - in dem Kreise £, also gleich %—- ist, wo It den Radius von k& ausdriickt, so fin-

(4
det man als Ausdruck fiir den Winkel mae, wenn v den Winkel, den as und ab bilden, bezeich-

- T bd ; i i o ey i y e

net, 5p — v +‘§R_1 und auf der andern Seite lisst sich dieser Winkel darstellen durch 3R’
bd " .

80 dass also .‘-!iﬂ —v +iﬂlz;;: oder, da I8 — R, gesetzt werden darf, weil beide unend-

lich wenig verschieden sind, am = ¢ 4 bd — 2R.v. Durch dieselben Betrachtungen der ana-

!'
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logen Winkel in Bezug auf Kreis ki und ks eérgiebt sich zur Bestimmung von bn die Beziehung

T el bn v y }
el Ll g s Al - g %, » “den ‘Wink eichnet den bS
R, ©® + o8, om0 T den Radius von A; und p den ﬁmkel_ bezeichnet, den b

und ab bilden. Setzt man Ry = R, weil beide sich unendlich wenig unterscheiden, so ist
bn = 5 + ad — 2Rw. Substituirt man fir bn und @n in dem Ausdruck von S diese Werthe

und bemerkt,, dass ad 4 db im Grenzfalle gleich « ist, so ist § = ;H (40 — 2R [e + p]).

Dieser Werth durch den doppelten Contingenzwinkel, also dureh das zweifache des Winkels, den
# und s, bilden, dividirt, giebt den Krimmungsradius der Curve, welche p durchlinft. Der

Winkel aft ist gleich i:_i und in dem Dreieck p, fb ist sin pibf = i”;: Eﬁ .pif." Da b unend-
1 1

lich nahe an a liegt, so kann man pib = pie = p setzen, setat man zugleich pyf = gy und fiir
o F?
|$ 5

sin p,bf und sin pifé die unendlich kleinen Winkel p.bf und pift, so ist Winkel p, ) e, SR
Bemerkt man, dass die Summe der Winkel ppin - poprd = Ladg 4+ L gdb= L adb=

T iy  Wink Lo aaagy Padd g hi i ‘ontingenzwink
- 3R, und dass Winkel ap b = K, 4= 23R, ist, so erhalt man fiir den Contingenzwinkel,
der angenscheinlich gleich Zppia 4+ Laph + Lbpips — = ist, den Werth = — E}i +2_; §
1 1

: s

4 P2 g = £3 ;f . Demnach ist der gesuchte Krimmungsradius K = _¢ g7 =

g 2R, e 2R, 2 pl"}_,ﬂ_)

Qe

2R rdr— 2R [v : . - - 3
7 &o—' (--——_;-' [x t&]) Denkt man in den Halbirangspunkten der drei Sehnen « der drei Kreise
= ol | 5

ky kyy kg Perpendikel r, ri, ro errichtet, so kann man anmehmen, da ¢ verschwindend klein zu
denken ist, dass r =— r, = ry sei. Der Winkel, den » und r, bildet, ist gleich v + u, und die
Strecke, weleho zwischen den Fusspunkten von r und », liegt, ist 2r. Nach diesen Angaben
liisst sich =, welehes im Grenzfall der Kriimmungsradius der Curve W ist, ausdriicken dnrch

€ -
20 ZT

: ' Dividirt man Zahler und Nenner des Werthes von & durch v 4 » und setzt —
L ol v 4+

= 7, 's0 18t K'= Skt (r T—R‘)
g . gy r
Ist das Vorzeichen von K positiv, so ist die Summe der Winkel ppie und app, kleiner
als zwei Rechte, und die Linie pa liegt auf der concaven Seite des Bogens S; ist das Yorzeichen
von k negativ, so ist die Summe der Winkel ppia und apip, grosser als zwei Rechte, und die
Linie pya liegt auf der convexen Seite des Bogens S. — Eine andere Ableitung von & wird in
dem folgenden Theile gegeben werden.

§ 3.

Wir wenden uns jetzt zu den speciellen Fillen, in denen die Curve W selbst ein Kreis
ist. Dieselben zerfallen in drei Abtheilungen. Es kann nimlich der Punkt g innerhalb des Krei-
ses W liegen, oder W kann in eine gerade Linie ibergehen, oder g kann ausserhalb des Krei-
ses W liegen.

(Fig.XIIL) Den festen Mittelpunkt des Kreises ¥ bezeichne man mit M, den beweglichen von
k mit m, den zweiten Schnittpunkt von gm mit & durch £ und den verinderlichen Berihruugspunkt
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von & mit W durch H. Da nun im ersten Falle gm 4 mM gleich dem constanten Radins M#A
ist, so ist der Ort des Punktes m oder die Curve v eine Elipse, von welcher & und M Brenn-
punkte, und MH die Linge der grossen Axe ist. Der Ort des Punktes f ist eine mit v ihn-
liche Ellipse von doppelten Dimensionen und g ist der dussere Aehnlichkeitspunkt von v und F7
Die Fusspunkten-Curve der Ellipse ¥ ist W. Zieht man durch g und M den Durchmesser ux
des Kreises: F¥F, halbirt gu in m; und gz in mg, so ist mmg die grosse Axe von v und uz die
die grosse Axe von F. Da g auch ein Brennpunkt der Ellipse ¥ ist, so folgt der bekannte Satz,
dass die Fusspunkten-Curve der Ellipse fiir einen ihrer Bremnpunkte ein Kreis ist, der mit der
halben grossen Axe ans dem Mittelpunkte der Ellipse geschlagen ist.

Zieht man durch g irgend eine gerade Linie, welche der Kreis & in a schneidet, und
sieht bei jeder Lage von & die Schnittpunkte von % mit g4 als homologe an, und ebenso die
Mittelpunkte von Ak als unter sich homologe Punkte, so beschreibt bei der Bewegung von k& je-
der Punkt der Peripherie des Kreises & eine gerade Linie, welche durch g geht, und jeder an-
dere Punkt p beschreibt einen Bogen, dessen Tangente pp; mit Hp einen Winkel bildet, der
gleich dem Winkel Htg ist, mithin wird auch die Tangente der Ellipse ¢ im Punkte m mit Fhn
ginen Winkel bilden, der gleich Mig oder halb so gross wie Fmg ist, welches letztere wieder
ein bekannter Satz ist, der hier als specieller Fall eintritt. (Fig. XIV.) Liegt inshesondere der
Punkt g im Mittelpunkte M von W, so ist'der Kreis & von constanter Grosse und sein Radins
ist alsdann halb so gross wie der Radins von ¥, P geht in diesem Falle in W iiber und W
ist seine eigene Fusspunkten-Curve. Da nun % von constanter Grisse, so ist auch die Bewegung
von k in diesem Falle ein Rollen im gewOhnlichen Sinne, und man wird zu den hekannten Sitzen
gefithrt, welche stattfinden, wenn ein Kreis in einem zweiten von noch einmal so grossem Radius
rollt, und nach welchen jeder Punkt der Peripherie des rollenden Kreises einen Durchmesser
von B und jeder andere Punkt eine Ellipse beschreibt. Wir kimnen hinzufiigen: dass, wenn der
Punkt m den Kreisbogen mm; beschreibt und der Punkt p des rollenden Kreises & den Ellip-
sen-Bogen pp;, dass alsdann der Ellipsen-Ausschuitt gpp, gleich dem Kreis-Ausschnitt gmm; mul-

2
tiplicirt mit: '!—;—i ist, wo / der Radius des Kreises v und e die Strecke pm ist.

Die Sitze iiber die Umhiillungen gerader Linien, welche zum Kreise v gehiren, fihren
hier zu folgenden Ergebnissen:

(Fig. XIIL.) Zieht man durch den Brennpunkt g einer Ellipse zwei gerade Linien gL und
gL, und beschreibt von irgend einem Punkte m des Umfangs der Ellipse mit mg einen Kreis &,
welchen die Linien L und L, in 4 und B schneiden, so wird die gerade Linie AR, in eine an-
dere gerade Linie 4, B, iibergehen, wenn der Punkt m des Umfangs der Ellipse in einem an-
deren Punkt m, des Umfanges iibergeht. Denkt man nun‘zu jedem Punkt m des Umfangs der El-
lipse die zugehdrige Linie 4B, so werden alle diese Linien AR eine gewisse Curve umbhiillen
oder berithren. Um den Beriihrungspunkt , auf einer bestimmten Linie 4R, d. h. den Durchschnitts-
punkt mit der ihr folgenden Lage zu finden, ziehe man den Radius MH im Kreise ¥ und bemerke,
dass der Winkel H4, 4 — dem Winkel Hig sein miisse. Bezeichnet ¢ den Schnittpunkt von ¢ mit
AR, so ist mithin der Sehnittpunkt des Kreises, den man um das Dreieck Hiq schlagen kann, mit AR
der gesuchte Berithrungspunkt. Denkt man jedem beweglichen Kreise » eine Linie B zugehorig,
welche diesen Kreis nicht schneidet, und will zunfichst diese Linie fiir eine zweite Lage des
Kreises k& wiederfinden, so ziehe man eine Sehne AR parallel mit UAB, und die beiden Linien
g A und gB ; die Schnittpunkte dieser beiden Linien mit der zweiten Lage &, von kbestimmen die Linie
AB,. Die zweite Lage von B oder 2,3, ist nun dadurch bestimmt, dass 2,3, parallel .4, 8, sein
muss, und dass die Entfernungen der Linien B und AB vom Punkte m sich verhalten miissen, ‘wie
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die. Entfernungen von 2%, und .4;#; vom Punkte m;. Simmtliche Linien #$B umbhiillen eben-
falls eine Curve, und den Tangirungspunkt auf der Linie Y findet man, wenn man zuerst den
Punkt ¢ auf A& nach der angegebenen Weise bestimmt, alsdann den Durchschnittspunkt von
von Ht mit AV construirt. Dieser Durchschnittspunkt ist der gesuchte Tangirungspunkt.

Geht der Kreis W in eine gerade Linie iiber, so gehen die Curven » und F in Parabeln
iiher, Liegt der Punkt g ausserhalb des Kreises W, so gehen v und F" in Hyperbeln iiber, und
es gelten natiirlich hier ganz iibmliche Sitze, wie die soeben an der Ellipse erliuterten.

Es bleibt noch zn hemerken iibrig, dass wenn g innerhalb W liegt, jeder Punkt, den man
als zn & gehorig denkt, bei der Bewegung von 4 eine Ellipse beschreibt, dass im zweiten Falle,
wenn W eine gerade Linie ist, jeder zu k gehorige Punkt eine Parabel, nnd dass, wenn g ausser-
halb W liegt, jeder zn k gehorige Punkt eine Hyperbel beschreibt. Zieht man namlich durch
den Brennpunkt g des Kegelsehnitts irgend zwei genkrechte Coordinaten- Axen, und zieht durch

jeden Punkt £ des Kegelschnitts eine Linie, von welcher die Strecke AB , welche zwischen den

beiden Axen liegt, durch den Kegelschnitt selbst halbirt wird, so sind die Abschnitte auf den
Coordinaten-Axen, die doppelten Werthe der Coordinaten des Punktes /. Nennt man X und ¥
die Abschnitte der Coordinaten-Axen, so sind ! X und { ¥ die Coordinaten von P. Denkt
man den Punkt P zugehorig zu AB, so sind die Coordinaten @ und y des Punktes P mnach

T L - : T Ul T Pui’ gl et

§ 2. hestimmt durch die Gleichungen @ = e A+ =Ty Yud y = g e Y+
_..,_-‘:_ . X, wo die Coefficienten von X und Y constante Zahlen sind. Man kann mithin auch
m n

die Grossen {X und } ¥ durch Ausdricke von x und y darstellen. Ist nun f (3 X, 3 Y)

— o die Gleichung des Kegelschnittes, so erhiilt man die Gleichung des Punktes P, wenn man

in dieser fiir X und ¥ ihre durch # und y ausgedriickten Werthe setzt. Die Gleichung fiir die

Curve, welche P besehreibt, ist mithin im' Allgemeinen von demselben Grade, wie die Gleichung
(L X, ¥) = o, in dem betrachteten Falle mithin wieder ein Kegelschnitt.

Geht der Punkt p bei der Bewegung in den Punkt p, iiber, so geht der Punkt P in den Punkt

P, iiber. Zwischen den beiden Kegelschnitts-Sectoren gpp, und gf P, findet aber nun die Be-

3

ziehune statt, dass der Sector gPP, gleich dem Sector gpp, multiplicirt mit: ,r__*; 5 ist, wo [

— L AB mnd e = Pp ist.  Da sich aber iihersehen lisst, dass sich die Quadrator einer Ellipse
nur auf die Quadratur einer anderen Ellipse, nicht aber einer Parabel oder einer Hyperbel zuriick-
fithren lisst, wenn die Coordinaten der einen sich durch die der andern lineiir ausdriicken las-
sen, und da fhnliches fiir die Parabel und Hyperbel stattfindet, so miissen die Punkte p und P
gugleich einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel angehiiren.

" Wenn der Punkt g ausserhalb des Kreises W liegt, so kann noch der besondere Fall eintreten,
dass der Kreis W selbst in einen Punkt iibergeht, welchen wir W (Fig. XV.) nennen wollen. Die
Curve v geht in die gerade Linie ve, iiber, welche g W halbirt und auf dieser Linie senkrecht steht;
denn in dieser Geraden liegen die Mittelpunkte aller Kreise, welche durch g und W gehen. Zieht
man nun zwei zu einander senkrechte Linien g/ und gL, durch den Punkt g und denkt durch jeden
Punkt p der Linie v, eine Linie AR gezogen, welche von p halbirt wird, so fallen die schiefen Aehn-
lichkeitspunkte je zweier auf einander folgender Lagen von 4B in den Punkt I, woraus man
schliessen kann, dass W der schiefe Aehnlichkeitspunkt simmtlicher Linien AB ist, die durch
die Punkte p der Linie ew, halbirt werden. Man kann auch schliessen, dass, wenn der Punkt g
segeben ist und die Curve v in die gerade Linie vv, iibergeht, dass alsdann die Fusspunkten-
Curve ¥ in einen Punkt itbergeht, welcher dadurch bestimmt wird, dass gW auf ve, senkrecht
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steht und von v, halbirt wird. Da zwischen den Coordinaten der Linie ev,, wenn man sie auf
die Coordinatenaxen gf und gk, bezieht, eine linefire Gleichung stattfindet, so kann man
schliessen, dass auch zwischen den Abschnitten gA und gB oder zwischen den doppelten Coor-
dinaten des Punktes p eine linefire Gleichung stattfindet, und umgekehrt, dass wenn zwischen
diesen Abschnitten eine linefire Gleichung stattfindet, der Halbirungspunkt p sich auf einer geraden
Linie wey bewegen miisse, und dass mithin alsdann der schiefe Aehnlichkeits-Punkt simmtlicher
Linien AB sich in dem Punkte W befinden miisse. Hat man mithin das rechtwinklige Dreieck
MgN (Fig. XVL) und zieht von den Punkten F, Iy ete. der Hypotenuse MN anf gM und gV
die Perpendikel F4 und FB, Fid, und IiB: ete., so findet zwischen den Coordinaten g4 und
B, g4, und gB, der Punkte F, F,.... der geraden Linie MN eine linelire Gleichung statt,
deshalll miissen ‘alle Linien AB, A B, ete. ... einen gemeinsamen schiefen Aehnlichkeitspunkt
haben. Da die Linie ve:, welehe dureh die Mitten der geraden Linie AB, 4B . ... hindurch-
oeht. mit MAN parallel ist, und denselben Abstand vom Punkte g wievon MN hat, soist der Fuss-
punkt W des Perpendikels W auf MN der schiefe Aehnlichkeits-Punkt simmtlicher Linien
AR, A\B, . ... oder simmttiche Dreiecke WARB, WAB: . ... ¢etc., zn denen auch WgM und
WgN gehoren, sind unter sich dhnlich. Nach den angegebenen Bestimmungen iiber den schie-
fen Aehnlichkeitspunkt kann man auch sagen: simmtliche Kreise, die man um Ag#, AgB, ete.
schlagen kann, schneiden sich im Fusspunkte W, was sich natiirlich auch leicht elementar be-
weisen lisst. Denkt man nun wieder irgend einen Punkt P* zugehirig zu 4B, so sind nach § 2.

seine Coordinaten bestimmt durch die Gleichungen @ = —=— X F_ ¥ ud y =
m —4 n m 4= n

b ol o X, wo fiir X und ¥ die Grossen g4 und g zu setzen sind. Da zwischen

m =4 n m- n

gA und gB eine lineiire Gleichung existirt, so existirt auch eine lingiire Gleichung zwischen «
und y oder simmtliche Punkte P, P;, P, etc., welche zu AR, 4By, A By ote. iihnliche Lage
haben, liegen auf einer geraden Linie, und es'muss das Dreieck W P2P fihmlich sein dem Drei-
eck WAA,, WPP, ihnlich sein WA 4, ete.; es verhilt sich mithin PPs : A4, = WP : WA,
= PP, A A;. und mithin PP, PPy — A4, : A4 Alle Punkte, die zn AR gehiven, bewe-
gen sich also bei der Bewegung von AR in geraden Linien und legen proportionale Strecken
zuriick. Beschreibt man um gAB, (Fig. XVIL) gA B, und g4, B8, die 'drei Kreise &, & und
ks und zieht die geraden Linien gP und g@, welche & in P und ' @, & in P und @ und Ay
in P, und ), schneiden, so muss, indem A in 4 iibergeht, P in P, und @ in Q, iibergchen
and indem A, in A, iibergeht, muss P in P, und @, in @, ibergehen, man erhilt mithin die
Proportionen A4 : 4.4y = PP, : PP, = QQ:: Q.Q.. -

Schneiden sich also drei Kreise in zwei Punkten g und W, und man zieht durch einen
dieser Punkte g mehrere Transversalen, so verhalten sich die Abselmitte der Transversalen zwi-
schen je zweien der drei Kreise anf der einen Transversale, wie die entsprechenden auf den
anderen. f

(Fig. XVIIL) Bewegt sich die Linie 4B mit ihren Endpunkten A und B in den Schen-
keln des rechten Winkels Mg N und der Mittelpunkt von 4B beschreibt die rerade Linie vw,
and man zieht die Sehme PQ, welche AR in » schneidet, so wird, indem AR in andere Lagen
AB,, 4B, ete. iibergeht, der um ABg beschriebene Kreis in den Kreis iibergehen, der um
AB.z, A;B.z ete. beschrichen ist, und alle diese Kreise werden durch den Fusspunkt VW~ eines
Perpendikels g ¥ auf MN gehen, wo MN parallel ve: und noch einmal so weit von g ent-
fernt ist, wie vei. Dabel’ wird, mdem das Vierseit ABP#QA sich stets ihnlich bleibt, der Punkt
P, indem er in Py, P, etc. ibergeht sich stets auf dem Schenkel g und der Punkt Q. indem
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er in €,, @, ete. iibergeht, sich stets auf dem Schenkel g@ bewegen, und die Vierseite ABPQA,
4B, P A, LB.PQ A . ... werden simmtlich fihnlich und W ihr gemeinsamer schiefer
Aehnlichkeitspunkt sein. Da die Punkte s, #;, s:..... , auf einer geraden Linie liegen, so kann
man diese auf die schiefen Coordinaten-Axen gP” und g@ bezogen denken, und da ferner zwi-
gchen den Coordinaten der Punkte s, s, s, ete. eine linefire Gleichung existirt und das Verhalt-
niss von Qs : sP stets dasselbe bleibt, so folgt auch, dass zwischen gP und gQ, g und g),
ate. eine lineiire Gleichung existirt.*) Daraus folgt leicht, dass auch umgekehrt, wenn zwischen
den verfiinderlichen Grissen gP und g eine lineire Gleichung existirt, alle Kreise, welche man
durch gP®, gP.Q, ete. legen kann, sich jn einem und demselben zweiten Punkte W schneiden,
und hieraus folgt der folgende Satz:

Hat man irgend ein Dreieck MgN und zieht von den Punkten F, F,, F; etc. der Linie
MN mit gM und gV die Parallelen F4 und FB, F A und F,B, F. 4. und F.B; ete., welche
gMin A, A, As.... gN in B, B, B, etc. schueiden, und schligt Kreise um gAB, g4, B,
gA.RB, ete., so schneiden sich alle diese Kreise in einem Punkte W, welcher der gemeinsame
schiefe Aehnlichkeitspunkt der Linien AB, 4.B,, 4P, etc. ist, so dass also simmtliche Drei-
ecke WAB, WA B,, WA,B, ihnlich sind. Ferner, haben die Punkte P, P, P, etc. zu AR, 4, B,,
AsB,. ... ihnliche Lage, so liegen sie in geraderLinie, und es verhilt sich #P; : P, P, == A4, : A 4.
(Fig. XIX.) Da die Linien g und g¥ zur Schar der Linien AB, 4, B,, 4.B. etc. gehiren, so miissen
die Dreiecke WgM und Wgl dhnlich sein, und man findet daher den Punkt W im schiefen Aelin-
lichkeitspunkt dieser beiden Linien, den man im Durchschnitt W zweier Kreise erhilt, von de-
nen der eine durch g und M geht und gV berithrt, und der andere durch g und N und gM
beriihrt.

Um den Schnittpunkt s zweier auf einander folgender Lagen der Linie AR zu finden, hat
man zu bedenken, dass Winkel Wsd = Winkel WAM sein miisse, woraus sich ergiebt, dass
der Punkt s im Durchschnitt eines Kreises, der AM in A berithrt und der durch W geht,
mit AR liegt. Denkt man mit A8 eine Linie &L verbunden, welche AR in ¢, gM in &, gV
in L schneidet, und die zu AR stets dhnliche Lage behilt, (bezeichnen also AR, A, B, 4,8, efc.
die auf einandar folgenden Lagen der Linie AB, so muss At : (B = A, : (4B, = Ait:: 6,8, und
LAt muss = L A44,6, = L Ail:G, ete. sein): so findet man den Schnittpunkt s, von &L
mit seiner nichsten Lage, im Schuittpunkte eines Kreises mit &L, der durch W, & und A geht,
denn alsdann ist der Winkel WAM — Winkel Wi, &. Durch denselben Punkt #; geht zugleich
der Kreis, welchen man um W, B und L schlagen kann.

Schliesslich bemerken wir noch, dass die Linie &L bei ihrer Bewegung eine Parabel um-
hiillt; denn da & und Z sich auf geraden Linien bewegen, und da ¢ sich ebenfalls auf einer
geraden Linle bewegt, so muss &L eine Parabel umbhiillen, weil dies bekanntlich jedesmal ge-
schieht, wenn drei sich #hnlich bleibende Punkte einer geraden Linie sich auf geraden Linien
bewegen.

*) Setzt man (Fig. XVIL) gP ==, gP, = =, gPy = 2, gl = 080 = 3y g = ¥y 50 findet nach dem
Obigen die Proportion statt PP, : PPy, = QQ, : @@, oder (zr;, — x): (xg— ) = (4, — ) : (g — ), ous welcher man die

. Gleichung =,y — 7y = = (43— 1) —y (¥3 — =;) ableitet. Sieht man die Punkte @, und P, @, und F, als feste und

@ und P als veriinderliche an und setzt fir * und y wieder g und gQ ein, so erhili man die linefire Gleichung, welche
zwischen g und g@ stattfindet.
Professor Schonemanmn.
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