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Uber Dreiecke,

welche einem Kegelschnitt umsehrieben und

einem anderen eingeschrieben sind.

Von

Priedrich Lerch.







1E

W enn die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes
der Ebene von einem veriinderlichen Parameter 4 abhiingig

ind o dass x a + “21 -+ A B b, 4+ Iil»‘g}- -+ F};;ﬂ.: ¢
; e e Py Sl it
sina, 8 5 - A (,':..A.' . 5 ¢+ (,'211 T )

so ist der Ort des Punktes ein Kegelschnitt. Denn es ist
K(esr—aty) + Mer—an) + clo—ay =0
und A(eqy—by) + Mey—10b.) + ey—b, =0,

und die Elimination von A4 aus diesen Gleichungen ergiebt:

I:(‘n U= ""ii)(‘:'lﬂ_h‘,\] ] (G:L”"‘"‘ ITj::](‘fjl"'"_ f":)]:= [(‘-':'-'""_"";\]{‘f'l”‘_sz
= (*"2"'—”-1](":§‘f_' j’:‘.)] : [(Cﬂ-'f-'—*"f:)('-":y_"‘:) = [‘31"'—ff|)(l'-.ij'_f—!r’-_=)]-

Da sich hierin die Glieder von htherem als dem zweiten
Grade heben, so erhilt man die Gleichung eines Kegel-
schnitts.

Die Tangentialgleichung dessclben erhilt man durch
Elimination von 4 aus der Gleichung des Punktes:

(ay + a.d + ah)E + (b + bk + bA%)y + (e + od + eh)E =0
und ihrem Differenzialquotienten nach 4, némlich:
(s + 2a,4)E + (b + 2b,4)n + (0 + 2e,4)E = (L
a6+ + o
2(as§ + by + &)

setzung dieses Wertes in die erste Gleichung:

Man erhiilt A = — und durch Ein

1*




(‘”15 + by + Clg)(a:ig + by + C':tg) Sy 'E‘(ﬂag -+ by + i-'z*i-')_: 0,

In der allgemeinen Gleichung in Linien-Koordinaten:
flrlgz + 24 [’_'g?? + 1-12':1'?2 + 24 1::§é R 2—'[-_*::?}": A s"’:'.:t';‘_i =0

ist also zu setzen:

2
s s,
Ay = ayaz——, 24, = a\b; + by — ——
7k 2
lJ-'_: : Loty
_.(l-_a—_‘a = E'll?}"] T _ﬁ 3 .:‘-).4.’1. 45 — 10y + Ayl — - B)
o
e bsca
J'_I.:m — E.!t[."‘-. = }’ .‘f"i'_[-.:::‘ = b”_‘:; + t'.ﬁ_-if,'! = :‘.)
II.

Wenn einem beliebigen Kegelschnitt zwei Dreiecke
umschrieben werden, so liegen bekanntlich deren 6 Ecken
auf einem neuen Kegelschnitt, und es giebt nach einem Satze
von Foncelet unzihlige Dreiecke, welche dem ersten Kegel-
schnitt umschrieben und dem zweiten eingeschrieben sind.
Man kann sich also das Dreieck beweglich vorstellen; seine
Seiten bleiben Tangenten des einen, seine Ecken Punkte des
anderen Kegelschnitts. Nach einer von Weill in den Nou-
velles annales de mathématiques (11, série, tome XIX, p. 367)
gegebenen und aunf die Parabel angewendeten Methode kann
die Bewegung des Dreiecks durch Veriinderung ecines Para-
meters in folgender Weise dargestellt werden.

In der Gleichung #°+ 12°+ pa + ¢ =0 seien p und ¢
lineare Funktionen von A und zwar p=AA+ B, ¢q=Ci+ D.
Dann entsprechen jedem Werte von A drei Wurzeln der
Gleichung, welche #x,, », und x, heissen migen. Sind nun

2= (1)

J

ghlig & ‘-.____ U e 4 FIL = AR sl 10 .'.‘ ,.r_ {
e AN TEPATLY

e DO N R R R

»-—g;‘ ,-_.f'-.-' =
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diese Wurzeln selbst Parameter, durch welche die Beriilhrungs-
punkte der Seiten eines Dreiecks bestimmt sind, so entspricht
jedem Werte von 4 ein anderes Dreieck. Ferner ist

A=— (% + #:+ %) l
P AR 4 B = %, + %%, + %%y ER e e LA (2)
q=0Ch+ D= — a2, l

Die Gleichung einer Ellipse :z -+ ;F — I =0 kann er-

setzt werden durch @ = a cosp und y = b sing. Set?t man

2% 1
{r’j —?—j~ = 4, 80 ist -S'EH{P = IT_’ und Co8Qp = 1—'—p Ty also
- T ="a —j—: s und y = BF;L (3)
I+ x 1+ w
| Die Gleichung der Tangente wird 7 cosp -+ =L sing
)

1 =0, oder: ab(x'— 1) — 2axy + ab(l + ») = 0.

Fiir den Schnittpunkt zweier Tangenten erhilt man:

: 4ot )
f a4 = —f : - e =i L% s
/ TEE
.' 08 _‘_J ((Pl i E 932 i
P i)
3 o i'( ¥ )
] df= = .:') ?Di ; {p-‘ el 1Y ﬁ

- 1 1+

O8 — (q}l qj)

Im Folgenden soll zuniichst der durch die Ecken zweier
Tangenten - Dreiecke A A;A; und A;A;A; gehende Kegel-
schnitt bestimmt werden, auf welchem also folgende 5
Punkte liegen:*)

*) Salmon - Fiedler, Analytische Geometrie der Kegelschnitte.
Leipzig 1873. p. 297, Aufg, 2.




1—%,%; %ot Hy 7 1 —ne%;
ﬂli — S B .? 1 = ) ——— d "-1 =
1 + ng-j j 1 + 1'1’-;1{; 1 + R;,H.;
b—n, %y + %, 1—un,
Py = (b —— Y= —  By=a——
1+ %%, 1+ =%, 14 =%,
1—aux I
Wy = b= Ys=b—— A
14+ %, 14+ %4

Es sei L =0 die Gleichung von 4,4,

M=0 2 A

N=0 3 B v [}

P=0 a y - dady,
so ist LN = kMP die Gleichung eines dem Viereck A, 4,4,4,
umschriebenen Kegelschnitts und die Konstante & ergiebt
sich durch Einsetzen der Werte von @ und ;. Es ist nun
L = b8 = 1) = Daxy & ab(i+ %) | 3
P= ab(#;— 1) — 2axy + ab(l + #3). - Die Gleichung von A4, :'-
ist  a2(p—u) — yYlas—a) + ey — 2y = 0 oder M =
.t-},[(xl—x;,)(I — %) + (Ho— #5)(1 —ul:-::,f)] + Da(#ty—#:%y)

+ t-fs,[(x:.— T x,x,-.)].
Ebenso ist:
N= a_*h[(:-c; —x)(L—n4) + (o8 — 25)(1— %4 x:,)] + 2ay (%, — #:s)
+ c:b[(:-s,,-—x,]{}_' ) e G L m_.,)].

Setzt man nun @ =wa; und y = y; und bezeichnet die dadurch
erhaltenen Werte von Z, M, N und P mit L,, M,, N; und

P, so erhilt man

2 2 ] S
e 2ab (xi AT B on :-:-_;x.-,) = 2ab(#y — #y)(%s — %#4)
1 + KK (I + %lx”‘)
2 th g S 37 M = i ,
B= i q :ﬁ}:f = %) Ebenso findet man nach einigen
Umformungen: ‘ .
]

— < -




o 1y
T TR e
_]f_", = p =3
: (L A+ %40t)
AT ?db(xn _ﬁ_‘“)(z“.__ xl)(x:;__—'_f._tl
= (7 + %y%5) !

i : 2 : I-'r.iv:ﬁ_ﬂz_m ] :
5 FOlgllCh ist L_—ﬁ'-—ﬂz. R R T T D B T § e {5)

Setzt man die Werte in die Gleichung LN —kMP =0
ein, so lassen sich die Koeffizienten der Kegelschnittsgleichung
an’ + 2000y + @y’ + 200 + 2a0y + i =0

berechnen. Man erhiilt z. B.

@y "_:bz(“%__ -‘r)[(i‘l o 3:-)(1 TR = '.‘{;;34;) + (9‘-"4 = K.)-:J(f = 313:-)]

™~

. :-.'. 5ot E(x! TE x](x.: = I) [(-‘rﬂ[ ar 3)(1—— 333;:) 25 (Fﬂg s KU)(I = %1?53)] .

8 Ky — %y
g Bei der Ausrechnung lisst sich (x,—#;) als Faktor

herausnehmen, und es wird:
b (r— %)

Ha— ¥y
Ty (xﬁ‘-'-: + %5 + 1‘3"1)(354 =+ 55 4+ % + xmaxu)

qi— Wy oy Uy — %y — Ky, — K + WKWy —— W

+ (st + %ot + R )(%) + % + %5 + %;szn)).

'.'. = p -r.t,-'--'.',';'._ 4 .‘ ._ .-
i ), a0 o il e L +
_;F,.—-{_‘.pm LB e T

Setzt man daher:

X5+xu+xu=_ls x-l+x5+xﬂ=__;".:
2% - %%y =+ x2t =P =AJ~1 =+ B 2%+ 22 + e, = +p-_-211.i.2 + B
Mk = — 0= _(Oll St D) HyHghy, = Joa—ar (CL + D),
so ist:
bﬂ T :
(0l =—(;?__—’:“'}(_A1 + Aa-z_ (C&l o= _:U) e (OA; -+ D)

— (A4, + B)(—A — Ok, — D) + (Ady + B)(—4 — Ok, — I)‘;)

b s— - (A — A :
i (%, __:-t_.)(l_ ')(14- 0% B4 BO— AD). In derselben

}A Ho— Yy

e Woeise erhiilt man:
&

%

e




ff-_:-i T

da’(#y, — %3 da’ (%, — ) (A —4,)C'
7( : 'lJ (ﬂ.lx:\xn — x[ﬁ"_-f'f:;) = ( :———'I)—\- — --l)—
x —— %1 H;-_ T “_L

Lh U-r —x}(ﬁ
oy — %,

iy T 1 :?I-
i A B

f‘b.{"‘—”‘ [3 ”(Brf IH—I)
Hy— ¥y % :

e a’b(n, — “::)(‘12 =3 J'l) (A et & ))

¢ - Hy— I i

Also heisst die Gleichung des umschriebenen Kegel-

(m,' AD e e e 1).

3 =—

schnitts:
w(BC— AD + B+ C+ 1) — 2abay(A + D) + 4a’Cy’*
+ 2ab’2(BOC— AD — 1) + 2a°by(4 — D)
+ @ (BC—AD— B— C+ 1)=10.

I1I.

Jeder der merkwiirdigen Punkte des Dreiecks beschreibt
bei der Bewegung des Dreiecks eine Bahn, deren Gleichung
man findet, wenn man die Koordinaten des Punktes durch
A, B, C, D und A ausdriickt und nach (1) die Koeffizienten
der Tangentialgleichung berechnet.

Ort des Schwerpunktes.
Sind @, und y. die Koordinaten des Schwerpunktes S,

: & &+ @y Yy + 2 Y i
80 18t @s = ——; Ys = XA ’:f--n-—i. Daher ist

R (.f—-—-x;i{l+ : +f-—"91!1{)
ST 14 %oy ' T+ a1 %ot




i ﬂ( _‘_)—.‘?;clxga-:';: 7 Jf——:-:;;c._.)
(1+ "uxa)u + %.%,) 1 + Wy Ko
(2 4 2000 + %oty + Mty — (%, + %o+ M) KyHathy — Mk
(1 %20 - Ry + 2ty 4 (o1 + Ko %) Kol — i)
_a (B+4i+ B—A(CA+ D) —3(Ch+ Dy’)
=3 ({+Ar+B+i(Ch+ D)+(Ch+ DY)

A b [ %+ %
L (_I'+ s

i
5]
J

_F_a (,c_|+;cq+ 2x, —}—ux—&—xx + .ﬁ.-;x i xl+9~:._,)
1 4wty + Ha¥ty +3’f]l¢a(|_ I+xlz;

Sl (._J(.-cl-l-.-cz—l.—x‘}—r B T A = O %, O o 2 ke 2 ) (%, -3¢ +u;-.+2:-:,;r,:¢:‘))
S (T + #20)(1 + #ato)(1 + %) '

U, b (2A+ H(OA+D) + H(AA + B) + 2(44 + B)(Ci + D))
T (1+ AL+ B+ (¢ % + D)+ (CA + D))

9]

Es sind also @, und v, von 4 in der anfangs besprochenen

Form abhingig, der Ort von S ist daher ein Kegelschnitt.

Zur Bestimmung desselben ist
n:l=i;(' —{-H-—~11)) i f(’l-—f}—-h '”)

o (: in r_:f)

b | b ,
e (y.y D+ 3 U) e (2 + 30+ BH2AD+ zBG)
et

b
N s T s it “'I iz
5 J( A0+ 1)

o=1+ B+ D e—=A+D+20D - o= 4+ C

Hieraus ergiebt sich:
s

Ay = ayty ——
4

e ;—) (40{9::-' 4+ 3BO+ 3+ B—34AD)+ (A— D)ﬁ)
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Mit Hiilfe der Koeffizienten von Gleichung (7) erhilt :_w
L
. e i i.'_ W (t3 -
man: A“ — }f, ]I {rlb ..-i._
worin W = 3BC— 3AD + B+ 9C+ 2 ist. Ebenso ist: 4
Y b : : : 3 !-
Ay = bipy — %: = (A DABO + 2B + 60+ 3) A
= ;(2 + 30+ B+ 2BCY—A'D*—AD(2 t 30+ B+ 2}#‘)) i
i ;’{ (— (2BO— 24D + B+ 30+ 2 — 44 n)
a6 E
5 k-
=— " ((BO—AD— 1
o ( (BO— AD—1) 2
+(BC— AD + B+ C+ I)(3BC— 34D + B+ 90+ 3))
b a: -
=— o (e + 2 W), e
Jb ( a’b’ e
A — c[r,';;—g = O(BC— AD+ B + O + 1) — 3(4—1 4+ .?_)) e

1 -
= -}; EJ_ oy Moy — ﬂ-;j)-

10, + ab : : S .
24:="a.b; ~1—a5;-‘7= 78 ( [[_)JU)_ 2BC _;;*4_,_;() :
4+ D(4AD — 4BC— B— 90— ;g)) 3
;;(A(ﬁ C—AD—1—W)+ DAD—BC+1— n-'))
;;((A — D)YBC—AD—1)— (A + D)W ) .
s (I_b it W o a’l:lai:;) .

c'rzcg a

A— 1

A’..)Ji“i—fflfi-"ﬁtl ('_' )( _B(“‘_A.I}_'I)

ff—(ﬁ':n(f“ l’-ﬂl:”}; F-",JI’{n"‘"'(fun([n

AN S A




Lt 1% (230 7 v

Y AT BN
sl

s
Y
2

-

B —

i

i b : r
)A 1 e E-'IFJ 5 Eht e ?% = ',,(A(‘BU-— :'1 )7.’)-— [)

(B+ C)(A—D)
6k __)__)

—

—-—-—((BC AD—1)(A+ D)+ (A—D)(BC— AH+H+G+I))

F)‘( a]Q{TE:‘-+ “"l'u'll) -'J'I.Fhl'—‘ﬂ'”ttng
F L a’h’ a’b’ 6a’b* ;

= —ab’W, so

(:
Setzt man noch W= — —rl!:—,, also ai
(i

erhiillt man

(fn” g T (’{J; !"1'1;”“'_1 T uf;l_ (.'m(!;,, ﬁ!l.-‘.'

Ay——— 1 Ay =——F75 Ay=—— TG
36a’b’ Jbab 264D

(fyallas — (s aa“ Ayatllyg — Ly tla; Ly than '_(fl;r

4= 1 1 Ay = ‘-') 272 “: Apy=——F757
1240 12a’b” 4a’b*
Der Ort von S hat daher die Gleichung:
2 2 ”’i! [‘j,.

a4+ 2ay, H,'+anu +—tt“e = j’fwf —I—

Fithrt man noch den Wert von aj ein, so ist

3AD -+ B+ 9C+ 3)

!']'Em —_ f.-fglrfg(t.))j i

...”:; lf“

——T ﬂdzb' "ﬂ "‘I— _— —I-‘ —_— = (2“[1@2 -{' i)agib‘-, “l— a--_]_g 3

und wenn man Z=— a,a’ + aﬁb” -+ @y, setzt,
gy = by — 27,

Also heisst die Gleichung:

a —I'I pl -?l'fg; i as = 2Z -
f!llt’U“I"-“w“!‘i_”“V‘{' : ‘l“ ?L"i'_'q—':")-' agae (8)

Der Schwerpunkt beschreibt also einen Kegelschnitt,
welcher dem umschriebenen #hnlich und mit ihm dhnlich
gelegen ist. Die Koordinaten seines Mittelpunktes sind

"Tll”*l fE-'mEl!” l‘fl;(-!'l I’f“a” ﬁ
o, — TR AT und lgﬁ e =5,
N, an— 0 T 0y, (lgs — Qi J
14422 12 11 12
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—

T = P

wenn « und f§ diejenigen des Mittelpunktes des umschriebenen
Kegelschnitts bedeuten. Nennt man also den letzteren U, j
ferner den des eingeschriebencn Kegelschnitts M und den I"
des Schwerpunkts-Kegelschnitts S, so liegen M, S und U7

in gerader Linie, und es ist MS: SU = 7 : 2, oder MS -8
g &
= = MU. & -
Z b

VI g

Ort des Hohenschnittpunktes.

Die Gleichung der Hhe auf A,A4, ist:

: 2 E] I — iy skt =) Jj":! - %y,
cape s =2 174 .rc_x G _(_! 1 —iit_x:- )..’ h
die einer zweiten
g o o {5 — D%, + %3). 44
24 e ]J' 5 — — ;_)[' =93 y o O T o s = :,.,
Zar.y + b(x: — 1)y ity ~ e + b e 3
Hieraus ergeben sich die Koordinaten des Hohenschnittpunlkts:
(%5 — 1)1 — o) hE

2aap (2,5 — %, — #'x, Ay “—:.?G"J(
h(lL Hy 1+] (]__{_xx)

V("l_f)(f - %1%) %o - 32, %, =+ 2R
(I s )+ b(“_j)[“’""n(f-f_-h_ﬂ“1—;-”) =

2axy (-’f".' pT %!)(1 + #%s)
_ 2a(ty—m)(1+p —Ag—q¢)+ (s — ) (0 — 1) (i — 1)(1 —2)
= @ )l )

o 2a (I p—Ag— )+ b1 — ui)(1 — #3)(1 — 23) ’g §
0 (T + %)+ %01 + #m,) k-
Da ferner i+ i + %= 24— 2p und x% -+ wins - wixi l

= p*— 2Aq ist, so ist : Il
201+ p— g — @) + 1 [ + pF — (¢ + ¥]

e.Th e

I+p+ig+¢ {9




=

e

e
.r'-

T

il
<)

e

Fit-iacihh

ALY

Has

il
£43, 2

1) el
b 4
.

oy

ey SR e AR TR

A

B 1
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-,f ( W A
Ebenso findet man y, = ”;j;’_:; éj‘:uu+ﬁ§’))

Als Ort des Hohenschnittpunktes erhiilt man wiederum
einen Kegelschnitt, dessen Gleichung sich nach dem Vorigen
bilden lisst. Die Rechnung unterbleibt jedoch, da das Re-
sultat bereits durch einen Satz von Burnside™) gegeben ist.
Die Gleichung heisst

dnnt* - ) — 2y — 2a,8 — 2ayy
— (@ + )@+ V) —anw=0. . . . . . (9

Die Hauptachse dieses Kegelschnitts steht auf der des
umschriebenen Kegelschnitts senkrecht. Bezeichnet man die
Gleichung (8) mit Kg= 0, die Gleichung (9) mit Kz=10,

so ist

s R P
Ks + Kpg— (""'tl + "*'!1:'('!"- _I' L e D] I’") e ‘3 )3l ‘I" ol + F't':;;'.)

2¢,
s .T;(/:_ 2{.‘:-‘3).

Die Schnittpunkte beider Kegelschnitte liegen also auf
einem Kreise, dessen Mittelpunkt
2”]1 2(-" -
oy — — und By,—=-—-——— ist.
 E -_"j(”ll—i"_a) ﬁl L%
Der Mittelpunkt von Kg ist:

ﬂl” |+”|](f]|. (fﬂtl Nn)
+ l

o)y — - 3 5
(ty oa—— a]g [LAT) ffJ — s

. (10)

ﬁ?a: ”12“!.3—{_ '-rf-_}_gf_::n =ﬁ + ((T,” )u’.‘ l
Ly lon— (s (fu”_g ”I..!

*) Salmon-Fiedler, p. 464, Aufg. 6.
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V.
Ort des Mittelpunktes des umschriebenen Kreises.

Ist a,v. der Mittelpunkt des durch 4,4.4; gehenden
Kreises, so ist
Sty — il |
e = ——7—— und ye=— --2-_% -

=

Setzt man die gefundenen Werte ein, so wird

(= )+ i — 0+ D)

-:'-c . ¥

da(l+p + 4+ 1) ]

B B VR o)

S Al R

Der Ort des Punktes ist daher ebenfalls ein Kegelschnitt,
dessen Tangentialgleichung zuniichst aufgestellt werden soll.
Man hat:
@ = ;—a(iuﬁ(l — DY)+ (D — B —2B—1))
el (4~"-'1; __(BD + ])) :
Ll __ ; : ?)
=1+ B+ D f ..
[

= ; -(-— 8420 + 2D 4+ D — AB — A)) 3

4

b= %(4”20—— V(BC4+AD + B+ C+ I)) ;

e, = A+ D+ 20D

1 ra: :
e 2yl U- 40
(ty 4&( 4?0 = (O 20 - 1 ”) .

i ;5(— BAC+ A))
e, = C -+ C,

2
(5

und bestimmt hieraus wie oben die Grissen Auzaiaﬁ—z

w S w. mit Hiilfe der Koeffizienten von (7). Das Resultat
ist folgende Gleichung:
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[ dat— daib*— (@ -—mﬂ}’.’ﬁ) g+ (4@3_ dat s — (ay— )’ ”.z) 7
4 Ayt — @)+ Sayantn — dang(an + @n)EE
— dat(@y + ap)pf=0. . . . . . . (11)
— (an + an)ay

2 aty 0y — ﬂ-%u) 5

Fiir den Mittelpunkt € ist somit o —

el T (all + N‘gg)fn"-_—_)l o l i :
Bi— ) Vergleicht man dies mit (10), so

zeigt sich, dass @ 4 2¢, = & und Br + 2p. = ist; folglich
liegt ¢ mit S und H auf einer Geraden und es verhilt sich
OSPREL 1025 st s = S id

Ferner ist a.: e = i : @, also auch = a,:fp, daher
liegt der Mittelpunkt von Kg+ Kg=10 auf der Geraden MC.

Bei der Berechnung der Koeffizienten der Punktgleichung
aus A. ay = Andy — A% u. s, w. ergiebt sich als allen ge-
meinsamer Faktor (a,, — @n).~+ 4ai. So lange dieser nicht
verschwindet, lisst sich folgende Gleichung als Ort des Kreis-
mittelpunktes aufstellen:

(“i:l '+“ ”2(“1 1A= "fl}) & — 20,3637 Y ‘I" (ﬂ-lf'.q + I’E(ﬂnaau e “'ll_}':])."')'l:

ZE
2

+ ”]Ilm‘j(ﬂlll + ffz'.')"'*-' + "!'::'.h':[ﬂn "[‘ )Y +

ah’

— @t ay=0 . . .. (1)

Ist dagegen «;, = a» und a,, =10, S0 verschwinden alle
Koeffizienten. Der umschriebene Kegelschnitt ist alsdann
oy ] Ly

ein Kreis mit dem Mittelpunkte o = — = Be = — o
11 £ 1l

und die Tangentialgleichung (11) geht iiber in (apE 4 axn
— a8 =0, also in die Gleichung von af..
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Ort des Mittelpunktes des Kreises der 9 Punkte.

Der Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises hat die
2 + an

I{Oﬂl‘diﬂﬂtﬂn “10 = _"'_2—] ?J‘G — )

Mit Hiilfe des Vorigen erhiilt man
402 +p— A —2¢) = ¥(A+ of — (p+ V)
8l +p + i+ )

I.‘L‘ﬂ B

A=

(1 +p+arf+n
Der gesuchte Ort ist ebenfalls ein Kegelschnitt, dessen

Tangentialgleichung folgende Koeffizienten hat:

4, = Gha b,[—f(rr — %) (al 3-—-rr“)—f—(h ay —+ ”")‘f"/)] :

som =ittt 1]

(g1 0lan— (Ui

A= —;{:E’) A= W (2”1-_!”2:: + ':"-'1 =5z ""’32]*‘51::)

2 i dala o)
A, = P

1
Ay = E{ff‘?ﬁ (?""lu"f-l:l o) (fi"n o '!'22)"2:|)-

Fiir den Mittelpunkt dieses Kegelschnitts erhilt man:

2aatt2, (afn A *‘-1'2:»]“1.1 ':“-11 ~+ @) _|" -(amfﬂg:-. — (Tyallyy)
ol — === s e
ﬂ j{fﬂ[lﬂgz I af_.) -.?(”“f'f__ T {If_-)

o — e

2

._J.JI‘I]".I(!'| —(ﬂ'”— SR ﬁc : :
i 4@y oy — a,) TR 9 Nach (10) und (11) ist
O +_P€h.

2

aber o —a — 20, und f = p — 2B, folglich &, =

and ﬁa——ﬁc ‘f“.Bh




1%

Da ferner ¢s = — und ps= 7 ist, so ist auch e, =

2Be + Bu
3

Q0 o

; = e I

Fog — 20, oder oy = ——— und ehenso f; =
ed

Durch die bisherigen Untersuchungen ist daher folgendes
Resultat gewonnen:

Bewegt sich ein Dreieck so, dass seine Seiten Tangenten
einer Ellipse und seine Ecken Punkte eines anderen Kegel-
schnitts bleiben, so beschreiben der Hohenschnittpunkt, der
Schwerpunkt, der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises und
der des Feuerbachschen Kreises ebenfalls Kegelschnitte, deren
4 Mittelpunkte H, S, C'und O auf einer Geraden liggen,
und es verhilt sich CS: SO:OH=2:1:3. Ausserdem teilt
S auch die Verbindungslinie MU der Mittelpunkte des ein-
und umgeschriebenen Kegelschnitts so, dass MS: SU =
132 38t

Hieraus folgt z. B., dass MC || UH und UH = 2MC ist.

Um die Lage der Achsen von K, und K, festzustellen,

4 2a, < .

benutzt man die Formel fg2w T in welcher w die

Neigung der Hauptachse eines Kegelschnitts gegen die

x»-Achse, also in diesem Falle gegen die Hauptachse der

eingeschriebenen Ellipse bedeutet. Man erhilt nédmlich fir
K. aus (13):

o 2“’:‘.:"{::‘.

lgdie— ——

@y — iy + (" — b°) (s — ”--I‘:) a
Um diesen Wert mit dem fiir K, vergleichen zu kinuen,

setzt man zuerst

-9{\-,31 oy — A 19_4_'-]-3:31 .

tq 2-11- —— o b i _
& Ay — Aiy + LA;": T -'ln)f].':::

und erhiilt aus (14)




18

.(113.(_1-_]3 s AIEAZSS e [(Jﬂ'l H’H =l ) )(f“(f-n

+ 2a,(t — @) (a.f” — aiy — (@ — b)(@y @ — rt.f:))]

A — Ay = — . [(ﬂ;— n“p(-}’m —(ﬂ“——a,,))

256a'b*

—+ Sty a,— ﬂ':_ug)] und

1 1 -I - g fh 0 a AL o 1
A,— 4, = T ((r -— Ef) (h‘a.iu‘b" — 4o — 4anb
o i A

— (ay + an)a’d® + Zz).

Ks ist aber Z = aud® -+ anb® + an = 2¢’0(BC — AD
414 20), also
o 4.1-'1,*((30— AD + 1)+ 46" 4 40(BC— AD + ;})

= 4”-15’((1;0 D D IORE AR
+ O+ 1)

= Haha® + axb’ + ayana’l? — ah,a'd?). Somit 1st

T : . »
Ap,— A4, = b’ir;‘-"b_”(w — b‘) (4’:![._. — (a, — rr-;zj“).

Setzt man noch zur Abkiirzung:

Oty = N, a3y — @i == DAt — aps ) =L
3 ] ]  Fo o ¥ / 9

da?, — (ay — a)' = @ und Za(a,y — an)= R, 80 erhilt man

—N NQ— RP. P
l’ff—?”'c — __J 3 ‘.l“d t‘f;L?”rQ —_— ﬁw"}_) —_—
-/ LY 4y

P Da aber

.E\'r ]ﬂ -;Hli(ﬂ-n = fffn) ]
——=—tg2weund- - —_— - = —— tgd
P T =) w1 #oi

; : tgdw — g 2w, > i Pt
st 2w, — o ¢ —tg(dw— 2w,). B
ist, so isttg2w, = Tk tpd - 100, tg(dw— 2w, ). Folglich ist




19

Wy We

w, = 4w — 2w, oder w = PR B (15)

d. h. dic Hauptachsen von A, und A, bilden einen Winkel,
dessen Halbierungslinie der Hauptachse des umschriebenen
Kegelschnitts parallel ist, oder, da die Hauptachse von Ky
parallel der letzteren und die von Kjp zu ihr senkrecht ist:
Die Richtungen der Hauptachsen der 4 Kegelschnitte sind
gleich denen der Strahlen eines harmonischen Biischels.

VIL

Wiihlt man statt dor Ellipse als eingeschriebenen Kegel-

schnitt eine Hyperbel —"— -”— — 1=0, so ist @ = (;Ii.fﬁ

EJ‘- 1 — Hakq

b :‘\52 9“1‘.} 5 . r
und Y= 2l 7 zu setzen. Der Schwerpunkt eines Tan-
— MoKy

gentendreiecks wird alsdann:

old =p=sig-r Jo). Bl 2hohidp o 9g = 2ng)
=T ) I —p+ig—q)
Als Gleichung des umschriebenen Kegelschnitts er-

giebt sich
P(BC — AD — B — O + 1)a* + 2ab(A — D) ay + 4a°Cy’
+ 200 (BC — AD — Dz — 2a’b(4 + D) 4 o’ (BC'— AD
+ B+ C+ 1)=0.
Mit Hiilfe dieser Koeffizienten erhiilt man den Ort des

Schwerpunktes in der Form: au2® 4 2an2y + any’
9

17 A
+ 5 Gl + 20y —g (Qrcnrf — 2a.,b* + nrr.m) — (J, so dass sich

g —

also diese {}lelclmng von der oben (8) aufgestellten nur durch

das Vorzeichen von »* unterscheidet. Ebenso ergiebt die
2*
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Rechnung fir Kg, K und K, Gleichungen, welche aus

den obigen durch Vertauschung von #* mit — b* hervorgehen.
Den Fall der Parabel hat Weill*) behandelt. Die

o naE i : "
Gleichung derselben y":‘g;-- giebt . fir die Tangente:

2y =1

: T :
(gr,- + @ ) Indem*; — tgp = m gesetzt wird, woraus
O % f

i}
)

é) — n” folgt, erhiilt er fiir den Schnittpunkt zweier Tangenten
a

P p(1 1) : P
S — wobei » der Parameter der
2m. my 2\m o my )’ 4

Parabel ist. Der Schwerpunkt eines Tangentendreiecks hat

7,

die Koordinaten & = ‘:;} (;11 - b’), Y= _Tj’ sein Ort ist da-

her eine gerade Linie. Weill bestimmt ferner den Ort des
Mittelpunktes des umschriebenen Kreises und findet eben-
falls eine gerade Linie, indessen werden die Gleichungen
dieser Linien nicht aufgestellt.

Die Gleichungen zweier Hiohen sind

2n.0 - 17 = p. #i¥ka¥y "g— (x, - :»:.,,)

und 2xx + y = p. %A%y +i€7} (:':1 -+ xﬂ)

Hieraus folgt fiir den Hothenschnittpunkt
ap = — ‘:% Yp =+ p. %yxs2ty + % %, + %+ x._L)
= _;’_ (;L + 4Ch+ 41}).
Folglich liegt der Hthenschuittpunkt irgend eines Drei-

ecks von Parabeltangenten auf der Linie # = ——"5, d. h., auf

der Direktrix der Parabel.

*) Nouvelles annales 1I. série, tome XIX, p. 367.
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Auf ihnliche Weise -ergiebt sich fiir den Mittel-

punkt des Feuerbachschen Kreises :u‘.:‘g(flﬂ.-i— _h‘) und

Yo = ;?f_ ( FA ++ 4CA 4!)) also als Ort desselben eine

gerade Linie.

Entwickelt man die Gleichung des 2 Tangentendreiecken
umschriebenen Kegelschnitts in der oben angegebenen Weise,
so erhilt man die Gleichung:

2 p(B 4 €)
ot o 2wy 40y — 52

v — pDoy

—I—%(BG—- ADY=0

VIIL

Von anderen Punkten des Dreiecks ist noch der Puankt
erwiihnenswert, in welchem sich die 3 Verbindungslinien der
Ecken mit den Berithrungspunkten der Gegenseiten schneiden.

- 2 : : { — %,
Fiir eine Icke 4, des Dreiecks ist 2 =a —— und

1 <4 #arty

fiir den Beriihrungspunkt B, der Gegenseite:

I +__‘*
Linie 4,B, hierdurch bestimmt. Fiir die Koordinaten des
Schnittpunktes von A4, BL und A4,B, erhiilt man
”(A (42 n) + JA(Ch + D) — 3(AA + B))

A7 P — —_ ——

L (A} - By — JA(Ch + D) — (A4 + B)

also ist die Gleichung der




b(— A(4% + B) + 9(Ch + D))
22 4 (AL + B)? — 3MCA + D) — (44 + B)

Der Ort von P ist daher ein Kegelschnitt, dessen

EIP:

Gleichung sich wie in den fritheren Beispielen bestimmen

lisst. Die so gefundene Gleichung lautet:
9 9 9 e 9
& A" — 2a:0" -+ 2a : Ao — 2"+ 2aq;
Kp=— — o i 2@ 2apay + — ?E;, sl o
22 EE

2(6”{62 + ?aub! + g3
)

el

i

+ 2(-“1:;&-' + 2”2:\3’ +

Bezeichnet man ferner die Gleichung des umschriebenen
Kegelschnitts mit S, = ¢, die des eingeschriebenen mit
S = (0, so ergiebt sich:

a2

5 ; 2 3 - @ iy’
]111 e &SI —_ — ?)) 0y + ((3-_;?3‘ — lay ? + 1)

o

9
_ = (”na'}' —]' CE-_:-JJ: ! ng;-,) b' W . ' . . B [16}

3
Die drei Kegelschnitte haben daher dieselben Schnitt-
punkte oder gehtren zu demselben Biischel. (Mit Benutzung
der Invarianten von S und S, lidsst sich auch schreiben
sios i G SR 86
.I‘L.P—Sl“'_“é"'zks—:bi_‘:'?—‘@“" 3
denn im vorliegenden Falle ist @ = 446".)

"l

Zieht man von einem Berlihrungspunkte B, aus einen
Durchmesser von S und verbindet seinen Endpunkt D, mit
der Ecke A4,, so geht 4,0, durch den Schnittpunkt der ent-
sprechenden Linien 4,0, und 4,0, Dieser Punkt heisse .
Sein Ort lisst sich auf die obige Art bestimmen, einfacher
aber durch Parallelprojektion. ~Wenn niimlich die ein-
geschriebene Ellipse Projektion eines Kreises ist, so ist Q
die Projektion desjenigen Punktes, in welchem sich die Ver-
bindungslinien der Ecken des Dreiecks mit den Beriihrungs-
punkten der #usseren Beriihrungskreise schneiden, des so-




genannten Nagelschen Punktes. Dieser Punkt IV liegt aber
mit dem Schwerpunkt S des Dreiecks und dem Mittelpunkt J
des eingeschriebenen Kreises in einer Geraden, und es ist
NS = 28J. Hieraus folgt, dass in der projizierten Figur Q M
ebenfalls durch den Schwerpunkt geht und die Koordinaten
von @ ay, = Jdws und yg = Jys sind. Der Ort von @ wird

o

also orhalten, indem man in (8) @ und y durch % und j
Y] [

ersetzt. Br ist somit aa* 4~ 2.2y + aif + 202 4 20y
+ gy — Aaya’ + ab® + as;) = 0 oder S; — 7 — (s, (1)
also ein dem umschriebenen Kegelschnitt @hnlicher, ihnlich
und konzentrisch gelegener Kegelschnitt.

IX.
Besondere Fille.
1) Der umschriebene Kegelschnitt ist ein Kreis.

In diesem Falle ist ay = as und a;, = 0. Fiir S und H
ergeben sich ebenfalls Kreise, wie bereits bekannt.*) Fur
O wird aus (14) : 4, =10, An=10, Ay=0. Aus An-— Ay

1 2 3 2 2 _— 1
— EEL‘; (\‘:5 — b )(‘4({-13 -y (“Il Fr=u ”l'.’) ) f()]gt Au —— 4‘12-_! U]ld d]e
Punktgleichung des Ortes von O wird Ay dg(@* + 3°) + A
= 0 oder a* + ¥ = — ‘fl”. Er beschreibt also einen

e R

Kreis um M, dessen Radius bestimmt werden soll.

*) Weill, Nouvelles annales, II. série, tome XIX, p. 263 fi.




T (”1_“ O + 2(a’ - b*) + %) Da aber
11

Ay 4 €ty

o g (lag . ;- ”3:'. -+- ”-i:'. 9 9
jetzt ¢, — “—’ und g, = = ist, so ist g -+ B.
11 €1 11

e : iy " N 3 TS
= MC’; ferner ist — = e + f; — K, wenn R der Radius
iy

des umschriebenen Kreises ist,

also 2°+ o :f";- (JTG"’ oot e ) MO = RE]

2 (_Ju_f = (et gty — H*).

Setzt man a® + »* = »*, so ist jetat 2HMC + 2(a* + b))
= 4* + R

Bezeichnet /. einen Hohenschnittpunkt und ist Co = ok,

Ch*

50 ist » = Mo und MC' + ME' = 2Mo + 2ok’ = 2r*
. Also wird 2M7" — 2(a* + ") = €h — R, d. h. gleich der
Potenz dieses Punktes % in Bezug auf den umschriebenen
Kreis. Da diese aber gleich dem doppelten Rechteck aus
den Abschnitten einer Hohe ist, so ist letzteres ¢* — M’
— (¢ + V%) oder Mk = da* +b* 4 ¢*. (Satz von Faure)*)

Im allgemeinen FRalle war Z° = (a,a’ 4 aunb® 4 ay)
— «_f!(cs'f-_.,{f"‘ + asb’ + a’b(ayan — t‘tfgj), also ist hier

(ﬁ:e + i E"."."‘.)- — (%C!E -+ “,:" b+ “zbz) oder

@y 11 ty
(8 U+ MO — R = d(e*a* + b*B* + o't’)

*) Salmon-Fiedler, p. 464, Anfg. 4, Weill a. a. 0. p. 253.




(f!.-" —+ /5 - ”f_fl) — 2R? ({.n‘;'i —+ b 4 IH‘_I) —— f;i
1 4ate® + 40 + 4ol

(a*—0* + szf'”)"’ — IR . 2t + dae® + 40P+ 4ot
— 4@’ 4 & + )

(@2z=0'~ JF'-(’F)1 =4 R + do’(a’ — 1),

Setzt man o — b* = ¢, S0 wird 4r' R = (Jﬂ‘_ﬁ-’z - e"'): — doce”
= (' + B* 4 ¢ — 2ae)(e* + (* + e’ + 2ae)
= (ﬂ + (e — rt}"’) (ﬁ“ + (e + a)’).

Bozeichnet man mnoch die Brennpunkte des. einge-
schriebenen Kegelschnitts mit F und Fi, so ist
OF" = (¢ 4 o) + p* und OF, = (e— o) + F,
folglich ist 4R’ = CF - CF; oder CF: CF, = 2r - R, ein

Satz, welcher von IWeill ohne Beweis aufgestellt ist.

“9) Der eingeschriebenc Kegelschnitt ist ein Kreis.

In diesem Falle ist a=—b=0p zu setzen. Die Gleichungen
Ky=0, Kc=0 und Kz=0 werden hierdurch nicht wesent-
lich geiindert, ihre Mittelpunkte sind von « und  unabhiingig.
Fiir den Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises wird dagegen

1 2
Ay=Ap—=— 'r_‘-"*i_Ql (292{”1! 4+ ) + “:m): Ay, =0, und die
Punktgleichung lautot: «*(4;dy — A% + y(Ands — A3)

"{— 2A3;1A3‘-;n‘-‘5‘f =y, 2.(4.“.14.;:;'” e z.tiu.:‘.lg-_hi; + .fi‘f| = ” 0{101‘

A . H i A x2
- (# + v — Zaow — 2Poy + —1—”—) — (ﬁﬂ,r- - croy) — Ik
L4095/

Ay

Da also die Gleichung die Form S = L erhilt und
S=—0 einen Kreis um «,B, bedeutet, wihrend f,@ = tto¥ die
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Linie MO darstellt, so hat der Kegelschnitt K, mit einem
konzentrischen Kreise in den Schnittpunkten des durch M
gohenden Durchmessers eine doppelte Beriihrung.

3) Die Mittelpunkte des ein- und desumbeschriebenen
Kegelschnitts fallen zusammen.

Alsdann ist e=pf =0, a;;=0 und @, =0, daher ver-

schwinden auch s, Ps, @n, Pn, @, Be, @ und f;, und die

4 Keogelschnitte werden konzentrisch. K, geht tiber in

= ! B0 s l.flib‘_’- i 2 :
(@yan — ai)(@’a® + by’ + a’b°) i W“;T @) = (), also in

eine Ellipse, welche der eingeschriebenen ihnlich ist und
deren Hauptachse auf der des anderen Kegelschnitts senk-
recht steht.

Ist zugleich der umschricbene Kegelschnitt ein Kreis,
so ist @, =@y und a,=0. Man erhilt Kg= a,(@*+ ¥’

— (?an{rr-‘ ~+ °) + @y ). Bezeichnet man mit & den Radius

— )

las

des umschriebenen Kreises, so ist B*=——, folglich fir

iy

den Radius R, des Kreises Kj: }1’-:;:'-2»(”’-' +—F:) H_—R
Aus Kz wird a,(@* + v*) — 2a4(e¢”  b°) — a3 =0, also
" ein Kreis, dessen Radius 7, sich ergiebt aus Rj = 2(a’+ 17)
— R  EBsist also Rp=23R;.

K, reduziert sich wieder auf einen Punkt. Fiir K,
wird A,=0, Ay;=0 und A, =0, daher die Punkt-
gleichung: A,4d,2" + Andyy’ + 44 =0, fir welche

_ (ray

-42 Rl (?EI“E-‘B —|— :_)EE_“”I)]
Ag 16ai,b* T 4

und ——=— (iei)e sich ergiebt, weil Z*= 4a},a’b*
A, 4




su setzen ist. Also erhilt man einen Kreis & y',= Ri
1+ b\* : : \ i ot
:C_?_a) Endlich ergiebt sich der Radius 72 des um-

schriebenen Kreises aus Z, denn es ist:

= ((;H(f.r..E + v*) + f-'-_m)-: fa,a’h’ oder

ayla = b)"i-f— a— n"), also — ? = i"!f und R=(a +5)*)
AT
(Satz von Steiner).

Ist dagegen der eingeschriebene Kegelschnitt ein Kreis
und hat der umschriebene die Achsen 2a, und 2b, so wird

a=b=g, = an = 0 und Z° = (92(‘111 i "I'.*'.') + ay )-

= 40*(ayan — ai,). Also ergiebt sich fiir K.:

i a
0’ (f""uﬂ-n_‘ f{-?-.;)("vz +3’) =i 94(”11”-12"— "-‘fz) T i_, Ot ﬂz:) =10,

(@ + @) — 4(ay e — ais)
oder &4 v = Funlaz — G2l o
55 S Aty — ) ¢

Nun ist aber (a + ”-_".’)E = sz:(""’-11"-"-_1'.- = ﬂfz) =7 (N"L i ] und

aih}

Sk {"_ el 2 (“l = J 2
T folglich «" + ¥* = T = os

also Rc__gﬂi?” bb;.
Lo |

Da aber (gg{un + @) + (t;.,;;) = 4o*(ayan — ai,) ist, oder wegen

1
(U "7;3-2:'{: + — und ay=— 1I:
a; by

ot
[ (rf, +‘_) ] @b’ 0y lorer:

e (E I Ej'f')_ b S

#*) Steiner, Gesammelte Werke, Berlin 1882, Bd, I, p. 671




Folglich ist ¢ = - b, (Steiner a. a. 0.) Setzt man dies

Tz

=L : ; a; + by
in R, ein, so wird R,=- -'—--..)-—-.

4) Beide Kegelschnitte sind Kreise.

Da in diesem Falle a =0 =19, ¢, = a» und a, =0 zu
iy Loy

setzen ist, so wird e = — ", f=—— und & + ' — R
@y (AT

— ai, daher - — 20+ 0o+ — H)= 4(e’0” + e’ + @)

(11, ”1
oder (o + p* — R — 4o’ R*=10. o + (= d’ gesetzt, giebt

S

die bekannte Formel 4= R* + 2 Ro.

X,

Bs sollen im Folgenden noch einige Sitze iiber die
Mittolpunkte der einem Dreieck ein- und umbeschriebenen
Kegelschnitte abgeleitet werden, welche Steiner ohne An-
deutung des Beweises aufgestellt hat.

Es seien A,A,4, die Ecken eines Dreiecks und M
Mittelpunkt einer umschriebenen Ellipse, ferner sei a, die
Mitte von A,4; und «, der durch @, gehende, 3, der dazu
konjugierte, also 4,4, parallele Halbdurchmesser. Dann
sind, auf die Achsen o, bezogen, die Koordinaten von A,
&= @A, und y = Ma,, folglich ist

Ma,
2T e et 1)

95
o,

Zieht man durch A4, eine Parallele zu 4,4,, welche Ma, in

a, schneidet, so ist
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Ma, A,a,
= e

= 2
= % B A AR

Bezeichnet man ferner die Hohe auf 4,4, mit A, und das
Lot von M auf dieselbe Seite mit p,, so verhilt sich
@M : Ma, = h,— p, : ps, also ist
: I!l — s -
ey LB L T e O T )
P> ‘
Ferner ist, wenn sich Mo, und 4.4, in ) schneiden:
As0. 0 a,4; = Q) : a,Q), also:
(.6
e

r'E-_.fd o

Mo, — 310
Y aaM 4 MQT

ol lgl.'[-_. — H'-_.u..']:; E

hy—ps . 2
Da aber Ma,=— a.M - — ks ist, und sich verhilt M@ : a,. M
P2
i Ry e
P h — 2p,

a M+ a, M - P

2
'.J ffj‘:ll- jf_)l
L -
== _Jl — Py, S0 Wird Ayt =ax Ay

h,— 2p,

:r-_.;il-_-,([f:l — 2p)(hy — ps) — 2!‘!1“':)

hyps

Setzt man noch 4,4, = s,, so ist a. 4, :)'
(4)

Multipliziert man nun (1) mit A0, , (2) mit — wA; und
addiert, so ist
ity S rloresn e O o
'&_.(_'U(t; - A.ay — Ma, * H'-_;A_-;) — A.a,— a, 4,
Nun ist aber Ma, - 4.0, + Ma, - a. 4,

ho—ps  pils ]’-_'_1”'3) Tl sl
—_———— — s _— — Kl -
2p, Paly 2p, ol

und Ma, - 4.0, — Ma, - a.4,

Sy “__‘(4_"‘:"_'."})'_1_1"1-}%3) BE ey ,_( s ;;1_)
T s palt AR T I hJ -~

== M-




i

Weil aber ‘;:‘ <+ ‘;: -k E‘ — 1 ist, so ergiebt sich
4! 2 5
S-_sh-_rj’;]_

J”‘(T‘a .ﬂ A-__-ﬂ: = J”ﬂg 5 rng:; — Jl!}l‘-_J P e »
; P'_Ph:t

PiPs l

Somit ist Eﬂ A{Ii — mf rf,_,lL —_ ._IE-'? 87 = .
il

2 gt Syl 2p\ __ saha
Ferner ist 4.0, + a4, = 21} ( o )H _pgh: (.)

und A.a, — @ d; = Sy (i S AR *—?ji) L5 8y ( i

P N2 R Bl opihs

h
also wenn man —-2—'— — p,= @, setat:
— 3 52« hi - m,
A0, — ady =—— — - 2!

2

P Rl
In Folge dessen ist:

(5 arih) sis

g : _‘”1'!‘:".
g Ju:::h!lrl.:: in,iil;!.;; ’

oder o« = Ma,- g
7T,

o

Bezeichnet man noch
/. Ma,A; mit @, so ist py= Ma, - sin,

b

L a oy 1 Paps

und man erhilt: e - sin‘o = Pipap S e R LU P (!'1)
04Ty b

Ebenso erhilt man aus (1) und (2) durch Elimination
von o die Gleichung

iz == =7 e " g
— (ﬂ;fa:- A, Ma;- a:A;i) — Ma, — Ma..

Es ist aber
——s — = h (, 5 —is T
Ma, — Mo, — Ma, - 2 (2 — h—-‘-) =—2 Ma,- h—ﬂ
P P
sshapyps '+ 85p\ps - z ;
=T — e !\" a 180
Dot =t wenn F den Flicheninhalt

des Dreiecks bedeutet. Somit ist

]
-

und daher =

p‘_l J! }'_’. _Ff a
9 : . 1 Dol S
;- P - sin'o = Ll e .
I\ T4 '}!'lhﬁ
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Da aber ’;j? = ;f — R, dem Radius des umschriebenen
Lifly ty

Kreises ist und das von 2 konjugierten Halbdurchmessern
und der Verbindungslinie ihrer Endpunkte gebildete Dreieck
konstanten Inhalt hat, so ist fiir « und b als die halben
Hauptachsen der Ellipse:

2 PP o
tht =1 LR . S e e 5]
b T ) (%)

Aus den Werten ol = Ma: - 222 und fi= “” . R folgt

LTy

T\ T, 7Ty —— :
(- M+ R - s ),
( +f )puu}pL 1" (ﬂ:' s - i
e -+ B3 ist aber gleich «® 4 0% also bleibt die linke

ferner

Seite bei Vertauschung des Indices konstant und man erhilt
die drei Gleichungen:
7% 2% S |

ar —{ M- ;!}:i T . R)
Gl PLpaPa pg( : 2 17

T TaTT, .
. I iy ]
( b )M) s fa; + mm, - R)

1 o 2 7 — =
R )ﬁt}hﬁ _;J}(Rf g h )

Multipliziert man sie der Reihe nach mit ; ! ﬁ“ md;: und
Vo Ja Ly

addiert, so erhiilt man wegen §|+ . .-|-

(”akm)ﬁﬂﬁu:f*uu@.+fl.ﬁa~+ . Ma;
by La

PrPaps Ly .

o 7Ty
H(—— SADTI G )
e l, s + fis
=V 4+ R W
*) Schriter, Theorie der Kegelschnitte. Leipzig 1876. p. 220,
Aufg. 16.
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Die Ausdriicke ¥ und W haben eine einfache

deutung.

2F F
)( J" e — — T . i 3 i r
Da A, " A, ist, so ist
2R

. R* :
R W— J;: (arzar;;sin,fl, + o sind, + n.ngsrnzﬂ;a) =~

wenn d den Inhalt des Dreiecks bedeutet, welches die auf den
Seiten von a,a.a; liegenden Fusspunkte von z;, 7, und 7, bilden.

Wonn aber allgemein 4 der Inhalt eines Dreiecks ist,
dessen Ecken die Fusspunkte der von einem Punkte M auf
die Seiten eines Dreiecks gefillten. Lote sind, wenn ¢ der
Mittelpunkt und R der Radius des umschriebenen Kreises
ist, und ¥ den Flicheninhalt des urspriinglichen Dreiecks

1 R CM

bedeutet, so ist -}:_ e oder wenn man die Potenz
v :1? l_.

von M, d. h. OM — R2== Py setzt, Py=—— ~

[in Beweis -dioses Satzes findet sich bei Wiegand (Die
schwierigeren Aufgaben aus Jucobis Anhiingen zu van Swindens
Elementen der Geometrie, Halle 1849, p. 16) unter Hinweis
auf die Originalarbeit des. unbekannten Verfassers in der
Zeitschrift The Mathematician, Jahrg, 1844 p. 70. Hiernach
worden zuerst die von M ausgehenden Lote durch 72, MC
and die Winkel des Dreiecks ausgedriickt. Die von €' ge-
fillten Lote sind my=RecosA, m,— RcosA, m; = Rcos4,. Hiir
die von M gefiillten Lote ergiebt sich aber

¢ =m, + MC - sina, wobei « den Winkel bedeutet,

welchen die Verlingerung von M mit 4,4, bildet. Ferner

erhilt man fiir MO=d

s = m, — dsin(e -+ As) = Reos A, — dsinfa + 4,)
und ¢, = Reosd, — dsin(e — 4,). Setzt man dies in
24 = qqsindy, + qqsind, qsq:8ind, ein und berlick-




1_'1

sichtigt, dass mun.sind; - myn.sind, + mgm,sind, = 5 ist, so

—

erhiillt man

I : ; ] . .
Peli=— 5 + Rd (.w_.na: cosA, sind, — sin(e 4 Aj)cosd,sinA,

sin(a — As)cos A sind, — eosd,sin(e 4 A;)sind,

— sin(e — A,)cosd,sind, - cos A sine sa'iulg)

+ & (—-- sine sin(a + A,)¢ind, + sin(a 4+ Ag)sin(e — A,)sind,

— sine sin(e — A,)sind -_J,)

Durch Auflosung von sin(a + 4;) und sinfe — 4,) er-
giobt sich, dass dor Koeffizient von Rd verschwindet und

der von d’ gleich — sind sind.sind, wird. Da nun dieses

) |
o

Yor e
Produkt gleich Y7

ist, so erhilt man

e ke )
el 2 IR

4R A = 5
oder s RP—d*=— Py

-

Wendet man diesen Satz auf das Dreieck J an und
beonutzt, dass der Radius des durch «ma, gehenden Kreises
» . 32 Al
‘; ist, 80 ist — RW= ‘“;‘ S ér.ij._____—:u.%l", worin ITy
die Potenz von M in Bezug auf den Feuerbachschen Kreis
Iy
g -

gleich

bedeutet. Wir erhalten also RW—= — -

Dér . Ausdruck - W— May - 2+ Mo’ - s T

iy 2 e 3. Iy
lisst sich in #hnlicher Weise durch die Potenz von M aus-
driicken. Wenn in einem Droieck 4,4.4; sich drei Trans-
versalen 4b,, A.b, und 4.5, im Punkte M schneiden und der

Mittelpunkt des umschriebenen Kreises €' genannt wird, so ist

)
(9]




” MG’ + MA, — CA,
s CMA, —- FE i Ly
co ier OMC - MA,

: MC -+ Mb,— Cb,
und cos CMb, = —‘j;iif":_ﬁh__,_ L ds
folglich, weil CMA, + CMb, = 1807 ist,
Mb(MC" + MA; — CA) + MA(MC’ + Mb, - Ob,)= 0, oder
IO - Ay MA, M, - Ash, — CAy - Mb,— Cby - MA, =0
und, da C4,= R ist,

.Il = J -j., g I‘- at f_fL,
R Mb+ M4 OB iy

MO == -
A.b,

Nun ist aber, wenn die von M gefiillten Lote mit ¢ bezeichnet
werden: Mb, : Adby=q»: hyy MA,: Aby =Ty — ¢3¢ h, und
Mby : MA,— ¢ : hs — ¢», also:

st l’!ﬁ" ) '(Tzu .ri.-'- i i e {fa
MC = Rigy + Cby (s — @) - e e G
e, o — ¢

it =g o — (s »)
.I{F-_l e &"u !!,-‘,

— \’-2 i 1@2 = -Ji‘.' }—qf(Rl T (ﬁi) .
ly

Es ist aber M(? — R*—= Py gleich der Potenz von M
fiir den umschriebenen Kreis und R° — (b, die Potenz von
b, also gleich .4, - b,4,. Fillt man ferner von b, auf 4,4,
das Lot z;, so ist Ab,: A d; =2 hy und 2z, : gs="0,4,: MA,
— hy : ha — @3, also fiir 4,4, =3,

Sal]: JJ a

8o lts 5
e - -~ und somit
3 "fi:l(;"'.f e ff:‘._)

}‘!-;(hg — = 9‘2}

TV & qs -?Effiffahg
As — P e el
g hy — (> A Fsha(Ts — ) 2

Al und ebenso b4, =

sowie

—s {fy X ho— ¢ &
MLl s pa e g L
: !f--l_n H J’"‘.-_n N )"f-p"t-;q
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5 818580 & e . PREsin A,
Endlich kann noch - = =27 = -
hoile, 4 5= j F

gesetzt werden, und man erhiilt:

) {fa J'r g lfq _91‘;1], :
MA, - -; -—=— Py '_-_?ﬂ___f{-_ — " asind,.

Kbenso bestehen die Gleichungen:

——a. (04 L-L vl 1 £ 2R: 5
MA, —;: = — Pyr— 7 doi g sy Sin Ay
3 A

——> ¢ fy — 2R* ;
und MA, S Pir L — - (s sin A,

hy hy F

Addiert man diese 3 Gleichungen und beriicksichtigt, dass

+

?J'g A3 if‘_'; S i (1 ¢ SRRIg
I "f_ "—;_."—--- e 'f” + ;_ —i" I also = 2

[

524
Iy
und ¢,qssind, + q.qsin Ay - qogysind, = 2.4, dem doppelten
Inhalt des Dreiecks der [Fusspunkte von ¢,¢. und ¢, ist, so

ergiebt sich
4R A

Ty Rl Ry ) S

also da
h, e

nach (8) Py =— — {H;_‘:’_f ist:

MA LA -2 B = py L (10)
hi I s ML

Wendet man diesen Satz auf das Mittendreieck a,a.a,

an, so erhilt man:
= e Y e e i e Iy
o= Ma,: — Ma,: - e e
) s =5k 2 RavT 251

by
da ¢ durch = zu ersetzen ist und die Hohen des Dreiecks
st die Hilften derjenigen von 4,4,4, sind. Folglich
erhilt man aus (7):

@AY= _,r?;f;ﬂ':' My*). o .« . . (11)
SELELE]

*) Schroter, Theorie der Kegelschnitte. Leipzig 1876, p. 220,
Aufg. 16.
3%
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Ist M der Mittelpunkt einer eingeschriebenen Kllipse
mit den Brennpunkten # und F} und den Halbachsen « und
» und bezeichnet man die Lote von M auf die Dreiecks-
seiten mit ¢yq.qs, die von F mit pyp.p, und die von F} mit
pipaps, SO ist pyp :I'rjp-'_.:',u;;p;i::h!. Ferner ist, wenn die
Fusspunkte der Brennpunktslote 7, F| und so weiter heissen:
MP, = MP;=a. Nun ist p, + pi = 2q,, folglich pi 4+ e
— 2p,q, und pi— Zpii=—10 also pi=q X ‘»-';f_,r'f — I,

1
Ebenso ist p,=¢. + V¢ B bt

Py = {1 Ar v"rﬁl — hg.

Multipliziert man der Reihe nach mit &, s, und s, und

beachtet, dass
sipr + aps + sipy = oy - Sfe T 5 = 2F

ist, so erhilt man:
.e,\/;j'f — -+ .q._.v’g'.j——h* -+ S gs—— bt =0 )
Ist ferner @, der Fusspunkt des Lotes ¢ aunt A, A, so st
4.0 = A0 = AP, — AP+ 2P0
Da nun PQ = MP, — MO =a’ — gi ist, so erhilt man
A,0Q, — A.Q = 4,P,— APtV —q
und durch Multiplikation mit s,:
A4,Q — 4,Q = AP, — AP, + s/ @ —qi.
Ebenso ergiebt sich
A.Q: — A.Qs = A, P, — AP, + s & — 3
und 4,@, — A,Q = AP, — AP, + sV @ — §3.
Durch Addition dieser Gleichungen wird
sVal— ¢ + WR—=GE e — =0, - .=@8)

da die Quadratsummen sich heben. Durch Vergleichung von
(13) und (12) ersieht man, dass «* und & Wurzeln derselben
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quadratischen Gleichung 4a’ + Ba 4 € = () sein miissen,

also ' 4+ ' = ——j: und u‘-’-h-‘-zg ist. Da die Bestimmung

von «' 4+ b° auf den oben erwihnten Satz von Fawre fiithrt, so
soll hier nur «’s’ bestimmt werden. Macht man die (Gleichung
(13). rational, so lautet sie:

sl — g o ol — i) e — ) — 2l — )@ — )

— 2828%(a* — )(a® — @) — 2sisi(a’ — g)a — ) = 0.
Folglich ist
A=¢s! 4 s} + s} — 2sis; — 24383 - 2sis} also = — I6F".
Ferner ist 0'= siqi+ sigh + sig! — 26%ig'h — sislgiah — 2slsiq’y?
— — J6F(F—s.q)(F — 85202) (7 —- 835)

/ \ (i IB

=—16F*. 4R - mymw;, wenn mwmmm,; die Lote von
M auf die Seiten des Mittendreiecks von 4,4.4, sind. Also
erhiilt man:™)
o Sl TS J0T R A SR R ol i U )

XL

Die von Steiner (ges. Werke, Bd. II, p. 670 ff\) aufge-
stellten Sitze ergeben sich hieraus als einfache Folgerungen.
IPallen die Mittelpunkte beider Kegelschnitte zusammen und
nennt man die Halbachsen des eingeschriebenen a, und b,
so ist a’h’ - aidi = 4pipipi R

oder ab - ayby = 2pp.ps 2.

*) Schriter, a. a. O. Aufg. 15,




L] p* 2 Em :.,)f 1?.' e LI
RS j‘; {a s 2ab _ pipaly

Ferner ist —
”I"F’ ij71'1 Ty by T I,

Ist der umschriebene Kegelschnitt ein Kreis, also

a#=Db= R, so erhiillt man

D) o 1a
R* - aby = 2p\paps - R, oder ab, = HE%,}P

2R* 9! ol bt
- PP flelich s r

und i
”rfl‘l :mr-_,:r 'ﬁf{

Ferner ist p, = Reosd, u. s. w.,, und wegen des Faureschen

Satzes ist «; + bl = ;(Jl_fff -+ R”), wobei /I den Hohen-

&

schnittpunkt bedeutet.
Ist also M zugleich Mittelpunkt des umschriebenen -

Kreises, so ist

"‘f’l!‘ ) Py

]f”' i (1' + Seosd, cosd, cosd,) = R +

-

—= R’ + 4a,b, und daher «f + b = R + 2a,b,
oder R—=—a, + ;.

b R (b |+L
Aus plpg;i;lzﬂ—i;--- wird also p,p.ps = f-‘——-r-;- ) und

i."fu’)l‘;“
4(”‘1 + Ih'l)l!

ap ! ; D a. + b
Prpaps ¢ MM, = ”;’,’ und endlich 22288 — 2a + by)

aus «b; = 4dnw.w, B wird mmmw, = daher auch

Ty 70Ty by

[st dagegen der eingeschriebene Kegelschnitt ein Kreis

und @, = b, =@, also auch p,—=p,=p, =0, 80 erhillt man:
dmmm, - R =0' und «’b* = 4R%’, also ab=+ 2Rpg.

Ist ferner ¢ der Mittelpunkt des umschriebenen, O der des




Y . =y - * N J:IJ-‘LJ
Fewerbachschen Kreises, also CO=0H, so ist ITyy= MO*— "

2

1{f — ; ] O‘j}l R
-_-1,).(1110 SR -)—- -

| B+ s RS
Iy =1 (.h’,"-_’.- 2Ro + 20'— 5 )__

Aus (11) wird o 4 b = Iy - &
9

Da aber ab = 2Ry ist, so erhilt man (a + b)’= 4R?,
2 b .
a+b=2R="= und 0= —
!:]
2 a + by (T B —
WO — iom,— e IRt
-+ 2
9-1. {]:4]!'1

Auch ist mm.m, — iR = 2(a -L-_T}
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