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3. Uebersicht iiber die wéhrend des abgelaufenen Sehuljahres
absolvierten Pensen

Prima
Ordinarius: Oberlehrer Dr. Vogt

Ev. Religionslehre, 2 St. Romerbrief im Urtext. Das Hauptsichlichste der Kirchengeschichte
(Hollenbergs Hilfsbuch). Kynast. — Deuntsch, 3 St. Die Hauptepochen der Nationallitteratur
bis Lessing. Lektiire: Nibelungenlied, Walther, Shakespeares Makbeth und Kénig Heinrich 1V,
Klopstocks Oden, Lessings Laokoon, Dispositionsiibungen. Freie Vortriige. Kontrolle der hiuslichen
Lektiire. Memorieren von Gedichten und Dichterstellen. Philosophische Propideutil. Aufsiiize:
1 @, Welchen Dienst leistet die griechische Mythologie in Schillers Gedichten der letzten Periode? g, Der Dichter und
die Welt in Schillers Teilung der Erde und Pegasus im Joch. 2 «, Vergleichende Charakteristik Siegfrieds und
Dietrichs. f§, Heidentum und Christentum im Nibelungenliede. y, Die poetische Gerechtigkeit des Nibelungen-
liedes. 3 (Klausur) e, Welche treibenden Kriifte wirken in den Menschen des Nibelungenliedes? p, Welche
Motive fithren zu Siegfrieds Ermordung? 4, Ich sinne dem edlen, schreckenden Gedanken nach, Deiner wert zu
sein, mein Vaterland, b oy Walthers Denkungsart n.mgeﬂrﬁc]ﬁt in den Worten: S8 bin ich doch, swie nider ich
gi, der werden ein, genuoc in miner mfze ho. B, Es soll ein humoristisches, ein ironisches und ein satirisches
Gedicht Walthers aufgesucht nnd besprochen werden. 6, Hektor im sechsten Buche der llias. 7, Das Gesetz
nur kann mns Preiheit geben, 8§ (Klausur) «, Was bedeutet die aurea mediocritas des Horaz? f, Die wirtschaft-
lichen Grundlagen des alten Rom und Roms zur Zeit des Untergangs der Republik, im Anschluss an Horaz
Ode II 15. 9, Klopstocks Auffassung des Fiirstenberufs (nach den Oden). 10, Sind die in Lessings Laokoon fiir
die Dichtkunst aufgestellten (esetze im ersten und zweiten Gesange von Hermann und Dorothea Lufolgt?
Thema fiir den Abitorienten-Aufsatz Michaelis 1884: Die Mischung der tierischen und menschlichen Zige im
Tierepos, Ostern 1885: Macht und Charakter der fiihrenden griechischen Staaten bei Beginn des peloponnesischen
Krieges. Vogt. — Latein, 8 St. Cic. de or. I, Cic. de fin. I, Tac. German. I. Teil, Horat.
carm. I. II, mehrere Episteln. Wiederholung und Erweiterung grammatischer Abschnitte.
Stilistisches. Btigig eine schriftliche Uebung (Ellendt-Seyfferts Grammatik). Aufsitze: 1, In
rebns adversis maxime eniters virtutem. 2, Themistocles Atheniensibus sundet, nt in naves se suague conferant.
3, (Klansnr) Romani libenting meminerunt Pyrrhi victoria quam Hannibalis. 4, S8aeva Pelopis domus. 5, (Klausur)
Saepius et n Graecis et a Romanis proelio navali decertatum est. 6, Examinentur landes, quas Cicero in capite
decimo quintae Verrinae non nullis imperatoribus Romanis tribuit. 7, Ter pugnatum est de imperio Homano:
ad Pharsalum ad Philippos ad Actinm. 8, (Klausur) Quo iure landentur ab Horatio Regulus Fabricius Curius
Camillus. 9, Quae in capitis periculs Horatius vocatus sit, 10, Quae carmina libri primi Horatii ad rem publicam
pertineant. 11, (Klausur) Non nunquam in ipea Italin imperium Romanum ab externis hostibus defendendum
fuit. 12, Caesar bis Rhenum transgressus quid spectaverit, quas res gesserit, quid assecutus sit. Thema fiir den
Abiturienten-Aufsatz Michaelis 1884: Quam vere dixerit Seneca calamitatem esse occasionem virtutis, exemplis
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@ rerom memoria sumptis demonstretnr. Ostern 1885: Recte dicit Livins externum timorem maximum esse concordiae
vineulum. Treu. — @riechisch, 6 St. Plat. Apol. und Kriton, Thucyd. I. IL Auswahl, Hom. IL
XIII—XXIV, Soph. Oed. Col. Grammatische Pensen nach Bediirfnis. 14tigig eine schriftliche
Uebung (Bergers Grammatik, v. Bambergs Grammatik 2. und 3. Teil). Michael. — Frangisiseh,
9 St. Molitre lavare, Montesquieu considérations. Grammatische Pensen mnach Bediirfnis.
Swiichentlich eine schriftliche Uebung (Ploetz Grammatik und Uebungen). Michael. —
Hebrilisch (fakultativ), 2 St. Exod. 1—20, Psalm 1—30. Abschluss der Formenlehre. 1dtagig
eine schriftliche Uebung (Gesenins Grammatik), Scharnweber. — Geschichte und Geographie,
9 &t Deutsche Greschichte bis 1555, Wiederholungen nach Bediirfnis. Geographische Wieder-
holungen (Cauers Tabellen, Herbsts Hilfsbuch, Daniels Leitfaden). Schiller. — Mathematik,
4 St Stereometrie I Teil bis zu den regelmissigen Polyedern. Algebra: Anwendungen der
arithmetischen und geometrischen Reibe. Zinses-Zins- und Rentenrechnung. Hohere auf
quadratische Gleichungen reducierbare Gleichungen. Binomische Gleichung. Allgemeine Figen-
schaften der Gleichungen. Fortfihrung der Geometrie und Trigonometrie durch Aufgaben.
14tigig eine schriftliche Uebung (Mehlers Elementarmathematik, Gauss' Tafeln). Abiturienten-
Aufgaben: Michaelis 1884: 1, Fin gerader Kegelstumpf, dem sich eine Kugel einbeschreiben lisst, hat einen
Axenschnitt, dessen Umfang u = 100 ¢m ist, und der vervollstindigt ein gleichseitigea Dreieck bilden wiirde. Wie
gross ist das Volumen? 2, Ein Sehnenviereck zu konstruieren aus dem Radiug des umschriebenen Kreises, einem
Winkel, dem Verhiltnis der diesen Winkel einschliessenden und dem Verhilltnis der beiden andern Beiten,
3, Welches ist der Flicheninhalt des einem Kreise vom Radius p =10 om umschriebenen Tangentenvierscks,
dessen Winkel & — 110° f = 80° y = 50° sind? 4, Im deutschen Reich, dessen Einwohnerzahl Ende 1875 42 727000
betrug, ist der Ueberschuss der jihrlichen Geburten iiber die Todesfiille p = 3,1 %o, der Usberschuss der jihrlichen
Auswanderung {iber die Einwandernng 76000. Wie gross wird die Einwohnerzahl Ende 1900 sein? (log.
1,081 = 0,0132587). Ostern 1885: 1, Gilt der Satz: Der Sehnentangentenwinkel ecines Kreises ist gleich dem
Peripheriewinkel im entgegengesetzten Abschnitt , anch fiir einen kleineren Kreis auf der Kugeloberfliiche und
geine sphiirische Tangenta? 2, An einen gegebenen Kreis eing Tangente zu legen, so dass der Berthrungspunkt
vom Fusspunkt des Lotes, das an cinem gegebenen Punkt auf die Tangente gefillt wird, einen gegebenen
Abstand hat. 8, Der Stern « Orionis (Beteigeuze) kulminiert fiir Breslau, dessen geographische Breite g = 51°7°
ist. in einer Hohe h— 46°16. Wie gross ist seine Deklination? Awm 14, Jannar findet die Kulmination abends

x? bx — 2
10 Uhr statt; wann wird der Stern in dieser Nacht untergehen? 4, 7 == 5—; _'251 x—y=9 Vogt. —

Physik, 2 St. Abschluss der Mechanik. Mathematische Geographie. ‘Wiederholungen (Trappes
Schulphysik). Vogt. —

Ober-Sekunda

Ordinarius: Professor Dr. Menzel, in Vertretung Dr. Michael

Ev. Religionslehre, 2 St. Perikopen und Pastoralbriefe im Urtext, Auswahl; im An-
schluss daran Geschichte des Reiches Gottes im N. T. Memorieren einiger Bibelstellen im
Urtext. Wiederholung der Kirchenlieder (Hollenbergs Hilfsbuch). Kynast. — Dentsch, 2 St.
Schillers Wallenstein und Wilhelm Tell, Lessings Minna von Barnhelm. Leichtere Prosa-
stitcke Schillers. Hiuslich besonders Schillersche Dramen. Die hauptsiichlichsten Kunstformen
der dramatischen Poesie und der Prosa. Dispositionsibungen. Freie Vortrige. Kontrolle der

hiiuslichen Lektiie. Memorieren von Gedichten und Dichterstellen. Aufsiitze: 1, Entwicklung
des Gedankenganges im Prolog zu Schillers Wallenstein. 2, Im Kriege selber ist das Letzte nicht der Krieg.
8, (Klausur) Welche Pline hat Wallenstein in Schillers Drama, und welches sind die Griinde seines ZOgerns?
4, Was ist von der Annahme des Livius zn halten, dass die Romer, wenn Alexander der Grosse sie angegriffen
hiitte, Sieger geblisben wiren? B, Vergleichende Darstellung der Beweggriinde, welche Buttler nnd Octayio
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Piccolomini zn Gegnern Wallensteins machen. 6, Das Familienleben in der Odyssee. T, Wie ist die Handlung
in Lessings Minna wvon Barnhelm durch den Charakter Tellheima bedingt? 8, Welchen Einfluss auf die Ent-
wicklung der Menschheit schreibt Schiller in seinem Gedicht ,der Spasiergang' der Griindung der Stidte zn?
9, Inwiefern offenbart der Raub des Verres an Antiochus von Syrien seine ganze Gewissenlosigkeit? 10, (Klansur)

Welcha Aufgabe hat die crste Scene in Schillers Wilhelm Tell in der Okonomie des Dramas? Schiller. —
Latein, 6 St. Liv. I Dekade Aunswahl. Cic. 4. Verrin,, de imper. Cn. Pomp. Wiederholung
und Erweiterung grammatischer Abschnitte. Wortstellung. Finiges vom Satz- und Periodenbau.
Synonymen. Uebersetzen aus dem ILesebuch; Stdgig eine schriftliche Uebung (Ellendt-
Seyfferts Grammatik, Siipfles Aufgaben). S: Menzel und Schwarz, W: Treu. — 2 St:
Seyfferts Lesestiicke Auswahl. Verg. Aen. V—XII Auswahl. Memorieren poetischer Stiicke.
S: Menzel und Schwarz, W: Scharnweber. — €riechisch, 5 St. Herod. I—V Auswahl
Xenoph. memor. Auswahl. Lucian somnium u. Anacharsis. Wiederholungen. Syntaktische
Hauptregeln. 8tigig eine schriftliche Uebung (Bergers Grammatik, v. Bambergs Grammatik
2). Michael. — 2 Bt BSeyfferts Lesestiicke Auswahl, Hom. 0d. IX—XXIV, teilw.
hiuslich. Homerische Formen. Memorieren von Dichterstellen (v. Bambergs Grammatik 3).
5: Menzel und Schwarz, W: Michael. — Franziisisch, 2 St. Lamartine Colomb, Michaud
histoire de la troisiéme croisade. Hauptlehren der Syntax: Fiirwort, Konkordanz und Rektion
des Verbums. 14tiigig eine schriftliche Uebung (Ploetz Grammatik und Uebungen). Michael, —
Hebriiiseh (fakultativ), 2 St. Genes. 41—44. Formenlehre bis zu den verbb. gutt. 14 tigig eine
schriftliche Uebung (Gesenius Grammatik und Lesebuch). S: Scharnweber, W: Klein. —
Geschichte und Geographie, 3 St. Romische Geschichte. Geographische Wiederholungen: Die
ausserenropiischen Erdteile (Cauers Tabellen, Herbsts Hilfsbuch, Daniels Leitfaden). Schiller, —
Mathematik, 4 St. Geometrie: Lehre von den reguliren Polygonen, Rektifikation und Qua-
dratur des Kreises. Aehnlichkeitspunkte fiir geradlinige Figuren und Kreise. Merkwiirdige
Pupkte des Dreiecks. Konstruktionsaufgaben.  Arithmetik und Algebra: Quadratische
Gleichungen mit mehreren Unbekannten. Zusammenhang der Rechnungsoperationen des Zahl-
systems. Logarithmen. Arithmetische und Geometrische Reihen. Trigonometrie. 14tigig
eine schriftliche Uebung (Mehlers Elementarmathematik. Gauss' Tafeln). Vogt. — Physik,
2 St. Statik. Wirmelehre. - Chemie. (Trappes Schulphysik). Vogt. —

Unter-Sekunda
Ordinarius: Dr. Michael

Ev. Religionslehre, 2 St. Die Synoptiker und die Apostelgeschichte im Urtext,
Auswahl; im Anschluss daran Geschichte des Reiches Gottes im N. T. Memorieren einiger
Bibelstellen im Urtext. Wiederholung der Kirchenlieder (Hollenbergs Hilfsbuch). Klein. —
Deutsch, 2 St. Goethes Hermann und Dorothea, Nibelungenlied (nach Simrock), Gedichte von
Schiller und Goethe. Hiuslich Herders Cid und einige andere hervorragende epische Gedichte.
Die hauptsiichlichsten Kunstformen der epischen Poesie. Freie Vortrige. Kontrolle der hiius-
lichen Lektiire. Memorieren von Gedichten und Dichterstellen. Das Hauptstichlichste von den
Redefiguren. 3wochentlich ein Aufsatz. Jahnow. — Latein, 6 St. Liv. IIT. Dekade Auswahl,
Sal. Catilina, Cic. oratt. Cat. Wiederholung und Erweiterung grammatischer Abschnitte, Der
romische Kalender. Synonymen. Uebersetzen aus dem Lesebuch. Stigig eine schriftliche
Uebung (Ellendt-Seyfferts Grammatik, Siipfles Aufgaben). Michael. — 2 St. Seyfferts Lese-
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stiicke Auswahl. Verg. Aen. I—IV Auswahl. Memorieren poetischer Stiicke, Metrik. S: Menzel
und Schwarz, W: Hoffmann. — @riechisch, 5 St. Herod. VI—IX Aunswahl. Xen. Cyrop.
Auswahl, Wiederholung der Formenlehre. Syntaktische Hauptregeln. Stiigig eine schriftliche
Uebung (Bergers Grammatik, v. Bambergs Grammatik). Hirsch. — 2 8t Hom. Od. I-IIX,
teilw. hiiuslich. Homerische Formen. Memorieren von Dichterstellen (v. Bambergs Grammatik 3).
Hirsch. — Franzisisch, 2 St. Paganel histoire de Frédéric le Grand. Hauptlehren der Syntax:
Artikel, Adjektiv, Adverb. 14tigig eine schriftliche Uebung (Ploetz Grammatik und Uebungen).
Jahnow. — Hebriisch (fakultativ), siehe ITa, — Geschichte und Geographie, 3 St. Griechische
Geschichte. Geographische Wiederholungen: Europa (Cauers Tabellen, Herbste Hiilfsbuch,
Daniels Leitfaden). 8: Gfrtrer, W: Schiller. — Mathematik, 4 St. Geometrie: Propor-
tionalitiit gerader Linien; Aehnlichkeit geradliniger Figuren. Konstruktionsaufgaben. Algebra
und Arithmetik : Potenz- und Wurzellehre. Gleichungen vom 1. Grade mit mehreren Unbekannten,
vom 2. Grade mit einer Unbekannten. Ansatz der Gleichungen. 14tiigig eine schriftliche
Uebung (Mehlers Elementarmathematik) Vogt. — Physik, 2 St Chemie. Akustik
Magnetismus und Elektricitiit. (Trappes Schulphysik). Lerch. —

Ober-Tertia
Ordinarius: Prof. Hirsch

Ev. Religionslehre, 2 St. Abschnitte aus den prophetischen Biichern; im Anschluss
daran Geschichte des Reiches Gottes im A. T. Bibelkunde des A. T. Kenntnis des heil.
Landes. Wiederholung des 1. Hauptstiickes und 1. Artikels. 4 Kirchenlieder Wiederholung
der fritheren (Hollenbergs Hilfsbuch). Scharnweber. — Dentsch, 2 St. Lektiire und
Erklirung von Gedichten und Prosastiicken. Dispositionsiibungen. Freie Vortriige. Memorieren
von 8 Gedichten. Grammatische Wiederholungen, besonders der Lehre von der Periode und
den Konjunktionen. Das Wichtigste von der Prosodie. 3wichentlich ein Aufsatz (Hopf und
Paulsieks Lesebuch). S: Gfrérer, W: Kynast. — Latein, 7 St. Caes. bell. civ. und bell,
Gallic. V—VII Auswahl. Wiederholung und Erweiterung des gesamten vorhergehenden
Pensums, auch die griechische Deklination. Synonymen. TUebersetzen aus dem Lesebuch.
Btiigig eine schriftliche Uebung (Ellendt-Seyfferts Grammatik, Siipfles Aufgaben). Hirsch, —
2 St. Ovid. met. Auswahl. Memorieren poetischer Stiicke, Metrik. S: Hirsch, W: Hoff-
mann. — Griechisch, 7 St. Xen. anab. I—IV Auswahl. ~ Abschluss der Formenlehre des
attischen Dialekts. Begrenzung des Stoffes und Einiiben im Anschluss an die Lektiire. Haupt-
punkte der Satzlehre. Vokabeln. Stigig eine schriftliche Uebung (v. Bambergs Grammatik,
Jacobs Elementarbuch). S: Menzel und Schwarz, W: Altmann. — Franzisiseh, 2 St
Voltaire Charles XII. Hauptlehren der Syntax: Priipositionen, Wortstellung, Tempora und
Modi. 14tigig eine schriftliche Uebung (Ploetz Grammatik). Scharnweber. — Geschichte,
2 St. Preussische und dentsche Geschichte von 1648—1871 (Cauers Tabellen). Jahnow. —
Geographie, 1 St. Mitteleuropa. Wiederholung des Pensums der IV und ITIb. (Daniels
Leitfaden). 8: Gfrérer, W: Jahnow. — Mathematik, 3 St. Geometrie: Kreislehre.
Vergleichung und Auswertung des Flicheninhalts geradliniger Figuren. Pythagoreischer Satz.
Konstruktionsaufgaben. Algebra: Gleichungen vom 1. Grade mit einer und zwei Unbekannten.

Wortgleichungen. Quadrat- und Kubikwurzel aus algebraischen Ausdriicken und Zahlen.
2
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dwochentlich eine schriftliche Uebung (Mehlers Elementarmathematik). T.erch. — Natur-

beschreibung, 2 St.  Anthropologie. Wiederholungen aus der Botanik und der Zoologie.
Mineralogie (Schillings kleine Naturgeschichte). Lerch. —

Unter-Tertia

Ordinarius: Dr. Jahnow

i Ev. Religionslehre, 2 St. Abschnitte aus den historischen Biichern des A. T.: im
~ Anschluss daran Geschichte des Reiches Gottes im A. T. Einteilung und Reihenfolge der
Biicher im N. T. Das Kirchenjahr, Das 4. und 5. Hauptstiick mit Bibelstellen. 6 Kirchen-
lieder, Wiederholung der fritheren (Hollenbergs Hilfsbuch). S: Scharnweber, W: Klein. — -
Dentsch, 2 St. Lektiire und Erklirung von Gedichten und Prosastiicken. Miindliche Uebungen. '
Memorieren von 8 Gedichten. Die Eigentiimlichkeiten der Kasuslehre, der Lehre von den
Priipositionen. Wiederholung der Lehre von der Periode. 14tigig ein Aufsatz (Hopf und
Paulsieks Lesebuch). S: Gfrérer, W: Scharnweber. — TLatein, 7 St. Caes. bell. Gall.
I—IV Auswahl. Wiederholung der Formen- und Kasuslehre. Tempus- und Moduslehre und
einige Hauptregeln der anderen Syntax. Synonymen. Uebersetzen aus dem Lesebuch, Stiigig
eine schriftliche Uebung (Ellendt-Seyfferts Grammatik, Siipfles Aufgaben). Jahnow. —
2 St. Ovid. met. Auswahl. Memorieren poetischer Stiicke. Metrik, S: Schwarz, W: Hoff- .
mann. — Griechisch, 7 St. Formenlehre bis zu den Verben auf @ inecl. Begrenzung des -
Stoffes und Eintiben im Anschluss an die Lektiire. Vokabeln. Btigig eine schriftliche Uebung
(v. Bambergs Grammatik, Dzialas Uebungsbuch). Jahnow. — Franzisisch, 2 St. Rollin
hommes illustres. Ergiinzende Wiederholung der Formenlehre. Hauptlehren der Syntax.
l4tigig eine schriftliche Uebung (Ploetz Grammatik). Scharnweber. — Geschichte, 2 St
Deutsche Geschichte bis 1648 (Cauners Tabellen). S: Gfrérer, W: Jahnow. — Geographie,
1 St. Die ausserdeutschen und aussersterreichischen Liinder Ruropas. Wiederholung des
Pensums der IV (Daniels Leitfaden). S: Gfrérer, W: Jahnow. — Mathematik, 3 St
Geometrie: Lehre vom Dreieck und Parallelogramm, Arvithmetik: Die Rechnungsoperationen
mit algebraischen Grissen. Potenzen mit ganzen, positiven Exponenten. 3wiichentlich eine :
schriftliche Uebung (Mehlers Elementarmathematik). Lerch. — Naturbeschreibung, 2 St. s
Botanik. Zoologie (Schillings kleine Naturgeschichte). Lerch —

Quarta
Ordinarius: Schiller

Ev. Religionslehre, 2 St. Wiederholung, Erweiterung und Vertiefung des Pensums
der VI und V. Einteilung und Reihenfolge der Biicher im A. T. 6 Kirchenlieder, Wieder-
holung der fritheren (Hollenbergs Hilfsbuch). Kynast. — Dentsch, 2 St. TLesen und miind-
liche Usbungen. Memorieren von 8 Gedichten, Die Satzverbindung in Bei- und Unterordnung. -,
Hauptarten der Nebensiitze. Interpunktion. Rechtschreibung. 14tigig ein Aufsatz (Hopf T
und Paulsieks Lesebuch). Kynast. — Latein, 9 St. Corn. Nepos Auswahl. Wiederholung
und Abschluss der Formenlehre, Kasuslehre und einige Hauptregeln der anderen Syntax.
Synonymen. Uebersetzen aus dem Lesebuch. Memorieren von Prosastiicken. Biiigig eine
schriftliche Uebung (Ellendt-Seyfferts Grammatik, Siipfles Aufgaben). Schiller. — Franzisisch,
5 St. Abschluss der Formenlehre, die gebriiuchlicheren unregelmissigen und reflexiven Verben.

[,
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Propiidentische Beriicksichtigung unentbehrlicher syntaktischer Regeln. Lektiire im Lesebuch.
8tigig eine schriftliche Uebung (Ploetz Elementarbuch und Grammatik), Scharnweber. —
Geschichte, 2 St. Biographien aus der griechischen und rimischen Geschichte (Cauers Tabellen).
Schiller. — Geographie, 2 St. Die aussereuropiiischen Erdteile (Daniels Leitfaden).
Schiller, — Mathematik, 2 St. Uebung der geometrischen Anschauung. Lehre von geraden
Linien und Winkeln; Verwendung der gewonnenen Siitze fiir Dreieck und Parallelogramm.
14tiigig eine schriftliche Uebung (Mehlers Elementarmathematik). TLerch. — Rechnen, 2 St.
Wiederholung der Decimalbriiche. Zusammengesetzte Regeldetri. Procentrechnung mit ihren
Anwendungen.  Gesellschafts- und Mischungsrechnung. 14tigig eine schriftliche Uebung
(Félsings Rechenbuch). Lerch. — Naturbeschreibung, 2 St. Botanik. Zoologie (Schillings
kleine Naturgeschichte). Lerch. — Zeichnen, 2 8t. Painer. —

Quinta
Ordinarius: Rehbanm

Ev. Religionslehre, 2 St. Biblische Geschichte des N. T. 2. Hauptstiick mit Bibel-
stellen. 6 Kirchenlieder, Wiederholung der friiheren (Hollenbergs Hilfsbuch, Zahns Historien).
Scharnweber. — Dentsch, 2 St. Lesen und miindliche Uebungen. Memorieren von 7 Gedichten.
Der zusammengesetzte Satz. Starke und schwache Deklination und Konjugation. Interpunktion.
Rechtschreibung. S8tiigig eine schriftliche Uebung (Schwartz Leitfaden, Hopf und Paulsieks Lese-
buch). 8: Kynast, W: Krohn. — Latein, 9 St. Regelmiissige und unregelmiissige Formen-
lehre. Begrenzung des Stoffes und Einiiben im Anschluss an die Lektiire. Vokabeln. Stigig
eine schriftliche Uebung (Ellendt-Seyfferts Grammatik, Ostermanns Uebungsbuch). S: Klein,
W: Krohn. — Franzisiseh, 4 St. Formenlehre bis zur 2, Konjugation incl. Propiidentische
Beriicksichtigung unentbehrlicher syntaktischer Regeln. Lektiire im Lesebuch. Schriftliche
Uebungen (Plstz Elementarbuch). Scharnweber. — Geschichte, 1 St. Biographische
Erziihlungen aus der deutschen Sagenzeit, aus der deutschen und preussischen Geschichte.
Lerch. — Geographie, 2. St. Erweiterung des Pensums der VI. Europa (Daniels Leitfaden),
Rehbaum. — Rechnen, 4 St. Wiederholung der Bruchrechnung. Decimalbriiche, Einfache
und zusammengesetzte Regeldetri. Geometrisches Zeichnen (Filsings Rechenbuch). Reh-
baum. — Naturbeschreibung, 2 St. Botanik. Zoologie (Schillings kleine Naturgeschichte).
Lerch. — Zeichnen, 2 St. Painer. — Schreiben, 2 St. Rehbaum. —

Sexta
Ordinarius: Dr. Kynast
Ev. Religionslehre, 3 St. Biblische Geschichte des A. T. 1. und 3. Hauptstiick mit
Bibelstellen. 6 Kirchenlieder (Hollenbergs Hilfsbuch, Zahns Historien), S: Kynast, W: Klein, —
Deutsch, 3 St. Lesen und miindliche Uebungen. Memorieren von 7 Gedichten. Satzlehre
bis zum einfach erweiterten Satz. Priipositionen. Rechtschreibung. 8tigig eine schriftliche
Uebung (Schwartz Leitfaden, Hopf und Paulsieks Lesebuch). 8: Treu, W: Kynast. —
Latein, 9 St. Regelmiissige Formenlehre bis zu den Deponentien incl. Begrenzung des Stoffes
und Einiiben im Anschluss an die Lektiire. Vokabeln. Schriftliche Uebungen (Ellendt-Seyfferts
Grammatik, Ostermanns Uebungsbuch). Kynast — Geschichte, 1 St. Biographische Erziihlungen
aus der griechischen Mythologie und alten Geschichte. Lerch. — Geographie, 2 St Die
21!
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notwendigsten Erliiuterungen aus der mathematischen und physischen Geographie. Die ausser-
europiiischen Erdteile (Daniels Leitfaden). Rehbaum. — Rechnen, 4 St. Die 4 Species
mit benannten und unbenannten Zahlen. Bruchrechnung (Félsings Rechenbuch). Rehbaum. —
Naturbeschreibung, 2 St. Botanik. Zoologie (Schillings kleine Naturgeschichte). ILerch. —
Zeichnen, 2 St. Rehbaum. — Sehreiben, 2 8t. Rehbaum. —

Von der Teilnahme am evangelischen Religionsunterricht sind wihrend des verflossenen
Schuljahres 8 Schiiler dispensiert worden,

Mitteilungen iiber den technischen Unterricht

Turnen: 2 Abteilungen, jede Abteilung 2 Unterrichtsstunden. Dispensiert waren im
Sommersemester 36, im Wintersemester 42 Schiiler. Doch mussten im Wintersemester auch
sonst wiederholt einzelne Schiiler dispensiert werden, da der Unterricht leider nur in der Zeit
von 6—8 Uhr abends stattfinden konnte. 1. Abteilung I—III Rehbaum. 2. Abteilung
IV—VI Kynast.

Singen: 1. Abteilung: Prima bis Quarta, 2 St. 2. Abteilung: Quinta, 2 St. 3. Abteilung:
Bexta, 2 St. Rehbaum

Fakultatives Zeichnen: Eine Abteilung in 2 Stunden. Es nahmen 22 Schiiler feil.
Painer. —

Vorschule
Erste Klasse: Ordinarins Gerstenberg

Ev. Religionslehre, 2 St. Biblische Geschichten. 1. Artikel ohne Luthers Erklirung.
Lieder (Zahns Historien, Hilfsbuch fiir den Religionsunterricht). — Dentse¢h, 10 Std. Lesen:
Fertigkeit und sinngemiisse Betonung. Rechtschreibung: Diktate und Niederschreiben memo-
rierter Stiicke, Nacheraziihlen des Gelesenen. Memorieren poetischer und prosaischer Stiicke.
Die Teile des einfachen Satzes. Wortarten. Deklination. Konjugation (Activum) (Paulsieks
Lesebuch). — Heimatsknnde, 1 St. (Adamys Heimatskunde). — Rechnen, 4 St Die 4 Species
mit unbenannten Zahlen im unbegrenzten Zahlenraum (Bliimels Aufgaben). — Sehreiben, 3 St.
Deutsche und lateinische Schrift nach Vorschrift des Lehrers. Taktschreiben. — Singen, 1 St.
Volkslieder und Choralmelodien (Mettners Liederbuch). Philipp. — Turnen, 1 St. Hinfache
Frei- und Ordnungsiibungen. Philipp. —

Zweite Klasse: Ordinarius Lampel

Ev. Religionslehre, 2 St  Biblische Geschichten. Die Zehn Gebote mit TLuthers
Erkléarung. Das Vaterunser; einige Gresangverse und Spriiche im Anschluss an die Geschichfen, —
Dentseh, 8 St. Tesen: Fertigkeit, allmiihlich sinngemdsse Betonung. Rechtschreibung:
Abschreiben von Lesestiicken, Diktate und Niederschreiben memorierter Stiicke. Nacheraziihlen
des Gelesenen. Memorieren poetischer und prosaischer Stiicke. Substantivum, Adjectivam,
Verbum, Pronomen (Paulsieks Lesebuch). — Rechnen, 4 St. Die 4 Species mit unbenannten
Zahlen bis 1000 (Bliimels Aufgaben). — Schreiben, 4 St. Deutsche Schrift. Anfinge der
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lateinischen Schrift nach Vorschrift des Lehrers. Taktschreiben. — Singen, 1 St. Volkslieder
und Choralmelodien (Mettners Liederbuch), Philipp. — Turnen, 1 St. Einfache Freiiibungen
auf und von der Stelle. Philipp. —

Dritte Klasse: Ordinarius Philipp

Ev. Religionslehre, 2 St. Biblische Geschichte. Die Zehn Gebote. Morgen-, Mittag- und
Abendsegen und sonstige Gebete. Einige Gesangverse und Spriiche im Anschluss an die
Geschichten. — Dentsch, 6 St. TLesen: Anfangspriinde bis zum Lesen zusammenhfingender
Stiicke. Rechtschreibung: Abschreiben von Wortern, Sitzen und Lesestiicken. Schreiben
diktierter Wirter und leichter Sitze. Nacherziihlen und Memorieren kleiner Gedichte (Bocks
Lesebuch). — Rechnen, 4 St. Die 4 Species im Zahlenraum von 1—100 (Bliimels Aufgaben).
Gerstenberg. — Sehreiben, 4 St. Dentsche Schrift mit grossen und kleinen Buchstaben,
einzeln und in Wirtern nach Vorschrift des Lehrers. — Singen, 1 Sf. Kleine Volkslieder
und eine Choralmelodie (Mettners Liederbuch). — Turmem, 1 St. Einfache Freiiibungen auf
und von der Stelle. —

II. Verfiigungen der vorgesetzten Behdrde

0. Miirz 1884: Das Kgl. Provinzial-Schul-Kollegium bestitigt die fiir das Kgl. Friedrichs-
Gymnasinm neu entworfene Schulordnung. Ein Exemplar derselben wird jedem Schiiler bei
seiner Aufoahme eingehiindipt. Die Aufnahme geschieht unter der ausdriicklichen Bedingung,
dass der Vater oder dessen Stellvertreter die Verbindlichkeit derselben fiir den Schiiler
anerkenne.

28. Mai: Bei Meldung von Schiilern darf eine feste Zusicherung der Aufnahme vor
Feststellung der Versetzungen nichf gegeben werden, damit die so iiberaus nachteilige Ueber-
fiilllung der Klassen vermieden werden kann.

18. Angust: Das Kgl. Provinzial-Schul-Kollegium teilt Abschrift einer Verfiigung der
Herren Minister der geistlichen, Unterrichts- und Medizinal - Angelegenheiten und des Innern
vom 14, Juli mit in Betreff der Schliessung von Schulen bei ansteckenden Krankheiten und
eine Anweisung zur Verhiitung der Uebertragung ansteckender Krankheiten durch die Schiiler
zur Kenntnisnahme und mit dem Auftrage die gegebenen Vorschriften piinktlich zu befolgen.

18. December: Die Ferien fiir das Jahr 1885:

Osterferien: Schulschluss: Sonnabend, 28, Mira. Schulanfang: Montag, 13. April.
Pfingstferien: i Freitag, 22. Mai. 5 Donnerstag, 28. Mai.
Sommerferien: . Freitag, 3. Juli 5 Mittwoch, 5. August.
Michaelisferien: 4 Mittwoch, 30. September. ,, Montag, 12. Oktober.
‘Weihnachtsferien: ks Mittwoch, 23. December. |, Donnerstag, 7. Januar 1886,

22. December : Verfiigung des Kgl. Provinzial-Schul-Kollegiums: Die hundertste Wieder-
kehr des Geburtstages von Jacob Grimm, den 4. Januar 1885, belebt zu erneuter Frische das
Bild des wahrhaft deutschen Mannes, dem die Begriindung der Wissenschaft von deutscher
Sprache und deutschem Altertum verdankt wird; durch die ungestirte Gemeinschaft, welche
Jacob und Wilhelm Grimm zu gegenseitiger geistiger Ergiinzung in treuer Eintracht withrend
eines langen arbeitsreichen Lebens bewahrt haben, wird der Gedenktag des ilteren Bruders
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zu einer Erinnerungsfeier der Briider Grimm. Wir setzen voraus, dass die Lehrer des Deut-
gohen in der obersten Klasse unserer héheren Schulen nicht versiumen werden, ihren zum
Verstindnisse gereiften Schillern die wissenschaftliche und nationale Bedeutung der Briider
Grimm zu vergegenwiirtigen und die Gesinnung dankbarer Hochachtung wvor ihrer geistigen
und sittlichen Grisse der nachfolgenden Generation zu iiberliefern.

12, Januar 1885: Der Herr Minister der geistlichen, Unterrichts- und Medizinal-
Angelegenheiten trifft unterm 7. d. M. Anordnungen zur Wiederherstellung der Ueberein-
stimmung und zur Vervollstindigung der Schulnachrichten, welche den Programmen der
htheren Schulen fortan beigegeben werden.

ITII. Chronik der Schule

Das Schuljahr 1883/84 wurde Sonnabend, den 5. April, geschlossen. Herr Schulamts-
Kandidat Dr. Adolf Schmidt aus Breslan beendigte sein Probejahr und verliess die Anstalt.
Das Schuljahr 1884/85 wurde Montag, den 21. April, in herkémmlicher Weise eroffnet.

Die Zahl der Klassen wurde um eine vermehrt, indem die Vorschule von diesem Tage
an in drei Klassen unterrichtet wurde. Die Leitung der dritten Klasse {ibernahm interimistisch
Herr Kantor em. Lampel.

Herr Schulamts-Kandidat Dr. Martin Klein aus Bunzlan begann sein Probejahr,

Am 21, Mai wurde Herr Schulamts-Kandidat Dr. Paul Schwarz aus Schleswig der
Anstalt zur Beschiftigung {iberwiesen.

Am 19. Juni erkrankte Herr Oberlehrer Professor Dr. Menzel so schwer, dass er den
Unterricht fiir das ganze iibrige Schuljahr aussetzen musste. Seine Vertretung iibernahm bis
Michaelis Herr Dr. Schwarz fast vollstindig. Die Anstalt ist demselben fiir seine uneigen-
niitzige und eifrige Thiitigkeit zu lebhaftestem Danke verpflichtet,

Am 1. Juli legte der erste Lehrer der Vorschule Herr Adamy sein Amt nieder und

trat in den Ruhestand.

Heinvich August Adamy ist am 27. Janoar 1812 in Landeshut in Schlesien geboren. Nachdem er
die hohere Biirgerschule seiner Vaterstadt und das Hirschberger Gymnpasium besucht, war er Schulpriiparand zn
Grunau bei Hirschberg, Von Ostern 1831 bis dahin 1834 Semipavist zu Bunzlau wuorde er von dort am
14. Miirz 1834 entlassen. Nach einer sschswichentlichen Militdr-Dienstzeit fibernahm er am 26, Mai 1834 als
Hilfslehrer an der evangelischen Stadtschule zn Schweidnitz sein erstes Amt, welches er jedoch schon Ostern
1836 aunfgab, um die Stellung eines Hauslehrers der S&hne des Oberprisidenten v. Flottwell zu Posen zn iiber-
nehmen. Von Michaslis 1837 bis dahin 1839 wirkte er an der Konigl. Luisenschule, bis Neujahr 1841 an einer
Privatknabenschnle zu Posen, bis dahin 1843 an der hiheren Knabenschule seiner Vaterstadt; bis Michaelis 1844
war er Vorsteher einer Privatknabenschule zu Hirschberg in Schl. Als zn Michaelis 1844 die Vorschule am
Kiinigl, Friedrichs-Gymnasium eingerichtet wurde, {ibernahm er zuerst die ganze Schule, seit August 1849, als
eing Teilung derselben in zwei Klassen erfolgte, die erste Klasse. In dieser Stellung ist er bis zu seinem Ueber-
tritt in den Huhestand geblisben. — In seinem Unterrichte vereinigte er hervorragendes Lehrgeschick mit
strengstem Pflichtgefiihl und hingebender Liebe zn der ihm anvertrauten Jugend. Bo wurde er einer der
geschittztesten Lehrer Breslans. Aber auch in weiteren Kreisen, vor allem im ganzen Schlesierlande ist sein
Name durch vortreffliche geographische Werke und durch Jugendschriften wohl bekannt, Ausser anderen
Schriften erschien von ihm: Schlesien pach seinen physischen, topographischen und statistischen Verhilltnissen,
b. Aufl, 1880. Geographie von Schlesien fiir den Elementarunterricht, 22, Aufl, 1884. Bilder aus der Heimats-
kunde der Provinz Schlesien, 2. Aufl. 1883. Heimatskunde von Breslau, 1872, Wandkarte von Schlesien,
7. Aufl. 1882, Karte der Umgebung von Breslan, 2. Aufl. 1884. — Fine Abschiedsfeier, welche ihm das Lehrer-
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Kolleginm am 28, September veraustaltete, gab beredtes Zeugnis der allgemeinen Liebe und Vershrung, deren
er sich zu erfreven hat. Migen dem trefflichen Manne moch lange Jahre wohlyverdienter Ruhe in kirperlicher
und geistiger Frische beschieden sein.

Se. Majestit der Kaiser und Konig geruhte ihm den Kronenorden vierter Klasse zu
verleihen.

Erster Lehrer der Vorschule wurde Herr Gerstenberg, interimistischer zweiter Herr
Lampel, und die dritte Klasse iibernahm, ebenfalls provisorisch, der Schulamts - Kandidat
Herr Philipp aus Breslau.

Am 2. September wurde das Sedanfest in der bisher iiblichen Weise festlich begangen.

Am 11. September beendigte Herr Schulamts-Kandidat Dr. Franz Gfrirer sein Probe-
jahr und ging als Hilfslehrer nach Rappoltsweiler im Elsass.

Am 24. September fand unter dem Vorsitze des Herrn Geheimen Regierungs- und
Provinzialschulrats Dr. Sommerbrodt die miindliche Entlassungspriifung statf, Das Patronat
war durch Herrn Pastor Dr. Elsner vertreten.

Im Laufe des Sommersemesters unternahmen einzelne Klassen unter Leifung von
Lehrern wiederholt Spazierglinge, jede Klasse einmal eine grissere Turnfahrt: Die Prima
2 Tage nach dem Hornschloss und auf die Eule, die Sekunda 2 Tage nach der Schneegruben-
baude und St. Peter, die Obertertia 1 Tag auf den Konigshayner Spitzberg, die Untertertia
1 Tag nach Canth, die Quarta 1 Tag auf den Rummelsberg, die Quinta und Sexta 1 Tag
nach Oswitz.

Am 1. Oktober wurde das Sommersemester mit der Entlassung der abgehenden Schiiler
und der Censurenverteilung geschlossen. Herr Schulamts-Kandidat Dr. Paul Schwarz verliess
die Anstalt und ging als Hilfslehrer an das Realgymnasium in Celle.

Das Wintersemester begann Montag, den 13. Oktober. An diesem Tage begannen
die Schulamts-Kandidaten Herr Julius Krohn aus Landsberg O.-8. und Herr Theodor
Hoffmann aus Carlsruhe O.-S. ihr Probejahr. Herr Schulamts-Kandidat Karl Altmann aus
Scheidelwitz bei Brieg wurde der Anstalt zur Beschiiftigung iiberwiesen und tibernahm bis
zum Schluss des Schuljahres einen Teil der Stunden des Herrn Professor Dr. Menzel.

Nach Wiederbeginn des Unterrichtes im Jahre 1885 wies Herr Oberlehrer Dr. Vogt
die Primaner in eingehender Darlegung hin aunf die Briider Grimm.

Am 18, Mirz fand unter dem Vorsitze des Direktors die miindliche Entlassungs-
priiffung statt. Das Patronat war durch Herrn Pastor Dr. Elsner vertreten.

Am 21, Miirz, vormittags 10 Uhr, wurde der Allerhichste Geburfstag Seiner
Majestit des Kaisers und Konigs durch eine Schulfeier festlich begangen. Die Festrede
hielt Herr Dr. Kynast.

Der Gesundheitszustand der Schiiler ist im ganzen Schuljahre ein giinstiger gewesen.
Leider aber erlitt die Anstalt am Schlusse des Schuljahres 1883/84 einen schmerzlichen
Verlust: Der Obersekundaner Arthur Tiktin, Sohn des Kaufmanns Herrn Tiktin hierselbst,
ein strebsamer Schiiler, der zu schinen Hoffnungen berechtigte, wurde uns an demselben
Tage, an welchem seine Versetzung nach der Prima verkiindigt worden war, nach kurzem
Krankenlager durch den Tod entrissen. Von den Lehrern erkrankte ausser dem Herrn Professor
Dr. Menzel Herr Dr. Jahnow tiber drei Wochen., Den Direktor hielten Familienverhiiltnisse
6 Tage von der Schule fern.
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IV. Statistische Mitteilungen

1. Uebersicht tiber die Frequenz und deren Veranderung im Laufe des Schuljahres

A Gymnasinm B. Vorschule
Ia| Ib | Ha | T Ml mb| v | v | VIi|Sa l1]2]8 |8
FrRlal i | |
1. Bestand am 1. Febr. 1884 | 6( 18 | 21 | 29 38| 48 | 50 | 45 | 45 300136 33 |69
2. Abgang bis zum Schluss Ii |
des Schuljahres 188384 .| 5| 3| 7| 4| 5| 4 |11| 6| 3| 47| 2} — | 2
3a. Zugang durch Veraetz.ung | | ' ' ir

zu Ostern . 6|10 [ 13 | 26 (34| 20 | 27 | 35 | 25 [205(21| —- |21

3b. Zugang durch A uiabms | | | |
au Ostern . —|—| 2| 5|5 2| 9| 7|18( 48] 9| 7]13)20

4 Frequenz am Anf:ulge des | | | . L
Sehuljahres 1884/85 . 7|19 | 19 | 43 46| 41 | 46 | 55 | 50 |326[39]19]13]71
5. Zugang i Sommersemester |—|{ — | 2| 1| 1| 1| 1| 2| 2/ 10 1i 1‘ 1] 3
6. AbgangiSommersemester | 3| 4| 1| 6| 3| 2| 2| 4| 1} 26]|— e

7a. Zugang durch Versetzung | . | | ‘ i
zu Michaelis . Al — | — | —|=|—|=| == dl—1—|—|—

7b. Zugang durch A.ufna.hme ‘ l Ll ‘
zn Michaelis . 5 e et I B S B D I 2| 13 _.2 4| 6
8. Frequenz am Anfange des | (G| .

Wintersemesters . 8| 11 | 22 | 38 |44 | 40 | b4 | b3 | 53 (132340 22|18 80
9, Zugangim Wintersemester | —| — | 1 | — | 3|—|— 1| 1 6 E’,I— 2
10. AbgangimWintersemester | 1| — | 2| 1 1| 1| 1| — 3| 10) 11— —.| 1
11. Frequenz am 1. Febr. 1885 | 7| 11 | 21 | 37 |46| 39 | B3 | b4 | b1 319 41522 IQ“S‘E

12. Durchschnittsalter am | [ . {55l |

1. Februar 1885. 19 (18,917 3|169|1ﬁ 141'131| 2,2|10,7| 8,3;&2!?,1:

| ) 1 i

2. Uebersmht uber die Religions- und Heamatsverhaltmsse der Schiuler

A. Gjrmnaﬁmm

B. Vorschule

: j3ahi s o o e R 1] LR s
o |dlg| Sl 2 |Eld|p|d|g 8|2 5|2
&|9|A]E ‘ 1212|8818 12181=]<
| . |
1. Am Anfang des Sommersemesters 154: |—| 163 | 9'?1 |f}6 —|26| 2|—|43}71|—|—
2, Am Anfang des Wintersemesters |158 10‘—|1.}5'.268|a.} —|30| 2|—[48]79| 1|—
3. Am 1. Februar 1885 . 161 150;izs4|55 —13%2 2'—‘48;581! s
! | I I | | ||
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Das Zeugnis fiir den einjihrigen Militirdienst haben erbalten Ostern 18584: 17,
Michaelis: 5 Schiiler, davon sind zu einem praktischen Beruf abgegangen Ostern 4, Michaelis 4.

3. Uebersicht uber die Abiturienten

Tag Ort Kon- ,q ? : Auf | o
Name der fession Stand ““G_ Wolmorh ﬁ]reza maner | Kinftiger Beruf
Geburt (Religion) g Wanto:s el
Jahra
Michaelis 1884
]
w Matzdorff, Albert | 3. 6. 65 | Breslan jiid. + Billeteur an der jiid. 61 I 27 Mathematik
| Gemeinde zu Breslaun | und Nator-
| wissgnschaften
Woy, Budolf 1. b. 66 | Schrimm v, Kgl. Rechnungsrat zun 24401 2 Mathematik
| Breslan . und Natur-
5 [ I . wissenschaften
Miiller, Georg 10.12. 66 | Rybnik jiid. Brauereibes, zu Hybnik 1 . 2 Medizin
Ostern 1885
Joseph, Philipp | 14.10. 64 | Breslan jiid. Prakt. Avst v, Priv-Dozent | 8 | 2% Medizin
_‘L | Dr. zn Breslan l
Richter, Oswald | 6.11. 65 | Breslan kath, Kaufmann zn Breslan 9 2 Medizin
Lazarus, Abraham | 10. 4, 67 Prenzlau jiid, + Seminardirektor Dr. zu 9 2 Medizin
[ Breslau
Korpulus, Max 94 6,67 | Wohlan iid. Rechtsanwalt u. Notar zno | 6% 2 Jura
[ Breslan
Trautwein, Wilhelm| 21. 7.65 | Habel- av. + Justizrat v, Landschafts- | 8% 2 Soldat
| schwerdt gyndikus zu Breslan |
Guttmann, Benno | 19. 1. 64 | Ratibor av. + Geh. Sanititsrat Dr. zn Y e Soldat
Ratibor

Woy wurde von der miindlichen Priifung dispensiert.

V. Sammlungen von Lehrmitteln

A. Die Lehrerbibliothek unter Verwaltung des Gymnasiallehrers Dr. Michael wurde durch
folgende Werke vermehrt:

a, durch Avkauf der Fortsetzungen von Grimms Warterbuch, Herders Werken von Suphan, Rankes
Weltgeschichte, Plautus von Ritsehl, Buechholz Homerischen Realien, Schillers Geschichte der rimischen
Kaiserzeit, Griinhagens Geschichte Schlesiens, des Liter. Centralblattes, der Fetermannschen geographi-
gschen Mitteilungen, der Schriften des Vereins fiir Geschichte und Alterthum Schlesiens, des Museums-

} vergins; ferner folgender Werke: Gellius Noctes Atticae von Martin Hertz, Btbichers Olympia, v. Willa-
‘}ﬂ mowitz-Millendorfs Homerische Untersuchungen, Giinthers Lehrbuch der Geophysik, die Gedichte des
Catullus von Riese, To. Stobaei anthologii libri duo priores von Wachsmuth, Quintns Ennius von L. Mueller,
Mélanges Graux, Nissens Italische Landeskunde, Madvigs Syntax der griechischen Sprache.

b. die Programme der im Austausch stehenden Universititen und hiheren Lehranstalten.

o, durch Geschenke: Von der Schlesischen Gesellschaft fiir vaterllindizehe Kultur der Jahresbericht
and die Abhandlungen der Gesellschaft fiir 1883; von Herrn Hofprediger Faber Leben und ausgewiihlte
Schriften der Viter und Begriinder der reformirten Kirche in 10 Binden; FPh. Melanchthons Briefe an
Albrecht, Herzog von Prenssen, von Faber; Konigsberger Skizzen von Rosenkranz.

3
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. Die Schiilerbibliothek wurde einer griindlichen Revision unterworfen, Ueber vierhundert

zerlesene oder unbrauchbare Biicher wurden ansrangiert, eine grosse Zahl der zuriick-
behaltenen neu eingebunden; neu angeschafft wurden 21 Biicher. So betrigt die Zahl
der Biicher am Schluss des Schuljahres 1007 Biinde.

Eine Hilfsbibliothek, aus welcher unbemittelten Schiilern Schulbiicher leihweise verab-
folgt werden sollen, wurde im Laufe des Schuljahres begriindet. Die NMittel zu An-
schaffungen gewihrte besonders Herr Geheime Regierungsrat Dr. Ziegert hierselbst
durch eine namhafte Summe Geldes, welche er auch in diesem Jahre dem Direktor zu
freier Verfiigung gestellt hatte. Ausserdem stellten Freiexemplare zur Verfiigung die
Buchhandlungen von E. Morgenstern und von Trewendt hierselbst, von Weidmann und von
Grote in Berlin, Kunzes Nachfolger in Wiesbaden, vom Waisenhause in Halle, von Karl
Baedeker in Leipzig. Die Zahl der Biinde betriigt 130.

. Fiir das physikalische Kabinet unter Verwaltung des Oberlehrers Dr. Vogt wurde ausser

Verbrauchsgegenstiinden und Chemikalien angeschafft:

Galle, Mitteilungen der Sternwarte zu Breslan, b stereoskopische Mondphotographien, Horizontal-
wasserrad, Hebelpyrometer, Daniellsches Hygrometer, Streifen von zusammengelitetem Eisen und Messing,
Apparat zur Eiserzeugung mit Hilfe der Luftpumpe, Wattsche Dampfmaschineg, Thermosinle, Multi-
plikator, Tangentenboussole, 2 Flaschenelemente. — Herr G erstenberg schenkte mehrere Barometerrihren.

. Fiir die naturwissenschaftlichen Sammlungen unter Verwaltung des Hilfslehrers Lierch

schenkte Herr Privatdocent Dr. med. Bruck einen Teleskopfisch und ein Liweniiffchen,
Herr Handelskammersyndikus Dr. Eras einen Griinspecht, Herr Kaufmann Beltz wver-
schiedene schlesische Mineralien.

. Der Apparat fiir den geographischen und historischen Unterricht unter Verwaltung des

Gymnasiallehrers Schiller wurde durch Ankanf einer Wandkarte von Altgriechenland
und von Frankreich vermehrt.

. Fiir den Apparat zur Veranschaulichung antiken Lebens und antiker Kunst wurde nichts

angeschaftt.

. Fiir den Zeichenunterricht ebenfalls nichts.
. Fiir den Gesangunterricht Koschat op. 4 fiir Miinnerchor und Hohenzollernlied von Birner

fiir gemischten Chor.
Allen denjenigen Herren, welche die Anstalt auch in diesem Jahre mit Geschenken

bedacht haben, sagt der Direktor namens der Anstalt anch an dieser Stelle seinen verbind-
lichsten Danlk. -

VI. Stiftungen und Unterstiitzungen von Schiilern

Der Sikular-Stipendienfond des Friedrichs-Gymnasiums. Der Verwaltungsrat, welcher

gegenwiirtig aus folgenden Mitgliedern besteht: Direktor Gleim, Geheime Regierungsrat
Hiibner, Professor Dr. Hirt, Brauereibesitzer A. Riisler als Schatzmeister, und Direktor
Prof. Treu als Vorsitzender, beschliesst am 26. Mai 1884: stud. math. Ernst Vogt, welcher
vom 1. Oktober 1880 bis zum 1. Oktober 1883 im Genusse des Stipendiums gewesen ist,
erhiilt dasselbe weiter bis zum 1. April 1884. Stud. phil. Friedrich Kuhn erhilt dasselbe fiir
die Zeit vom 1. April 1884 bis zom 1. April 1887, also fiir drei Jahre. In derselben Sitzung
war Herr Gymnasialdirektor a. D. Professor Dr. Lange erschienen und iiberreichte dem

S
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Verwaltungsrat die Krakau-Oberschlesische Eisenbahn-Obligation iiber 100 Thaler Nr. 11724
(zu 4 Procent) nebst Talon und Coupons, ein Papier, welches derselbe im Jahre 1868 von
einem friileren Schiiler zu vollig freier Verwendung erhalten; ausserdem 18 Mark schon ein-
geloste Zinsen. Der Verwaltungsrat nimmt diese Summe mit lebhaftem Danke an und beschliesst
dieselbe dem Stammlkapital des Sikular-Stipendienfonds hinzuzufiigen.

Eine Gesamt-Ausgabe von Schillers Werken erhielt als Priimie vom Schiller-Verein
auf Vorschlag des Lehrers-Kollegiums der Untersekundaner Leopold Stiibinger.

Die Priimie, welche die hiesige Freimauerloge Friedrich zum goldenen Zepter aus der
Professor Dr. August Kahlert-Stiftung auf Vorschlag des Lehrer-Kollegiums jihrlich an einen
Schiiler der beiden oberen Klassen erteilt, wird in diesem Jahre erst am 15, April verliehen werden.

Dem zehnten Teil der Schiiler des Gymnasiums wurde Freischule gewihrt.

VII. Mitteilungen an die Schiiler und an deren Eltern
Die iffentliche Priifung findet Freitag, den 27, Mirz, in folgender Ordnung statt:
Vormittag um 8 Uhr: Prima: Griechisch, Gymnasiallehrer Dr. Michael
830 ., Ober-Sekunda: Mathematik, Oberlehrer Dr. Vogt
9 ., Unter-Sekunda: Geschichte, Gymnasiallehrer Schiller
930 ,, Ober-Tertia: Franzisisch, Gymnasiallehrer Scharnweber
10 » Unter-Tertia: Griechisch, Gymnasiallehrer Dr. Jahnow
1030 ,, Qnarta: Naturbeschreibung, Gymnasiallehrer Lerch
11 , Quinta: Geographie, Gymnasiallehrer Rehbaum
1130 ,, Sexta: Latein, Gymnasiallehrer Dr. Kynasf
12, L Vorschulklasse: Deutsch, Heimatskunde, Vorschullehrer
Gerstenberg.
7u dieser Schulfeierlichkeit werden hiermit die Beschiitzer, Ginner und Freunde des
Gymnasiums ehrerbietigst eingeladen.

Das Schuljahr wird Sonnabend, den 28. Mirz, mit der Entlassung der abgehenden
Schiller, der Verkiindigung der Versetzungen und der Censurenverteilung geschlossen.

Das neue Schuljahr beginnt Montag, den 13. April, vormittags 9 Uhr.

Die Aufnahme neuer Schiiler findet Sonnabend, den 11. April, vormittags
statt, in die Vorschule um 8 Uhr, in die Gymnasialklassen um 10 Uhr. Vorzu-
legen ist bei der Aufnahme 1, der Geburts- oder Taufschein; 2, das Impfattest; 3, eventuell
das letzte Abgangszeugnis.

Der Direktor ist an allen Schultagen von 11—12 Uhr vormittags im Amtszimmer
zu sprechen.

Breslau, den 23. Mirz 1885.

Treu
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Der Grenzbegriff

Elementar-Mathematik

Heinrich Vogt.




Im Betrachten wie im Handeln ist das Zugingliche von dem Unzugiing-

lichen zu unterscheiden; ohne dies lfisst sich im Leben wie im

Wissen wenig leisten.

Goethe, Maximen und Reflexionen 1.




Alles Fortschreiten im mathematischen Lernen und
Forschen, das Losen einer einzelnen Aufgabe wie die Ein-
sicht in die Abhiingigkeit verschiedener Disciplinen beruht
auf der Kunst, die zusammengesetzten Probleme in ihre
Bestandtheile zu zerlegen, die Schwierigkeiten getrennt zu
bewiiltigen, die zur Zeit noch nicht lésbaren zu umgehen,
die gelosten zur Behandlung der Probleme htherer Ordnung
zusammenzufassen. Wie die Alten Meister in dieser mathe-
matischen Scheidekunst waren, so mochten wir sie am
reinsten in den schon von ihnen gepflegten Elementen an-
wenden, erstens, weil hier die Methoden an sich beschrinkt
sind, und zweitens, weil grade in dieser Beschriinkung auf
sichtbare Ziele und ihnen angepasste Methoden ein guter
Teil des Lehrwertes der Mathematik liegt. Denn sie macht
moglich, was in andern Fiichern nicht mdglich ist, dass der
Lernende ein scharf umgrenztes Gebiet ganz iibersieht und
eine Aufgabe rein und ohne Rest, nicht schlechter als der
Gelehrteste lust. :

Aber grade in den Grundlagen der Mathematik stellen
sich jener Forderung, welche wir im wissenschaftlichen und

didaktischen Interesse aufstellen, Schwierigkeiten entgegen.
Ich spreche nicht von Fragen, welche der Philosoph oder
der theoretisierende Mathematiker an die mathematischen
Grundbegriffe kniipft, sondern von innerlichen Schwierigkeiten,
ohne deren Bewiiltigung eine klare Begriffsbildung unmig-
lich ist.

1*
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An die Grundvorstellungen, -Begriffe und Axiome der
Mathematik kniipft sich erstens das mathematische Problem:
Welches System von Bedingungen ist notwendig und hin-
reichend, um die Sitze der Mathematik logisch daraus zu
entwickeln? zweitens das philosophische: Woher hat der
Geist diese Vorstellungen, Begrifie und Gesetze ihrer
Verkniipfung? Driicken sie eine ihm innewohnende Gesetz-
miissigkeit aus, unter der allein ihm die Einwirkungen der
Aussenwelt zugiinglich sind, oder gehtren siedem Einwirkenden
an und sind der Stempel, den das, was er nicht selbst ist,
ihm aufdriickt?

Beide Fragen sind vom Lehrgang der Elemente woll-
stiindig loszulvsen: die Mathematik besteht ganz unabhiingig
davon, wie die philosophische Frage beantwortet wird; nur
die Resultate der auf die andre gerichteten Spekulation finden
in den Elementen ihren Ausdruck.

Jeder Lehrgang der Elemente soll eine Probe darauf
sein, dass in die Grundlagen nicht mehr und nicht weniger
als das Notwendige aufgenommen ist; jedem, der die Elemente
lernt, muss es klar werden, dass nicht im Vorhandensein
von Axiomen ein Grund liegt, den Wert und die Festigkeit
der Mathematik anzuzweifeln; er muss einsehen, dass not-
wendig die Qualitiit und Relation unsrer Raum- und Grissen-
vorstellungen ausgesprochen, also bestehendes festgestellt
werden muss, damit manvon diesem Ausgang durch Kombinieren
und Schliessen weiter gelangen ktnne. Aber ob das zu
grunde gelegte System ein wirklich auf das engste reduciertes,
ob es weiter das einzig mogliche und fiir alle Zeiten gesicherte
sei, diese Frage legt der in die Elemente Hintretende sich

nicht vor.
Die Geschichte der Mathematik zeigt, dass das System

der Grundbegriffe in der That Veréinderungen unterworfen
ist. Seit den Zeiten Euklids hat sich Umfang und Inhalt
des Zahlbegriffs geiindert; es geniigt uns nicht mehr seine
Definition der Aehnlichkeit; fir grade Linie und Kbene
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lassen wir verschiedene Erklirungen zu; die Parallelentheorie
erscheint uns in anderem Lichte. Sehen wir uns auch
gelegentlich genttigt, Wortdefinitionen auszusprechen, wo
wir genetische wiinschten, Axiome, wo wir noch beweisen
mochten, miissen wir anerkennen, dass die Grenzen des
Axiomatischen und Beweisbaren verriickbar sind, so sind dies
doch, so zu sagen, gelehrte Fragen, nicht solche, deren Nicht-
erledigung das Eindringen in die Elemente selbst unsicher
machen konnte.

In Betreff des zuletzt angefiihrten Beispiels, der Parallelen-
frage, kinnte man wohl andrer Meinung sein. Definiert
man parallele Grade als solche, welche in einer Ebene liegen
und sich beliebig weit verlingert nicht schneiden, und fiigt
dazu den Grundsatz, durch einen Punkt ausserhalb einer
Graden giebt es nur eine Parallele zu derselben, oder einen
gleichwertigen, so gilt das Gesagte unbedingt. Hier kann
niemand einen Widerspruch finden, sondern hochstens ein
Ungeniigen, dass die Definition sich fiir die Herleitung der
Sitze unfruchtbar erweist. Geht man aber von der negativen
Aussage: Parallele Linien schneiden sich nicht, soweit man sie
auch verlingert denken mag, d. h. nicht in endlicher Entfernung,
Definition und Axiom zusammenfassend iiber zu der positiven,
sie haben einen Punkt in unendlicher Entfernung gemein,
so tritt ein Widerspruch zwischen Attribut und Pridikat
hervor; es wird das Sichnichtschneiden gefasst als besondrer
Fall des Sichschneidens, niimlich als Schneiden in unendlicher
Entfernung; es wird die im Gs:ttungsbegriff liegende Negation
zum Artmerkmal gemacht.?)

Diese Ausdrucksweise befreit die Siitze von der Auf-
fithrung der Ausnahmefille, sie giebt dem, der den Sprung
wagt, einen beherrschenden Ueberblick iiber alle Beziehungen,

1) Ganz dasselbe geschieht, wenn in der Arithmetik die Null als
Zahl, in der Mechanik die Ruhe als besondrer Fall der Bewegung ange-
sehen wird.




welche aus der Lage grader Linien zueinander hervorgehen.
Auch in den Elementen fordert die Determination mancher
Konstruktionsaufgabe, in welcher die parallele Lage als be-
sonderer Fall der schmeidenden auftritt, zu jemer Verall-
gemeinerung gradezu heraus; aber eine Nutigung dazu liegt
in den Elementen nicht vor, und deshalb ist es unzweifelhaft
besser, hier ganz im Sinne der alten Geometer die Allge-
meinheit der Sitze der Klarheit und Widerspruchlosigkeit
der Grundlagen zu opfern, als umgekehrt.?)

Aber es giebt Steine des Anstosses in den Elementen,
welehe sich nicht herausreissen lassen, ohne den Zusammen-
halt aufzuheben. Sie haften am Gegensatz des Stetigen und
Unstetigen.

Das Stetige dem Denken zugiinglich zu machen ist die
Aufgabe, zu deren Lusung die hihere Analysis die Methode
des Einschliessens in Grenzen, der Einfithrung des Unendlich-
kleinen geschaffen hat. Diese Methode findet Anwendung,
wo immer der Geist das Problem des Stetigen zu bewiiltigzen
versucht, mag es sich darstellen als Raum, Zeit, Kraft oder
Raumerfiillung, in der analytischen Geometrie, in der Mecha-
nik, in der theoretischen Physik. Der projektivischen Geo-
metrie, welche die Methoden der Analysis zuriickweist, bleibt
es nicht erspart, sich auf ihre eigene Weise mit ihm ab-
zufinden.

Dasselbe Problem, welches die hthere Mathematik durch
das als Grenzbegriff eingefiihrte Unendlichkleine methodisch
fasst, driingt sich auch in die Elementar-Mathematik, allein
die Arithmetik bis zur Potenzierung ausgenommen, ein; und
dieselben begrifflichen Schwierigkeiten, welche seit Erfin-
dung der Differenzial-Rechnung die Denker beschiiftigen,
stellen sich schon dem Quartaner in den Weg. Das didak-

') Dasselbe gilt fiir die Auffassung der Tangente als einer Sekante,
welche in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet, der Graden und
der Ebene als eines Kreises und einer Kugel mit yerschwindender Kriimmung.




7

tische Interesse erlaubt und verlangt, sie zunichst beiseite
zu schieben, die Augen gegen sie zu verschliessen; aber sie
kehren wieder und kinnen am Ende nicht mehr umgangen
werden.

Das bezeichnete Problem tritt auf bei der Definition der
geometrischen Grundgebilde, bei der Messung gleichartiger
Grossen durcheinander, der graden Linie durch die grade
Linie, der ebenen Fliche durch das Quadrat, der Raumgrosse
durch den Wiirfel, in andrer Weise da, wo die genannten
Masse zur Auswertung ungleichartiger Grdssen benutzt
werden, bei der Rektifikation und Quadratur der krummlinig
oder krummflichig begrenzten Gebilde, speciell des Kreises
und der Kugel. Es driingt sich zeitig an als periodischer
Decimalbruch, spiter als Irrationalzahl und unendlich fallende
geometrische Reihe; es fordert sein Recht in der Analyse
der Fall-, Central- und Pendelbewegung,
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Die geometrischen Grundgebilde.

Die gebriiuchlichste Definition der geometrischen Gr'und-
gebilde lautet: Der Raum ist teilbar; die gemeinschaftliche
Grenze zweier Raumteile heisst Fliche. Die Fliche ist teil-
bar; die gemeinschaftliche Grenze zweier Flichenteile heisst
Linie. Die Linie ist teilbar; die gemeinschaftliche Grenze
zweier Linienteile heisst Punkt.

Ich lasse die Frage nach der Entstehung der Raum-
anschauung giénzlich beiseite; ich nehme die Thatsache hin,
dass der Geist die Aussenwelt riéiumlich erfasst, und unter-
suche nur, ob Teilung des Raumes und Begrenzung der Teile
in der Vorstellung vollziehbar oder wenigstens im Denken
ohne Widerspruch erfassbar sind.

Ich gehe aus von der Teilung einer in der Vorstellung
zu einem (ranzen zusammengefassten diskreten Mannigfaltig-
keit. Denke ich mir zuniichst » durchaus gleichartige Sand-
korner beliebig im Raume zerstreut. Sie sollen nicht nume-
riert oder abgeziihlt werden, wodurch ein andres Merkmal,
das der zeitlichen Abfolge im Zihlen, sich einschleichen
wiirde. Diese Sandkdrner lassen sich in je zwei Gruppen
scheiden in soviel Weisen, als die Kombinationslehre angiebt.
Fiir die Vorstellung kotnnen diese Teilungen an Wert und
Giltigkeit sehr verschieden sein; leicht zu vollziehen sind
sie, wenn die demselben Teil angehtrigen Elemente benach-
bart und womoglich von denen des andern durch einen
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grosseren Zwischenraum getrennt sind als von einander, oder
wenn eine geometrische Gesetzmiissigkeit der Vorstellung
zu Hilfe kommt. Aber eine bestimmte Angabe, wie gross
die Abstinde sein miissen, oder wie die Elemente geordnet
sein miissen, um eine vorstellbare Teilung zu bilden, ist
offenbar nicht mdglich. Leicht ist, unter 9 Elementen, die
angeordnet sind wie ein Kegelspiel, jede Teilung in der Vor-
stellung zu vollziehen; schwerer, unter 64 schachbrettartig
gestellten Kugeln in einer Vorstellung selbst nur die zu ver-
einigen, welche auf weissen Feldern stehen miissten, fiir
eine gewthnliche Vorstellungskraft wohl unmoglich, jede be-
]}ebiga, unregelmissige Anordnung mit einem Schlage intuitiv
zu fixieren, nicht abziéhlend zu durchlaufen.?)

So ist also das réiumliche Teilen einer diskreten Mannig-
faltigkeit nicht ein reales Zerfallen, wie das mechanische
Teilen durch Ltsung des Kraftzusammenhanges es bewirkt,
selbst nicht immer eine einheitliche Vorstellung eines solchen,
sondern ein in ein Nacheinander sich auflosender oder in
der Zahlensprache der analytischen Geometrie sich nieder-
schlagender diskursiver Begriff.

Welche Bedeutung hat nun der Begriff der Grenze, den
wir auf ridumliche Teilung anzuwenden pflegen? Werden
durch die Teilung 2 kompakte Massen 4 und B von unter
sich benachbarten Elementen gegeniibergestellt, aus denen
die Elemente @ und & einander am niichsten treten, z. B.
bei linienférmiger Anordnung, so wird man diese #ussersten
Elemente ¢ und b als Grenzelemente bezeichnen. Bei ge-
wissen Anordnungen wird ein Komplex « aus 4 einem Kom-
plex b aus B am nichsten stehen, z. B. wenn 64 quadratisch
geordnete Elemente in je 32 rechteckig geordnete geteilt

1) Ich weiss von vorziglichen Schachspielern, dass sie blind spielend
nicht das Bild des Schachfeldes mit seiner augenblicklichen Figuren-
gtellung als Ganzes vor dem inneren Auge haben, sondern die Stellung
der einzelnen Figuren nacheinander durch die Vorstellung fiihren.
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werden, und diese Komplexe « und b werden als Grenzen
gelten. Wodurch aber sollen die Grenzelemente bei nicht
gesetzmiissiger Anordnung oder fiir eine Teilung fixiert werden,
bei welcher die Elemente der beiden Teile durcheinander
geschoben sind? Wie gross miissen die Entfernungen sein,
um als relativ klein gegen andre zu gelten; wie muss eine
Teilung beschaffen sein, damit die als Grenze bezeichneten
Elemente selbst noch einheitlich vorgestellt werden ktnnen?

Es entspricht also dem Begriff der Grenzelemente bei
der Gruppierung einer diskreten Mannigfaltigkeit keine klare
Vorstellung. Dies #nderte sich auch nicht, wenn man zur
Abgrenzung der Teile 4 und B eine Zwischengruppe ¢, eine
Art Rain, ausschiede. Krstens ist eine solche Ausscheidung
wegen der Zahl und Lage der Elemente nicht immer moglich,
und zweitens haben die Elemente ¢ Lticken untereinander,
und sind sie mit denen von 4 und B nicht auf Linien vor-
zustellen, so dass bestimmte ¢ und b sich immer gegeniiber
liegen, so ist auch das ,Zwischen” und damit diese Art
@renze selbst eine nicht klare Vorstellung.

Also ist die Grenze nicht in der Mannigfaltigkeit selbst
zu suchen, sondern muss als eine neue réumliche Vorstellung
hinzutreten. Nehmen wir sie als eine ununterbrochene Wand
von einer gewissen Dicke, welche sich zwischen 4 und B
schiebt; d. h. um von einem Klement von 4 zu einem Hle-
ment von B zu gelangen, soll man notwendig die Wand durch-
dringen. Werden die Abstinde der Elemente kleiner, so
miissen wir diese Wand entsprechend diinn vorstellen; nehmen
wir selbst die Elemente so klein und so nahe aneinander
geriickt, wie die Physik es fiir die molekulare Zusammen-
setzung der Kurper lehrt, so gelingt es der Vorstellung auch
da noch, die sich immer mehr verengende Scheidewand
zwischen den Molekeln hindurchzufiihren.

Aber diese Wand, mag sie von grosser oder geringer
Dicke vorgestellt werden, muss selbst ein Teil des Raumes
sein und selbst Grenzen haben. Wir werden also notwendig,
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auch wenn wir von der Teilung und Begrenzung rdaumlich
diskontinuierlicher Mannigfaltigkeiten ausgehen, auf Teilung
und Begrenzung des Raumes selbst gefiihrt.

Die Geometrie definiert: Die Grenze zweier Raumteile
heisst Fliche. Gehort diese Grenze einem von beiden Raum-
teilen an, oder beiden, oder keinem von beiden? Nicht
einem von beiden, denn mit demselben Recht auch dem
andern; nicht beiden, denn dann hiitten die Raumteile etwas
Gemeinschaftliches, was sie als verschiedene Teile des
Raumes nicht haben ktnnen; nicht keinem von beiden, denn
dann ist sie, wenn sie iiberhaupt etwas sein soll, ein dritter,
zwischen beiden liegender Teil des Raumes, was nicht sein
soll, und ausserdem kehrte fiir ihre Begrenzung dieselbe
Schwierigkeit wieder.?)

Stellen wir uns die Begrenzung der R#ume zunichst
als ihr #Husserstes Gemeinschaftliches, Uebergreifendes vor
und suchen dieses in sich unbestimmte Gemeinschaftliche
immer mehr einzuengen, so sind wir damit auf den Weg
eines regressus in infinitum gekommen, der nicht zu Ende
zu fithren ist. Hier haben wir die Wahl: Gebieten wir der
Vorstellung an einer Stelle, die wir vielleicht durch die
Genaunigkeit unsrer Sinne und Werkzeuge bedingen, halt,
so bleiben wir statt bei der gesuchten Grenze wieder bei
einem Raumteil stehen. Und wir ktnnen wohl durch ein
Machtgebot, einen Willensakt, die Vorstellung einer gewissen
Grisse festhalten, aber die Mbglichkeit des Woeiterteilens
ktnnen wir nicht bestrgiten und die Aufforderung dazu nicht
ertbten. Jeder Versuch, die Fliche und den Grenzbegriff
iiberhaupt empirisch zu fixieren, fithrt immer zu dem Ein-
gestiindnis, dass sie nur durch ein endlos fortschreitendes
Einengen, d. h. aber, da wir das Unendliche nie als voll-
zogen setzen diirfen, dass sie als Grenze der Raumteile gar
nicht vorstellbar ist, dass also auch die Teilung des Raumes

1) Vergl, Raab, die Zenonischen Beweise, Progr. Schweinfurt 1880.
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in der Vorstellung nicht rein zu vollziehen ist. Oder wir
nehmen, um uns aus der Qual des ins Uferlose hindringenden
Processes zu retten, in die Definition der Fliche auf: Sie
ist kein Teil des Raumes, ihre Dicke ist Null. Hier wird
mit einem Wort anticipiert, wozu der unendliche Regress
unter Festhaltung der Vorstellbarkeit hindringt; aber so
wird die Grenze und die Fliche lediglich durch partielle
Negation der Raumvorstellung definiert, sie wird zu einem
Begriff.

Ziwar iberreden wir uns wohl, grade die Vorstellung
der Fliche aus der Wahrnehmung des Korpers durch Auf-
geben aller physisch qualitativen Eigenschaften loslosen zu
ktnnen. Was sich dem Auge und dem Tastgefiithl bietet,
sind ja nur Flichen, bekleidet mit optischen und mechanischen
Qualititen. Aber wir miissen uns iiberzeugen, dass es nicht
gelingt, die Fliche rein réumlich, ohne dieses Kraft- und
Widerstandsmaass der Sinne vorzustellen: entweder wir
scheitern an der molekularen, diskontinuierlichen Zusammen-
setzung der Korper, oder, fiillen wir die Zwischenriiume zu
einem Kontinuum aus, so sind wir nicht im Stande, die
Fliche als zweiseitig und dabei doch unktrperlich vorzu-
stellen. Zwischen dem unendlichen, nicht zu vollendenden
Vorstellungsprocess und dem ihm durch die Negation vor-
greifenden und ihn zugleich aufhebenden Begriff giebt es
kein Drittes.

Dieselbe Ueberlegung gilt fiir die Linie, die Grenze
der Flichenteile, und den Punkt, die Grenze der Linienteile;
nur dass hier auch jener Schein der Vorstellbarkeit nicht
mehr vorhanden ist. Wir stellen die Linie nie anders als
einen sehr schmalen und diinnen Korper, den Punkt als
einen nach allen Ausdehnungen sehr eingeengten Kirper
vor. Verkleinern wir, um bei dem Punkt zu bleiben, den
Raum, den er einnimmt, bestindig, so streben wir einem
nie erreichbaren Ziele zu. Um ein Ende zu machen, greifen
wir wiederum entweder dem Resultat des unendlich fort-
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schreitenden Processes vor; dann haben wir den Punkt als
die reine Negation alles Riumlichen, als das riumliche oder
ebensogut unriumliche Nichts, welches der Vorstellung giinz-
lich entzogen ist; dann haben wir ebenso viel Recht zu sagen,
2 Linien haben in ihrem Schnitt 1000 Punkte gemein, wie
einen. Oder wir machen, die weitere Einengung ablehnend,
an einer gewissen Stelle des Vorstellungsvorganges halt,
dann haben wir den Punkt als riumliche HEinheit,!) den
Raum als Konglomerat von Atomen, die Fliche, die Linie
aus Punkten bestehend; wir geben damit den Raum als
Kontinuum auf, dessen Merkmal eben dieses ist, dass kein
Teil der kleinstmdgliche (kein Teil einfach) ist.?) Dann
unterscheidet sich auch die feinste und geiibteste Vorstellung,
welche die Grosse des Punktes ausserordentlich einzuengen
weiss, nur dem Grade nach von der grdbsten, fiir welche
ein Kreidetupf das adiiquate Bild des geometrischen Punktes
ist. Was hat es dann fiir eine Bedeutung zu sagen: 2 Linien
haben in ihrem Schnitt einen Punkt gemeinsam? Schneiden
sich die Linien rechtwinklig, so dass ihr Gemeinsames ein
kleines Quadrat ist, so mag dieses Minimalquadrat als Hin-
heit, als Punkt gelten; wie aber, wenn sie sich schriig durch-
setzen, so dass sie einen gestreckten, schmalen Rhombus
gemeinsam haben, wie lang darf der Punkt dann werden??)

1) Dieser Auffassung entspricht die psychologische Herleitung des
Punktes als ,des im Raume objektiven Abbildes der im Subjekt empfun-
denen Unteilbarkeit des Bewusstseins“, nicht aber der vorhergehenden,
welche Fresenius, (Die psychol. Grundlagen der Raumwissenschaft.
Wiesbaden 1868) nicht davon trennt, wenn er S. 28 sagt: ,Wo im Ver-
folge der Geometrie der Punkt vorkommt, immer gelangen wir durch Ab-
straktion zu ihm als einer Grenze, einem Extrem, kurz einer Negation.*

?) Nach der hier vorliufig acceptierten Kantschen Definition. Vergl.

8. 37 Anm. 1.

%) Die Grundziige der atomistischen Geometrie, der Geometrie Gior-
dano Brunos, und weitere Widerspriiche, welche sich in ihr ergeben,
findet man in Lasswitz, Giordano Bruno und die Atomistik, Viertel-
jahrschrift fiir wissenschaftliche Philosophie. 1884,
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Wiire die Linie nur eine sehr schmale Fliche, dann wiren
Flichensitze direkt auf Linien iibertragbar. Da die Projektion
einer ebenen Fliche auf eine Ebene gleich der projicierten
Fliche multipliciert mit dem Cosinus des Neigungswinkels
ist, so miisste hieraus der falsche Satz gefolgert werden, dass
auch fiir die Projektion einer ebenen geschlossenen Linie
" auf eine Ebene dieselbe Beziehung besteht.’) Es wiire
ferner mnach dieser Auffassungsweise Liniengrosse mit
Flichen- und Korpergrisse vergleichblar; es kinnte eine
ebene Fliche durch alle in ihr gezogenen unter einander
parallelen Linien, ein Korper durch alle Parallelebenen
ausgemessen werden.

Dieser Anschauung huldigt von den ilteren Mathematikern
Cavalieri; auf ihr baut er das nach ihm benannte Princip
der Flichen- und Volumenbestimmung auf. In seiner geo-
metria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione
promota, Bononiae 1635, heisst es Buch II im Scholion zu
Theorem 1: ,,Wenn ich alle Linien oder alle Ebenen einer
Figur in betracht ziehe, so vergleiche ich nicht ihre Anzahl,
sondern nur ihre (Gesamt-) Grisse, welche dem von ihnen
eingenommenen Raume gleichkommt; und weil dieser Raum
begrenzt ist, deshalb ist auch ihre Grisse von denselben
Grenzen eingeschlossen.*

Was die Definitionen des Euklid betrifft, so gehort die
erste ,,Der Punkt ist das Unteilbare® der atomistischen
Raumauffassung an, die dritte und sechste ,Die Grenzen
einer Linie sind Punkte” und ,Die Grenzen einer Fliche
sind Linien* enthalten die Unbestimmtheit des Begriffs
Grenze, die zweite und fiinfte ,Die Linie ist eine Liinge
ohne Breite* und ,Die Fliche hat nur Liinge und Breite®
haben als charakteristisches Merkmal die Negation.

1) Vergl. Duda, Einige Abschnitte aus dem physikalischen Kursus
der Gymn.-Prima. Brieg 1884.
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In neuerer Zeit ist es von verschiedenen Seiten versucht
worden, eine im Empirischen halt machende, oder wenigstens
von ihm ausgehende Geometrie zu begriinden. Pasch in
seinen ,,Vorlesungen tiber neuere Geometrie*, Leipzig 1882,
sucht darzulegen, wie die bestehende Geometrie auf der
Basis der Erfahrung durch Aneinanderkettung von Grund-
siitzen und Lehrsitzen sich entwickeln lisst. Indem er Schritt
vor Schritt von den als Erweiterungen hinzutretenden
Forderungen Rechenschaft giebt, liutert er allmihlich die
zuerst ausgesprochenen engsten Beobachtungsthatsachen bis
zur weitesten Allgemeinheit. Dies gilt besonders fiir die
Grundgebilde selbst, so dass ,,der Begriff des Punktes erst
in seiner letzten Gestalt die Merkmale erhilt, welche man
sonst von vornherein mit dem sogenannten mathematischen
Punkte zu verbinden pflegt.* Der Ausgang ist: ,,Allemal
werden diejenigen Korper, deren Teilung sich mit den
Beobachtungsgrenzen nicht vertriigt, Punkte genannt®; ,auf
der begrenzten Linie muss es unmdiglich sein, unter Inne-
haltung der der Beobachtung gesteckten Grenzen verschiedene
Wege zwischen denselben Punkten zurtickzulegen; jo zwei Teile
stossen hochstens in einem Punkt aneinander; Teile einer
Fliche diirfen nur in Punkten oder Linien aneinander stossen.®
Pasch spricht also von korperlichen Vorstellungsgebilden,
die das schwankende Kennzeichen tragen, dass ihre empirische
Teilung sich mit den jedesmaligen Beobachtungsgrenzen
nicht vertrigt. Demnach schaltet er auch zwischen zwei Punkte
einer Strecke nicht beliebig viel, sondern nur soviel Punkte
ein, als die Beobachtungsgrenzen noch unterscheiden lassen
(S. 18, 126), und wenn er Kongruenz auf Deckung zuriick-
fithrt, so handelt es sich wiederum nur um die Aussage,
dass eine Abweichung der einen Figur von der andern nicht
nachzuweisen ist. Die Ausdehnung des Begriffes Punkt in
dem Sinne, dass in einer Strecke mehr Punkte zu finden
sind, als jede noch so grosse Zahl angiebt, wird erst gewonnen,
indem die Punktreihe mit der stetigen Zahlenreihe in Ana-
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logie gesetzt wird. Demgemiss ist in der letzten Fassung
(S. 191) die Begriffsbestimmung des Punktes rein analytisch
und von der Anschauung giinzlich losgeldst: ,Jedes System
von vier reellen, rationalen oder irrationalen, aber nicht
gleichzeitig verschwindenden Zahlen oxi oxz 9xs ox4 wird
ein in dem zu grunde gelegten Koordinatensystem mit den
Koordinaten x1 x2 xs X« behafteter mathematischer Punkt
genannt‘,

Diese Definition halte ich fiir die Hthe des Gedanken-
ganges; ein nicht konsequenter Riickschritt in das Empirische
scheint es mir zu sein, wenn S. 200 an den Punkt wieder
die Forderung der konstruktiven Darstellbarkeit gestellt wird:
, Wir ordnen dem Punkte p eine stetige Folge von Zahlen zu“,

nimlich alle zwischen zwei Briichen - und -, den Grenzen

der Unterscheidbarkeit, liegenden. Fiir die zeichnende Dar-
stellung eines irrationalen Koordinatenwertes ist das gewiss
richtig, und auch in der Vorstellung hort das Einschieben
von Punkten einmal auf, aber die Forderung einer weiteren
Teilung wird dadurch nicht beseitigt; sie liegt vielmehr
darin, ,dass man die Punkte der Graden in vollstindige
Analogie mit den Gliedern der aus den rationalen und
irrationalen Zahlen bestehenden Reihe bringt."* (S. 126.)
Pasch’ Methode ist ausserordentlich geeignet, erkennen
zu lassen, wie weit sich auf jene empirische oder atomistische
Auffassung der Grundgebilde eine Geometrie griinden liisst,
wie die der Vorstellung zugiinglichen Grundgebilde nur be-
schriinktes und unsicheres Erkennen vermitteln;!) sie zeigt
zugleich, wie der jeme Beobachtungsthatsachen bearbeitende
Geist die Forderung der Konsequenz und der Allgemein-
giltigkeit stellt und so gendtigt wird, iiber die endlich aber
nicht scharf umgrenzten Thatsachen, von denen er ausging,

) yDie Anwendung dieser Begriffe ‘bleibt mit einer gewissen
Unsicherheit verbunden, wie dies fast bei allen Begriffen, die wir zur
Auffassung der Erscheinungen geschaffen haben, der Fall ist.* 8, 4,
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hinauszugehen auf dem Wege einer successiven Anniherung
an eine nicht erreichbare Grenze. KEs tritt klar heraus, dass
der Begriff riumlicher Begrenzung von dem eigentlich ana-
lytischen Grenzbegriff nicht zu trennen und erst in ibhm
einer systematischen Behandlung zuginglich ist.”)

Bei allem psychologischen und erkenntnistheoretischen
Interesse, das dieser (tedankengang bietet, wire es ein
Missgriff, ihn (selbstverstindlich abgesehen von dem, was der
projektivischen Geometrie angehtrt,) in die Elemente hinein-
zutragen. Hs erfordert eine grosse Anstrengung des Denkens,
den Geist auf dem jedesmaligen beschriinkten Standpunkt
festzuhalten. Dem Schiiler muss das nicht wandelbare System
der Geometrie von vornherein vorgefiihrt werden, welches
die schon geliiuterten Elemente zu grunde legt. Thatsiich-
lich hat jeder den Process, der zur Forderung der unbe-
schriinkten Teilbarkeit des Raumes fiihrt, schon durchgemacht,
ehe er an die Geometrie herantritt. Mathematische Grund-
begriffe und Ueberzeugungen sind latent in ihm, sie sind
entstanden, indem er sich in der Korperwelt orientieren
lernte; er braucht sich ihrer nur bewusst zu werden, freilich
wird er sich gleichzeitig der ihnen anhaftenden Ritsel be-
wusst. Aus Wahrnehmung, Vorstellung, Zusammenfassung
von Vorstellungen, darauf gebauten Schliissen, also aus In-
duktion losen sich die geometrischen Grundbegriffe und
Siitze heraus; aber es haftet an ihnen, abgesehen von der
Entstehung der Raumanschauung selbst, als an Grenzbegriffen
etwas, das der Induktion nicht zugiinglich ist, weil keine
Induktion sich auf unendlich viel Elemente beziehen und
das Stetige erschipfen kann.

Helmholtz,,die Thatsachen inder Wahrnehmung*, Berlin
1879, stellt der ,reinen Geometrie* eine ,physische Geo-
metrie” gegentiber, um eine Entscheidung gegen die Kantsche

) Vergl. Funcke, Grundlagen der Raumwissenschaft. Hannover
1870. §§ 23, 24.



B

Lehre von der apriorischen Natur des Raumes wenigstens inso-
weit zu gewinnen, dass nicht die Axiome der Geometric
selbst inhaltlich in der transcendentalen Anschauungsform
des Raumes schon mit enthalten sein konnen, sondern dass
sie durch die Natur des sinnlich gegebenen Krfahrungs-
materials bestimmt sind. Um den Erfahrungsgehalt der
Axiome nachzuweisen, fingiert er, es giibe eine reine Geo-
metrie, welche allein auf transcendentale Anschauung ge-
griindet sei, und stellt ihr als physische Geometrie den
Komplex von Beobachtungsthatsachen gegeniiber, welche
sich nach rein naturwissenschaftlicher Methode aus dem
Vorhandensein starrer Korper und der Mbuglichkeit ihrer
Bewegung ergeben. ,Physisch gleichwertig® im Gegensatz
zu ,mathematisch gleich®* nennt er ,solche Raumgrtssen, in
denen unter gleichen Bedingungen und in gleichen Zeit-
abschnitten die gleichen physikalischen Vorgiinge bestehen
und ablaufen konnen“. Also gleichwertig sind die von den
Spitzen eines starren Zirkels an verschiedenen Stellen her-
vorgebrachten Figuren; gleichseitig ist ein Dreieck ABC,
wenn derselbe Zirkel die Lagen 4B, BC, (4 einnehmen
kann. Drei Punkte a b ¢ liegen in grader Linie, wenn die
Konstruktion mit dem Zirkel b als den einzigen Punkt er-
giebt, der von a und ¢ die Entfernungen ab und cb hat.
sEine solche rein und absichtlich durchgefiithrte Geometrie,*
sagt Helmholtz, ,wiirde offenbar moglich sein und voll-
stindig den Charakter einer Naturwissenschaft haben®. Ist
sie moglich, und wird unabhiingig von ihr eine Transcendental-
Geometrie angenommen, so ist es nicht selbstverstindlich,
dass beide in ihren Aussagen {ibereinstimmen, und es wiirde
die Anwendung der apriorischen Geometrie auf kdrperliche
Dinge nur dann gestattet sein, ,,wenn durch Beobachtung
und Versuch konstatiert wiire, dass die nach der voraus-
gesetzten transcendentalen Anschauung gleichwertigen Raum-
teile auch physikalisch gleichwertig seien.“ Dann aber wire
,,die  Annahme einer Kenntnis der Axiome aus transcenden-
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taler Anschauung eine unerwiesene, unndtige und fiir die
Erklirung unserer Kenntnis der wirklichen Welt ginzlich
unbrauchbare Hypothese®.

Ist eine solche physische Geometrie ohne Seitenblick
auf die reine Geometrie wirklich moglich? Die Zirkelspitze
ist ein Punkt im Sinne von Pasch, ein Korper, dessen
physische Teilung mit mechanischen Mitteln nicht ausfiihrbar
und dessen Dicke mit den vorhandenen Massstiben und
Beobachtungsmitteln nicht messbar ist. So sind schon die
physischen Grundgebilde mit Unbestimmtheit behaftet; diese
hiingt auch allen weiteren Aussagen an. Die Beurteilung,
ob Punkt b auf der Graden ac liegt, ist an eoin negatives
Kennzeichen gekniipft, also wenn nicht vorher ein Gesetz
iiber das Schneiden der Kreise aufgestellt wird, ist es nur
durch eine unendliche, also unvollziehbare Beobachtungsreihe
festzustellen, dass nicht ausser b noch ein andrer Punkt von
a und ¢ dieselben Entfernungen hat. Brechen wir diesen
Process ab, wie es nicht anders sein kann, so haben wir
durch die empirische Begegnung zweier Kreise doch nur die
ungefithre Lage eines Punktes b gefunden, wiederum behaftet
mit der durch die Beobachtungsgrenzen bedingten Unsicher-
heit. Ebenso ktnnen wir im Dreieck Abe, welches ent-
steht, wenn wir auf den Seiten 4B und AC des physisch
gleichseitigen Dreiecks 4 BC die Punkte b und ¢ durch die
Bedingung 4b — A4¢ bestimmen, nicht mit Sicherheit tiber
Gleichheit oder Ungleichheit der Seiten be, Ab, Aec ent-
scheiden; wir ktnnen nur feststellen, dass die Abweichung
eine gewisse Grenze nicht iibersteigt. Denken wir uns weiter
etwa die Winkel eines aus physischen z. B. Bleistiftlinien
hergestellten Dreiecks mit Zirkel oder Transporteur gemessen,
so wird wiederholte Messung selbst an demselben Dreieck
nicht immer dieselbe Winkelgrisse ergeben, noch weniger
dieselbe Winkelsumme; noch weniger wird sich etwa in ver-
schiedenen Dreiecken eine konstante Winkelsumme ergeben.
Denn wir haben es nur mit innerhalb der Beobachtungs-
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grenzen graden Linien zu thun, die Messinstrumente sind an
sich mit Unregelmissigkeiten behaftet, auch ihr Anlegen von
Punkt auf Punkt, Linie auf Linie ist ungenau. Jede inner-
halb der Beobachtungsgrenzen richtig ausgefiihrte Beobach-
tung aber hat, wenn nicht zu Unrecht durch die reine Geo-
metrie eine Kontrolle gelibt wird, dasselbe Recht; ein Dreieck,
dessen Seiten innerhalb der Beobachtungsgrenzen etwas ge-
kriimmt sind, ist ein physisch gradliniges Dreieck; jede
Ablesung, die sich nicht mehr als z. B. um eine Bogenminute
irrt, jedes Anlegen des Instruments, bei welchem der Scheitel
oder die Schenkel um nicht mehr als z. B. 0,1 mm verrtickt
sind, ist richtig. Wie soll nun eine positive Aussage iiber
die Winkelsumme moglich sein? Fiihrte man mit verschie-
denen Instrumenten Winkelmessungen vieler physischen
Dreiecke aus, so wiirden sich alle Winkelsummen wohl in_
einem gewissen Spielraum um 180 ° herum ergeben. Da
aber keine bestimmte Norm fiir Herstellung jener Dreiecke
und Instrumente gegeben ist, so ist es unmoglich, aus den
vorhandenen gleichwertigen Messungen eine z. B. die 180 °
selbst als die richtige herauszuheben. Awuch fiir physische
Naturobjekte existiert ja nur insoweit eine wenigstens ideale
Masszahl, als es sich entweder um ein bestimmtes, beharren-
des Objekt, oder um eine Vielheit von Objekten handelt,
deren Qualitiiten durch ein exaktes Gesetz definiert sind.
Ein bestimmtes Stiick Messing hat mit bestimmtem Wasser
verglichen ein bestimmtes specifisches Gewicht, welches wir
freilich nicht absolut genau angeben k&nnen; von dem spe-
cifischen Gewicht des Messings iiberhaupt kinnen wir nur
reden, wenn wir durch die Zahl als ideale Regel eine ge-
wisse Zusammensetzung aus reinem Kupfer und Zink als
normale definieren, mag auch in Wirklichkeit fiir kein ein-
zelnes Stiick Messing und fiir kein Wasser die Bedingung
absolut genau, sondern nur innerhalb der Beobachtungs-
grenzen genau erfiillt sein. Der in der Idee vorhandenen
Masszahl suchen wir uns durch die Methoden der Beobach-
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tung und Rechnung zu nihern; wo aber die Objekte der
Beobachtung selbst ihrer Natur nach nur negativ bestimmt sind,
wie die Gebilde der physischen Geometrie, da ktnnen die
Resultate nur unbestimmt sein. Wollte man unter allen
durchaus gleichberechtigten Fillen einen, den der 1809 als
den richtigsten oder wahrscheinlichsten annehmen, so wiirde
man damit eines jener Dreiecke fiir das normale oder dem
normalen am niichsten kommende erkliren, d. h. man wiirde
die Specialititen aller Einzeldreiecke gegen eine- Idealform
fallen lassen,  in welcher das von Fehlern freie Raumgesetz
sich verktrpert. Damit wiirde man den Weg von Pasch
‘beschreiten, empirische und reine Geometrie nicht als Gegen-
siitze zu denken, sondern die zweite durch Liuterung der
ersten als ihren physisch nicht zu verwirklichenden Grenz-
fall zu entwickeln.

Behandelt die physische Geometrie. nur schwankende
Gebilde, kommt sie aus sich tiberhaupt nicht zu positiven,
allgemeinen Sitzen, so kann man nicht einmal die Frage
stellen, ob ihre Ergebnisse mit denen der Idealgeometrie iiber-
einstimmen. Nichtiibereinstimmen heisst hier nur: die Ideal-
zahl 180° fillt ausserhalb des empirischen Winkelspielraums
a + a«; Uebereinstimmung hat den unbestimmten Sinn: sie
liegt in diesem Spielraum.

Hiernaeh ist eine Gegeniiberstellung der physischen und
der reinen Geometrie wegen der Unbestimmtheit der ersteren
nicht moglich; damit wird der indirekte Beweis gegen die
. inhaltliche Bestimmtheit der Kantschen Raumform hinfillig.

Tragen die geometrischen Grundgebilde den Charakter
von im Empirischen fussenden, aber iiber das Empirische
hinausreichenden Forderungen,?) so sind die auf diese Grenz-
gobilde beziiglichen Sitze, soweit wir der Funktionen unsers

1) Vergl. Erdmann, Die Axiome der Geometrie, Leipzig 1877.
8. 37: ,Die Definitionen der Geometrie entwickeln daher, streng genom-
men, nicht Anschaunungen, nicht abstrakte Begriffe,. sondern Ideen.®
8. 168: ,Die Massbeziehungen der Konstruktionsbegriffe veriindern die
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Geistes sicher sind, absolut richtig und auf Erfahrung an-
wendbar. Absolut richtig, weil in ihnen nichts zum Ausdruck
kommt, was nicht als Forderung in die Definitionen hinein-
gelegt ist; auf Erfahrung anwendbar, weil jene Forderungen
im strengsten Anschluss an die Beobachtung gestellt werden
und nur das Unbestimmte derselben zur Bestimmtheit er-
giinzen. Im mathematisch gradlinigen gleichschenkligen
Dreieck sind die Basiswinkel absolut gleich; denn es liegt
in diesem.Satz nichts als die im Empirischen vorgebildete
Ueberzeuguug von der Verschiebbarkeit fester Gebilde im
Raume und der Moglichkeit der sich in allen Lagen deckenden
graden Linie, diese Ueberzeugung aber wird durch Postulat
von den Mingeln und Einschrinkungen der empirischen
Konstruktion befreit und als bedingungslose Endforderung
eines geistigen Processes hingestellt. So gewiihrt die Geometrie
die Selbstgewissheit, wie wir sie fiir Vorginge des Geistes
haben. Andrerseits ist sie Regulativ der moglichen Erfahrung.
Alle beobachteten und alle nicht beobachteten, aber sicher
vorhandenen Abweichungender Basiswinkel eines gezeichneten
gleichschenkligen Dreiecks werden nur als Mingel gegen-
iiber dem Idealgebilde betrachtet und erschiittern den mathe-
matischen Satz nicht, weil dieser Satz grade dadurch
entstanden ist, dass wir in dem Vorstellungsbilde die Ursachen
jener Abweichungen, Dicke und Ungradheit der Linien, immer
mehr beseitigt und schliesslich das von jenen Miingeln giinz-
lich befreite, aber nicht mehr vorstellbare Gebilde als Grenze
hingestellt haben.

Wie die geometrischen Gebilde nicht als vollendete
Vorstellungen sondern nur als Forderungen fassbar sind, wie
sie also den der Analysis angehtrigen Charakter der Grenze
an sich tragen, so lehrt die Selbstbesinnung, dass jeder
einzelne "geometrische Erfindungsakt von der gemischten

beobachtbaren Eigenschaften der elementaren Korperformen so, dass sie
ideale Musterbilder werden, denen alle Wirklichkeit nur beliebig nahe
gebracht werden kann, die sie aber niemals zu erreichen vermag.“
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Natur der Gebilde Gebrauch macht, durchaus entsprechend
den Gedankenoperationen, welche man in der Analysis als
Grenziibergang bezeichnet.

Soll der Grenzwert des Verhiiltnisses aufgesucht werden,

welchen das Inkrement der Funktion #® zum Inkrement
(x-}-h)2—x?2

Y )
wird man vergeblich den Geist martern, in diesem Verhiltnis
den Uebergang zum Unendlichkleinen wirklich zu voll-

ziehen. Entweder er bleibt bei irgend einem sehr kleinen

der unabhiingigen Veriinderlichen @ hat, also lim. SO

Wert & stehen, dann ist GH®=X® nicht das geforderte Grenz-

verhiiltnis; oder er setzt das Resultat des unendlichen Pro-
cosses als vollendet und anticipiert A = 0, dann ist das

Verhiiltniss den Grissenbegriffen entzogen -g—, also unbestimmdt.

So lange, als nicht ein von k unabhéingiger Teil des Verhiilt-
nisses gewonnen ist in der Form 2& -+ £, ist es gleichgiltig,
wie gross man sich & denkt; es hat nur die negative Eigen-
schaft, nicht bestimmt zu sein. Ist diese Form erlangt, dann
darf der Process in seinem Endziel k= 0 als vollendet
gesetzt werden und liefert das Grenzverhiltnis 2 a.

Ganz ebenso braucht man die geometrische Vorstellung
nicht mit der Forderung abzuhetzen, die Punkte, Linien und
Flichen, mit denen sie arbeitet, immer weiter und weiter
zu verflichtigen. Was die geiibteste und feinste Vorstellungs-
kraft hierin leisten kann, unterscheidet sich nur dem Grade
nach von dem, womit sich die rohste begniigt. ‘Wiihrend
der Erfindung und Bearbeitung ist einzig notig, dass die
Gebilde wirklich Vorstellungen bleiben und sich nicht in
Nullbegriffe aufldsen; die schaffende geometrische Vorstellung
ist thatsichlich immer empirisch oder physisch geometrisch.
Die Ausdehnung des Punktes, Breite und Dicke der Linie,
Dicke der Fliche sind zunichst nicht Null, sondern unbe-
stimmt und diirfen beim Aufsuchen von Beziehungen nicht
in betracht gezogen werden. Hat die Vorstellung eine von
ihnen unabhingige, konstante Beziehung fixiert, erst damnn
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wird dieselbe von der empirischen Unbestimmtheit befreit,
indem im Denken das Nullresultat des endlosen Vorstellungs-
processes als vollendet behandelt und damit die Vorstellbar-
keit selbst aufgegeben wird.

Die Analyse der Begriffe Punkt, Linie, Fliiche und die
Praxis zeigen: Die vorstellbaren Gebilde sind keine Grenzen,
und die Grenzen sind nicht vorstellbar. Vorstellbare Grenzen
tragen denselben unaufloslichen Widerspruch in sich, der
sich im analytischen Grenzbegriff birgt. Andrerseits liefern
die vorgestellten Gebilde nur die unbestimmten Aussagen
der physischen Geomefrie, die Nullbegriffe nur eine rein
analytische Geometrie, ein System von in sich konsequent
durchfiihrbaren, abstrakten Zahlenabhiingigkeiten. P. Du
Bois-Reymond?) stellt die beiden Auffassungsweisen, die
empiristische und die idealistische, dls unyversthnbar gegen-
iiber; sie sind unversshnbar und konnen nicht gleichzeitig
bestehen, aber die geometrisch thitigen Individuen zerfallen
nicht in Empiristen und Idealisten, sondern der Empirist,
der zu bestimmten Aussagen gelangen, und der Idealist,
der die Vorstellung nicht verlieren will, beide behandeln
die ihrem geistigen Auge gegenwirtige,empirisch-geometrische
Vorstellung idealistisch, d.h. so, als ob das Ende des unend-
lichen Grenzprocesses erreichbar wiire.

Es giebt eine zweite Definition der geometrischen Grund-
gebilde, nicht durch Verminderung der Dimensionenzahl,
sondern durch Vermehrung derselben: Die Linie ist die
Bahn eines sich bewegenden Punktes, die Fliche der Linie,
der Kirper der Fliiche.

Die erste Entstehungsart bietet sich als die niiherliegende
dar; denn das empirisch reale Raumbild, welches wir zur
Erklirung des in unsern Sinnen gegebenen von uns unab-

1) P. Du Bois-Reymond, Allgemeine Funktionentheorie L.
Tiibingen 1882.

B petitee
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hingigen Elementes konstruieren, ist nicht aus Punkten und
Linien, sondern aus flichenhaft begrenzten Korpern zusammen-
gosezt. Deshalb ist fiir die praktische Einfithrung in die
Geometrie dieser Weg wohl der beste. Indess ist doeh, ab-
gesehen von den besprochenen Schwierigkeiten derBegrenzung
und Teilung, wohl zu beachten, dass das Bild der Aussen-
welt nicht anders als durch Bearbeitung der vom Subjekt
abhingigen und der von ihm unabhiingigen Veriinderung
entsteht, ja dass das Bild eines Korpers oder einer riiumlichen
Figur, wenn es auch nicht aus Atomen zusammengesetzt
wird, doch auch nicht als Totalitiit vorhanden ist, sondern
dass seine Teile successive durch eine Bewegung der Ein-
bildungskraft durchlaufen werden. Zwar kann ein in der
Vorstellung oft durchlaufener Weg sich zu einem Komplexhilde
zusammenziehen; wenn ich das Wort Kreis hire, ist mir
eine runde, in einem Blick {ibersichtliche Linie als Ganzes
gegenwirtig. Aber eine Gewiihr fiir die Uebereinstimmung
des Komplexbhildes mit dem im Wort Kreis liegenden Gesetz
kann ich nur gewinnen, indem ich den Kreis priifend durch-
laufe, mag die zu grunde gelegte Definition der Form nach
genetisch sein oder nicht.

Weil Raumanschauung und geometrische Gebilde ohne
Boewegung nicht moglich sind und weil die Entstehung einer
Figur die in der Verbaldefinition micht enthaltene Gewiihr
ihrer Moglichkeit giebt, tragen wir Neueren im Gegensatz
zu den Alten kein Bedenken, die Bewegung im Aufbau der
Geometrie zuzulassen; ja es ist das Kennzeichen der ,neueren
Geometrie"* im engeren Sinne, dass sie nicht nur die Orts-
vertinderung der Gebilde gestattet, die Bewegung auch nicht
nur zur Entstehung dieser Gebilde benutzt, sondern sie in
sich veriinderlich erhiilt. '

Zwar haben auch die Alten die Bewegung aus der
Geometrie nicht ganz ausschliessen konnen, zuniichst schon
nicht in Zulassung und Forderung der Konstruktion mit
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Lineal und Zirkel, und ferner nicht in Behandlung der
Kongruenz, welche nicht anders festzustellen ist, als durch
Bowegung und Deckung der Figuren. Aber sie halten die
Bewegung in den engsten Grenzen. Sie definieren den Kreis
als die ebene Linie, deren Punkte von einem Punkte der-
selben Ebene gleichen Abstand haben; sie halten die Bewe-
gung vom Begriff des elementaren geometrischen Orts tiber-
haupt fern; sie erlauben sich nicht, den Cylinder- oder
Kegelmantel aufzurollen, ebensowenig, eine ebene Figur aus
ihrer Ebene herauszuheben.

Lost sich die Elementar-Geometrie aus dieser Gebunden-
heit los, liisst sie unbedingte Bewegung der Gebilde zu, zieht
sie die genetischen den Existenzialdefinitionen vor, 80 wird
sie doch die einzelnen Gebilde im Sinne der Alten im all-
gemeinen innerlich starr erhalten. Die veriinderlichen Gebilde
stellen an die Vorstellungskraft zu hohe Anforderungen;
der Beweisgang ist schwerer zu behalten und Fehler sind
schwerer zu kontrollieren, wenn die im Lehrsatz feste Figur
im Beweis in Bewegung geriit. Dic Elementar-Mathematik
soll sich an den Fortschritten der Wissenschaft befruchten,
sie wird fiir den geometrischen Ort, fiir die Determination der
Konstruktionsaufgabe, fiir die harmonischen Punkte, fiir Pol
und Polare u. s. w. methodisch und inhaltlich das Bewegungs-
princip der hoheren Geometrie ausnutzen; aber sie soll
Elementar - Mathematik bleiben, sie soll mit ihren um
das Notwendige ergiinzten Mitteln das Mogliche zu leisten
suchen; die in sich verinderlichen Strahlen- und Kreisbuischel,
die projektivische Erzeugung und Beziehung der Gebilde
konnen in den Schilerktpfen nur das Gegenteil von Klar-
heit und Sicherheit hervorrufen.

Die genetischen Definitionen scheinen noch einen wei-
teren Vorzug zu haben. Eine auch nur in der Vorstellung
auszufiihrende Priifung, ob alle Punkte einer Linie von
einem gegebenen Punkte dieselbe Entfernung haben, ist
unmoglich, weil sie sich auf unendlich viel Elemente be-
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ziehen, also versuchen miisste, das Stetige atomistisch zu
erschtpfen. Die genetische Erklirung dagegen, welche den
Kreis durch Drehung einer starren Graden um einen festen
Punkt entstehen lisst und die Linie tiberhaupt als Weg
des Punktes betrachtet, scheint diese Schwierigkeit zu ver-
meiden. Aber, sehen wir hier davon ab, dass das sich Be-
wogende der in der Vorstellung nicht realisierbare Punkt
sein soll, jene ganze Schwierigkeit, ja Unmoglichkeit ist in
den Begriff der Bewegung hineingeworfen.

Stetige Aenderung des Intensiven und des Extensiven
ist unsror Wahrnehmung und Vorstellung als empirische
Realitiit gegeben, aber sie widersetzt sich durchaus dem zer-
gliedernd vorgehenden Denken. Allen Auflosungsversuchen
trotzt der Kern der Zenonischen Zweifel. Das sich Bewe-
gende teilt seine Bahn bestindig in zwei Teile, den durch-
laufenen und den moch zu durchlaufenden; will ich die Be-
wegung begreifen, so mag ich mir die Teilung in sehr vielen
nacheinander liegenden Punkten ausgefithrt denken, dann
bleibt zwischen je zwei benachbarten Lagen ein nicht ge-
teiltes Stiick, ein Raumatom; soll es aber durchaus und
immer teilen, so stehe ich vor der unvollziehbaren Forderung,
das Endliche in Unendlichvieles aufzultsen. Zieht man die
Zeit hinzu, so nimmt das Problem die Gestalt an: Entweder
nimmt das sich Bewegende jede Lage einmal ein, so muss
es in jeder Lage eine Zeitlang sein, sonst wiirde seine Iden-
titit aufgehoben; dann kann es in endlicher Zeit nicht ein
endliches Stiick zuriicklegen; oder es bewegt sich springend
zeitlos von einer diskreten Lage zur niichsten, nur in diesen
ruhend, dann kann das zihlende Denken es in jeder dieser
Lagen fixieren, und die endliche Zeitsumme ist gesichert,
aber damit wird die Frage nur weiter zurlickgeschoben:
Wie kommt das sich Bewegende in endlicher Zeit aus einer
Lage in die niichste? )

) Raab, Die Zenonischen Beweise.
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Auflésungsversuche wie: ,Ebenso wie den Raum sind
wir genotigt die Zeit unendlich teilbar zu denken,” wund
»Das sich Bewegende bewegt sich nicht zihlend,* liefern
nur negative Rosultate: Dadurch, dass fiir die Zeit dieselbe
Unbegreifbarkeit aufgewiesen wird, ist sie fiir den Raum
nicht beseitigt; und die Unverstéindlichkeit der Bewegung
liegt an der Art, wie das Denken sie zu begreifen versucht
und seiner Natur nach zu begreifen suchen muss. Das
Denken kann nicht anders als sondernd, zergliedernd, zéhlend
vorgehen; damit aber ist das in der inneren und #usseren
‘Wahrnehmung gegebéne Stetige nicht zu bewiiltigen. ,,Das
Stetige und das Diskrete sind ihren Grundbegrifien nach
so vollkommen entgegengesetzt, dass die Forderung, das
erstere in den Formen des letzteren zu denken, notwendig
auf einen Widerspruch fiihren muss.“?) Die Bewegung ist
der Anschauung grade so wirklich und dem Verstande grade
so unzugiinglich,?) wie die Hypotenuse eines gleichschenklig
rechtwinkligen Dreiecks eine reale Vorstellungsgrisse, dabei
aber doch durch die Kathete fiir alle Ewigkeit unmessbar ist.

Indem die Existenzialdefinition die Priifung aller Punkte
eines Ortes fordert, zeigt sie offen die Inkongruenz von
Stetigem wund Unstetigem. Die genetische Definition ver-
hilllt diese Inkongruenz im Begriff der Bewegung. Zwar
die Analyse der Bewegung fithrt auf das Geheimnisvolle des
Unendlichkleinen und des Grenzbegriffs, aber die vollzieh-

1) Drobisch, Ueber den Begriff des Stetigen und seine Beziehungen
zum Kalkiil. Berichte der Konigl. Ges. der Wiss. Leipzig 1853.

%) Dilthey, Einleitung in die Geisteswissenschaften, Leipzig 1883.
,Der erkenntnistheoretische Standpunkt erkennt, wie die Wirklichkeit
in der Anschauung gegeben ist, und wie .die unendliche Freiheit des
Willens diese Wirklichkeit beliebig teilen und zusammensetzen, wie sie
vermittelst der Abstraktion das reale Kontinuum und die Bewegung
durch Punlkte, durch Zerlegung der Bahn der Bewegung in solche Punkte
nachbilden kann, ohne damit doch jemals die Realitit der Anschauungs-
thatsache selber zu erreichen.* (8. 197.)
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bare Vorstellung der Bewegung dringt diese Analyse nicht
auf. Sie kann vermieden werden, ohne dass das Gefiihl
einer Liicke entsteht. Da nun die Elementar-Mathematik
Schwierigkeiten dieser Art nur aufzunehmen hat, wo sie sich
nicht vermeiden lassen, so ist dies Verhalten ein weiterer
Grund, der genetischen Definition vor der Existenzialdefinition
den Vorzug zu geben.
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Das Messen und die Irrationalzahl.

Fine Grosse!) messen heisst priifen, wie oft ein Mass,
eine der zu messenden gleichartige Grisse oder das Vor-
stellungshild einer solchen, in der ersteren enthalten ist.

Die zu messende Grosse kann eine diskrete Mannig-
faltigkeit sein, d. h. aus Elementen zusammengesetzt, welche
unter einem die Unteilbarkeit einschliessenden Begriff auf-
gefasst werden, z. B. die Biirgerschaft einer Stadt als Kom-
plex der zur Reichstagswahl berechtigten Stimmen. Eine
solche Mannigfaltigkeit wird gemessen oder ausgezihlt, indem in
der produktiven Einbildungskraft jeder Biirger an dem Vor-
stellungsbilde eines Wahlers gepriift wird. Jener als un-
teilbar gedachte messende Grundbegriff ist die Kinheit, das
Resultat des geistigen Processes ist die ganze Zahl, welche
auch 1 oder 0 sein kann.

Zweitens kann das Messende selbst teilbar sein und
seine Teile untereinander und mit dem Ganzen gleichartig,
also nicht wie die unvergleichbaren im Weiss enthaltenen
Spelktralfarben, sondern wie die Intensititszuwichse und Ab-
nahmen des weissen Lichtes selbst, oder wie die in allen
Teilen vergleichbare grade Linie. Wir withlen als Vertreter
dieser nicht diskreten Grosse die grade Linie selbst, und zwar,

1) Ebensowenig wie im ersten Abschnitt auf die Entstehung der
Raumanschauung gehe ich hier auf die des Grdssen- und Zahlbegriffs ein,
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da der Begriff des Teilens und Abmessens an der empirischen
Linie iiberhaupt nicht statt hat, die durch den Grenzbegriff
idealisierte, mathematische Linie.

Bei der Ausmessung einer Strecke AB durch die Ein-
heitsstrecke sind folgende Fille moglich: Erstens, das Mass
fiillt, von 4 aus mehrmals nacheinander auf 4B aufgetragen,
die Strecke AB vollstindig aus, die Masszahl e, ist eine
ganze Zahl. Zweitens, nicht das Mass selbst, sondern Teile
desselben, z B. die durch fortgesetzte Zehnteilung®') ent-
stehenden Teile, erschipfen die Strecke AB; die Masszahl®)

“n“*’fi)‘i' Fé;“f‘ iggg‘l‘---%}ﬁ:“mal Oy b3« « « Op
ist ein Bruch, speciell ein Decimalbruch. In beiden Fillen
nennen wir AB und die Einheitsstrecke kommensurabel, die
Masszahl rational.

Aber es ist moglich, dass die Strecke AB durch Zehn-
teilung des Masses sich nicht erschopfen ldsst, wohl aber
durch Teilung nach einem andern Gesetz. Ist AB = i m,
so liefert der Decimal-Metermassstab keine abgeschlossene
Masszahl, sondern einen ohne Abschluss fortlaufenden De-
cimalbruch 2,666 . . . Nehmen wir zuniichst an, dass dem
Messenden die Grisse von AB nicht anderweitig bekannt
ist, so wird zwar, solange er nur mit Decimalteilung weiter-
misst, keine andere Masszahl auftreten, als die sich stets

1) Die Probe auf Messung durch fortlaufende Zehnteilung hat
Schlémilch, Grundziige einer wissensch, Darvstellung der Geometrie des
Masses, Aufl. 6, Leipzig 1883, auf eine sehr durchsichtige Form gebracht
durch das Schema
b=e,.a-tr7
10r=e, .a + 1,
10r,=a, .a -} 1,
- : SRS
Hierdurch erscheint die Masszahl in der Gestalt

oy [+ 41 g
s T s (S P e T L R
?) Ich benutze die Bezeichnungsweise vou Du Bois-Reymond,
allgemeine Funktionentheorie.
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wiederholende 6; aber er hat nicht die Moglichkeit, durch
blosses Messen diese Wiederholung der 6 als ein Gesetz
hinzustellen. Da er die Messung doch irgend einmal ab-
brechen muss, bleibt ihm nichts anderes tbrig, als zu er-
kldren, dass auf diese Weise die Strecke 4B fiir ihn nicht
genau ausmessbar ist, sondern nur mit einer Genauigkeit,
- welche empirisch durch die Schiirfe der Werkzeuge im
weitesten Sinne bedingt wiire, idealistisch als eine ganz be-
liebige vorgestellt werden darf. Macht der Messende da-
gegen, ehe er den Decimalmassstab anwendet, die Probe
des gemeinschaftlichen Masses:!) Hs moge die Masseinheit
CD sich auf AB 2mal auftragen lassen bis B, EB 1mal
auf OD bis F, und FD gehe in CF nach 2maligem Auf-
tragen auf, so ist AB = 3 CD. Jotzt liisst sich diese # Strecke
rechnend oder messend in Decimalmass iibertragen: 1 m
geht in ¥ m 2mal auf, 1 dm in § m = % dm = 6% dm
6mal, 1 ¢cm in ¥ dm = %’ cm = 63 cm 6mal u. s. w.; also
AB = 2666 ... m, worin nunmehr die Gresetzmiissigkeit
der sich wiederholenden 6, die periodische Natur des De-
cimalbruchs festgestellt ist.

So lasst sich das gesetzlose direkte Massresultat 2,666
in das gesetzmiissige 2,666 . . . tiberfithren. Dieses Resultat
fordert, um die Strecke 4B decimal auszudriicken, einen
Fortgang des Messens oder des gesetzmiissigen Vorstellungs-
vorganges ins Unendliche. Wollen wir nun diesen Ausdruck,
der nur eine unvollziehbare Forderung ausspricht, als Mass-
zahl der ganz bestimmten und auf andre Weise endlich
messbaren Strecke AB gelten lassen; wollen wir auch das
Umgekehrte zugeben, dass durch einen solchen periodischen
Decimalbruch eine Strecke 4 B eindeutig bestimmt ist, d.h.dass,
wenn von A angefangen die Strecken 2 m 6 dm 6 cm 6 mm . . .
nacheinander aufgetragen werden, dadurch ein bestimmter
Punkt B aus allen ihren Punkten heraus bezeichnet ist?

1y Euklid, Elemente X, 3.
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Derselbe Punkt, der sich durch Konstruktion herstellen
und durch die Masszahl 3 genau kennzeichnen lisst, ist auf
dem Wege der Decimalteilung absolut unzugiinglich. Das
Teilen und Messen fiihrt nur zu einer immer weiter gehen-

den Einengung des fraglichen Punktes durch die successiven
Grenzen 2,6 und 2,7 266 und 2,67 u. s. w., also auf eine
immer kleiner werdende Strecke, aber nicht auf einen Punkt.
Auch der hypothetische Ausdruck: wenn man in der Reihe
2,666 . . . ins Unendliche fortgehen kinnte, wiirde man den
Punkt § erreichen, hilft nicht aus der Unbestimmtheit heraus.
[ch kann das Unendliche nicht denken, also darf ich auch
nicht annehmen, dass ich es denken kinnte.

Fiir den, der sich auf den rein empirischen Standpunkt
stellt, ist 2,666 . . nicht gleich 3§, ja fir ihn ist 2,666 . . mit
seiner unendlichen Fortsetzbarkeit iberhaupt keine Zahl, und
bezeichnet auf der -graden Linie keinen Punkt. Soll
2,666 . . = % sein und einen bestimmten Punkt der Graden
bezeichnen, so muss hier schon ein Grundsatz iiber das
Endresultat des nicht zu Ende vollziehbaren Reihenvorganges,
eine Erweiterung des Massbegriffs und der Gleichheit auf-
gestellt werden.

Dieser Grundsatz liegt in dem von der Analysis einge-
fithrten Begriff der Grenze. Wir legen dem Decimalbruch
&g, €, G, @& . .. einen Grenzwert L bei, wenn die Differenz
L — ey, @ @ @ .. . o mit wachsendem n kleiner als
jede beliebige Grisse wird.

In alle Rechnungs- und Grissenbeziehungen, also auch
in die der Gleichheit, tritt der geschlossene Grenzwert fiir
den nichtgeschlossenen Reihenwert gleichberechtigt ein.

Die Natur der im Grenzbegriff liegenden Forderung tritt
grade in dem Falle, wo derselbe Punkt- und Zahlenwert auf
andre Weise genau erreichbar ist, deutlich ans Licht. Durch
den Grenzbegriff wird hier nicht eine neue Zahl geschaffen,
sondern nur die Einheit zwischen verschiedenen geistigen

Vorgingen hergestellt. Die Forderung dieser Einheit ist eine
3
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unausweichliche, sie ist Selbsterhaltungstrieb des Geistes,
Erhaltung des Identititsgesetzes. Die Vorstellung kann that-
sichlich nie den Moment erreichen, in dem Achill die Schild-
kréte einholt, wenn sie sich, wie das Zenonische Paradoxon
es verlangt, einmal darauf eingelassen hat, den Weg in der
Form des successiven Erreichens des von der Schildkrite
verlassenen Platzes, also in der Form der unendlichen Reihe

a -+ —1% -+ _l_gﬁ . . . zu erfassen; aber wir diirfen daraus nicht
herleiten, dass er sie nie erreicht. Denn eine andre Ueber-
legung sagt uns ebenso sicher, dass wenn die Schildkrite
dio Geschwindigkeit @« m hat, Achill die Geschwindigkeit
10 @ m, und die urspriingliche Entfernung &« m betrigt, der-

selbe Weg des Achill -1-{-],}--? m ist. Wir wahren nur die Begreif-

barkeit der Natur und die Usebereinstimmung unsrer Denk-
akte dadurch, dass wir festsetzen: das Unbestimmte muss
dem Bestimmten weichen, das Unbestimmte hat zur Grenze
das Bestimmte.

Mit der Forderung der Erreichbarkeit einer rationalen
Bruchzahl und des entsprechenden Punktes durch endlos
sich verkleinernde Schritte ist thatsiichlich an dieser Stelle
schon die Stetigkeit der Zahlen- und Punktreihe in der
Nachbarschaft aller rationalen Werte (nicht in allen Werten)
ausgesprochen. Es ist ferner der vorher nur auf Kongruenz
beruhende Begriff der Gleichheit dahin erweitert, dass gleich
nunmehr nicht nur Grossen genannt werden, welche unter
eiander oder mit derselben dritten Grosse zur Deckung
gebracht werden konnen, sondern auch solche, deren Unter-
schied kleiner als jede belicbige Grosse erwiesen werden
kann.  Indem ich mir die Ausfilhrung dieser sich schon hier
darbietenden Gedanken auf eine spiitere Stelle aufbewahre,

kehre ich zu den beim Ausmessen einer Strecke moglichen
Fillen zuriick.

Es ist moglich, dass die Aufsuchung des gemeinschaft-
lichen Masses einer Strecke AB und der Massstrecke 1 m
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zu keinem Resultat filhrt. Durch blosses empirisches Messen
freilich wiirde sich nur die Aussage begriinden lassen: bis
zu dieser Stelle des Processes hat sich kein gemeinschaft-
liches Mass ergeben, aber nicht: fiir 4B und 7 m existiert
kein gemeinschaftliches Mass. - Aber eine Kombination des
Zahlen- und Konstruktionsbegriffs hat schon den Alten ge-
zeigt, dass ideal- oder reingeometrisch dergleichen Punkte
und Strecken auf der Graden wirklich herstellbar sind.%)
Die Hypotenuse AB eines gleichschenklig rechtwinkligen
Dreiecks mit der Einheit als Kathete ist nicht durch rationale
Bruchteile der Einheit ausmessbar. Die hypothetische Mass-

zahl von AB miisste ein Quadrat haben, in dem das Ein-

heitsquadrat zweimal enthalten ist; wir ktnnen uns ihr durch
rationale Zahlen mit beliebiger Genauigkeit nihern und be-
zeichnen sie als v/'2, womit zuniichst nicht eine Zahl, son-
dern eine nicht realisierbare Aufgabe ausgedriickt wird.
Ebenso lassen alle andern Quadratwurzeln aus rationalen
Zahlen sich als geometrische Liingen, nicht als Zahlen dar-
stellen.

Wir stehen vor der Erneuerung und Erweiterung der
schon einmal aufgestellten und zum Teil beantworteten Frage:
wenn der Versuch, eine Strecke 4B auszumessen, cinen
nicht endenden, fiir den Messenden gesetzlosen Decimalbruch
ergiebt, ist dann die Strecke messbar, entspricht ihr eine
Zahl; und umgekehrt: wenn wir die aufeinander folgenden
Streckenwerte des Decimalbruchs, der von /2 beliebig wenig
abweicht, auf eine Grade auftragen, entspricht dann der
Zahlforderung /2 ein bestimmter Punkt? Und weiter;
haben wir erst die Erfahrung gemacht, dass auf der Graden
Punkte vorhanden sind, welche mit der Einheit inkommen-

surabel sind, deren Masszahlen also nicht rationale Briiche
sein konnen, so konnen wir die Frage nicht ablehnen, ob

1) Euklid, Elemente X, 117. Die Auffindung des Irrationalen wird
Pythagoras zugeschrieben., Bretschneider, Geometrie und Geometer vor
Euklid, Leipzig 1870, S. 83.

3 kS
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nicht auch htheren Wurzeln, obgleich sie nicht wie die
Quadratwurzeln mit Lineal und Zirkel zu konstruieren sind,
bestimmte Punkte entsprechen, und ob nicht schliesslich
jedem Punkte der Graden eine Zahl, wenn auch nicht eine
rationale, zugeordnet ist.

Wenn wir die geometrischen Gebilde als Endresultate
eines Grenzprocesses aufgefasst haben, wenn wir dem perio-
dischen Decimalbruch durch den Grenzbegriff einen bestimmten
Zahlen- und Streckenwert beilegen, so kinnen wir auch hier
nicht anders als durch Erweiterung des Grenzbegriffs iiber
die rationalen Werte hinaus, durch eine neue Forderung,
diese Fragoen bejahen.

Einen empirisch korrekten Standpunkt, einen Standpunkt
des Nichtwissens, nimmt der ein, welcher an einer durch
die Genauigkeit des Messens oder der Vorstellungsweise
bedingten Stelle der Reihe stehen bleibt; ihm ist v/2 nicht
eine Zahl, sondern ein Zahlenspielraum, und auf die Linie
aufgetragen nicht ein Punkt, sondern eine kleine Strecke.
Aber auch der Empiriker ist nur soweit Empiriker, als er
sich innerhalb der praktischen Ausfiihrbarkeit hilt; er kann
seine Vorstellung nicht an einer Stelle festschrauben, die
Moglichkeit des Weitergehens muss er zugeben: auch er
kann die Forderung, Anschauen und Denken zu versshnen,
nicht ertéten, sondern nur durch einen Gewaltakt zum
Schweigen bringen.
~ Wir stellen demnach auch fiir nichtrationale Stellen die
durchgehende Korrespondenz zwischen Zahl und Linie her,
indem wir festsetzen: Durch einen unendlichen Process ist
ein Punkt und ebenso eine Zahl bestimmt, die Grenze L
dieses Processes, wenn wir in dem Prozesse belichig weit
gehend die Abweichung des erhaltenen Punktes oder der
erhaltenen Zahl von L kleiner machen konnen, als jede
noch so kleine Strecke oder Zahl. Oder: Zerfallen durch
einen beliebig weit zu verfolgenden Process z B. Aus-
ziehung der v2 oder Auftragen der Werte 1,4 15 141
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1,42 . .. alle Zahlen und alle Punkte der Graden in zwei
Gruppen, so dass jede Zahl der einen Gruppe grosser ist
als jede der andern, und jeder Punkt der einen Gruppe
rechts von jedem der andern, so ist durch den Process in der
Zahlenreihe eine ganz bestimmte Zahl und auf der Graden
ein ganz bestimmter Punkt definiert.

Durch diesen Grundsatz ist die Stetigkeit der Zahlen-
reihe ausgesprochen und die stetige Natur der Linie fiir das
unstetige, messende, zihlende Vorgehen des Verstandes erst
angreifbar gemacht.') Der Grenzbegriff ist, wie Dedekind
darlegt,”) das diskursive Korrelat des in der Anschauung
vorhandenen Stetigen, die Definition des Stetigen selbst.
Dass die verstandesmiissige Erfassung des Stetigen nur durch
einen axiomatischen Hilfsbegriff moglich ist, miissen wir als
Thatsache hinnehmen.?®)

") Nicht durch Definitionen wie: stetig ist, was Zusammenhang in
den klemsten Teilen hat; denn der Begriff des Zusammenhangs sowohl
wie der kleinsten Teile ist unklar, und die Analyse ergiebt nie Zusammen-
hang, sondern immer Isoliertheit der Teile (vergl. Abschn. I); auch nicht
durch die negative Kantsche Definition: stetig ist, von dem kein Teil
der kleinste ist; diese Eigenschaft kommt nicht nur der stetigen Punkt-
und Zahlenrethe zu, sondern auch der unstetizen Reihe der rationalen
Punkte und Zahlen,

?) Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen. Braunschweig 1872.

°) Die Auflssung der vorgeblichen Beweise der Grenze s. bei Du
Bois-Reymond, Allgemeine Funktionentheorie S. 60—66. Denselben
Gedanken spricht Schellbach, Bedeutung des math, Unterrichts, Berlin
1866, S. 10 aus: ,,Wer jemals iiber die Natur des Stetigen nachgedacht
hat, weiss, dass der Geist das Stetige nicht fassen kann,* und Drobisch,
Ueber den Begriff des Stetigen und seine Beziehungen zum Kalkiil S, 173:
nDie Mathematik zeigt thatsiichlich, dass wir die Gesetze dieses Phiino-
mens des Stetigen durch Denken zu erkennen vermigen, aber auch, dass
beim Denken des Stetigen der Widerspruch im Unendlichkleinen sich
nicht beseitigen lisst. Ob sich hierdurch eben das blosse Scheinwesen
des Stetigen verriit, oder dieser Widerspruch das Anzeichen einer tibrig-
bleibenden Inkommensurabilitit zwischeu Denken und Anschauen ist,
wodurch das Anschauliche sich als ein in seiner tiefsten Wurzel dem
Denken Unerreichbares, Unzugiingliches davstellt, — dariiber darf man,
ohne Feststellung der letzten metaphysichen Principien des Seins und
irkennens, zu entscheiden auch nicht einmal versuchen wollen,*




|

38
Nicht nur fiir die grade Linie selbst ist die unbedingte
Anwendbarkeit des Mass- und Zahlbegriffs jetzt auszusprechen.
Die angewandte Mathematik, wozu hier auch die rechnende
Geometrie gehort, hat ihr Forschungsprincip darin, alles der
innern und #ussern Erfahrung als Zustand, Qualitiit Gegebene
durch Einfiihrung einer Einheit der Vergleichung und Mes-
sung zuginglich zu machen, die Qualitas als Quantitas zu
fassen, die Reihe der Zustande mit der Zahlenreihe in Korre-
spondenz zu setzen. Erweist sich die zu messende Grisse
als in der Vorstellung unbeschriinkt teilbar, wie die grade
Linie, sind die Teile, wie die der graden Linie, untereinander
und mit dem Ganzen gleichartig, so ist ihre Beziehung zur
Zahlenreihe dieselbe wie die der Punktreihe; auch sie
ist stetiz und unterliegt dem Grenzbegriffi Du Bois-Rey-
mond fiihrt fiir derartige Griossen den Namen ,lineare
Grossen® ein. Dahin gehort Raum-, Zeit-, Empfindungsgrisse
und alle darin enthaltenen: Linien-, Flichen-, Volumen-,
Drehungs-, Kriimmungsgrisse, Geschwindigkeit, Intensitiit.
Siimmtliche denkbaren Volumina z. B. sind untereinander
vergleichbar; sie sind entweder gleich oder ungleich, der
Ueberschuss des einen iiber das andere ist wieder eine Vo-
lumengrisse; sie lassen sich in eine vom kleineren zum
orosseren aufsteigende Reihe ordnen. Wiihlen wir eines
als Binheit, so entspricht jedem Volumen eine Zahl, rational
oder irrational. Gleichgiltig ist, ob wir die Methode besitzen,
diese Zahl wirklich zu bestimmen; wir behaupten nur, dass
wenn eine Messungsmethode selbst eine nicht abzuschliessende,
sich einem Grenzwert nihernde Reihe von Zahlenwerten
ergeben sollte, der Grenzwert als ideale Masszahl anzu-
sehen ist.
Anders verhilt es sich mit der Vergleichung solcher

Grissen, welche zwar als Arten derselben Grissengattung anzu-
sehen sind, deren specifische Differenz aber ein Qualitiits-
unterschied ist. So gilt die Reduktion auf den linearen
Zahlbegriff nur fiir Kriifte ihrem absoluten Werte nach,




tritt die Qualitit der verschiedenen Richtung hinzu, so muss
die Vergleichbarkeit erst durch einen besonderen Grundsatz,
nach welchem sie in Beziehung zu setzen sind, festgestellt
werden. Aehnliches gilt fir die Reduktion einer Rotation
auf Einzelkriifte; fiir den Mechanismus der Seelenbewegungen,
in dem ebenfalls ungleichartige Grissen, Empfindungen und
Strebungen, in Beziehung zu setzen sind; wie schon friither
bemerkt, fiir die Intensitiiten verschiedener Spektralfarben,

welche zwar séimtlich unter den Begriff Lichtwirkung fallen,
aber durch Qualitiitsunterschiede direkt unvergleichbar ge-
macht werden.

So ist in der Geometrie Winkel durch Winkel, als
Drehungsgrisse gedacht, direkt messbar; mit Bogen desselben
Kreises lisst sich der Centriwinkel durch Proportionalitiit
verkniipfen; mit der graden Linie wird nur kiinstlich eine
Verbindung hergestellt. Ebensowenig ist die Kreislinie oder
eine andere Kurve messbar durch die grade Linie, oder eine
krumme Fliiche durch eine ebene, wenn wir nicht der Ver-
gleichung einen Grundsatz oder eine Definition zu Grunde
legen. Die Fliche eines Kreises kann von einem Quadrat
umschlossen werden, ein anderes einschliessen; sie ist kleiner
als jenes und grosser als dieses, also mit beiden vergleichbar
nach dem geometrischen Anschauungssatz, dass die Teile der
Ebene unter einander gleichartig sind, und dem allgemeinen
Grissensatz, dass das Ganze grsser ist als jeder seiner Theile.
Aber auf kein Stiick der Kreislinie lisst sich die grade
Linieneinheit oder ein Teil derselben auftragen, also Kreis-

linie und Grade sind unvergleichbar, und es hat von der
Linge der Kreisperipherie, welche Vorstellung praktisch
durch das Strecken eines kreisformigen Fadens gerechtfertigt
ist, zu reden geometrisch keinen Sinn, wenn nicht durch
eine Definition festgestellt wird, was unter Linge der Kreis-
peripherie verstanden werden soll.

Versuchen wir, uns einem Kreisstiick durch einen poly-
gonalen Zug von n Sehnen A 4, 4,... 4,—, B, der Einfachheit
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wegen seien es Seiten eines reguliiren Polygons, anzuschmiegen,
so konnen wir durch fortgesetzte Zweiteilung der Centri-
winkel die Anniiherung der Lage nach soweit treiben wig
wir wollen; denn die grosste Abweichung des Bogens von
der zugehorigen Sehne, die Grosse r—pg, kann, was allein
aus dem pythagoreischen Lehrsatz folgt, kleiner gemacht
werden als jede beliebige Grisse. Ebenso liefern dig¢ in
A A, A4, .. 4, B an den Kreis zu legenden Tangenten
einen polygonalen, regelmissigen Linienzug 4 «, I i
der sich der Lage nach der Kreisperipherie beliebig nahe
anschmiegt. Aber eine Grissenvergleichung lisst sich aus
der Lagenannitherung nicht erschliessen; denn ein Zusammen-
fallen des Kreisbogens mit der Graden findet nie statt.
Zwei Wege giebt es, eine Beziehung herzustellen. Entweder,
bevor der Weg der successiven Annitherung beschritten wird,
setzt man axiomatisch die Vergleichbarkeit des Kreisbogens
und der Graden fest; dies thut Archimedes durch zwei Grand-
sitze, in denen liegt: die Sehne 4.4, ist kiirzer, der Tangen ten-
zug Aed, ist linger als der zugehorige Kreisbogen!). Als-
dann ist die weitere Aufgabe nur der Nachweis, dass die
Differenz der Umfinge des um- und einbeschriebenen Polygons
kleiner gemacht werden kann als jede beliebige Grosse, und
diese Umfinge, zwischen denen gemiss jenen Grundsitzen
der Kreis auch der Grisse nach eingeschlossen ist, in der
Einheit des Radius zu berechnen. Der andre Weg setzt das
Princip der Ausmessbarkeit des Kreises an das Ende des
Annitherungsverfahrens: wir definieren die Linge des Kreis-
bogens AB als die Grenze, welcher sich die Summe der
Sehnen S, = 4 4, + 4, 4, ...+ A4, B bei unendlich
wachsendem n nihert. Hier bleibt die Aufgabe, nachzu-
weisen, dass fiir diese Summe ein Grenzwert L existiert, d. h.
dass bei wachsendem n die Differenz L — S, unter jede
Grosse sinkt. Dieser Nachweis gelingt fiir den Kreis durch

) Archimedes, Ueber Kugel und Cylinder I, Forderungen 1. 2,
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Heranziehung der wumbeschriebenen reguliren Polygone.
Man zeigt, dass S, mit zunehmendem » bestiindig, aber nicht
iiber jede Grenze wiichst; alsdann hat es eine Grenze L
nach einem Satze, der sich aus dem oben zu grunde gelegten
Dedekindschen Grenzprincip herleiten lisst.!) Ganz eben-
so ist die Grosse einer unebenen Fliche gemessen durch eine
ebene nur dann ein statthafter Begriff, wenn sie durch im
Endlichen bleibende Axiome?) oder durch den Grenzwoert
unendlich vieler, ins Unendliche abnehmeuder ebener Flichen-
stiicke definiert wird. _

So ist die Liinge des Kreises und jeder krummen Linie,
die Grosse der Kugelfliiche und jeder krummen Oberfliche im
Grunde ein analytischer Begriff, ein bestimmtes Integral®),
wenn sie in den Elementen auch nicht im Gewande eines
solchen auftreten darf; die Kreisfliche und das Kugelvolumen
dagegen sind zwar wirklich zu berechnen nur durch Auf-
suchung der Grenzwerte von unendlichen Reihen, aber ihr
Begriff ist schon durch den der stetigen, linearen Grissse mit
der ebenen Flicheneinheit und der Volumeneinheit verkniipft.4)

) Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen & 7.

) Archimedes, Ueber Kugel und Cylinder I, Forderungen 3. 4,
%) Die hier vorgetragene Auffassung, dass die Liinge einer krummen
Linie einer Definition bedarf, ist in den dreissiger Jahren von Dirksen
(vergl. Ballauff, Ueber die math, Def. u. Axiome, Progr. Varel 1879),
von Dirichlet 1854 in einer Vorlesung iiber Integral-Rechnung (nach
der Mittheilung eines seiner Schiiler), von Duhamel (Des méthodes dans
les sciences de raisonnement II), neuerdings von Du Bois-Reymond
(Erliuterungen zu den Anfangsgriinden der Variations-Rechnung, Math.
Annalen XV) und von Stolz (Ueber Bolzanos Bedeutung in der Geschichte
der Infinitesimal-Rehnung, Math. Annalen XVIII) vertreten worden.

*) Stolz, Math. Annalen XVIII S. 277, leugnet diesen Unterschied ;
wie mir scheint, weil er Begriffsbildung und Zahlenauswertung nicht
geniigend scheidet.

Der Versuch, die Definitionen von Kreislinie und Kugeloberfliiche
dadurch zu umgehen, dass man zuerst Kreisfliche und Kugelvolumen
durch r ausdriickt, ist vergeblich; denn die Beziehung zwischen F und P,
¥ und O ist nicht anders herzustellen, als indem man Kreislinie und
Kugeloberfliche als Grenzwerte grader Linien- und ebener Flichenziige
definiert,
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Den sichersten Beweis dafiir, dass schon der Scharfsinn
der Alten diesen fundamentalen Unterschied einsah, finde
ich darin, dass Euklid im 12. Buche der Elemente bei den
Sitzen stehen bleibt: die Flichen zweier Kreise verhalten
sich wie die Quadrate ihrer Durchmesser, die Volumina
zweier Kugeln wie die Kuben derselben. Sitze iiber das
Verhiiltniss der Kreisperipherien und der Kugeloberfliichen
stellt er nicht auf; offenbar deshalb nicht, weil er auf sie
den linearen Grossenbegriff nicht anzuwenden vermochte.?)

HEs liegt eine grosse Kiihnheit darin, Unvergleichbares
durch ein Axiom unter einen Begriff zu zwingen. Uns, die
wir gewohnt sind, fast zu wenig an die Schwierigkeiten zu
denken, welche dem Uebergang vom Endlichen zum Unendlich-
kleinen anhaften, ist diese Begriffsdehnung, die Auflosung
des Stetigen in Unstetiges etwas Gewothnliches; wir prigen
sie am kiihnsten aus, wenn wir den Kreis ein regelmissiges
Polygon von unendlich grosser Seitenzahl, die Kugel ein
Polyeder von unendlichvielen Begrenzungsfliichen mit gleichem
Abstand vom Mittelpnnkt nennen, wenn wir, um Cylinder-
und Kegelfliche auszuwerten, den Begriff der developpabeln
Flichen bilden.

Unter den alten Mathematikern wagte und vermochte
zuerst Archimedes die widerstrebende Natur von Kreis-
linie, Kugel-, Cylinder-, Kegeloberfliche durch jene Axiome
zu bindigen, er ist dadurch der Modernste der alten
Mathematiker; aber auch ihn fesselte die Scheu vor dem
Unendlichkleinen, er schloss seinen Gedankenkreis durch
das indirekte Verfahren der Exhaustion ab, und, fir einen
Alten selbstverstiindlich, rollte er Cylinder und Kegel nicht
auf, wie wir zu thun pflegen. Er hilt es fiir nttig, in der
Vorrede zu ,,Ueber Kugel und Cylinder* jenen Schritt zu

1) Er vergleicht Elemente VI, 33 nur BSgen gleicher Kreise mit-
einander.
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verteidigen, indem er sich auf die Sicherheit der Resultate
beruft, welche nicht geringer sei, als die anderer durch
Exhaustion bewiesener Siitze. Auch Archimedes’ Kommen-
tator Eutokius sucht die Annahme des Archimedes, die
Kreisperipherie sei gleich einer Liinge, zu rechtfertigen.?)
Seine Rechtfertigung ist nicht gliicklich; denn er beruft sich
auf die Gleichartigkeit der Graden und des Kreises, da sie
beide von einer Dimension seien. Archimedes selbst hat
das wahre Verhiiltniss richtiger erfasst, indem er jene
Vergleichungspostulate aufstellte.

Was fiir eine Bedeutung die Bewiiltigung des Unendlich-
kleinen durch den Grenzbegriff in den Elementen hat, erhellt
am besten, wenn wir einen Blick auf die Punkte werfen,
in denen sich die Geometrie der Alten, besonders die Ele-
mente des Euklid, von unserem elecmentaren Lehrgang
unterscheiden, Es ist in Abschnitt I schon besprochen
worden, dass die Alten die Bewegung als Beweismittel prin-
cipiell auf das Aeusserste einschriinken. Diesen Unterschied
ausgenommen und zweitens den damit zusammenhiingenden,
dass wir der Anschauung einen grosseren Spielraum ge-
withren als die Alten und mehr als sie auf Uebersichtlich-
keit des Systems und organischen Zusammenhang der Siitze
hinarbeiten, kann man den Hauptfortschritt unsrer Methode
gegen die der Alten darin erkennen, dass wir die Elemente
durch den in der htheren Analysis entwickelten Grenzbegriff
befruchtet haben.

Die Alten vermeiden die Begriffe des Unendlichkleinen
und des Unendlichgrossen, sie schliessen sie durch Axiome
ausdriicklich aus der Grissenlehre aus. Zu diesem Zwecke
stellt Euklid (Elemente X) die Forderung auf: jede Grisse
kann so oft vervielfiltigt werden, dass sie jede Grisse der-
selben Art iibersteigt; Archimed (Ueber Kugel und Cylinder
I, Ford. 5, auch in den Einleitungen zu Ueber Spirallinien

) Entokius, commentationes in dimensionem eireuli, in theorema 1.
In Heibergs Aunsgabe von Archimeds Werken Bd. IIL
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und Quadratur der Parabel): von zwei ungleichen Grissen
derselben Art {iiberragt die griossere die kleinere in der
Weise, dass der Unterschied zu sich selbst hinzugefiigt jede
beliebige Grosse derselben Art tibersteigen kann. Hierauf
baut Euklid den Satz (X, 1): wenn man von der grésseren
unter zwei gegebenen Grissen mehr als die Hiilfte ab-
schneidet, vom Rest wieder mehr als die Hiilfte u. s. w., so
gelangt man zu einer Grisse, welche kleiner ist als die
kleinere der beiden gegebenen; und Archimed (Ueber
Kugel und Oylinder I, 2): sind zwei ungleiche Griissen
gegeben, so lassen sich stets zwei ungleiche Linien der Art
finden, dass die grossere Linie zur kleineren ein kleineres
Verhiltnis hat, als die grissere gegebeno Grisse zur kleineren.
Diese Sitze ermoglichen es den Alten, in den Problemen,
wo nach unsrer Auffassung Stetiges durch Unstetiges erfasst
werden soll, von der Forderung einer wirklichen Erschopfung
des Stetigen durch das Unstetige abzusehen. Sie stellen
nicht die Forderung, dass in der Auflésung des Kreises in
ein regelmissiges Vieleck die Differenz unter jede angebbare
Grosse sinke, sondern sie bleiben bei einer beliehig kleinen
Differenz stehen und ergiinzen die Exhaustion in jedem ein-
zelnen Falle durch ein indirektes Schlussverfahren auf Grund
eines jener beiden Sitze. So beweist Euklid den Satz
(XTI, 5), zwei dreiseitige Pyramiden verhalten sich wie ihre
Grundlinien, in folgenden Schritten: I. Jede dreiseitige Py-
ramide ldsst sich in zwei gleiche, untereinander und mit der
ganzen #hnliche Pyramiden und in zwei gleiche Prismen
zerlegen, welche mehr als die Hilfte der Pyramide betra-
gen (XII, 3). IL Wird in zwei dreiseitigen Pyramiden ¥ und
V, von gleichen Hihen und den Grundflichen G und @, diese
Zerlegung beliebig weit fortgesetzt, so verhilt sich die
Prismensumme P in ¥ zur Prismensumme P, in ¥, wie
G : G, (XII, 4). III. Wie die Prismensummen verhalten sich
auch die Pyramiden; denn angenommen, es sei nicht P: P,
= V: V), sondern P: P, = V: W, wo W > ¥, sein muge,
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dann konnte man nach X,1 die Pyramidenzerlegung soweit
fortsetzen, bis man auf Prismensummen @ und @, kommt,
wo @ > W ist. Alsdann wire P: P, = Q : @,, mithin @ :
Q= V:W, oder @: V=@, : W, was nicht moglich ist,
da @ <<V, @, = W ist. Deshalb verhalten sich dio Pyra-
miden von gleichen Hohen wie die Prismensummen, also
wic die Grundfliichen.?)

Dass die Exhaustion in ingenitser Weise den Begriff
des Unendlichkleinen umgeht, und dass sie streng
ist, lisst sich nicht bestreiten; aber man thut ihr zu viel
Ehre an, wenn man einen Ausspruch Kistners?) zu dem
bekannten Worte steigert: ,,Die Geometrie verliert umsomehr
an Schiirfe, je weiter sich die Geometer von Euklid entfernen.
Die Exhaustionsmethode kann des Axiomatischen grade so-
wenig entbehren als die Grenzmethode, sie stellt an den
Anfang das Postulat der Vergleichbarkeit, durch welches
das Unendlichkleine ausgeschlossen, der ganze Process im
Unstetigen, Diskreten erhalten, die besondere Natur des
Stetigen geleugnet wird. Sind nur endliche Differenzen als
giltig anerkannt, so schneidet der indirecte Schlussbeweis
den Regress ab; er sagt aus: Eine endliche Abweichung
zwischen den Verhiltnissen ¥ : ¥, und P : P, kann nicht
bestehen. Wir aber begniigen uns nicht mit dieser abweisen-
den, negativen Antwort; wir erkennen die besondere Natur
des Stetigen an und versuchen wenigstens ihr gerecht zu
werden; wir verfolgen positiv den Spielraum der Differenzen
vom Kleinen ins Kleinste und setzen ans Ende das Axiom:
Ununterscheidbarkeit gilt fiir Gleichheit. Was also die Schiirfe
anbetrifff, so steht Axiom gegen Axiom; was wir gewinnen,
ist ein allgemeines Princip, dem wir nicht nur eine Aufgabe

') Die Analyse des Exhaustionsverfahrens bei Hankel, zur Ge-
schichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter, S. 123 ff. S. 148.

‘) Kistner, Anfangsgrinde Aufl. 2. Gottingen 1764 S. 17. »Man
wird die math. Methode schwerlich recht kennen lernen, wenn man nicht
Euklid und solche, die ihm getreu folgen, liest
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sondern eine ganze Gattung wvon Aufgaben, nicht nur
geometrische Gebilde sondern auch das Stetige der Zeit, der
Kratt, der Empfindung unterwerfen. Die Exhaustion der
Alten blieb am einzelnen hingen; sie gelangten nicht einmal
dazu, das als III bezeichnete apagogische Verfahren generell
zu behandeln.

Wir haben, im Vergleich mit den Alten, den Begriff
der Gleichheit und die Anwendbarkeit des Gleichheitszeichens
ausgedehnt. Fiir die Alten sind gleich nur solche Grissen,
welche durch dieselben ausreichenden Bedingungen definiert
sind, oder welche untereinander oder mit demselben messen-
den Vorstellungsgebilde zur Deckung gebracht werden kinnen,
oder welche entstehen, wenn mit gleichen Grigssen gleiche
Veriinderungen vorgenommen werden. Wir haben zu diesen
Gleichheiten per definitionem, per congruentiam, per deri-
vationem ') mit dem neuen Erkenntnisgrunde eine neue
Gleichheit, man kiénnte sie per limitationem nennen, einge-
fiihrt. Derartige Gleichungensind ¥ = 2,666..,v 2 = 14142 . .,
welche genauer aber umstiindlicher geschrieben wiirden
i = lim. 2,666 . ., V2 =1im. 14142 ... Diese Gleichheiten
kommen nur zu stande, wenn wir durch den Grenzwert den
unendlichen Process als vollendet, ,,die Tendenz zum Ideal
als das Ideal“®) anticipieren, was die alten Mathematiker
eben nicht thun.

Und doch, so scheint mir, kommt Euklid durch die
fiinfte Definition des fiinften Buches der Anerkennung dieses
Princips sehr nahe. Diese Erklirung heisst in geeigneter
Bezeichnung: Wir sagen von 2 Grossen « und b, sie stehen
in demselben Verhiiltniss wie 2 andere ¢ und d, wenn die
(leichvielfachen von ¢ und ¢ (also ma und me) die Gleich-
vielfachen von b und d (also nb und nd) gleichzeitig tiber-

!) Ieh folge zum Teil Fresenius, Psychologische Grundlagen der
Raumwissenschaft, S. 73.

?) Fresenius, 8. 104.
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treffen, ihnen gleich sind, oder kleiner sind, (d. h. wenn

= : > e N . S
é:wb mit me = nd ist).!) Euklid versteht
unter Gleichyvielfachen nur ganzzahlige Vielfache; aber da

gleichzeitig ma

die Teilung der graden Linie in beliebig viele gleiche Teile
sich lediglich auf Kongruenz begriinden liisst®), so kiénnte er
jene Definition auch so umformen, dass sie in unserer
Bezeichnungsweise heisst: Das Verhiiltnis « : b ist dann

gleich ¢ : d, wenn gleichzeitiz immer —1;3 a@ ;; b und
m = : . g m
RS = d ist, oder wenn bei geeigneter Wahl von m = @ =

m
=
1

<duwd®Fla>p 2 00> gist, d b wenn b
gemessen durch den nten Teil von @ und d gemessen durch
den nten Teil von ¢ als Nihrungswerte immer dieselben
ganzen Zahlen ergeben. Hitte Euklid fiir seine Definition
- proportionaler Grissen diese Wendung gebraucht, welche
inhaltlich durchaus nicht iiber sie hinausgeht, so hiitte er
damit das moderne Erkenntnisprincip der Einschliessung in
gleiche, beliebig enge Grenzen, die Gleichsetzung durch Nicht-
unterscheidbarkeit, zur Anwendung gebracht.

Warum aber hat er diesen Schritt, der uns so nahe zu
liegen scheint, nicht gethan? - Es hindert ihn die allen
griechischen Mathematikern eigene Spridigkeit, Aengstlichkeit
nennt es Hankel, welche die Sicherheit der Schlussweise
fiir gefihrdet hielt, wenn sie sich auf den Weg eines nicht
abschliessbaren, auf den verpinten Begriff des Unendlich-
kleinen fiihrenden Processes begiiben. Lieber verharrt er
bei einer Definition, welche unbefriedigend ist und das Kenn-

') Diese Definition behandelt anch Hankel, Zur Geschichte der
Mathematik, S. 389—393.

%) Euklid griindet sie V, 9 auf die Proportionalteilung zweier
Seiten eines Dreiecks durch eine zur dritten Parallele, welcher Satz selbst
auf V, 2 nund damit auf Definition 5 zuriickgefiihrt wird,
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zeichen der reinen Negation an der Stirn triigt, aber doch,
wenigstens dem Ausdruck nach?), sich im Endlichen bewegt.

. . {1
Und weiter: die Ausmessung von b und d durch —und

E'— hiitte die Definition des Grossenverhiiltnisses auf Fest-
stellung und Vergleichung der Masszahlen zuriickgefiihrt,
sie hiitte fiir den inkommensurabeln Fall die Ergiinzung der
rationalen Verhiiltnisszahlen ]:11 und = I_:_l durch eine zwischen
ihnen liegende unzugiingliche Idealzahl nahegelegt. Diesen
Schritt aber, die Ausfiillung der rationalen unstetigen Zahlen-
reihe durch die Irrationalzahlen, haben die Alten nie gethan.
Mit grossem Scharfsinn behandelt das zehnte Buch der
llemente die Kigenschaften derjenigen inkommensurabeln
Linien, welche geometrisch construierbar sind, also der
quadratischen Irrationalititen. Aber der Zahlbegriff, welcher
bei der Unbehilflichkeit des griechischen Zahlsystems nicht
abstrakt sondern unter dem Bilde kommensurabler Linien-
griossen (Elemente Buch VII, VIII, IX) behandelt wird,
wird auf diese als geometrisch real anerkannten Grissen
nicht ausgedehnt. Die Sitze X, b und 7 sagen ausdriick-
lich: kommensurable Grossen verhalten sich wie Zahlen,
und inkommensurable Grossen verhalten sich nicht wie
Zahlen. So ist eine uniibersteigliche Kluft zwischen stetigen
Grossen und unstetigen Zahlen errichtet.

Auf dieser Trennung, welche wir durch den Begrift der
stetigen Zahlenreihe und der allgemeinen stetigen linearen
Grosse iiberbriicken, beruhen die augenfilligsten Unterschiede
der alten Elementar-Mathematik von unsrer Behandlung der
Elemente. Von dem Wert einer Reihe 2,666 .. kann bei
den Alten keine Rede sein; /2 fillt als Strecke betrachtet
wohl unter den Grossenbegriff, aber nicht unter den Zahlen-
begriff, sie ist eine als Zahl nicht realisierbare Forderung,

) Thatsiehlich ist die Forderung, festzustellen, duss alle Gleich-
vielfachen von e und ¢ zu Gleichvielfachen von b und d dieselbe Beziehung
haben, auch nichts als eine Anweisung auf den regressus in infinitum,

e
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eine Frage ohne Antwort. Hohere Wurzeln sind weder
Grossen noch Zahlen, Die Proportionslehre wird im fiinften
Buch fiir Grossen abgeleitet, im siebenten Buch ganz unab-
hiingig davon fir Zahlen. Ein Satz wie: die Masszahl des
Fliicheninhalts eines Rechtecks wird erhalten, indem man
die Masszahlen zweier aneinanderstossenden Seiten multipli-
ciert, ist allgemein ausgesprochen fiir die Alten sinnlos. Er
hat nur Sinn, wenn die Seiten durch die Einheit messbar
sind; das Produkt zweier Zahlen heisst deshalb selbst
,Flichenzahl®; sind aber die Seiten durch die Binheit nicht
messbar, so entsprechen ihnen keine Zahlen, so hat der
Bogriff der Multiplikation keine Anwendung; die Fliche
selbst ist deshalb wohl eine Grosse, aber keine Zahl. Auch
in Flichenvergleichungssiitzen wie: die Flichen zweier
Kreise verhalten sich wie die Quadrate der Durchmesser,
sind im Sinne der Alten die geometrisch tiber den Durch-
messern zu konstruierenden Quadrate, nicht etwa, was uns
gleichbedeutend damit ist, die zweiten Potenzen der Mass-
zahlen gemeint. Konnen nach der Auffassung der Alten
iiber Flichen- und Volumenberechnung nicht allgemeine,
genaue Sitze, sondern nur praktische Niherungsmethoden
aufgestellt werden, so ist es nicht zu verwundern, dass Aus-
rechnungsmethoden in den Elementen des Kuklid, welche
Allgemeingiltigkeit und Sicherheit verlangen, iiberhaupt
keinen Platz gefunden haben, und dass Euklid nur bis zur
Vergleichung der Flichen und Volumina, nicht bis zu ihrer
Berechnung, vorschreitet.?)

So unterscheidet sich unsre Elementar-Mathematik von
den Elementen der Griechen durch weitere Begriffe, allge-
meine, konsequent durchgebildete Beweismethoden, umfassen-

1) Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik I, 5. 233,
findet den Grund in der Vermeidung der perdfaces &ls &ldo yévog, welche
Aristoteles fordert; indess vermeidet Euklid diese Vermischung nicht
in den Biichern VII, VIII, IX, wo Zahlen durchweg durch Strecken dar-
gestellt werden.

-+
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dere, nicht in Einzelfille zersplitterte Sitze. Dass diese
Verallgemeinerungen naturgemiiss sind, zeigt die Verein-
fachung, welche der elementare Lehrgang durch sie gewonnen
hat. Unsre Behandlung der Proportionslehre, des Irrationalen,
der Flichen- und Volumenbestimmung stellt die kleinliche,
ermiidende Kasuistik Euklids tief in den Schatten.

Das sind die Friichte, welche die Elemente von dem
auf dem Boden der Analysis gewachsenen Baume pfliicken.
Die Elemente haben die Grenzmethode, die stetige Zahlon-
reihe, die Gleichartigkeit des Zahlen- und Grissenbegriffs
in sich aufgenommen und kinnen sie, wie jedes Lehrbuch
der Klementar-Mathematik zeigt, nicht mehr entbehren.
Volle Klarheit tiber diesen Gewinn hat nur der Mathema-
tiker, welcher durch die Schule der alten Geometrie und
der modernen Analysis gegangen ist; grade wie nur der das
Princip der Beweglichkeit der Gebilde, der Anschaulichkeit
und Natiirlichkeit der Beweise ganz bogreift und zu wiirdigen
weiss, der sich an dem klassischen Muster der projektivischen,
besonders der Steinerschen Methode gebildet hat und sie
den alten Methoden gegeniiberstellt.

Aber wie die projektivische Geometrie nur methodisch
anregend auf die Elemente wirken, nicht inhaltlich ihnen
einverleibt werden kann, so ist es auch ein Missgriff, mit
dem Grenz- und stetigen Zahlbegriff zugleich Analysis und
analytische Geometrie selbst in die Elemente und in die
Schule, soweit sie allgemeine Bildung, nicht Fachausbildung
bezweckt, hineinzutragen.

Der geistzermarternde Gegensatz des Stetigen und Un-
stetigen, der sich in der Zahlenlehre, in der Geometrie und
in der Mechanik aufdringt, muss, wenn die Elemente nicht
durch ihn zerrissen werden sollen, wenn die heranwachsende
Jugend zur Naturauffassung Galileis, nicht Aristoteles'
erzogen werden soll, mit den aus der Riistkammer der Ana-

‘lysis entnommenen Waffen bekiimpft werden. Wie weit das

nitig erscheint, ist im Vorigen bezeichnet worden; iiber das
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Notige hinauszugehen ist, wenn ein so reicher Inhalt wie
der der Elementar-Mathematik erschlossen wird, unpiidago-
gisch. Und die Sache ist so schwierig, dass sie mit Erfolg
nur angefasst werden kann, wenn die Fragestellung sich von
selbst aus einem im {ibrigen bekannten Zusammenhang hervor-
driingt; sie muss auf den unteren Stufen umgangen werden,
bis der reifende Schiiler von selbst in Unruhe und Nicht-
befriedigung gerit und das Problem des Stetigen als einen
Stein des Anstosses vor sich sieht. Im periodischen Decimal-
bruch, im Incommensurabeln, in der Irrationalzahl, der un-
endlich fallenden geometrischen Reihe, der Fallbewegung
geschieht dies sicher frither oder spiter. Diese Probleme
miissen behandelt werden und lassen sich behandeln; am
besten behandelt sie der, der sie am vorsichtigsten anfasst,
selbst die Worte Unendlichklein und Unendlichgross moglichst
vermeidend.. Der Schiiller zieht aus ibhnen den ganzen
erkenntnistheoretischen Gewinn, zu dem er reif ist, und
nebenbei einen Gewinn an Bescheidenheit des Denkens.
Werden dagegen dem elementaren Zusammenhange fremde
Probleme herangezogen, hthere Reihen, Differenzial- und
Integral-Rechnung, wo das Unendliche nicht mehr in ver-
trauter und beherrschter Umrahmung erscheint, so iiber-
steigen die Anforderungen an Abstraktion das, was man
einem nicht specifisch mathematischen Kopfe zumuten darf.
Es wird nicht anders sein: jene thatsiichlich zu tiefen Auf-
gaben werden verflacht; hochstens wird mit Verwirrung,
Scheinwissen, Ueberhebung der meisten eine ungewidhnliche
Fiorderung sehr weniger erkauft. Und was haben diese
wenigen wirklich gewonnen? Anmathematischer Abstraktions-
fihigkeit vielleicht nieht Unbedeutendes, aber an Fassung
des zu grunde liegenden Problems des Stetigen nichts, was
sie nicht aus den Elementen auch hiitten lernen kinnen.
Aehnliches gilt von der analytischen Geometrie. Ohne
die Korrespondenz der stetigen Zahlenreihe und der linearen
Grisse, ohne das Kntsprechen von Zahl und Punkt ist das
4+
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Irrationale, die Ausmessung des Stetigen, rechnende Geometrie
und Trigonometrie nicht moglich; auch dass man in einem
Gebiet von 2 Ausdehnungen durch 2 Koordinatenangaben
Punkte bestimmt, lernt der Schiiler an geographischer Liinge

- und Breite, an astronomischen Ortsangaben, an der Konstruktion
cinzelner Punkte der Wurfparabel nach der Grisse des
horizontalen und vertikalen Fortschreitens, an Temperatur-
und magnetischen Kurven. Diese Grundprincipien der analy-
tischen Creometrie stecken also auch in den Elementen, und
hier ist ihr Bildungswert auszunutzen. Der Schiiler, welcher
die Anfangsgriinde der analytischen Geometrie gelernt hat,
wird allerdings manche Aufgabe lssen, die dem andern
verschlossen ist, aber iiber ein stotterndes Uebersetzen des
algebraischen Ausdrucks ins Geometrische Punkt fiir Punkt,
Wort fir Wort, zur freien Behandlung des Zahlengebildes
als eines Symbols des Ausdehnungsgebildes kann er unmug-
lich kommen; dazu kommt auch ein Student nicht in den
ersten Semestern. Ist demnach das, was eigentlich Neues und
Begrifferweiterndes in der analytischen Geometrie liegt, dem
Schiiler nicht zugiinglich, so ist sie grade wie die Differen-
zial- und Integral-Rechnung aus dem Lehrgebiet derjenigen
Schule, welche nicht Fachbildung sondern humane Bildung
erzielt, auszuschliessen; mindestens ist den Bestrebungen,
welche im Interesse gewisser Fiicher ihre Aufnahme verlangen,
(die Docenten der Mathematik teilen diese Bestrebungen
nicht,) vom Standpunkt des allgemeinen Bildungsziels Wider-
stand zu leisten. Damit ist natiirlich die Ertffnung gelegent-
licher Ausblicke in die ausserhalb des Schulziels gestellten
Gebiete nicht versagt.

Hs bleiben auch so noch gegeniiber den Elementen der
Alten manche Erweiterungen des Umfangs der Schul-
Mathematik, welche direkt durch die Dehnung- der Begriffe
bedingt sind. Wurzeln, Logarithmen, Gleichungen, arithme-
tische und geometrische Reihen, Trigonometrie sind von
unserm Lehrgang nicht zu tremnen. Auch die elementar zu
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behandelnden Kegelschnitte gehtren durchaus in denGedanken-
kreis.

Das, was fiir Pythagoras und Plato die Mathematik zur
besten Vorschule der Philosophie, ja zu einem Teile der
Philosophie machte, Schulung der Anschauung und des
Denkens, methodische Fassung und Losung der Natur-
probleme, das finden wir auch heute noch wesentlich im
Bereich der von den Alten aufgestellten Elemente. Damit
sie angesichts der veriinderten methodischen Anforderungen
und der modernen Naturauffassung den Dienst wirklich leisten,
den sie leisten kitnnen, ist unsre Aufgabe, nicht ihren Um-
fang ohne Not zu erweitern, sondern dem vertieften Inhalt
gerecht zu werden.
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