Dritter Abschnitd

VYom ki‘}rperlichen Verschiebungsrahmen.

§ 19.

Slcllt man sich vor, die Kanten eines Wiirfels seien von unverinderlicher Grisse,
aber um ihre Endpunkte drehbar, und denkt man sich dieselben so gedreht, dass die
urspriinglich parallelen Kanten parallel bleiben, so werden sie stets die Kanien eines
verschobenen Wiirfels bilden. Denkt man nun die untere und obere Grundfliche des
Wiirfels durch Parallel=Schaaren zu Verschiebungsrahmen vervollstindigt, und durch
jeden Punkt des Raumes eine Linie parallel mit den Seitenkanten des verschobenen
Wiirfels gelegt, so wird die Strecke dieser Linie, welche zwischen die obere und untere
Grundfliche bei jeder Lage fillt, gleich der Linge einer Kante des Wiirfels sein. Diese
siimmtlichen, mit der Seitenkante parallelen Linien, kann man mithin als: unverinder-
liche auffassen. die mit zwei festen Punkien an der unteren und oberen Basis des
verschiebharen Wiirfels hefestigt sind, Die Befestigungspunkte erleiden bei der Ver-
schiebung die Verinderungen der Punkie, die auf einen ebenen Verschiebungsrahmen
hezogen sind. Die Schaar der parallelen Linien nun, welche die Grundflichen des
Wiirfels anfiillen. soll die erste Parallel - Schaar, und die Schaar der Linien,
welche mit den Seitenkanten parallel sind, die zweite Parallel-Schaar heissen.
Der verschiebbare Wiirfel mit seinen Parallel-Schaaren soll ein kirperlicher Verschie-
hungsrahmen genannt werden.

Jeden Punki irgend eines riumlichen Gebildes kann man als einen festen Punkt
einer Linie der zweiten Parallel-Schaar eines kirperlichen Verschiebungsrahmens auf-
fassen, und es sind nun die Gesetze aufzustellen, nach welchen die Transformationen
der einfachen riumlichen Gebilde durch die Verschiebungen des kirperlichen Verschie-
bungsrahmens vor sich gehen.

Die folgenden Siitze lassen sich nun sehr leicht ableiten:

1) Jede Ebene, die mit den Linien der zweiten Parallel-Schaar parallel ist,
geht durch Verschiehung wieder in eine Ebene iiber, die mit der zweiten Parallelschaar
parallel ist.
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2) Jede gerade Linie geht durch Verschiebung wieder in eine gerade Linie iiber.

Parallele Linien bleiben nach der Verschiebung parallel.

Zwei Strecken paralleler Linien, die von bestimmten Punkten begrenzt werden,
bewahren nach der Verschiehung dasselbe Verhiltniss.

3) Jede Ebene geht durch Verschiebung wieder in eine Ebene iiber.

Congruente und parallel liegende ebene Figuren gehen durch Verschiebung in
congruente und parallel liegende ebene Figuren iiber.

Ahnliche und parallel liegende ebene Figuren gehen durch Verschiebung in
ihnliche und parallel liegende ebene Figuren iiber.

Folgerungen aus dem Vorhergehenden. Hat man drei gerade Linien im
Raume OA, OB und O, die sich in einem Punkte © schneiden, und denkt sich ir-
gend einen Punkt p als die Spitze eines Ebenen-Biischels und bezeichnet die Schnitt-
punkte einer der Ebenen, die durch p gehen, mit 04, OB und OC durch a,., b. und
¢, und dreht hernach 04, OB und OC auf beliehige Weise um @, verbindet darauf
wieder a., b, und ¢. durch eine Ebene, so werden alle die Ebenen, die man erhilt,
indem man dem m die verschiedenen in Betracht tretenden Werthe beilegt, sich in
einem Punkte schueiden. Hilt man 04 und ORB fest und dreht OC beliebig um O,
so wird der Ort des veriinderlichen Punktes p eine Kugelfliche sein, deren Mittelpunkt
in der Ebene 4 O& liegt, und zwar im Durchschnittspunkte mit einem Strahl, den
man durch p parallel mit €4 zieht. Denkt man simmtliche Punkte des Raumes als
Spitzen von Ebenen-Biischeln, so werden diese Punkte durch Drehung von 04, OB
und OC um O eine gleiche Transformation erleiden, als wenn sie auf einen kirper-
lichen Verschiebungsrahmen bezogen wiiren, von dem 04, OB und OC Kanten sind.

Ferner: Denkt man sich die Ebene BOA mit der ersten Parallel-Schaar er-
filllt, und die Ebenen COA und COB mit der zweiten, und fasst den Punkt p als

die Spitze eines Strahlenbiischels im Raume auf und bezeichnet den Schnittpunkt eines -

allgemeinen Strahls, der durch p geht, mit der Ebene AOB durch 7., mit der Ebene
AOC mit 8, und mit der Ebene BOC durch «., so werden durch die Drehung von
04, OF und OC um O die Punkte 2., 2. und v. in !, B. und +. iibergehen. Es
liegen nun «%, 8. und v} wieder in gerader Linie, und alle geraden Linien =l B! 4!,
die man erhilt, indem man dem m alle miglichen Werthe beilegt, schneiden sich in
demselben Punkte, wie die vorher betrachteten Ebenen. Hilt man die Strahlen 0A
und OB fest und dreht OC so, dass es mit 04 stets denselben Winkel bildet, so
sind die Punkte v. und 8, in ihren Ebenen unverinderlich, und man erhilt fiir die
Spitze eines Strahlbiischels im Raume, das auf zwei Ebenen bezogen wird, einen ana-
logen Satz mit § 5.

4) Der Inhalt eines kirperlichen Gebildes verhiilt sich zn dem Inhalt des ver-
schobenen Gebildes, wie der Inhalt des kirperlichen Verschiebungsrahmens zu dem
Inhalte des verschobenen Rahmens.

5) Der verschobene Schwerpunkt eines kirperlichen Gebildes ist der Schwer-
punkt des verschobenen kirperlichen Gebildes.
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_ § 20.

Es ist nim die durch .den kébperlichen Verschiebungsrahmen tramsformirte
Gestalt einer Kugel zu untersuchen, = Bezeichnet man dieselbe mit dem Namen Ellipsoid,
g0 sind znniichst die Sitze aufzustellen, die hier unmittelbar fiir dasselbe durch die
Kugel abgeleitet werden kinnen. :

1) Da die Kugel einen Mittelpunkt hat, so hat auch das Ellipsoid, einen
Mittelpunkt. :
2) Da die parallelen ebenen Schnifte der Kugel Kreise, also dhnliche Figu-
ren, sind, so sind auch die parallelen ebenen Schnitte des Ellipsoids ahnliche Figuren,
und es lisst sich leicht zeigen, dass dieselben Ellipsen sind.

3) Tangenten und Tangenten-Ebenen einer Kugel gehen bei der Verschie-
bung in Tangenten und 'i'anfrcnten-EhL-ncn beim Ellipsoid iiber.

Da die BC[II]][‘II!‘!""’-—L‘UHE eines Tangenten - Kegels einer Kugel eben ist,
ist auch die Berithrungs-Curve eines Tangenten-Kegels am Ellipsoid eben.

4) Drei rechtwinklige Durchmesser einer Kugel stehen in der Beziehung zu
einander, dass eine Ebene, die durch zwei derselben gelogt wird, eine Schaar von
Sehnen . die mit der dritten parallel ist, halbirt. = Deshalh, liegen die Halbirungspunkte
einer Schaar parilleler Sehnen des Ellipsoids in. ciner Ebene, die durch den Mittel-
punkt ' geht, . Diese Ebene schneidet das Ellipsoid in  einer Ellipse und; irgend. zwei
conjugirte Durchmesser dieser Ellipse stehen, mit dem Durchmesser, welcher znr Schaar
der parallelen Sehnen gehirty in der Beziehung, dass |edc Schaar von Sehnen, des
Ellipsoids , die einer dieser. Linien parallel, ist, durch die Ebene der beiden anderen
halbirt wird.

Drei Durchmesser des Ellipsoids, die in der genannten Besjehung zu einander
stehen, heissen conjugirte, und es gelten’ fiir sie dhnliche S'ltza wie fiir die conjugirten
Durchmesser der Ellipse. :

5)  Sieht man drei rechtwinklige Durchmesser einer Lugcl als die drei Coordi-
naten-Axen an, und fillt von einem Punkte der Kugeloherfliche auf die drei Coordina-
ten - Ebenen drei Perpendikel x. y und z, die mit den drei Axen parallel sind, und
bezeichnet man den Radius der Kugel t!lll'bh ry S0 erhilt nian he!mnnt]ich

x? y‘ﬁ QEL

=51 it b o ;,:-l.

Bedeuten mithin a, b und ¢ die Werthe dreier conjugirter Halbaxen des Ellip-
soids, und man sieht dieselben als drei schiefe Coordinaten - Axen an, und bezeichnet
die Coordinaten eines Punktes der Oberfliche des Ellipsoids mit xy, v, und z,, so dass
x, parallel a, y, pnrn!lel b und ﬂsl pam]lel ¢ ist, so erhilt man

x g y 4 T iy
": b P 2

x ol 1
denn man kann = = -~ , % = 3—’;— ete, setzem.




20

§ 21,
Man betrachte jetzt folzenden speciellen Fall:

Die drei Kanten OA, OB und OC (Fig. 19) eines korperlichen Verschiebungs-
rahmens seien der Bmhno'uno' unterworfen, dass 2 AOC und £ AOB unverinderlich
und gleich einem Heciiteu sei, der Winkel COB sei aber verdinderlich,  Nimmt man
nun' an, der Mittelpunkt einer Imn‘el liege in der Ebene COB md der Winkel COB sei
ein heliebiger, so wird dieselbe dunh Verschiebung in ein Ellipsoid iibergehen, von
dem- sich leicht drei rechtwinklige conjugirte Axen angehen lassen. Ist niimlich €0 =
OB und CODRB ein versehobenes Onadrat, so folgt, dass bei der Verschichung die
Kugel in ein Ellipsoid iibergeht, von dem drei rccht\nnkllwc conjugirte Axen purullcl
qml] mit den Diagonalen des verschobenen Ouadrats ('GRD und mit der Kante OA.

Es folgt ferner, dass bei jeder Verschichung die zuletzt genonnte Axe gleich
dem Durchmess(,r 2 der urspriinglich gegehenen I\uge] bleibe, und dass von den
beiden anderen Axen die eine grosser und die andere kleiner als 2r sein miisse.

Stellt der Kreis um m dert Durchsehnitt der Kugel mit der Ebene COED vor,
und man’ zieht tmg II"I]':B“I!'] OB, ms parallel €8, mp p.u-nllei QD pg und st parallel
OC, 50 ist mg = gqp und ¢ =15, "Bezeichnet man mq durch . mt durch » und den
2 mgp-durch ¢, so erhilt man r = 2u sin. up = 2v eos.Vyp. Geht mun’ durch Ver-
%chlehunr ¢ in'¢p 4 Adiiber, so’ geht” der Kreis um m in eine Ellipse iiber, deren
grosse uml kleine 'Axe  mit ﬂml Drawnna]en O und €8 parallel Bleiben, und daher
diiveh «'sin. U, (¢ + &) und v cos. Y,'(¢ 4 A) ausgedriickt sind. ' Die Kugel um m
geht' nun in ‘ein Ellipsoid iiber, von dem die’ drei rcrhl“ inkligen conjugirtens Halbaxen

sind"+'2q sin. Yy (' A), 2veos. Yy (9 + A)und Berewhnet man dieselbén
durch 4. B und r, so erh.ilt m'm nun aus diesen Grissen u, v, ¢ und A zu enmtte]u
1..9 Ai Bfl
dm Gleichungen Jat" + =Lt e = 1, aus welchen’
VA’ — B r AY iR
U = — ST e
o .A‘= = Ry
Bir, % i H"’
iy g a‘#’ V—m D= id g i (ff*"'m“”“‘ V 5o bl

Schneidet man das, ]!..Hlpamd in zwei Ebenen, die mit, A0B und AOC parallel
sind, so miissen diese Schnitte noch dieselben sein, wie vor der Verschiebung, also
Kreise. Man erhilt mithin den Satz: Zu jedem Ellapwul giebt es zwei Schaa-
ren.paralleler Ebenen, die dasselbe in Kreisen schneiden. Beide Schaa-
ren -amd pnml]el der nn[;llercn Hauptaxe und bilden sowohl mit der grnmcn. als auch
m:l der k]emen Hauptm{e gleiche. Winkel.

§ 204
Es bleibt nun noch zn exmitteln, wie die drei Hauptaxen eines Elllpsuuis hegen
in welches eine Kugel durch irgend eine Verschiebung iibergeht. Die Lisung dieser

Frage kann erhaltcn werden, wenn man dicjenige Diametral-Ebene bestimmt, welche
mit einem zu ihr senkrechten Radius noch nach der Verschiebung einen rechlen ‘Winkel
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bildet. Legt man schiefwinklige Coordinaten zu Grunde, welche den Kanten des kir-
perlichen Verschiebungsrahmens parallel sind, so hiingt die Richtung dieses Radius von
einer Gleichung des dritten Grades ab, wodurch man schliesst, dass dieselbe drei
reelle Wurzeln habe. welche sich auf die drei gesuchten Hauptaxen des Ellipsoids
heziehen. Diejenigen Radien, welche bei der Verschiebung keine Anderung in ihrer
Liinge erfahren, liegen im Allgemeinen auf dem Mantel eines Kegels des zweiten Gra-
des. der in besonderen Fiillen (vergl. § 21) in zwei Ebenen ibergehen kann.

Da die Durchfiibrung dieser Betrachtungen aber Mittel erfordert, welche hier
nicht vorausgesetzt werden diirfen, so sei nur noch einer Aufgabe erwihnt, welche in
dies Gebiet schligt und sich leicht beantworten lisst. Es soll nemlich bestimmt wer-
den. wie viele Systeme dreier conjugirter Axen zwei concentrische Ellipsoide gemein-
schafilich haben.

Zu dem Ende denke man beide Ellipsoide im kirperlichen Verschiebungsrahmen,
bei einer Stellung, wie sie in § 21 betrachtet wurde, so dass die drei Hauptaxen des
einen mit den Diagonalen des Rhombus OBCD (Fig. 19) und mit der Kante 0A pa-
rallel werden. Dann verschiebe man. den Rahmen so, dass dies Ellipsoid in eine Kugel
iibergeht, so wird das andere Ellipsoid wieder in ein Ellipsoid iibergehen. Dies Ellip-
soid und die Kugel haben offenbar nur ein gemeinschaftliches System dreier conjugirter
Axen, nemlich die drei Hauptaxen des Ellipsoids, mithin haben auch die beiden zuerst
betrachteten Ellipsoide nur ein gemeinschaftliches System conjugirter Axen.
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Druckifehler. 1
Im Laufe der ersten zehn Seiten lies immer gerade statl grade,
Seite 10, Zeile 1 'von aben lies Diagonalen siatt Dingonolen
SRR [ PR A =10 = Lman statt mann,
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