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Erster Abschniti.
Von dem ebenén Verschichungsralimen.

§ 1.

Stellt dbed (Fig:' 1) -ein Vierseit vor, dessen gegeniiberliegende’ Seiten gleich sind,
so ist dasselbe, wenn diese Seiten sich in einer Ebene hefinden, bekanntlich- ein
Parallelogramm, unter welchem Winkel sich auch zwei anstossende Seiten: schneiden
mogen. st die Linie mn parallel mit einer der Seiten des Parallelogramms (in Fig. 1
mit ad) und denkt man sich diese Linie von unverinderlicher: Liinge und mit ihren
iverinderlichen Endpunkten in den Punktén m' und m der Linien ab und ed befestigt;
<o wird dieselbe noch immer die Verschiehungen:des: Parallelogramms ‘abed in-eine
Ehene gestatten und stets der Seite cad parallel ‘bleiben: - Denkt man sich die beiden
Linien ab und ed unbegrenzt und eine unendliche Schaar von unbegrénzten Linien, die
wie'mn mit ab und-ed parallel sind, und die ganze Ebene, in der das Parallelogramm
abed liegty einnehmen, so werden auch diese moch immer die Verschiebungen  des
Parallelogramms abed in einer Ehene gestatien und : diesen zugleich’ mitunterworfen
Befindet sich .in der. Ebene des Parallelogramms irgend eine Figur, so nchme
mon an, die Punkte des Umfangs derselben ligen auf jener Schaar von Linien ; und es
entsteht die Frage, welchen Verinderungen wird die! Figur bei den Verschiehungen des
Parallelogramms unterworfen sein? — Die Elemente zir Beantwortung dieser ‘Frage
sollen in dem Folgenden entwickelt werden. i

Geht ein Punkt durch Verschiebung in eine andere Lage iiber, so soll dieser
neue Punkt der wverschobenme von jenem licissen: ebenso soll jede Figur, die durch
Verschiehung einer gegehenen entsteht, die .wersekiobene heisseén. . Auch soll die un-
endliche: Schaar der: parallelen Linien, die ‘wie mn! bestimmt sind;,und, welche: die
sanze Ebene des Parallelogramms einnehmen , kurzweg die Parallel. Sehagr heissen,

il § 2. y 3
Beschreibung des Verschiebungsralmens, .
1o Um eine’ sinnliche. Anschauung, von. der gpételltan Aufgabe zu .gc_-“.'innen, kanm

man -sich gines Instrumentes bedienen., welches ich. den, Ferschiehungsralmen ;nenne;

und dessen Beschreibung und Gebrauch hier mitgetheilt werden soll. s A
1%
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Der Verschiebungsrahmen abed (Fig. 2) besteht zuniichst aus zwei hilzernen
Leisten ad und be, in welche bei a. b. ¢ und 4 vier hilzerne eylindrische Axen fest
eingelassen sind — die Entfernung ad muss gleich be sein, — ferner ans den heiden
Leisten ab und ed, die bei a. b. ¢ und d durchbohrt sind, um jeme Axen aufnehmen
zu kinnen: auch muss ab gleich de scin. Genau in (lcr geraden Linien ab und ed
sind die gleichnamigen Leisten mit einer Anzahl ven, Lichern versehen, von denen
immer je zwei gegeniiherstehende gleichweit von den Drehungspunkten entfernt sind;
durch diese Luchi:r wird eine, lange Schour gezogen, wie die Figur 2 zeigt, so doss
jede ibergespannte Strecke derselben mit der Linie ad oder be parallel wird. Beim
Aunfziehen der Schnur zieht man aber auf jede Strecke derselben, die frei iiber den
Rahmen gespamnt ist, etwa fiinf Perlen, die sich mit Reibung auf der Schnur ver-
schieben lassen. Dann befestigt man die Enden der Schnur fest an den Rahmenstiik-
ken, und der Apparat ist nun zum Gebrauch geeignet. Es wird zweckmissig sein,
alle ‘Léisten des Rohmens gleich lang zu machen; so &n«:s abed in jeder Lage ein
verschobenes *Quadrat. ist.

Um den Verschiebungsrohmen in Gebrauch zu setzen, zeichne man irgend eine
Figur, die den Umfang dés Verschiehungsrahmens mieht iiberschreitet, aiif Papier, lege
den' Verschiebungsrahmen ' dariiber und riicke die Perlen, so dass sie 'sich iiber den
Umrissen der Zeichnung befinden. Beim Verschieben des Rahmens ergeben sich nun
die fraglichen Verindernmgen 'der Figur.

Beim Experimentiren migen die Schiiler zuniichst die \vrlmdertmgen unter-
suchen, ‘denen die mach: verschiedenen Richtungen aufgestellten graden Linien unter-
worfen | 'ﬁll‘td dann einige .einfache gradlinige Figuren and dapnverschiedene Kreise
derselben uxperimente!len Untersuchung unterwerfen nnd die Bemerkungen: daran kniip-
fen; die jeder Mensch von gesundem ‘Sinne selbst machen wird:

Anmerkung. Muan kann den Verscluehungsrnhmen auch so cinrichten, dass'man unmit-
telbar anf denselben mit' Kreide zeichnen kann wenn man die Schaar deriparalleldn Einien durch
Deriihte darstellt; deren jeder sich um'eingn Stift als Axe dreben kann, der senkrecht aunf den Leis-
ten und in der, Richtung zweier Drehuogsaxen des Verschiebungsrahmens hefestigt ist.  Die Drilite

kann man mit einem passenden Firniss iiberziehen und dann unmittelbar darauf zeichnen. So znge.
richtet eignet sich der Versehichungsrahmen besonders fiir versehicdene perspeetivische Untersnehihgen.

§ 3. Aelrsalz.

Jede grade Linie geht durch Verschiebung wieder in eine grade. Linie. iiber.
Zwei Strefken anf derselben werden in dcmﬁelbcn Verhiiltniss stehen, wie die  ver-
schobenen Strecken.

Anleitung zum Beweise. L jmbed (Fig. 3) stelle den Verschiehungs-
rahmen vor. Die Linie gehe durch die beiden Pumkte A und 4. so .denke man zu
diesen die beiden Linien mn und mn, aus der Parallel-Schaar und bedenke. dass der
Sehnitipunkt von &k, mit der Basis dés Rahmens, oder dass' » unnhhﬁng:g von der
Lage des Rahmens sein miisse. ' k%, 'muss also nach der Verschiebung noch llurch x
gch{m LS. W.
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IL. Denkt man sich noch eine zweite Strecke, wie &k, auf dieser Liniey be-
zeichnet sie durch KK, und das von mm, analoge Stuck mit MM, s0 wird Ay 1 WK,
= mm, : MM, sein u. s. w. /

Fragen: Wie kann man m,x herechnen, wenn blos mAy; m; & und mm, gegeben sind? —
Wekhalb ist = der Hussere Aehnlichkeilspunkt der Einien sk und w2 — Wie miissen die Punkie
& und J; liegen, damil der innere Aehnlichkeiispunkt in Kraft trete ?

,;'uqat.f Parallele Linien bleiben nach der Verschiebung auch parallel und
irgend zwei Strecken auf beiden behalten nach der Verschiebung noch dasselbe Ver-
hiltniss , wie vorher. — Beweis zu finden.

§ 4

Geht eine geschlossene Figur' durch 'Verschiebung in eine andere iiber, so
verhalten sich die Inhalte beider F:ﬂ':iren wie' die Hihen des Rahmens vor und nach
der Verschiebung.

Anleitung zum Beweise. Man beweist den Satz erst fiir ein Dreieck,
dessen Grundlinie der Basis des Rahmens parallel ist, dann fiir jedes Dreieck, weléhes
man als die Summe zwejer solcher Dreiecke ansehen Kann oder als deren Differenz,
und dann allzgemein. '

§ 5. s :

Nimmt man auf den beiden Linien 84 und SB fng. 4) zwei Plll’t]ii:tarqilze|1'1"eI
a und a;, b und b, an, denkt S8 fest, SA aber sich um den Punkt S drehend, und
fiir jede Lage, die SA einnimmt, die Transversalen ba und b,a, gezogen, so werden
die Verhiltmisse ma:mb und ma, : mb, unabhingig von der Lage SA sein, wo m den
verinderlichen Durchschnittspunkt- der beiden Transyersalen ba und b,a, hezeichnet,
und m wird bei der Drehung einen Kreis beschreiben, dessen Mittelpunkt (e) der
Schnittpunkt von SE mit einer Parallelen von S4 isf, die durch m geht.

Anleitung zum Beweise. Man sehe SB und SA als’ zwei Seiten des
Verschiehungsrahmens an, so ist me eine Linie der Parallelschaar (heim Verschiehungs-
rahmen giebt me die Lage einer Schnur an), und der Satz wird aus dem Vorhergehen-
den klar sein.

Zieht man nun noch jeine dritte: Transvérsale ayb, durch die beiden Linien SA4
und S&, so gilt natiirlich vin' den: beiden  Sclinittpunkten = und ¢ mit den ersteren
Transversalen dasselbe wie vom s man kann aber auch sagen, dass das Verhiiltniss
der, auf jeder Transversale abgeschuitienen Strecken wie etwa bg : gm unabhingig
von der Lage von SA sein wird, worans dann folgt] dass, wenn sich drei oder mehr
Transversalen .in einem - Punkte! schneiden, , sie' sich ' bei‘jeder Drehung von S4 in
einem Punkte schneiden miissen:

Hieran schliessen sich: noch folgende Bﬂmchtungen.

# 1) Denkt man sich in der Ebene ASB irgend eine gradlimige' Figur gegehen.,
g0/ kann man’ jede'Seite''derselben als. Transversale ' von SA andvSB ' anffassen. - Hilt
man nun die " Schnittpunkte jeder' Transversale ‘mit Sd und SB fest. und dreht SA4
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um den Punkt 8, so.wird hierdurch- die. nrpsriingliche Figur in eine neue iibergehen,
in welcher jede Seiter dureh. die iibrigen in Strecken getheilt wird, deren gegenseitiges
, Verhiiltniss constant ist.

2) Denkt man sich jeden Punkt der Ebene ASH als die Spltm eines Strah-
lenbiischels, . dessen Strahlen die. Linien S84 und S8 in den Punkten a, und b, schnei-
den, dreht SB um S um einen belichigen Winkel, verbindet' dann wieder jeden Punkt
a, mit . em  zugehirigen. b, , 80 gehen die urcprunghclwn Punkte in nene Punkte auf
dieselhe Weme iiber, ﬂ!a wczm sie auf dem ‘Ecrschlebungqm!:men ASRE ligen.

3) Nimmt man an, die beiden S[']lt.!]l\.el 84 und SB seien mit. elastischen
Schniiren iiberspannt, welche einer prupurtmnnlcn &uqdelmmlg uni ?mummenzmhuna
fiihig sind, so werden sich an den Kreuzungspunkten der Schniire hei der ]]n,]l]mg
von S# stets dieselben:materiellen -Punkte  befinden.

B Als specieller'Fall der vorigen Betrachtung verdient noch' der folgende. hervor-
eehoben zu wer den.
") ‘ Ist (Fig. 5) ca = cb, ed = ce und o der Sehnittpunkt der beiden Dmﬂ'ona]en
ae und db, ferner of parallel uiv parallel de, und man dreht den Schenkel cb, so wird
o, einen I\rer-. um g beschreiben, (om parnllel ac): ferner w ird oa:od stets gleich
sein ac : de, und der Winkel far- wird stets ein Rechter sein: mithin ent*;.tcllt der
bekannte Sﬂl? Stehen zwei Schenkel eines Winkels in constantem ‘i-erhnhm.-.s, S0
ist dar Ort der Spltm em Kreis u. s. w

¥ S Anme rI.'umr Vimmt man in dem Drclm‘lr ABC (Fig. 6) die Seite AC fest, ‘dic Seite 4B

aher um A deehbar wn’ mul selzt vorauns, die beiden Punkie £ und +" seien aul den beiden Seiten
.AC and A8 Cest; und nennt man dén Schnittpunkt: der Transversalen BE und Cy, o, so ‘sind die

J\uslll.lli‘ltf o(_'T wind fﬁ-' natiitlich ‘constant.  Zieht Im':in durch o zwei Parallelen mit AC und AR, so

ﬁndg[_ man dureh die cn!stcllcmleu a'hl:]ulit"ll Dreiecke :
oy By A8 o8 ety
f T ]d s 18 e
e TUHAR.T AC ol AC T By,
. Es ist zn. empfeblen, den Schiiler ;diesen, Satz_ ableiten und dorch Anwendung desselben
sowohl :leu ptolomiischen Lelrsatz iiler die Transversalen des Dreieclis, als auch iiber die harma-
mscl:cn Verhallrmsc der Dmr:mmlu; des Vierseifs (o) beweisen zu lassen.

§ 6.

Stellt 'abéd (Fig:'7) ein Parallelogramm vor, und denkt man sich alle Punkte
der Ebene anf eine Sehaar bezdgen, die: mit ad parallel ist, so kann man ‘jeden auf
das Patallelogramm’ abed hezogenen ‘Punkt p auf folgende Weise! auf das Parallelo-
gramm a;bed beziehen.” Man/ ﬂehn ‘durch denPunkt p.eine' Parallele: mit ad, Weh,i!lc
die Linie' de in's/'schneide; ziehe darch sieine Linie parallel: mit da, mache sp : np, e
da: da, , 5o ist py'der dem'Punkt po entsprechende Punkt in:der Ebene' a,bjed.

Es wird behauptet, dass die Punkte p durch Verschiebung in rlm Lage: der
Punkte p, iibergehen konnen..;Errichtet; man niimlich ini-den; Halbitungspunkten von
aay und . bb; die’ Lothe @y und, 84 und nennt!y und ¢ die Schnittpunkte mit de; so sind
beide Figureniyabd, wie:ya,bid Parallelogramme ,- die ineinanden durch. Verschiebung.
iibergehen kinnen,,sotidass.also gabd den Verschiebungsrahmen darstellt, welcher,

i




dureh! Verschiebung in die Lage vyabi4 iibergeht. Bezieht ‘man die"Punkte poanf yabd,
50 gehen' sie, wenn dies durch’ Ver«chlchunrr in ~a,b/d iibergeht, in die’ Punkte:p,
uber ‘Stelien die Linien aa, und b, senkrecht auf'de, so hefinden sich die Drehungs-
puinkte in der UnendlichKeit. Bezicht man also die’ Punhte einer Elene vermige einer
Schaar Paralleler’ auf einé zu diesen ‘senkrechte grade Linie'in der' Ebene; mdem man
_]e:len Puinkt ‘mit der' graden Linie durch eine jeéner Patallelen ‘verbunden denkt, wver-
indert hernach diese parallelen ‘Strecken mach einem bestimmten Verhiltniss,- indem.
mén' die’ Sehnittpunkte ‘mit dén Gradén unverindert ‘Lissts’ so wird ‘die 'sich eérgebende
neue Figur ‘als' eine solchie zu hetrachten séin, die aus der ersten durch Verschiebung
hery nrrreht und mithin auch den allgemeinen Gesetzen der Verschiebung geniigens

§ 7.

Nachdem die Veriinderung der Punkte auf dem Verschiebungsrahmen unter
den Hauptgesichtspunkten aufgefuast ist, und erkannt ist, dass die Verinderung, welche
grade Linien erleiden, durch ihre Bthtunw bedingt sei, wird es zweckmissig sein, zu
unn,r--uchen, wie [l]BHE Verimderung von Iler L:lgc ahhann-ln' ist.

UWir stellen’ mithin zunuchqt folgende Aufgabe!

Inder Ebene des 1'ers,cluelmng»rahmem bofindetsich -ein* Kreis 1 dio: Rudien
zufinden, die durch Verschiebung die gru-:aie leanwerunﬂ' und die grisste Verkiir-
zung erleiden. i : Yt

Zimiichst mehme man an, bei ller ersten Sra,l!!mtr rlc.-, Verschwbungsruhmens
seien die Winkel ‘desselben Rechte: ' Man “zielie nun tlurch den ‘Kreis (Fig. 8) -einen
Durchmesser [n parallel der Basis de und denke in jedem Punkte 'dieses Durchmes-
sers ein Perpendikel bis zur Peripherie (wie ¢/) gezogen. Setzt man nun me = .r
und e/ = y; so hat man

oy = ( »
wo r dLn Radins des Kreises hez{:ac[mvt (“cllt mm der Rnhmen {lunh ‘u-r-.t'hiclnuig
in die andere Lage (Fig. 9) iiber, so werden siimmtliche Linien ef unter sich paraf—
lel bleiben; bezeichnet man nun das verschobene mf, durch g4 so l‘it
= &'+ gy 2ap, -
wenn p_ die Prn,jectmn yon r;f auf, ma_bedentet und, der, Winkel mef (Fig. 9] ein btl]]fll-

pfer iste: Da nun @? 4 y* = 7% und| 2ip=2uy ( ) isty und ferner 2 ” eine. cunstante-

Zahl ist, wie man sich leicht iiberzengt, 80 ist p* = r* 4 2wy (—) und wird mit-

hin' ein Maximum; wenn xy ein’ Maximim' wird. E< handelt sich also um die Frage:
Wann wird «y ein Maximum, wenn a* 4 y? =—4®  Zu dem Ende denke man -.u‘h
iiber r eine Halbkreis ernrhtet. so werden dle Katheten jedes Pnr:phertewmkeh der
auf!'déin Halbkreis steht, zwei Grossen wiew und’ 'y " vorstelleny 2y wird abieriden
doppelten Tulialt ' des Dreiecks /darstellen , welehes von' den “heiden Katheteti hndlder
Hyi;uthenuse » gebildet wird. Damit d,;e%cr aber ¢in Maximum werde, muss die Hohe
auf » ein Maximum, d. h. = r werden; dann ist'» auch = y. Ist (in Fig. 8) me

= ¢f, so ist m/ parallel d'b wenn der Verschiebungsrahmen ‘ein" Quadrat ' lﬂt' | WO
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dann folgt, dass'die Linie der .grissten Verlingerung. stets mit der Diagonole des
rhombischen Ralmens parallel ist, die dem stumpfen Winkel gegeniiber liegt.  Durch
eine iihnliche Betrachtung findet maﬂ, dass. die Linie der grissten Yerkurzunb stets
mit d er  Diagonale ‘parallel. ist, ‘die;| dem spitzen Winkel des: rhombischen Rahmens
gegenitberliegt, nnd da die Dlnﬂ'nndlen eines Rhombus sich stets unter. rechten'Winkeln
schneiden., so folgt, dass dlﬂ Linien der grissten Yerlingerung und der
grumten Verkiirzang senkrecht auf einander stehen.

Hat. der. Rahmen bereiis eine schiefe Lage, so ziche man wieder den Durch-
messen’ parallel, mit der Basis des Rahmens , ziehe aber. die Linie,y parallel mit der
Seite des Ralmens i so st - i

1 = a® 4y + 2oy (z’l).
y
Durch Verschiebung erhilt man:
P = Al Y "‘!‘J("") -mithin ist

p= 2y [(‘"‘) ( )]

Da der Werth in der Klammer constant ist, so- muss aueh hier, goll g* ein
Maximum ‘werden, x = ¥ sein,; wodurch, man. dureh vollstandlge Betrachting 'den Satz
erhilt: Unter allenngraden Linien, die sich in irgend einer, Lage aunf
dem Verschiebungsrahmen befinden, stehen die Linicn, welche durch
Verschiebung die grisste Verlingerung und Verkirzung erleiden,
stots senkrecht anf einander und.sind immer mit den Diagonalen des
rhombischen Rahmens. parallel

§ 8.
Mann nennt die krumme Linie, in welche der Kreis durch \crqchaehnna- fiber-
'-"‘eht eine [Ellipse: derjcmgc BII[‘(!]II‘JIE‘:SBI‘ des Kreises , der die grisste ]crlungerung
bei der Verschiebung erleidet , heisst deshalh grosse Axe der Ellipse’, und derjemge
der die grus:.tc Verkiirzung erlculr:t die' kieine Axe derselben.
Zwei Ellipsén, die gleiche grosse und kleine Axen huben, sind congruent.
Zieht man nimlich durch rlcn Mittelpunkt o (Fig. 10) eines hrerl-".e*l im Ver-
schlehung‘im\‘lmen zwel senkrechte Durchmesser paraltel’ den DI’I"’DIIEI]EH und errichtet
in irgend einem Punkte m 'des einen ein Perpendikel ma bis zur Periphena ‘desi - Krei-
ses, 80 ist ' illl_“ mn?
debi va? o = ;
Bei der Verschiebung-bleiht der | \Winkel .omu ein Rechter ~und. es  verindern

mn
sich uuch die Quutmntcm und p nicht; nimmt man an, dass bei der 'Lerschjebung

o
o in-dy, obin B, ithergeht.,, femer om in.x, mn in. y, so. erhiilt man, fir  die., Ellipse
lmt. der, halben; gruﬁsen Axe A und der halben kleinen ‘Axe B.die Glemhung

"
Al

- .:‘I‘ + g =4,
woraus, der nbigg Saiz folgt. 1.,

L ]
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§ 9.

Denkt man sich in einem Kreise eine Schaar paralleler Sehnen gezogen und
verbindet ihre siimmtlichen Halbirungspunkte, so erhiilt man einen Durchmesser, der
auf jenen senkrecht steht. Der zur Schaar gehirize Durchmesser bildet daher auch
mit dem erhaltenen Durchmesser einen rechten Winkel, und die Tangenten, welche
man in den Endpunkten des erhaltenen Durchmessers errichtet, sind der Schaar eben-
falls parallel. — Daraus folgt fiir die Ellipse ebenfalls der Satz:

Die Mittelpunkte einer Schaar paralleler Sehnen liegen auf einem Durchmesser.

Zieht man durch den Endpunkt des Durchmessers eine Linie parallel mit der
Schaar , so ist dieselbe eine Tangente.

Zwei rechtwinklige Durchmesser des Kreises gehen bei der Verschiebung in
zwei Durchmesser der Ellipse iiber, welche conjugirte heissen.

Hat man zwei conjugirte Durchmesser der Ellipse und zieht mit dem einen
eine Schaar paralleler Linien, so werden diese durch den anderen halbirt.

In jeder Ellipse giebt es zwei gleiche conjugirte Durchmesser ; denkt man sich
die Ellipse durch den Verschiebungsrahmen -entstanden, so sind dieselben mit Basis
und Seite desselben parallel.

§ 10.

Aufgabe. Es ist die grosse und kleine Axe einer Ellipse gegeben: man
soll die Richtung der Basis und Seite des urspriinglich rechtwinkligen Verschiebungs-
rahmens finden, anf welchem man sie durch Verschiebung eines Kreises entstanden
denken kann.

Auflosung. Der Rhombus, von dem die grosse und kleine Axe Diagonalen
sind, ist der Verschiebungsrahmen.

Die Durchmesser, welche mit den Seiten des Rhombus parallel sind, sind die
heiden conjugirten , welche einander gleich sind.

§ 11l

Es ist ein Durchmesser der Ellipse gegeben; man soll den conjugirten finden.

Anleitung zur Auflosung. Verbindet man die Endpunkie zweier senk-
rechter Durchmesser eines Kreises (Fig. 11a), so entsteht ein Quadrat. Zieht man
durch den Mittelpunkt o noch zwei senkrechte Linien mn und pg, so kann man leicht
beweisen, dass die alternirenden Stiicke der Seiten gleich sind (ma = dg = cg = bn;
dn = ¢q = bp = an). Verbindet man also die Endpunkte der grossen und kleinen
Axe (Fig. 11b) und bestimmt auf jeder Seite des entstehenden Rhombus einen Punkt,
so dass die alternirenden Stiicke gleich sind, so liegen je zwei gegeniiberliegende
Punkte der Seiten auf einem Durchmesser und alle vier auf zwei conjugirten Durch-
messern. — Hiernach kann auch die Aufgabe gelist werden: An einen gegebenen
Punkt der Ellipse eine Tangente zu ziehen.

Anmerkung, Sind stalt der beiden Hauptaxen zwei conjugirte Durchmesser gegeben,
so ist dns Viereek, welches dieselben zu Dingonalen hat, kein Rhombus, sondern ein Parallelogramm.
Wie kann man mit Hiilfe eines solchen Parallelogramms zu einem Durchmesser den conjugirten
finden? Und wie heisst der Saiz' von den allernirenden Abschnitien? . >
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§o b2,

Jedes Parallelogramm, dessen Diagonalen zwei conjugirte Durchmesser sind,
hai einen Inhali gleich 248, wenn A die halbe grosse und £ die halbe kleine Axe
bezeichnet.

Beweis, Im Kreise haben alle Parallelogramme, deren Diagonalen 'zwei
rechiwinklige Durchmesser sind, einen Inhalt gleich 2r*; wenn r den Radius des
Kreises bedeniet, und da diese alle durch Verschiebung wieder in unter einander
gleiche Parallelogramme iibergehen miissen (siehe § 4), und das Parallelogramm, des-
sen Diagonalen die beiden Hauptaxen sind, gleich 248 ist, so ist der Satz bewiesen.

§ 13,
Der Inhalt der Ellipse ist gleich 4 B =, wenn A die halbe
halbe kleine Axe bezeichnet.
Beweis. Indem bei der Betrachtung des vorigen Paragraphen 2r* in 248
iihergeht, geht der Kreis in die entsprechende Ellipse iber: man hat daher. wenn

man den Inhalt der Ellipse mit £ hezeichnet:
202 2AB = v E(§ 1),

grosse und B die

woraus der Satz folgt.
§ 1L

Die Summe der Qnadrate zweier conjugirter Halbmesser der Ellipse ist constant
und gleich A4* -+ B, wenn A und £ die halbe grosse und balbe kleine Axe bezeichnen,

Beweis. Sind or und b zwei rechtwinklige Halbmesser im Kreise o (Fig. 12)
und man zieht auf irgend einen Durchmesser mu die senkrechten Linien ad und be, 80
sind die Dreiecke aod und boc congruent. Ist mn der Basis des Rahmens parallel. so
erleidet bei der Verschiehung doe keine Verimderung. Setzt man nun or= wx, ¢h =y
und nimmt an, dass bei der Verschiebung & in 2, a in « iihergeht, so wird

03 = a* + y* 4 2ay (f-) und
¥

et . : ol
oa' = 2 4 y* — Zay (i_)
sein, wenn p und p; die Projektionen von « und 2 auf ma bezeichnen. Da nun
Py = L ist, so folgt durch Addition
x ¥
o5 + ga® = 22 + 2y* — 7r%
Mithin ist die Summe der Quadrate zweier conjugirter Halbmesser constant etc.

§ 14,

Sind oa und ob die conjugirten gleichen Halbaxen (Fig. 13), und zieht man
eine Sehne de parallel oa, so stellen die Radien oc und od der Grisse, aber nicht der
Lage nach zwei conjugirte Halbmesser vor. Es ist niimlich' 6¢* 4 od* = 2em? 4 2mo®.
Da aber om und mc bei der Verschiebung ihre Grisse nicht dndern, so ist om?® - me?
= 72, mithin o¢® 4 ad®* = 2r*, wo r den Radius des Kreises bedeuntet. aus dessen
Verschiebung die Ellipse hervorgegangen ist, wenn die urspringliche Lage desselben
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rechtwinklig war. Schligt man mithin mit oe und od zwei Kreise um o, so werden
diese die Ellipse in acht Punkten schneiden, welche auf vier Durchmessern liegen,
von denen je zwei conjugirt sind.

§ 16.
Aufgaben und Sitze iiber das Vorhergehende.

1) Von einer Ellipse sind die grosse und die kleine Axe der Lage und der
Richtung nach gegeben, die Schnittpunkte einer Geraden mit der Ellipse zu finden.

2) Der Schwerpunkt einer verschobenen Figur ist der verschobene Schwer-
punkt der urspriinglichen Figur. Denn der Schwerpunkt des Dreiecks ist der Schnitt-
punkt der Mittellinien: die Mittellinien bleiben aber bei der Verschiehung Mittellinien,
mithin ist auch bei der Verschiebung ihr Durchschnittpunkt der Schwerpunkt des ver-
schobenen Dreiecks.

Jedes Viereck kann man sich in zwei Dreiecke zerlegen. Theilt man die Ver-
bindungslinie der Schwerpunkte der beiden Dreiecke umgekehrt nach dem Verhiliniss
der Inhalte der Dreiecke, das bei der Verschiehung stets dasselbe bleibt, so erh:lt
man den Schwerpunkt des Vierecks, der daher bei der Verschiebung in den Schwer-
punkt der verschobenen Figur iibergeht.

Jedes Fiinfeck kann man sich in ein Viereck und ein Dreieck zerlegen etc.

3) Vier verschobene harmonische Punkte bleiben nach der Verschiebung har-
monis ch.

4) Ein harmonisches Biischel bleibt durch die Verschiebung harmonisch.

5) Die Siitze von Pol und Polaire gelten auch fiir die Ellipse.

6) Ist die Ellipse tbe (Fig. 14) gegeben und ein Punkt « ausserhalb der-
selben, und man zieht von « eine Tangente at und eine Sekanle abe, so ist, wenn man
die mit diesen beiden Linien parallelen Radien der Ellipse mit 4 und r bezeichnet:
r-!-'-!-":,m:%':;._ da heim Kreise n—bﬂ*“—r :%5 ist; wenn r den Radius des Kreises bezeichnet,

4) Hat man die beiden sich sehneidenden Ellipsen tbe und bf,c (Figur 14)
und zieht man die gemeinschaftliche Sekante abe, so ist in der einen Ellipse

ab ., ae ai® ab , ae . al?
———— = — in der anderen ——45— 5
r e Ty F1
wenn r, und p, die der Sekante und der Tangente parallelen Radien der Ellipse &¢,¢
4 RS al> g ! at e
¥ . — g T e— — = 8
hezeichnen ; mithin ist i g ~5 oder ot e

8) Zwei concentrische Ellipsen haben stets zwei und nur zwei gemeinschaft-
liche conjugirte Axen.

Denn denkt man sich die beiden Ellipsen auf einem Verschieblmgsr&hmen, dessen
Seiten den conjugirten gleichen Halbaxen der einen parallel sind, und verschiebt den Rah-
men bis diese Ellipse in einen Kreis fibergeht, so hat der Kreis mit der andern verscho-
penen Ellipse nur die beiden Hauptaxen der Ellipse als conjugirte Axen gemein. Ver-
schiebt man nun den Rahmen, so bleiben diese fiir beide Ellipsen gemeinschaftliche
conjugirte Axen ete.

L o
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