Aufgabe. Zwei Rollen A und B sind durch eine massive Stange, welche
mit den Achsen der Rollen eine gerade Linie bildet, fest mit einander verbunden
und durch einen feinen Metalldraht bifilar so aufgehiingt, dass sie sich um den
Mittelpunkt der Verbindungsstange in der Horizontalebene, drehen kiénnen. Der
Metalldraht geht von dem einen Aufhiingepunkte hinunter bis zum Mittdlpunkte
der Verbindungsstange, dann dieser parallel bis zur Rolle A, welche er mehreremal
umkreist; daranf wieder der Verbindungsstange parallel zur Rolle B, und nach-
dem er diese mehreremal umkreist hat, zuriick nach dem Mittelpunkte der Ver-
bindungsstange , und von da lothrecht in die Hihe nach dem zweiten. Aufhiinge-
punkte. Zu jeder Seite des Rollenpaares A B befindet sich ein anderes solches
Rollenpaar A, B, und A, B,, welche sich jedoch nicht drehen kiénnen, sondern fest
sind und in gleicher Weise mit Leitungsdriihten umwickelt. Gehen alsdann elek-
trische Stréme durch die Drihte der drei Rollenpaare, so werden die Rollen A
und B von den vier iunsseren Rollen angezogen oder abgestossen, also in der
Horizontalebene um den Mittelpunkt der Verbindungsstange gedreht werden. Es
soll die Kraft bestimmt werden, durch welche diese Drehung bewirkt wird.

1. Es sei ds, ein Element des Stromes s,, welcher um die Rolle 4, und ds ein Element
des Stromes s, welcher um die Rolle 4 herumgefiihrt ist; der Strom s, habe die Intensitit #
und der Strom s die Intensitiit ¢: so sind die Elektrizititsmengen, welche sich in jedem Augen-
blick in den Elementen ds, und ds befinden, entsprechend <,ds, und 7ds, und die Wirkung des
Elementes ds, anf das Element ds ist zunfiehst dem Produkt idds,ds proportional. Ferner
hiingt jede elektrische Wirkung von der Entfernung und die Wirkung zweier elektrischen Stréme
auch noch von der Richtung dieser Strime ab. Es sei daher » die Entfernung des Elementes
ds, von ds, ds, bilde mit » den Winkel &, und ds mit » den Winkel e, und endlich sei » der
Neigungswinkel der beiden Ebenen (rds,) und (r,ds); dann ist die Richtung des Elementes ds,
gegen ds eine Funktion der Winkel e, ¢ und »; und die Wirkung des Elementes ds, auf das
Element ds wird
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wenn wir nimlich annehmen, dass diese Wirkung irgend einer Potenz der Entfernung umgekehrt

proportional ist; wozn wir berechtigt sind, weil wir wissen, dass die Wirkung der Friktions- fi
elektrizitit umgekehrt proportional ist dem Quadrat der Entfernung., Fiir den Fall, dass ds, d
und ds mit » zusammenfallen, ist ¢, —ae=wv =0, und somit die Funktion S (&, e, v) gleich is
einer Konstanten ¢; also die Wirkung v
i idsds
(1) mo
Fiir den Fall, dass ds, und ds in einer Ebene liegen, und beide auf » senkrecht stehen,
also ¢, —a=90° und » =0, wird f (@, «,»)=1, und wir erhalten fir die Wirkung von ds, d
|
auf ds den Ausdruck ]
i,cls, s | &
(2) —hie u
Denken wir uns ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen X-Achse mit » zusammen- £
fillt; daranf senkrecht in der Ebene (r,ds) die ¥-Achse und auf beiden senkrecht die Z-Achse,
und bezeichnen die Projektionen der Elemente ds, und ds auf die drei Achsen entsprechend L
mit @, y,, 7, und mit @, g, z; so ist
w, = ds, €08 e, &= ds cos a,
¥, = ds, 8in &, cos v, Y = ds sin ¢,
z, = ds, sin e, sin », z—o: BC
und wir konnen, ohne dass die Wirkung sich indert, fiir die Witkung der Elemente ds, und ds
die Wirkung ihrer Projektionen substituiren, die wir der Kiirze wegen mit (w,2), (y,2), (), 1
(=), () und (zy) bezeichnen wollen'). Es verschwinden aber die Wirkungen zweier Stromi- al
elemente, deren Richtungen auf einander senkrecht stehen; d. h. die vier Komponenten (y,),
(z@), (wy) und (2y) sind gleich Null, und es bleiben als wirksam nur iibrig (@a) und (y,y).
Nach (1) ist nun
(&2 = i,icls,cl8 ¢08 ¢, cos ¢
PAAITE i =R 1
und nach (2) (y,y) = “2% **'“;-1 By,
somit die Totalwirkung des Elementes ds, auf ds:
r_ didsd ; ;
3 W = "2 (0. cos &, cos & 4 sin @, sin e cos »).
=
Zur Bestimmung von » muss?) der Ausdruck (3) unverindert bleiben, wenn wir mds,,
mds und mr setzen fiir ds,, ds und r: wodurch derselbe iibergeht in
i i, ids,ds A -
——" " (e. COS rz, COS - ] 3 ),
e (¢. cos n, cos @ - sin «, sin @ cos ¥)
. : ; m? .
Dieser Ausdruck ist aber dem Ausdruck (3) nur gleich, wenn T i 1, also n = 2 st u
und wir erhalten
L id ; ;
4 W= '—%‘3’ (c.cos @, cos & - sin e, sin e cos »).
W
1) Die Wirkung eines geradlinigen Leiters ist dieselbe, als dic Wirkung eines audern Leiters, welcher mit <
jenmem zwischen denselben Endpunkten ausgespannt ist und beliebige aber sehr kleine Aushiegungen macht.
2) Die Wirkung zweier dhnlicher Leiter anf einander bleibt ungeiindert, wenn ihre Dimensionen in demselben a

Verhiiltnisse veriindert werden, in welchem sich ihre Entfernung éindert.
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In Betreff des Vorzeichens wollen wir die Kraft als positiv bezeichnen, welche die Ent-
fernung der beiden Elemente zu vergréssern strebt. Nehmen wir deshalb an, dass die Elemente
ds, und ds parallel und ihre Strome gleich gerichtet sind; so findet Anziehung statt, und es
. h e y iid ;
ist ¢, == 90° und » = o; also nach (2) die Wirkung gleich — '—‘g.'f—s: d. h. in (4) ist den

r i &
vor der Klammer stehende Faktor negativ, und wir schreiben:
r__ — igdad
W= —‘ 2 (e. 008 @, €08 & - sin @, sin @ cos ») ¥).

Um dem vorstehenden Ausdruck eine bequemere Form zu geben, denken wir uns aus
dem Mittelpunkte einer beliebigen Kugel drei Radien parallel mit #, ds, und ds gezogen; so
erhalten wir auf der Oberfliche der Kugel ein sphiirisches Dreiecls, in welchem zwei Seiten e
und e, und der von ihnen eingeschlossene Winkel » ist; und wenn wir die dritte Seite mit
£ bezeichnen, so ist

€08 & = COS @, COS & = sin @, sin @ cos »:
wodurch der Ausdruck (5) die folgende Form erhiilt:
i icds,d
W= — "‘1_.: s{ cos & 4= (¢ — 1) €05 &, cos « |.

Sind jetzt @, %, 2, und @, y, = entsprechend die Koordinaten der Elemente ds, und ds,

50 ist

=(2:r =", ‘r}: + (fp'! —3,'}1+ (zr S 3}::
und es hingen =, y, % allein von der Lage von ds, und @, y, = allein von der Lage von ds
ab. Differenziren wir daher die letzte Gleichung zuerst mach s, und dann nach s, so erhalten wir

ar z 2o 23 da, ""."-l'r \ =,
r O e = XS = ) o,
) 39" . .rfy rL
BT — ('"_q\] T + W~y o + (5, —2) qa
und daraus g; = c08 @, und ‘]: = — oS @
r Q

Differenziren wir die zweite der Gleichungen (7) noch einmal nach s,, so ist
2 dr r) __ de dz, [3_; r!:,r‘ dz :3:, i i A8
~(am i) =Eatd et = e
Diese Werthe in den Ausdruck (6) quh-:-,tltuu , 80 geht der elbe iiber in
7 o fideds JI*r or dr
W= [ dsde + ¥ as, ;EJ'

Multipliciren und dividiren wir ,]utzt durch #c-1, so wird
1 ids,ds 3 2 o

K : LV s
W= “rel "]_g";g + 4E8Y ]']1* 35)
und wir haben in der Parenthese ein vollstindiges Differential, niimlich
A de
| BT e ey
wodurch wir fiir W die folgenden Formen erhalten:

#) Aus dem negativen Vorzeichen folgt natiirlich nicht, dass der Werth des ganzen Ausdrucks negativ ist ;
denn der Faktor in der Parenthese kann nach den Werthen von ¢ty ¢ und » sowohl positiv als negativ sein,

(6)

—
=1
L

(C)
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3 o .
[ J':c‘-!_-';-'_-ii —— ", oder auch
1 (7]
(€)) af 9
W bidsds _( E’.
T e+l ds,
Weil aber g; = — co08e, 50 kinnen wir auch schreiben:
10 Hras L iidsds A+ €cos ) ’
10) i e o

In dieser Form wollen wir den Ausdruck benutzen zur Bestimmung von ¢. Die Wirkung
von ds, auf ds hat die Richtung ». Wir erhalten daher die mit ds parallele Komponente dieser
Wirkung, wenn wir (10) mit cos « multipliziren; und daraus die betreffende Komponente K der
Gesammtwirkung des ganzen geschlossenen Leiters s, auf das Element ds, wenn wir in Bezug
auf den ganzen geschlossenen Leiter s, integriren: also

. eos ¢ d( rfcose)
K= — -a,-.-rfsj —Fl % ds,.

Diese Komponente muss verschwinden*), und wir haben zur Bestimmung der Konstanten

¢ die folgende Gleichung:

cos & 9 rCcose)

— t,ids = 9;‘— ds, = 03
it 1 (r Ceose)®  2rCcos e A r ©cose)
oder weil T R s 7 %, :
— iids 1 I(r ¢ cone)? —_—
g0 auch s f e —-—“Tm— ds, — o.
2
Es ist aber _93 (7 ¢ cose)” __?c_[ t._. 1 (7 ¢ cos )’ —(2e41) (_"”c “”_S_“:I:. dr
‘ s, S T s, : P M P

2 (1] » 2
Tk [{T:ﬁ%;)l: of ﬁﬂi%ﬁt{#?’;zg,_(zg+i) ‘/1(—32—‘};‘—) o @y folgich
— dids 1 A re cos «)?

_ o —dide ([ (#° coae)rT]® X '[:"r"‘:cclsg']2 Ir s
s S, = T [ et [T a | =

AV e ¢ =10 .
Hierin ist (L‘,'ﬁ_; ) =0, weil der Leiter-s, geschlossen ist, und daher die obere
r o .

und die untere Grenze zusammenfallen. Daher muss
— 1 §dds (2(14-{)' (:EE:E—;E gi dii = o
sein. Nun kann der Factor %4ids nicht verschwinden, weil dann iiberhaupt von keiner Wirkung
die Rede sein kinnte; und dass das Integral wenigstens nicht fiir alle Fille verschwindet, davon
itberzeugt man sich leicht; folglich ist
241 =0,d h. c=—1;
und wenn wir das auf (9) anwenden, so erhalten wir

4) Die Resultante eines beliebig geformten aber geschlossenen Leiters auf ein beliebiges Element eines
andern Btromes steht senkrecht auf dem Element,
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W= hidsds (V 3")

Vo ey oder auch
1 ar
0 )
sy L ot
Vi s,
Es seien wiederum «,, 7,, 2, die Koordinaten des Elementes ds, und @, y, z die Koordi-

naten des Elementes ds in Bezng auf ein beliebiges rechtwinkliges Koordinatensystem; so haben
&=z

wir, um die Komponenten X, ¥, Z der Wirkung ¥ zu erhalten, den Auﬁdruck(il}mit-_.fT

W=

AT 5TF gy multipliziren®), und es werden die Komponenten der Wirkung des Stromes
r r

s, auf das Element ds folgende Werthe haben:

T )
Y:._..,,"{ds/'.fl—!a' (,/r :;:)

2

Ve o, L
= V1 5)
Z=—ua da J St B g
Ve d,
Jetat, ist wdv =3 d (w) + & wd (& .),
o S
folglich fu g; ds—.1 [151)] + : /uz 0 (} u ) ds, .
ds,
Setzen wir daher V — = u und V' & = v, so erhalten wir

r ar
X = —iids % i [:r—:r: m-] 2L /{f.-x}‘ x,—rc Eis) ds,

Weil aber s, ein geschlossener Strom ist, so wird, wenn wir dze Grenzen einsetzen, das
erste Glied in der Klammer gleich Null, und

. r dr
X=— 3 iids [ o = fifs,

e FAR A
Aus (7) erhalten wir aber
O y—y dy s—% dey |
@, —x g +.u—9"d¢'+9-'—”.ccis i

und wenn wir diese Gleichung nach s, dlﬂ’cl'enmren und mit &=

ds, multipliziren, so

o or
(9:,;:.,-]'3 . (;'—_as_:r % ) ds, :.%l[ E.{zr_z) ‘ETJ_ ["‘t':_"y) Jz! ( :‘;“:"-' ' {'.L‘,-“.T) dy."_‘ 1’.‘,'3 —‘F) dﬁ; ‘ ji'.]p

5) Dabei denken wir uns ds dem Anfangspunkt des Systems niher als ds; dann wird die Wirkung die
Koordinaten des Angrifispunktes verkleinern, und wir haben das negative Vorzeichen zu schroiben.
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Dies auf (12) angewandt, ds unter das Integralzeichen geschrieben, und fir ¥ und Z
dieselben Entwicklungen gemacht, so erhalten wir:

X =i 9',:'/--;3[ ; (2, — z)dw, —(x, —x)dz, I dz — I(.r, —a)dy,— (y,—y)d=, E u’y] :
Y—="—1 2.’{_/}:3[ } (oo, — ) dy, —(y,—y ) e, ! dx — i (y,— dz,—(z, —-3)(?3;,% d.z] ,
Pinh = z',z/;lrt [ i (=) dz,— (z,— )y, l dy— ‘ (2—2) dix, — (w0, —)dz, :J:::] .

Dies sind die Komponenten der Wirkung eines geschlossenen Stromes s, auf ein Element
ds eines beliebigen andern Stromes &, der geschlossen sein kann und auch nicht.
2.  Setzen wir

!2_ {3 — 3 {f:,?‘rr;,—r:) dif, oo .d,
i
g, —2) doy — (,—m)Vlz,
(14) {liiop=—n g
; /' (—a) dy—(y—yds,  __ o,
3 S ey

s0 lassen sich die Ausdriicke (13) unmittelbar also schreiben:

(15) X = 7 (Cdy—Bdz), Y = ii(ddz—C0dx), £ = &i(Bde—Ady);
und wenn wir eine Richtung D' annehmen, welche mit den Koordinatenachsen Winkel hildet,
A H e

deren Kosinus entsprechend die Werthe haben; so nennt man die Richtung D die

D) =sD
Direktrix des Stromes s, und die Grissen 4, B, C die Komponenten der Direktrix. Die
Ebene, welche durch » und das feste Element s, bestimmt wird, heisst die Radiusvektorebene.
Dann seien e!, 8t ' die Kosinus der Winkel, welche die Normale der Radiusvektorebene mit
den Koordinatenachsen bildet; # das Perpendikel von dem Anfangspunkt der Koordinaten auf
die Radiusvektorebene; so erhalten wir:
', 'l’“ By + 'z —mn 2,
a'c + gy 4 5 — n 0,
woraus a'de, 4 8'dy, + y'ds, = o,
uhd a'l@,—) 4 By —) +r'(zm—s) =o0;
hiezn noch o 4 g 4 ' =1, ;
g0 haben wir drei Gleichungen und finden daraus:

Il

aj — z {Z'-—-:‘-;} ffy.l_ [:y.r"_ff) (EZ, i}
ﬁ‘ — ;("{"J_'T.J dﬂ,'—* {Z'-— .?) {?'.J"i ! ¥

= } Gy, — ) de, — (x, — ) dy, ; ;
= e 2 1 = 2 —_1__
V { (3—y)dw,—(0,—a) dy, ; =i : (=) dz,— (25— D), ; it ! (2, —2)dy,—(y,—y)dz, ]
|

2
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Nun ist aber
(z,—a)? & (y,—y)? + (5,—2)* = 1%,
| (-:3 ) 4+ (dy) 4+ (d::,')‘ = (ds)%,
(e, — x)dae, -y, — J)dj,-[— —z)dz, —rcose,ds,;

| =omit

= 1
FI = ?'*illil 0, fl‘..‘!' 4

—

a'r sin e, ds, = (z,—2)dy,—(y,—y)dz, ,

B'r sin w, ds, = (&,—x)dz,—(5,—7)dx, ,

= (y,—y)dz,— (&,—a)dy, ; und deshalb nach (l-i;
ol oy _-_J"‘.“ sm. e, ds,
| e T ]
Aber 1 rsin e, ds, ist das Dreieck, welches durch », ds, und den Punkt =y 2z bestimmé
! wird; und weil ' der Kosinus des Winkels, den die Normale der Radiusvektorebene mit der
Z-Achse bildet, d. h. der Kosinus des Winkels, welchén die Radiusvektorebene mit der X¥-
Thene bildet: so ist L ' sin , ds, die Projektion des betreffenden Elementes der Radiusvekfor-
ebene auf die XY-Ebene. Denken wir uns daher den ganzen Strom s, auf die XY-Ebene pro-
jicirt und legen den Anfangspunkt der Koordinaten in das Element ds; dann ist das Dreieck,
welches entsteht, wenn man die Endpunkte der Projektionen des Elementes ds, mit dem An-
fangspunkt der Koordinaten verbindet, gleich unserem schon bestimmten Dreieck & 7y sin «, ds,,
Bezeichnen wir mit w die Projektion von » und mit ¢ den Winkel dieser Projektion mit der
X-Achse, dann kann man offenbar y'ds, ansehen als das Bogenstiick eines Kreis:s, der mit w
um ds beschrieben ist, und erhilt

7'r sin o, ds,

|

=

Tk ¢ A1)
L rylsin o, ds, '_T—;L:; = % wdy, und daraus
' == “wtd iy

.

worin die Integration auf den ganzen Strom s, auszudehnen ist. Nun entspricht aber jedem
Element ds, ein anderes Element, welches man erhilt, wenn man die Projektionen der Radius-
vektorebene, welche nach den Endpunkten des Elementes ds, gezogen sind, verlingert, bis sie
die Projektion der Stromkurve zum zweitenmal schueiden; bezeichnet man die den zweiten
Durchschnitten entsprechenden Werthe mit w, und =,, und die Werthe von 1, welche Radien-
vektoren zugehoren, deren Projektionen die Projektion der Stromkurve beriihren, durch i, und
1)y 3 80 erhilt man

/ J"'-]:_I.i'b _fvr- g +/m r.Irh 4, /{ ,_l:) LF!J-_'!‘ mnd

1oy
n,*

—,.-x ! ff .

Der vorstehende Ausdruck gilt gmn: allgummm ohne jede Voraussetzung. Jetzt aber
wollen wir den Strom s, unendlich klein annehmen und deshalb, wenn wir
w, = w =4 dw und 7, = r o dr
setzen, von den Inkrementen dw und dr nur die ersten Potenzen beriicksichtigen. Alsdann er-
halten wir
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:TH.:: 5H (“"+ dw)‘z(""‘d" ).;3 = (?"1‘|‘? ”’ff'”")( = 3 4dr) = g + Ei—? w e dr, und somit

e
= il
i— 1'5/ wdn (T_, =R ;qu:'.-) dr,
‘fol
Driicken wir dw und dr durch die Koordinaten aus, so
wdw = xdx, 4 ydy, md dr = % (wdx, 4+ ydy, + zdz).

Ferner ist igy = :f, und wenn wir den unendlich kleinen Strom als das Element einer
Ebene ansehen, so haben wir noch die Gleichung der Ebene des Stromes
i 4 T B
. @ + b + =g i,
wenn nimlich @, & und ¢ die Abschnitte bedenten, welche durch die Ebene des Stromes auf
den Koordinatenachsen gemacht werden, Differenziren wir jetzt auch die beiden letzten Gleichun-
gen, so erhalten wir
dip  _ wdiy,—yde, dx, dy, da =
'J:—_.J{.T-— —m..:""— und 5 + EL -I-- = 0.
2 o, )2 -
Aber es ist cos "y :(:U-), daher w*dy — &, dy, — w,dx,; und wenn wir bedenken, dass
3 von den Dimensionen des umendlich kleinen Stromes abhiingt, also dy = o ist; so haben
wir folgende vier Gleichungen:
1
dr = = (i, die, <+ 31,dy, 4+ 2,dz),
wdw w,dae, 4 y,dy,;
(4] .l'ﬁfyr —y,rr'.a'”

=g dy, dz, s
o= A - + =*; und daraus

e

o lap L andn 1L dw ;
o — = dy = == dz, = o (z;—c).
Substituiren wir diese Werthe in die erste der vorstehenden Gleichungen, so
dir i
dr = 333'1-'}'31‘4"*]'-2; (f’—’r—c}l = (r*=—ez) el
Bl
S % - und deshalb
dw 710 ]
J=r— ;/ :.d- — i:—i') wdwdi.
Da der Strom unendlich klein isf, so konnen wir » und 2, als konstant fiir alle Werthe
von 1 ansehen und konnen schreiben

Wy
el (—:d — :::%)/Jr}r}?#tf!f}.
.ifa,
l!'l','1
Jetzt ist / wdwdy der Flicheninhalt der Projektion des unendlich kleinen Stromes. Be-
L1
zeichnen wir daher diesen Inhalt durch A, das Perpendikel vom Anfangspunkt der Koordinaten

auf die Ebene des unendlich kleinen Stromes durch p, und durch e § 7 die Winkel, welche p,
mit den Koordinatenachsen bildet, so wird

auf
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wjiwd-:p = A, co089 p, = acose = beosi = ccosy; und wir erhalten
i C=—1%), {5;0:4,’! — :—;f_ﬁf—"). In derselben Weise
B—_11 (F::;_C = '*{r)
Ay (SR,

Dies sind die Komponenten der Direktrix eines unendlich kleinen Stromes s, in Bezug
auf ein Element ds eines andern unendlich kleinen Stromes s. Es ist aber
T, = p,C0S &, ¥ = p,c0sf, 2 = p,cosq; deshalb

oy, 5 _‘33!1_.. e D A
511; — C08 & df’- —— COBE.C ':'P_- — 'C08 '
ferner p, = @, cos & 4y, cos & -4 7, cos 7,
da, dy, s, 8 v dies in (17 Motk toan:
also p, = =, _'3}'-*:+ ¥, aPT-}—'z, 3p. 3/ und wenn. wir dies in (17) substituiren:
1 dz, B e oz, dyy Oz
== 1 | Saicad o] BB Feriiatad 94 fiiilh
-‘1 S J"; : 9"3 apl T\ (‘rr apl +?}.' IJJF‘ + z' aPF) 1 :

iz, or

: dz, dy, iy
Weil aber 013,_+ Y op +5=; =

(D)

S0 1 *31?, 3z, Or Pl - =/ :
g0 o A=—13 (r, e ﬁy:)__ 34, —,—— Ebenso
¥ iF!
- g (rﬂ' } s 3 4 [ 2 )
B:—,J.,v—-ap_ : 0= — %4, s

Verschieben wir jetzt das Koordinatensystem parallel mit sich selber, bis der alte An-
fangspunkt in Bezug auf den neuen die Koordinaten x, y, = hat; so werden die Komponenten

der Direktrix
il y—8 3 (.fef__
0(1‘3] .E_—' Ja_(‘.l'd__) G___h_li_‘li)
f]ﬁ;. i W i ap, ! ST Tl dp, :
Diese Werthe in (15) eingesetzt; so erhalten wir fir die Komponenten der Wirkung
eines unendlich kleinen Stromes s, auf ein Element ds eines andern unendlich kleinen Stromes s,
wenn wir bedenken, dass @, y, =z von p, unabhingig sind, und wir deshalb dw, dy, dz unter
das Differentiationszeichen nach p, schreiben konnen, die folgenden Ausdriicke:

s ) a [f“a 1 (= E]Jy:jy;—mlﬂ: : ]

-

ap,
e 5
o L 6_[ =3 * (:.-,—:.rr_m";,—(z:_.z].d‘_-,,‘r J
ap, :
= ENa
Z=—4% R K [ ;f-":i*’_r—ﬂl “'_-T{J;
i

(17




(18)

10

und hieraus durch Integration nach s die Komponenten der Wirkung eines unendlich kleinen ge-
&r g g

schlossenen Stromes s, auf einen unendlich kleinen geschlossenen Strom s:
X==2iil
Y—=—147]

Zl=—13iid,

a F‘s:'":'dy—]ytu‘f']dz
s Ry
d (2, —x)de — (2,—=}
i}_P_. 3 B -

a (y,— y'de—iz,—z\dy
ap, .S | s &

Die hierin vorkommenden Integrale sind nichts anderes als dic negativen Komponenten
der Direktrix des zweiten geschlossenen Stromes s, wie man aus der Vergleichung mit (14)
sieht. Bezeichnen wir daher die den Grissen 4, und p, in Bezug auf den Strom s entsprechen-
den Grissen mit 2 und p, so erhalten wir analog den obigen Entwickelungen:

5
¥

und darnach

(asldy—(y, - yldz __ 2 8 (o —
Ee b t:'p 2 T) 1
(e—e)ds - (5 —-gldy,, . 3. 10, ’f--y)
r b =
-!y._.y}&m—(mr--—xh{y T __5 (z, A
B e -l T |
. kA ik -
2 i SRS BE = ‘_._)
2 ?r't ‘?f‘i" [}P‘JP 4 1
P o Y, =1
Fl — 1 SR =¥
Fi = Lol Ad rip,ﬂp" = J,
Fhi— S e i

s ()

Dies sind die Komponenten der Wirkung zweier unendlich kleiner geschlossener Strome
¢ und ¢ auf einander, welche sich entsprechend in den Punkten a2 und xyz befinden; deren
Ebenen vom Anfangspunkt der Koordinaten um p.und p, wihrend sie von einander um # ent-
fernt sind; deren Flicheninhalte 4, und 4, und deren Intensititen 7 und 7 sind.

3. Unter einem Solenoid verstelit man ein System unendlich Kkleiner Stréme, deren
Ebenen senkrecht auf einer beliebigen Kurve stehen, und die unendlich nahe an einander liegen,

so dass sie einen unendlich diinnen Kanal bilden.
punkte der Achse die Pole des Solenoids.

Jene Kurve heisst die Achse und die End-
Es seien do, und do zwei Elemente der Achsen zweier

Solencide o, und o; z,, ¥,, z, und , ¥ # die Koordinaten der Elemente do, und do; n, und »
die Anzahl der unendlich kleinen Strisme, welche sich auf einer Liingeneinheit. der Solenoid-
achsen befinden: dann ist n,do, die Anzahl der unendlich kleinen Strome auf dem Element da,

und nde die Anzahl der unendlich kleinen Strome auf dem Element do.

Da wir do, und de

unendlich klein annehmen, so wevden a,, y,, z.. @. y, z, und somit auch » fiir alle unendlich
Kleinen Strime auf den FElementen do, und do dieselben Werthe haben: und wenn wir noch
bedenken, dass dp, = do, und dp = do; so erhalten wir fiir die Komponenten der Wirkung
des Elementes do, auf das Element do aus ( (8) unmittelbar die folgenden Werthe:
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¥,

Z,

I

i
-
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]

sl

e a2 — g
Liddnn 5 i [{'}7’_) da,do,

o2 ¥, — 3
( = ‘T;y J tfﬂ,ffﬂ‘,

e
ta, da

« ema i 2 —= T
Ll dnn Ei};:ﬁ-;:'( s ) do,do;
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fuml daraus die Komponenten der Gesammtwirkung des Solenoids o, auf das Solencid o :

X, = — L yekidnn f .—J—j;d—- - (""; do,do ,
Y, = — i iihdan ff - M 5 O3 =) dado,
A — —-Jgtillﬂﬂﬂ T :"J)ffd‘dﬂ'.

Bezeichnen wir jetzt die Koordinaten der Pole =, und s, des Solenoids g, mit =, y,, &
und @,,, ¥y 2, und die Koordinaten der Pole ' und =" des Solenoids ¢ mit «', ', 2' und mit
=", y", #*; ferner die Entfernungen der Pole ' von m,, #' von m,, 7' von s, und »" von =,
entsprechend mit r,, =, # und r,, und filhren zuerst die angedenteten Integrationen nach o

aus: so erhalten wir
5 a s =
Xy = — 'Tn.f.luﬂfa;.(#—; £ T) da,

l

==l E,‘E.’.,l-n,nj (?‘"'T-_‘J ‘,.;ay) da,
. et £ —4 4
£y = — L fiddnn f ( 1) ) da;
und wenn wir auch die Integrationen nach o ausﬂl}:nen.
g
- . @, — &' a5, — =" 2, — x' o, — "
X, = — 3 iddinn [ e L R -+ - ],
i .. =y =y vy g ¥y
Y; = — § tiddnn [T 1= Tip Barubin ',._s‘ e
i ] el
s R Z,— x5, —z "-_ Tt
Z, = — Y yilinn [_'rl‘ = — + o ]

4. Bei den bisherigen allgemeinen Untersuchungen ist du Unterzeichnete einer Vorlesung
iiber Galvanismus seines hochverehrten Lehrers Professor Dr, Neumann zu Konigsberg gefolgt.
Um nun zur Lisung der gestellten Aufeabe iiberzugehen, denken wir uns die Fliche einer
Kreiswindung der Rolle 4, auf beliebige Weise in unendlich viele und unendlich kleine Elemente
getheilt und alle diese Elemente von gleichen Strmen in demselben Sinne umflossen; dann
konnen wir fiir die Wirkung der gedachten Kreiswindung die Summe der Wirkungen jener
unendlich kleinen Strime substituiren®), und haben, um die Wirkung der ganzen Kreiswindig zu
erhalten, den Ausdruck fiir die Wirkung eines der unendlich kleinen Strome in Bezug auf die
ganze Fliche der Kreiswindung zu integriven. Stellen wir uns alsdann eine Schicht von uehen
einander liegenden Kreiswindungen der Rolle 4, vor, denken uns den Leitungsdraht sehr dinn
und die einzelnen Windungen unmittelbar neben einander liegend; so kinnen wir fiir ein solches
System von Kreiswindungen substituiren ein System von Solenoiden, deren Achsen simmtlich
parallel sind der Achse der Rolle, nnd deren Pole in den fusseren Kreisflichen der gedachten

M Schicht liegen, Und um die Wirkung eines solchen Systems unmittelbar neben einander liegen-
S der Kreiswindungen, welche simmtlich senkrecht stehen auf ihrer gemeinschaftlichen Achse, zn

erhalten, haben wir den Ausdrack fiir die Wirkung eines Solenoids zu ‘integriren nach den
Flichen der #usseren Kreise des Systems. Dieselben Schliisse gelten auch in Bezug auf jede

S 3chicht von Kreiswindungen der Rolle 4; und wir erhalten die Komponenten der Wirkung einer

Sehicht von Windungen der Rolle 4, auf eine ebensolche Schicht der Rolle\ 4, wenn wir die
Ausdriicke (19) integriren nach den vier dusseren Kreisflichen der beiden Schichtens also

6} Zwoi, gleiche Leiter, von gleiehen aber entgegengesetzten Strimen durchflossen, idiben gleiche aber cot-
gegengesetate Wirknogen aus,

(19)




i2

ool [ '//// f!:’i'.q o'do,dp'du, d?t-:—ﬂafﬁ.t.il 0,0"dp,do" du, du'! —

Xy=—L1i** //‘[‘/ @, — TQ..Q do, do'du, du,_t////’a: —a 0 2 o o'

@0)] Y. = — 1 i1 //// ::-Q‘qu do' du,du’ —[///.v ¥ ov0" e, dovde, du' —
3 —T h

= //// =ty oo, de du,,dt&'—-l-/ j// _ [,r_,,..{;e dgtdu, du"

Z i LAt /j// E o'do,dg'du, d'?;"- /// - “f:i'g,ci'g"d!.',ﬂ'u.”—T
e //[/ _.!' E’nl’ ‘dg,,do'du,, du' +‘[[//‘ o Q,,Q "dg,,dp’ du,,a’rg

indem wir #=¢ und n,—n setzen, was man am einfachsten dadurch erreicht, dass man um die
drei Rollenpaare denselben Strom durch denselben Leitungsdraht fihrt, und auf die Einheit der
Achse der Rolle 4, ebenso viele Windungen legt als auf die Einheit der Achse der Rolle A;
indem wir ferner durch die p die Entfernungen der von denMittelpunkten der entsprechenden Kreis-
windungen und durch die w» die Winkel bezeichnen, welche die ¢ mit einer als fest gedachten
Richtung bilden, welche den Ebenen der Kreiswindungen parallel ist, so dass i—gdedu.

Die Lage des Koordinatensystems ist bis jetzt beliebig. TLegen wir den Anfangspunkt in
den Mittelpunkt der fusseren Kreiswindung der Rolle 4,, und zwar so, dass die XY-Ebene in
die Ebene dieser fiusseren Kreiswinduug fillt; und nehmen die X-Achse als die feste Richtung
an, in Bezug auf welche die Winkel = geziihlt werden; bezeichnen ferner die Entfernung der
beiden Rollen dureh m, die Linge der Achse jedes Systems durch /, indem wir beide Achsen
gleich annehmen; und setzen endlich voraus, dass die Achsen der beiden Rollen jedes Systems
in eine gerade Linie fallen: so wird

&, =g, COS U, &y =0, COS Uy, w'—p'cosu!, | x'"=—p" cosu’,
y,—=0, sin u,, =0, SiN 5, y'=p'sinu', y'—p" sin u",
2=I; 2,—0; g'=m--2{; zl=m--1;

und darnach
N — ]/{;-u-|—1‘]"+g tp” 00,0 cOS (u,—u'), 1= I/{m-l—ﬁc')’—’r—g,, ‘-I-Q'i—de o’ cos (u,,—u' L

re= ¥V m*o0,* 0" — 20,0" €08 (1,—u'"), ry =V (im0, +g”*— 20,,0" €OS (u,,—u").

Wenn wir diese Werthe in die Ausdriicke (20) fiir die Komponenten einsetzen, so nehmen
dieselben folgende Formen an:

l'-{i n‘.‘u%u-e sosu JJ(J dp"du, rf.«.'

[Q, €08 1, — g vos u ') zi’g .q‘g e
j/‘[/ l/ (2o, 0% —2p,0 c,oam,—uri /Z[/‘/ mz-]-{r 24 o't —2p,p"coslt, —u'"’) *

——uygn
Xy=—14'n r{:,,couze,,—g cosu’1dp, do "du, du"!

[gll,mu —p hm!e." Li'p t.i'g el el

& sin,— (nsmu)dgdndz.rr}u D
‘/‘][/‘V ‘{:.t+f]=+g: -t-g"r-ﬂ(igcﬂ'!(_u-—-aa JE /4_[[/"/ b -+“'+9': 2p.p" cos (v, ‘{ i

Yy—=— 3

(g, c08 4, —p' cose w'dp, do'du, du’ 1 COSLE, ldg, e
.[///IV Ifﬂt-!"ifl'-i-v ‘402, 0'cos(i,~ '“E ‘//.[/l/ il?“+5iz+0..2+E"2—‘+’{l.,0"m={~.,—ﬂ“}f3

*3

1 g, sinu, — p'sinu')dp, dp'du,du’ (g, sink,,— p"sinu'idg, do’ ‘o'’
_[/_//‘.l/ ’nn.{."—'i}qp, 40 2p,0' cosiu —th .[[//V "”r?-i‘”z-i-@ Z4p"2—2p,,0" cusln, u"hl'
-

1
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_(?n+3)///]‘9 (J‘d'? Jg-.:fu, du’ + ‘/'//‘/ p.0"d Er”dp rIga”c!u T +
—_— 1R g )
Zs— T 7t (,m_l_z{%//. '{J"(} ef.:),,:i':i ‘s ffi!_ x ['h‘l"*-{/‘[[/ [.’-.Q (fn”(fg g, el

d-

| In Bezng anf die siimmtlichen w ist von o bis 27 zu integriren; und wenn wir simmt-
liche Kreise der beiden Schichten als gleich annehmen und den gemeinschaftlichen Radius mit
R hezelclmen., so ist in Bezug auf die simmtlichen ¢ von o his B zu integriren. Jetzt wissen
wir, dass eine Wirkung nur in der Richtung der Cenfrale stattfinden kann, dass also X; —o
und ¥;=o sein muss. Um das auch aus unseren Werthen fir X; und ¥, zu ersehen, zerlegen
wir das erste Glied in dem Ausdruck fiir X; in

e —

i R R 27 9n R R % 9 *
im die J /‘/:// (J, o8 1 @‘&(thgdru!u /:/// y—u‘)su.:l,r?g,efmfuriw :l
it der
lle A; Y und denken uns tlle .lllsc,udeulctvn Integrationen ﬂur{.f&fllhl‘t und die Grenzen eingesetzt; so erhilt
Kreis- I# das erste der vorstehenden Infegrale denselben Werth als das zweite, d. h. ihre Differenz ist
achten gleich Null. Dasselbe gilt von jedem der drei anderen Glieder in dem Ausdruck fiir X, und
i von jedem Gliede fiir Y;; und es bleibt Z; iibrig fiir die Wirkung einer Schicht von neben ein-
nkt in ander liegenden Kreiswindungen der Rolle 4, auf eine kongruente Schicht der Rolle 4. Schrei-
ene in ben wir daher P fiir 25, so ist
chtung _'l' — 1 [2{7;1-}—5‘[/;[/.0?(@ d'du,du' ‘//j/ @ o"do, :!'Ea”cl'ef du" —m ,)ZWL:.. o'dg,, Jp du, t}u]
1z der
Achsen weil das erste Glied in Z; offenbar gleich dem dritten 1st Setzen wir endlich
}.:,-tmn-.-. L[Z/:/l'? !','J{;Jr_n_rju ! _Q“ M/ EJ,(]"J{) :h,“r;!{ At __,_{3 ﬂ‘/] [ E{fﬂ"{;(.l Ju ! —-Q;,

g0 wird P=1nt [2(m41) {;J — m) — (m4-2) Qij,
und unsere Aufgabe besteht zuniichst darin, die drei Integrale @, @, und ¢, auszuftihren,

-

3. Es ist klar, dass durch eins der drei Integrale ¢ auch die beiden anderen gefunden
sind. Wir wiihlen zur Ausfilhrung
| R B9 9

~u'), Q= //7'/ _eedpdodu,du

~u"). 65 %% V Im+g. +9*—999cmtu—u1%
iehmen _ indem wir der Bequemlichkeit halber p und « fir p* und " schreiben. Um nun zuniichst nach
§ u, zu integriren, schreiben wir
P ‘Zrz
ae, il |
== //u m?g,t?u/ j ]bln (u, — )| ; dar,du,
_ulr’ } J
il |
dis, du . und setzen fiir den Augeubhcl\ U, — =0 und u=v; 80 wird, weil », und = von einander unab-
b _u.., | hiingig sind, (i’u,:f?a und du—dv; folglich
T ) ' v 2 Im—u 2n Dr—is
LT )
" f/ %thu, —u)i du, du _//J (gin o) dodv= /f(f-;mo}du.

-t r" : i
due, du Gy

3 |
s(u,,—u",li;, ] | *) Im ersten Gliede des Ausdrucks fiir Xy ist der Faktor p.0' im Zihler beim Abschreiben weggelussen;

und gbenso die entsprechenden Faktoren in siimmtlichen Gliedern der Ausdriicke fir X, und fiir 5.
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Jetzt ist es gleichgiiltig, ob man von —u bis 2w—u, oder von o bis 2x integrirt, da
man in beiden Fillen um die ganze Peripherie herumzugehen hat; und ebenso gleichgiltig, ob
wir in ﬁ'(siuo)f{n den Winkel mit e oder mit » oder irgend anders begeichnen, weil das

anf den Werth des Integrals keinen Einfluss hat. Daher kinnen wir schreiben

In—u D
fo/}'(sinu Jdo=2 :-f Jisin w)du,
—_—1 o

und deshalb

R R

Q:?-R‘/I//. o _pododpdu ;
) I/[*ml!

40,2 p'—20,p cos u)®

6. Zur Integration nach p, schreiben wir
m*—-g,*¢*—20,0 cos u = m*J-o®sin *u--(o,—o cos u)*
und setzen
mi4-0® sin *u—g* | p,— o COS U=gz;

dann wird

o, =gt cosu , do,—gdz;
und wir erhalten

E 2

- o ' (gadp cos u) gds
Q=2 / f ododu [ it
. Vg%
a. .0
Kt 2

= Qﬂf/lt)dgffea[/-l—. .'T".?.?.__ /‘____{’.E‘f'i..ﬁ.fjf?_._.q —
J o) Vi T aVigar

R 2=
= 2;://.;:3 e [_ = .tf._ 0.00B s T T8 .."_.] —
JJ LT Ve R
1

2 B

" *
1 0 GOS8 1 0,—0 COS %
— B R tlelr, ST R e SR g, |84, —
23// Q(EQFFF.I: | Vi o B e +m" 4 pfsine Vit e —2p,0 ¢
il o) n-p, +p*—20,0 cos u s mei g, p*—2p,0 cos u
0
R 2

p CO8 % Li—pcosu

- zn//' m"mfz.i[.... S Ve L g detnn w0 Chcgoma
S o S5 Vm‘-f-x‘f"—}-p“—ié?g cos 1 i V-ut?—l—(y" +“1'+E'l’“n Al V‘-'?EE-I-H“-I-(;:—'.’.H(» c0s ==+
p* cos *u
+ I

{J::"'—E* sin "’u}V:F-]TQ-i

Weil aber
o cos Tl 1 1 Vuitre

kel - Vaine — — Virke T wipetmti

80
1 108 R—pcosu
Q:QEI//ICI dul:‘_- e N W 5. SN e ) S
Ris Vﬂaz-}nii!+p'3—ﬂﬂ’(: cos u m*-p*sin‘y Vm’-‘-}-fﬂ-l-g:—ﬂ}fp cusu_+

|

fi
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hwindet,

Kiirze wegen,

—2Rpcos u

s zweite Glied

t, da Das letzte Glied in der Parenthese kénnen wir weglassen; denn es verse
2, ob wir es nach « von o his 2x integriren, Es ist nimlich
il das 2 du iy | amaeel R du
mi—p sin *u me -f—g——y co8 2ic /I:Vm-+g!—[—g'n,muj{Vm--i-—n-—gcogrq
— ey L R =D EE Y]
EV-i.;;'E!;&:'-/ Vw:"’—{'—-gi-l-gcosw EVm"—f-g-' Vm~+(.:~—-gw-,u Il
ST __l_“_ _ du . g du
= 2w/ 1y eewn T+ T/ gy
Vv mApt mi4p?
Da mun o= <1 ist, so setzen wir - = cos@ und. der
. VT‘*‘-:'FQ ~ ni- g 3 ’
m*40*=#* und erhalten:
'__ :frt._ =S s d'ra___ + 1 Fo e
?ﬂ’-I—(J'-'.sin:lu e ﬂfe'-fl I+'L'0-!TL:OS!€ 9 1— cosgcosu o
Ll lis + e
=t "f.l.‘ I-fh-g:.m. ()44 cos(p—wu) "fc- 1—3 LUH‘*’; -f-u,l-«;tn-(',r —“J
e s + s : o
‘.”l ].-f-uhlr;—{wzl e I+Lus[f,:—u} 2!1- !——thlr;-i-uJ o l—t'.n.l'»['q:-—u}_ e
- = e
e, _l ik du + dh
252 toa-“[f,:-[—uj-f-t.us-ﬁ'{r;—ie] “ft" hrll"g"igr-i-ff,l"i'h"lé E'.i‘"“}
kgl 3 Lia _du B R Bt ATy e it
T eos? L Lpcos?l :z—f—...;nu-' f,n:uv:u + ".ﬁ.- ﬂsilnzﬁq-wsz_{éﬁ-‘.’uus?;r,(-si_uf_}za =y
1 i e Y 1 : b el S
o ?.-’rcusv!r_r EL-lnsz'zall+tg3'rjt"*:u} o 2h%sin?; g 2eos®ju(l4-cotg? ) ptg2iy) —
o IR 2o
j = f:ucE"{t ptgTu)f-arctg(cot Lptg L .r(}_, =
Mithin haben wir
2 R—pcosu
'.?:2.‘7!;/ H!’ ¥ fe’ﬂ — —_— =R QLO,“‘ SRR ~ ]
| Rt V:QG.}.; _I.”h_-_:j_agcom = m24-p*sin 2y Vm-’-{-ﬂ‘-!—g-—"ffruwa %
i :?5‘3/’}&. L i AR 7 L }_f”“."_*__'.‘:i' coast; dg :'
V—;r:2+143+93—?!39u05t¢ me-fg¥sinw Vm —]—1.“-1-9“ Zi”LlLo:ﬂ&
Jetat ist
L :ﬁ'zuo_-t_'é..'._—..?“cusgro arsd p—Heosu + m?uni:. Eiu[).-iu.j_{i.'__
_I__ . mi4g%sinZy % ginZu siny * midp?sin 2
08 1 || folglich
' Q :2?\%}&1 [__ f (o—Tcosu)dp +mica:‘1 u ‘_{I"i".'."‘.:.rlT_{ﬂ o de
sm-u]/"m(_‘_‘:.,_l_e -—Zingn{h 0 sin % mip?siny V7,1.4+_|l +9'
In dem ersten Gliede in der Parenthese die Integration ausgefiibvt und da
gleich V gesetzt, so
=27 fau | 7— Ve Bt 2Ry cosu =
) =T ~ sinfu ol
? ] _ Vi Ei—m , Vrm
T =27 fdu) o + : Sl "} At it
n*u ! “sinu + sin%u
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2
Wail & dy B l .]?J’f =
sinlu — _Cﬂtg?! o 2
o
80 Ty 3 el V:u'**-l—’j?*(l—cosu‘]{
(22) ¢ "r/{ 2 | sin
und es bleibt, um die Integration nach g vollstindig zu ahsgh-n'en, noch folgendes
auszufiihren:
T micosu Mpcosu—R dg

Tsinfu mh-l-@-v-au-u |;‘ ms_‘_ﬂ.& '|'E"{ ‘}.Hgt.uw
Wir setzen zuniichst

m?4-R2sin ‘u—a® und p—IR cosu=az,
o wird

Ve m?ens axcos— B sin*u dz )
— Teinu f mit{ax+ Reosu)sintu Vigaz

und um den Ausdruck unter dem Integralzeichen rational zu machen, sel

o -V =4
a2 1z
also T unll ==
V + £
g0 wird
; 1) cosu—2Kzsin® Hi dz

gF = orr.zlzosi;/‘ i :
Bl Az - :‘a"“*—'l]-{—'zlf&conci 2 gin?u

und wenn wir in Partialbriiche zerlegen
1

Integral

'.-n"cnwu/ a(14-cosu'dz mE u:qu/ o all— cosu)ds
s m2(14-cosu)*4 !'a,.—}—J' ILl+CC'.:|H:|h .sm‘u ST mP(1— cosu) 'i'm:—ﬂ[]-f-cosua 2 ginu

Diese beiden Integrationen lassen sich ausfithren durch folgende Substitutionen:
]az-{-]?{!l-}-cus::.)% sinu—(14-cosu)y, und ';u:——.??{i-}-cosm
wodurch einmal

;w14 cosujdy

o= =
asine

und das anderemal

dp— M= conidy,

aain 2

deshalb

F__ MCO3W g dy meosu J° dy, __ meosu [ it . _I
b sin®u / 1+y° S'”i““.,/ 1452 “sintu _.llctny ."t'tCt{__[y,_ .
Weil aber

= RS S e

und y = I’e-—-ff+Vm 4+}f-+g ‘-‘ﬂﬁdq ui(14-cosu)

'i?LSIlJ T

g0 wird schliesslich

sinw—=m(1—eosu)y,;

s o T L

e et i e il -

-

f
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_(g_+R+Vm’+Et|_-g’-' - 2Rpcosu)({l— cos u)| L

m 8in

| TMCDEW
1 e [arctg

o sindy

— ar Et" i(l— .?f+V1r:‘+J'tﬂ+gi_ﬂRgeasu:][1+¢05 ) l ]
;‘ 778 Bin 26 =

! = amtgl R+Vorr-+ﬂi' (1— cosu)(1 —cosu) —arctg {.R-I-Vm"—l—ﬂ"i('l—cosu]
[utcgr&l mﬂ:;u mainu main '
- gin  Tpm ey 15 ey
£ m* 2R zl[l—-:mst.l:}{l-l--t.:l:u;u]l (Vm' RBE—RY1 1]
armE} meinn + arctg } =+ T e
6. Die Integration nach ¢ ist nun vollstindig durchgefithrt. Wir wollen jedoch, bevor
wir den vorstehenden Werth fiir 7 in (22) einsetzen, denselben zuerst nach u integriren, weil
er dadurch um vieles vereinfacht wird. Es ist
f,mry o zy—ﬁ;&m 3
detzen wir daher
cosuduy £
sindu Y2
arctg ’[‘.’R-{- V w242 R (1—cosw) (1—cos 1) ‘ —r
. sin % 1
arctg | 2+ Va2 + 22) - cosw | — s
l|| m sin w
ﬂIL‘tg } Vm-i 212 (1—cos u) (14-cos u) ‘ =,
m sin u
arct_g I(V7PL2+m j?_] {1+I‘OSIH 1 — m&;
m sin %
g0 erhalten wir:
; deu ] [(m—og-——a.‘, + rz:a]y——-ﬁ (de— dz,— dz, Jn:g}],
b i 1
e B Y=g »
I s mJE cos wdu pilt o Wit + mma-—l—{@’_*ldu -
= + R2sin?u T 2V w2 B (1= cosu) (*rn*.{.ﬂzsurujVm*.l.ﬁ.h’”( —coau}
| . mB® cosudi
{mﬂ-'l'jcesilﬂuﬂr’r-m"fﬂ?ﬂlr—cusu} :
miy Redu mBcosudu
J di, = Y mA H2sin%) (s D I%sinty)
.'1 mdu mim*+52) due mIPcosu __ﬁL_ﬂ 27
i daty=— OV 2 (1—cosu)  ml+ Resin?u Y mEH2R(l—cosu) | m? 4 R%sin?u "V mip2B (1—cosu)
F= me2+H9rIu mReosudu
A ﬂ{m%ﬂﬂﬁzu] 9t IPsintu) !
folglich v b
[ ml midRidu £ 1
4 Cfﬂ—dx,——dﬂf,—i—ﬁ?&“g = it Hsinn V@rl.z'l'i.if‘[l‘-—cou ) +
A A dt 2m B (1—cosw) du
+ m2H2sin® u lf me+ fﬁfl—wstal mi+ B2rin%u Vm%ﬂlfé[l—cnsu)

RN
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Mithin
arct" 2R+Vm3 9}'1'3{ —-tustﬂ)[l—cosuﬂ et "u[.?l'-}-Vm*-}-ff‘*)[l—cosuﬂ L] 28
anginie = i [ sine |
/' Viu=—|52 il
D sin —mct—g }sz"é-l R¥1—e uuaa}{l—}-rosn] E +&1"Ctg ||(V mA R — Rif14e ugu,:]{
 sin main ]
2 2:1‘
AL e du .
o TR T Cry e i TR L e gy =
T i V@n + R (1?!2*\“ I;‘Eain'-'ae.]sin“u T m/sin!u mz'i-ﬂ?_ffztl—cuuﬁj +
¥}
2n Qﬂ
du 2 2 (1— cos )i
+ mu"’u[m-i'ﬂ gin? u}Vm--l—.. + i 5uf*uUn"+1’3.imIM_JVm--I-‘TH‘[l— LU:H.E;I

Das erste Glied dieses Ausdruckes verschwindet, wenn wir die Grenzwerthe einsetzen.
Ebenso ist
D 2 ‘2:7

T due i *dus fl.’ et =
sinfu(m*+R%intu) — mf sintu m? ?rl- + RBfinty —
L1 U

wie wir uns oben iiberzeugt haben. Es bleibt also:

L rib& dn
7 e = o ¢ e
ﬁ du = 2 /nn itV *.-n.~’+“’i' 1—cosu r.-sm.} + _/sm. *u(m? +.¢’.~ﬂn‘ze]Vm"+‘.’i'f—'{l —COE1)

r.i'rc

Vru +j Fid LI—‘ .lt_;uj

Dies auf (22) angewandt, giebt

1 d =it du _ ; =] I
Q;Q = m./ sin® u.Vm e+ h‘"\ g + / q[:-uun '+1.mm-a{| ;n_"-'i"_lh'”('l-—toﬂu'j +
; * 1—cosu d o R ] 3
+ '}Jijjfzh/',_,,_—_.' - 4 = . L/‘ m+ i {t ‘.?.s_.?__%f 3

sin®u{m?4- 0 %sin*ue) Vm-+ﬂ.’ {1—cosu) sintu

x du i du
—(] e e R mbl— ———————— +
DY = si1|~’uV:aa'-‘+‘.‘If-'[l—-nuszu + siu-'rt[mi‘}'ﬂ-'siu'-’u}Vua’-i-‘!.f:-(l—._-u.iu)

1—cosu e *1—cos & du
me B Sl bl e B P Bt
g R_Aﬂz!t{m"ff‘ﬂm Wy Y w2 R 1—cosu) 21{./ sini V‘Hl"'-{-ﬂfﬂ“—lﬂbif)
Hierin ist

f e 3 e
L sin® u!:na*"".i'r-r,m"uj V‘Jir"l") jl" ([—t usu] =a 51:1‘&‘/91574-2_{{ (l_:_w__u

du
—m*f (mz+fﬂstn it)V:.«a-l'}RiJ,]—Losu}

und

“.R"f 1—cosu it ; 1—cosu du
ab B TS T
sintu (m?+ Risin®y)  } mi-2i (l—coq ) =£ / sinu Vm"i"'-’f {l—u:mrj

*1—cosu du

RS
m2+Risin% VY mi 2R {1—(.[::: u}

Dies in den letzten Ausdruck fiir ?—:; ) substituirt, giebt
n D

1 di p 1—cosu du
Jp Y= ¥ m’.ﬂm‘u‘/-m*+ﬂ1€-(l—wuu} ,/ sinu Vm-l-i‘ﬂ {1- cosu)
o

T,

s
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n 2n

=1£1/ . il e g g L
==t (m® 4 K%sin*u) V‘-;H;‘_'*' 2R (1—cosu) ,ﬁn“ﬂ’-‘niu‘u ; V‘n-tlzﬁ;ﬁl—tﬁsuj ;
1]

0

7. Die jetzt noch auszufillivenden Imtegrale sind elliptische. Um dieselben auf die Nor-

malform zuriickzufithren, setzen wit
14 =90 — ¢;
wodurch :
1 —cosu = 2cos %, sin*u = 4 sin *p cos *gp, du= — 2dgp
wird; und
L __d'u_ . Fedegp
ViR (l—cosu) —  Rdgp
wenn wir nimlich noch
]T;_gﬁi--zk und Y i—iZin?g = Ag ")

setzen, Dadurch erhalten wir

i et i le
2 2 1 2 :
m*k (Er.r sl ___g_":r ’2 F; '.l'
‘?n-’:‘? ] _{J/ sin%p cos'gpdp + sin’gdy + m'R (m? -4 Ii%sin geos’y ) dg +
73 3 ':"I
S
2
+ 2 ‘F _{l () [35 f; rIr;

{m* 4 R¥singoosty)dg '
L
a

u o — e

S 2
1 ik rfr[ mak / rfﬂ;r o dip (Ir"( 23
I @ 8 I\i [u_n_-.'-'qﬁ}_p + 8B ﬁ:n‘q.}q Il fsm-r,t ..-'qr + m* Bk /{m-.l. 4 R%in? *pooscp) A + &)

7T
§' 2 2 2
J'l
+ '2:"1.! 1nh-r;dr.p

m-+ 4 Rsingeosiy) dp
9

Zur weitern Entwicklung ist
o, (tgep d_r;_‘.l .f.’qm"q' ______
_r!r.(. + U,‘Jl. 'f (24)
und wenn wir 1 —A*=15% ®) setzen und einige R(‘L]UI twncn machen; so

d. itgpdp) __ _i_'c!"! ok
_,_:g._ T eos¥yp Jr; Jrlp + ‘pr 2

il.tgpdep) 3 o 4 d iy
a7y 1t a4 fagl

7) Durége. Theorie der ellept. Funkt. Leipzig, 1861, 8, 8-
8) Durége. 8. 8.

3%
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Somit endlich

.__71 ==k
: 9
ms:"'l;f'rr La[’ﬂﬁ cfff] +/ @fdﬁcda" ).
ki 3
Tz 2 7
Es ist aber
4 - A
—
[tg l}-.:.’ﬂ;ﬁ] —_— I:CO‘-E’;%- # V 1 2e0s™u =0,
. i
T a
T
i i
2 11
f}j-:—zf’f‘f-u oK ")
i i i
2 II
und /J¢Jq_—2/dqd¢ =—2E ' 5
i
deshalb schliesslich
T
=3
. 2 1 25
(25) / el L WO
4 :oxszr_;n‘r.r I e
In derselben Weise ist I
d . leotggpdp) Eeos? A 1 1
A s e B S
P dip sin g sin‘gpdip dp
und daher
_E k3 7T 7
2 TR L
26 G gl ST T Loafismy for e BE ol L I
(2b) /sm TR [cutg SF-"‘J'-_, -+ T Adgdp ' =—2 K4 2F,
£L i 2 =
] 2 a v B i
In dem Ausdruck (23) bleibt uns endlich noch auszufiihren:
- = = un
‘Er’p . cospdyp o L m-—l—"l’f"vos!_rg_ _ dp
e R/{m‘-{-df- sin ¥ cos %) dip + 2% /{n 4B sin yoosp)dp mid R sin*y cos?p * Ap°
b 3

Lo ;3

9) Durége 8. 66. — 10) Durdge 8. 16, — 11) Durdge 8, 08, — 12) Durige 8, 70.
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Dazu ist
_m+2B%os?p T
mifd R sin®peos?p — TN T

m-+ U’”

T 'li + D
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m‘a+ 1R2cos'p

'm'+ ”'T‘- cos? rr

m2 08 ptmlsintp —f~1f 25ingp costp

Uﬁsm P cos -.-p

m‘"l‘ If’e i ,u,"‘.l..h’i"
+1.H" s e {72 cog? ujs‘rp
o ‘f + m? 2 ( .'n'l‘+_!-1';‘5“_

1—##sin?p —k?ain2p cos?p

cosyp 4 J';I"E sin®p(1—k*sin?gp)

1 s
gl i L e

— K

A"")( ,
— 2 gin?
1 cos * “p S :
=1 195z ) A
T Ak 1
1+ J, tggr.( Ap
und wenn wir mit ;ﬂp multipliziren und von i bis — } integriren, so
S 7Y L 7
2 . 9
/' m--i-qﬂeﬂ:r_s_vfr__ dp *dp e I " {tqu‘*ﬂ
meFi Psingeos?p A Ay %2 1
ud e it '_—. '+k3lg‘wdm
2 7 a; p
und nach (24)
o 7
— ul
1.1124"2152('059-’;, "-"'l' i [
o i g =— K + g [wetg (5 tepa9) | =
7E L
e n

weil

1

e

V Fovnte (22 Y] — 1 i
7 [““"5( 5 )= o | arcte
i

Jetzt die Werthe (25), (26) und (27) in (23) eingesetzt, so

| [ mhl SRy

':‘?ll‘:llil\'lr\.'
w9 =imr — 3 * ak T

-.IE"l lH'lil

= ; [E D qupabil s

==rD

und daher

8. Fiir die wirkliche Berechnung nmcheu wir noch die folgenden Bemerkungen,

K—E=

13) Durége 8, 233.

1—,;- m-‘l'ﬂ' j

l{ F'—f).;

w20 18
4K 2

OREK | BLE —

—k [(L‘Ei{f_') B (EEE pf'| =2 (B—Ky;

e

by
1 Seiiaid
( 5 cotg t: Vi—fc* cus‘ia;]] L
-]

(2
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und somit
R

S
worin
e B £ ’u:j
T (E’i'&t-uszg'ﬂne:ﬁ'{_ﬁ; P
v il g, . 2% _ 3t “_}
0=8 (i +tmtiist: - .3) ,
g i 1 T [
g = H%;-?[im,i*m,-ﬁ:k‘, L 015
1]
oder durch die @ ausgedriickt,
3 1 1
9= ﬁ}e;ﬁ (cos 2 !?)n,uusf1 G55 008° Oy .44)%;
und endlich
sin 6=F= F';%ﬁi'l}ﬁ’ sin @y=tgL O, sin @y =tg *1 Oy, sin G5 =tg* L Gy, 1. 8. W.

9. Hiermit sind die Hauptschwierigkeiten unserer Aufgabe geldst, und wir fiigen nur
noch die folgenden Bemerkunfen hinzu. -

a. Aus dem Ausdruck (28) fiir @ erhilt man unmittelbar @, tnd ¢, wenh man m—-1
und w27 fitr m schreibt. Denken wir uns alsdann die Werthe fiir @, @ und O, in den Aus-
druck (21) fiir P eingesetzt: so ist P die Wirkung einer Schicht von Kreiswindungen der Rolle
A, auf eine Schicht von Kreiswindungen der Rolle 4; wenn die Achsen dieser Sehichten, d. h.
der Rollen 4, und 4, in gerader Linie liegen; wenn alle entsprechenden Dimensionen der beiden
Schichten einander gleich siid; und wenn beide Schichten von demselben Leitungsdraht gebildet
werden und gleich viele Kreiswindungen enthalten.

b. Wenn wir annehmen, dass der gemeinschaftliche Leitungsdraht nach den Rollenpaaren
A,B, und 4,8, in derselben Weise gefiihrt ist, wie es die gestellte Aufgabe fiir das Rollen-
paar AB vorschreibt; wenn wir ferner annehmen, dass die Drahttheile der bifilaren Aufhiin-
gungen sowohl, als auch die Theile, welche lings der Verbindungsstangen der einzelnen Rollen-
paare herlaufen, so dicht als méglich neben einander vund parallel sind: so konnen wir die
Wirkung aller dieser Drahttheile unbeachtet lassen, weil gleiche aber entgegengesefzt zerichtete
Strome gleiche aber entgegengesetzte Wirkungen ausilben; und es bleiben nur die Wirkungen
ithrig, welche von den vier fiusseren Rollen selber ausgeiibt werden.

¢. Ebenso diirfen die Wirkungen der kreuzweis zu einander stehenden Rollen, d. h. die
Wirkungen der Rollen 4, und 4, auf B, und der Rollen B, und B, auf 4, unbeachtet bleiben;
wenn wir annehmen, dass die Durchmesser siimmtlicher Rollen klein sind im Verhiltniss zur
Linge der Verbindungsstangen. Denn man denke sich unter dieser Voraussetzung ein beliebiges
Element e des Leitungsdrahtes der Rolle 4 und zwei Elemente 8 und y des Leitungsdrahtes
etwa auf der Rolle B, welche sich auf derselben Kreiswindung der Rolle B, befinden, aber um
180° von einander abstehen; so sind § und y von gleichen aber entgegengesetzten Strémen
durchflossen, und ihre Wirkungen auf das Element « werden sich daher um so mehi aufheben,
je mehr die Annahme zutrifft, dass g und p gleiche Abstinde von e haben. Der Unterschied
dieser Abstinde wird sich aber um so mehr der Null nihern, je kleiner wir uns den Durch-
messer der betreffenden Kreiswindung, d. h. die Entfermung des Elementes ¢ von g, im Ver-

14) Durbge 8. 176. — 15) Durége 8. 233. — 16) Durége 8. 199.
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hiiltniss zur Liinge der Verbindungsstangen denken. Unter der gedachten Voraussetzung bleiben
also nur die Wirkungen der Rollen 4, und 4, auf 4, und der Rollen B, und B, auf B iibrig.

d. Wenn wir ferner annehmen, dass die Rollen 4 nnd B von dem elektrischen Strom
in demselben Sinne, die Rollen 4, und B, in gleichem, dagegen die Rollen 4, und B, in ent-
gegengesetztem Sinne als die Rollen 4 und B umflossen werden; so haben alle vier iiussern
Rollen das Bestreben, das Rollenpaar A F in demselben Sinne zu drehen; und unter der Bedin-
gung, dass wir alle entsprechenden Dimensionen und Entfernungen, so wie die Anzahl der iber
einander liegenden Schichten und die Zahl der Kreiswindungen in jeder einzelnen Schicht fiir
alle Rollen als gleich annchmen, welche Bedingungen praktisch simmtlich sehr leicht auszu-
fiithren sind, konnen wir die Wirkungen der vier fiusseren Rollen als gleich ansehen; haben also
die Wirkung der Rolle 4, auf 4 vierfach zu nehmen, nm die Wirkung des ganzen Systemes zu
erhalten. Dabei darf freilich nicht iibersehen werden, dass der Ausdruck (21) nur unter der
Voraussetzung gilt, dass die Achsen der Rollen 4, und A4 in einer geraden Linie liegen. Diese
Bedingung wird sich aber leicht erfiillen lassen dureh eine mechanische Vorrichtung, welche
dazu dient, fiir jede neue Gleichgewichtslage des Rollenpaares A5 die iusseren Rollenpaare
A, B, und 4,8, so zu stellen, dass so wohl die Achsen der Rollen 4, 4, und 4;, als auch
die Achsen der Rollen B, B, und B, in geraden Linien liegen.

e. Schliesslich ist der Ausdruck P in (21) nur die Wirkung einer einzigen Schicht von
Kreiswindungen der Rolle 4, auf eine einzige Schicht von Kreiswindungen der Rolle 4. Befin-
den sich also mehr Schichten auf jeder Rolle, so haben wir die folgenden Miglichkeiten, - Ent-
weder fithren wir die Integrationen in ¢, ¢, und.¢), in Bezug auf ¢ von o bis I und in Bezug
auf g, von o bis £, aus, und nehmen den Radius der untersten Schicht gleich B und den
Radius der obersten gleich £, an; oder wir denken uns den Leitungsdraht so dinn und so
wenig Schichten iibereinander, dass die Differenz zwischen dem Radius der untersten und dem
Radius der obersten Schicht verschwindet, und die Wirkungen aller einzelnen Schichten gleich
werden; so dass wir, um die Totalwirkung der Rolle 4, auf A zu erhalten, den Ausdruck (21)
nur mit dem Quadrat der Anzahl der auf jeder Rolle iber einander liegenden Sehichten zu
multipliziren haben. Unter der letzten Voraussetzung sei ¢ die Anzahl der auf jeder Rolle itber
einander liegenden Schichten, so erhalten wir fiir die Gesammtwirkung W der Rollenpaare
A8, und 4, B, auf das Rollenpaar 4 8 den Schlusswerth

W = 4a*P,

d. h. W = 2:*n%a® [2{}“'.»—}-J_}Q,-—-;'n{':-.'-—-(uﬂn?!}@z] 2

worin < gleich der Intensitit des um die drei Rollenpaare gefithrten Stromes, # die Anzahl der
auf der Liingeneinheit jeder Achse neben einander liegenden Kreiswindungen, und « die Angahl
der auf jeder Rolle iiber einander liegenden Schichten ist; worin ferner = die Entfernungen ' der
Rollen 4, und A, von A, und der Rollen B, und B, von B; und endlich / die Linge der
Achsen der einzelnen iiber einander liegenden Schichien bedeutet.

Braunsberg, im Mai 1867.
F. Tietz.
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