Bier und funfyig trigonometrifche Aufgaben
| fiber Dag techtivinblige Dreieck.

#ie tem mathemiatifchert Untéreidyté sirgewieferie Beit (dn unférti
| Gymnafium in ber NRegel drei Stunden widentlidy) geftattet nidt
immer dad jur WBefeftigung der Theorie erforderlidhe mehrfeitige
Ginliben eingelner Abfdhnitte. Sur Unterftitbung ded Dhausdlichen
Fleifes gebe idy meinen Schiilern beghalb eine Jeihe trigonometris
fcher Aufgaben iiber vas vedyfwinflige Dreiec in die Hand. Sie
finden Barin eine Ergénguing unferer gemeinfdhaftlichen Arbeiten ind
Bie Afileitung juri Lofen anderer Wnifgaben iefer Art.

| Von bden mannigfaltigen Stiten, die jur Lofung foldher
Uufgaben gegeben fein Elnnen, babe idy die cingelnen Seiten, ihre
\Summen urid Differengen, bdie beiden fpisert Winkel, den Inbalts
‘ben Radiug des innern RKreifed, bdie ur Hypotenitfe gehorente
L‘._g)ﬁhe und deren gegenfeitige Verbindungen gewdbhit, ~— Alle Anf:
éabeu, mit Auérahme der vier aufr hohere Gleidyungen fiihrenden
(:l'lﬂ, 17, 47 und 48); find der begmecﬁen Uebung bhalber goniome:
trifdy entwidelt, felbff da, wo bie algebraifdhe Behanblung auf
Fitrerem TWege ein Refultat liefert, In dei Animerfirigen habe idy
Dic jur dlgebraifdien ofung erforderlidjen Gifeidjungi'ln angegeben,




S 1. AR 8
Aus ver '.bl)puttnu&' ¢, Dden beiden Katheten a und b, I‘Jc'tt'-'lt
biefen geqenu[&clilcqmben IBinfeln ¢ und F° und dem ,,snlm[te 8
ergeben fich folgende Aufgaben: =al
g e, ay ¢, bol—" 2 a by 1 —3. ¢, e (B). — . 4., a, a () |
b, 3, (w) 5,L,F.— 6., a, I'; by F. — ,a[’p’),[‘f or

%ufguﬁe 1 (Siegeben I e, 14, a.

a
1., 8iD ¢ = PR 2., sin 3 = cos =V (1 —sina?) = ‘

Il

l

csin g = Ve +a (c—a)l — 4., ¥ == —2—ah—'—s

g ns 3
—=—aV[(e +a) (c—a)]- TR
Anmerf, Aus c2=a®+ b* hat man ummttcl[mr p biera
und daraud sin B und F. ___]_
_ ;_ :
Aufgabe 2., Gegeben L, a ., h.
: - : 2., 8
: ' ' ' ! : 72
Aus sin a:—a- — cos 2 und cos ¢ = — = sif g folgts
L4
in @ Ei 3.,
sine A o SIS A .
1.,t == iy ol e Dt = ;
y o= v —T¢ s tg cos 8 Ferner ift |
3 1 ; .
3., c=V @+ b?). — 4, F — —ab, . —
RER £
| | - Audy
1.,a—csine=ccosf. — 2., b=— c cos eg’—csin f. —& .

31"1‘ e NE S 1q.‘,ﬁs.‘
- *:~—a3:-—c~51nwcusa:—;c sin2g— — C" 81N = JIS1N.
. 2 2 4 : 4



. ufgabe 4, Gegeben I.,a, I, ¢ (B)

nfr s — el = s e 2 m h = ccos i —acolga=
ey s 5 Sin ¢« cos f3 B i g
[te N : - 1 i . 1"
—_— j 2 - s o b g
;;:atgﬁ. — 3, F_?:m,_ oA colg ¢ = 5 axtg [

e () | |
1, F.| Wufgabe 5., Gegeben 1., ey 1L, F.

9

AL S D 1 : 1 1
Nud F =— — ¢? sin « cos .= e ¢ sin 2¢ folgt

) = ) 4F e 1 el PR R .
) 1., sin Ea:-cz—. —  Wm Yusdriide fiiv. die fibrigen Grofen

b —# 2 zoafn roshe :
T 3u erbalten, fehie man ?:3— sin 2¢¢ — sin ¢ cos 0 —

ab=—+= sin ¢ V' (1 — sin &%), © Aus dicfer Gleichung ergieht * fich

DT 1 e 1 G
ﬁinu_—_%a/_[T e i‘/(? cz+2F) (——24:2.—2[*’)} und

sar b bieraus folgt sin g = cos @ = V(1 — sin @) =
LR VA e 1 1 Hagere
=;—V[—2— c? .|_V(—r;- c* '+ EF)(T c? — QF)]_ &g ift alfo
fE. sl v Rkl |

! 1 ' : .
2., a=csinw :E/ ['T ¢? is/ (—IJ—- ¢t 4 :?.i")(l—c?-——ﬂ")]_
3., h=csin ;"J—_*—E/ l:-zn' c? .1_%/ (-1@- c? .|. 23*‘)(—2—"{:"—2]?)}

ner ifi!

! folgt

Anmert 1., Die MiglichFeit der Aufgabe verlangt, daf
;g:; 4F fei; denn damnn ift sin 2¢ =1, unb:_i und b find teel’I.l
Auch entfpricht diefes der MNatur ded recdhtwinfligen Dreieds; denn
6 ift, ie nachvem a und b gleicy oder ungleich find, a4 b*=
ik =S 9ah, b, i ¢ I aF, = St o —= 4T, bann  wird

sin 2. '8in 20 = 1 == sin 90°, ¢ = 4_5” — B, a—=b=c V1 4=VP2E. —




4

Fiir ¢2> 4F {ind, da 1/, 2> VAOA ¢t — 4F2) ift, beive Wur:

seln suldfiig; und weil beive Winfel und Katheten in Bejug auf

¢ und F verwedfelt werben Ednnen, fo folgt, bdaf, wdbrend biemit

eine fiir sin'cc und a genommen wird, die anbere fiir sin 8 undghnlid

b gilt. fBlgen
Ynmerk. 2, Aus c2==a? 4 bz md F = Lab  fann,

man aud alllu‘ld)ﬂ' a und b und dann bdie ibrigen @Jrvﬁm fmbenms ‘

Reufgabe 6., Gegeben T, a, IL, F. | B0

1 1 a |
8§ F——acsin fe= — — — = o
Yus I'_3 acsin fe== 5-ac cos ¢ unbd e A
1 1 .
folgt F = az cotge und F = % aztg 8. Ulfo ift sin ¢

i
2

: 2f ACOS &
1y tge= jp.— 2, tg = = — Fernerift 3.,,b= rye tﬁ g
9K
= i—zi‘ . A= Vi(azthY) = -1 V (a* 4 4F?),
X tg(ﬂ da '
e —
Anmerf, Yus F-:,— ab folgt unmittelbar ber Werths 1
fiir b, woraud bie dlbyigen Gvdfien {ih ergeben, ;’i:
e
fufqabe 7., Gegeben L, «(), H., F. :‘:9_
Aup F = -:-f ¢? sin « cos « :-—l— c? sin 2¢ folgt )
& F 1 I1 . # 3", c
l') r___"__ —_ el . 7
1., ¢z TR 2Vsm Y Ferner ¢ergicht {ich aué'__;__
1 2F :;(i
Fex Tac COS ¢ Q.%a.‘__a—-..-.V(ZFlg @)=V (2Fcalg3);

el ._..V(OFcotga) V(Ethp‘).

¢sin

1
undausd F;—E—cb sine 3,,b=

aud)



L1

Wur: 8. 2.
g auf  Berbinpet man die Summen oder Differenzen weier Seiten
10 t’i‘:nlﬁif den eingelnen Seiten, dann erhdilt man, weil in a, ¢4 a and
3 undahnlichen Berbindbungen unmittelbar jwei Seiten enthalten find,
fﬁ[genbe neue Aufgaben: :
fann) 8, ac+4b; be4+a. — 9, a,¢e—b; bc—a, —
inven10., 6,24 b, — 11, e;a—b; c,b—a.

\ Cufgabe 8, Gegeben I, a, I, ¢ + b = s.

- h c+b s
» § Aud cos ¢ = == alfo 14 cos g—=—— Pt o und
cos f§ e er o
P 2 sin —-cos — i
— .__-—_- —i ‘f‘—.——.-‘__.-_d- - { :
sin ¢ = fngt e e g5 Alfo
| £ cas —
s « 2 2
— = o A o
Cﬂ —_— T —  — ey f; S  r RSt Sl 2 o |
' ift 1.,tg5 = Da ferner tg z tg (45 )
= — == ; ift, fo erbalt man 2., g — 5 =
Berths 1  tg 45° tg— 1415 .
— ' - 2
.,._.:— '2. Aud sin a:Esing- cos %:‘.’tg%casg —
2 tg -;i- ; 2 tg — .
= == — ergiebt fid sin ¢ = ’_-l"_-‘:‘ » Yooraus
gt sec - 14 trr-—
qz '1"
3.1 [ f 2= + folgt. — Fernev ift 4., b=s—c=
(5)] aué sinc
i | 1 Lt - I - ——
(ﬂ kDU = Duy F——ab—"- (i ) (s a).
atg 3)5 2s 2 4s
Fig Anmerf. Yud ¢? = a? ¢ h2 und ¢ 4+ b=s fann man

aucb uerf ¢ und b und bann bie tibrigen &rofen finben.




6.
Wufgabe 9., Gegeben I, a, ‘I, c —b=d.

: ﬂtarb 'Hnalogié bet- Qtﬁfg'abe 8, _érbﬁ[t - man -% —

: '2 o? :
] — cos @ ' S'"T : e
..__'_'"m"——-ﬂz. P =tg~2—o Gs ift alfo
b d - sin — D) CU$ T :
Y lgrf;- — ? — Daraus wird. wie in ber Aufgabe 8., abgcre:tet '
B A= - 3 L 2ad
2.,tg—2— il Ferner fo{gt wie bortsmq ol .
oA a? 4 d? 2 (q—]—d) (a—d)
XIrﬁlﬁ 3 0= si?;(_z 21{-—.— 4_-,1]_.0—(1_.. 2{[ A
O %ah:a;(‘a t (i)d@ — d).

Anmerf, Aud ¢?=a? 4 b* und ¢c—b—d fqm man

audy suerft ¢ und b ‘und dann die fibrigen Grifen finden.

Wufqgabe 10, Gegeben T, ¢, I, a 4 b = s.

h
Aud sin « :-E- und cos w=-— folgt sin ¢ 4= cos @ —

at+h s : : .
e '1- )=~c—, woraud fid) sin ¢* 4 2 sin @ cos ¢ 4 cos &* ="
ST : 82
:1 + 2 sin @ cos ¢ = 1 4 sin 20:,—_?, alfo
52 8 ¢ 8—¢C .
15 sinZ2aie=—— —-li= ( msil P ) ergiebt. —
: c? : ¢’

PMBie in der Aufg. 5., folgt ferner sine =__:?]/°2:1:V[0‘f (82 —c?)?]

_ 2
_y eV s o)) (st o]y 2o 2sV (200

2c? H 4e?

8 Vs’-:_—_ﬁs V(Qf_"_—sz) + 202 =82 g V(Qc*_-m— s*) i

det o ST

| De)
V¢

p——
—_—

b
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_ Denfelben Ausdrud erhdlt mandurd) Anwendung der Reductionsformel
i _ i A A:—B A—V(Ar—
Eelvav = R erE BLE WD)

e : . : S e __s_;—_']/'(_‘zczms?)
b alfo  Auf gleidie Weife ergiebt fidh sin £ = o ., @3
it baher 2., a—¢csin a:%[s%—_V{?c*-—-s?}] . — 3,b=
jeleitet | i : 1
d ==L eRIn)in—=— ?[sqj V(Qc*—s")] o i 4, F.— o ab =
PER_ L) —o)
a—d) il 4
{ Anmerf, 1. Die Mglichfeit der Aufgabe verlangt, daf
902 = s? fei; benn bann find a undb reell unbd wegen S sT—
: |__ ¢ ">‘: (s +¢) (s—c) ift sin 2¢c ? 1. Audy entfpricht diefed
I man
' per Natur ved redfwintligen Dreiedd; denn ed iff, je nadbem
A und b gleidh obder ungleidy find, a2 4 b2 < 2ab, aljo s* =
— (a 4+ b)? = a? 4 b? 4 2ab = 2a? 4 2b? ?202. — Sft
s I'ﬂcz —s?, Ddann wird s:n 20 —"1. = 8101907, " "o 1= 4bi="70,
1 1 1 -
a=b = s=c E’F:_S_S!:Ic:'-—%m 2 c2 =R
PET=N find beive Wurjeln juldffig, weil s>c, alfo 252 > 2¢%, 2>
> 2¢2—s?, s> V (2c2—s?) ift.
bt Anmerf. 2., Aud S — sind -+ cos ¢ = sin @ +
=1 C
2 i {_.+ sin 3 = 2sin o:-i—p cos cs;-ﬁ — 2 sin 45° cos a;ﬁ':
’ 1 o— 3 o—f3 8
Lg2? b Ny S8
-2} M= 2 V2 cos — folgt cos g
— 87 Anmert. 3., Aus ¢ — a2 b2 undb a4 b = s fann

" man aud) sundadff a und b und dann die iibrigen Grogen finden,




Wufgabe 11, Gegeben L, e, IL, a — b = d.

Nady Analogie der Aufgabe 10., ergiebt {ich sincz.-—-cosa:;f: 2
2

d : Pt o
== alfo - = 1 — sin2«.  Folglidy ift

|
: d? p— ]
1., snn2a:1_7=w. —  Hieraud folgt
c ct \ fb
. _ au
“ 1 2 T re2__.Jq2)\2
wie dort sin ¢ = —c—Vc j:__VIc2 Gl und sin § =4
1 102 Vet— (cr—d)? ' .
:?Vc =V K > (e )]. Sn fofern aber d pofitiv an: =
genommen, alfo sine>sinf ift, gilt fiir sin e nur bad pofi-
tive, fliv sin 8 nur dad negative Beidhen. — Fiir — d whre ¢g St

bie Aufgabe ¢, b—a, fo wic fiir d—=0 bdie Aufgabe: Cin gleidy- 1
fdyentliges redytwinfliged Dreie aus c ju beredynen., Beide Falle &
find, wweil fie fih aus diefem leicht ergeben, bier, wie bei den nach: .

folgenden dbhnlichen Aufgaben, nidye berfikfichtigt. — €8 ift dabher

d 2¢% — {2 s d Dp2 — d2
+V(2: ) und sin f — +V2i : ).-—__

Die Moglichteit der Aufgabe verlangt, daf :I<V(202—d2), 145
0. 1. d<Tc fei, wiec e5 offenbar der Matur jedes Dreiects entfpridyt,

2

sin ¢ —

Daber bdarf, wenn man sin § aud sin f2 — 1 — sin @2 = — :
2...._._2(' Jei_2 Z o A . : [ ‘“:'
:d Vp(’q )25 entwidelt, die Wurzel nidt =7 ' 4

02
s T 2
:d V(jc ¢ gefest werden. TWeil ferner d2<< 2¢? ift, fo find
C
.,
Diefe Ausdbdriicfe reell; und aud e2>c2— d*> (c + d) (c—d) |~
folgt sin 200 << 1, "— @5 ift baber 2., a = ¢ sin. & =@
= %[d:f—V(?c*—d?)J.—?n., b=='e'sin’d — % [_d'l‘l/(ﬂcz-—d?)], 3_:'5‘
t
I | \
— 4, F =—ab ——(c4d) (c— d).
> ab = (cd) (c—d) ¥,

Anmerf.LAus L = sin & — cos @ — sin o—sin f —
[ f
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IS — = 2 cog & 1' i 8in 2V.... £iN wt '3 folgt sin & 3 ﬁ:
R dse
¥ c)2
folgt Anmer?. §., Aué c:—=a: 4 b* unb a —b —=d fann man
~audy sundcdhft a und b und dann die fibrigen Grofen finden
£ =4
0 an: @Y L LS s 3

\ pofis Aud der Berbindbung der Summen oder Diffevengen sbefer
dre e Otiten mit cinem fpiten Tinfel erggben fich Folgende Aufgabén:

gleich- 12,, e(B)yc+a; g (o), c+b. — 13, «(B), c—a; B ()
élle 0-—5- — 14, a(f), a+b. — 15,, a(f);, a—b; £(c), b—a.
1nady:
daher

)

Anfgabe 12, Gegeben L, «(B), 1L, ¢ £ a=s,

——8 Aus slna_%, aIfﬂi-]ns:na__. +n___ unbmeil

— d2), 14 sin a:sin90”+sma:zsm 15° 4 ._) COS(450_.__)__
pridyt,

g2 — &= 2 sin (45" T) — 2 cos (450_;?) =) cosTlﬁ, folgt
K __ 8 ¢ 04 B
1 T e 5
*+ sin 2 sin (450 o ) 2 cos é

-0 ﬁt‘[b * ; . ¢
d R i _si'.rff_._-—nsmgﬂz scnlg_;zSIj'lﬂ i
- 2 B

g

=R\ 1, ¢c=

d'*‘)] i:scutg,&tg f = stgutg (315" —_— ?)Eslgtﬁ.cnig(.;sa.l_;);

: 2s s:nﬁcosﬁ ﬁ'
dy,b=zcxsinp=-= 2 ; 3 s stg o =sig (450-—--;{)*'-—'“"

== 2 cos -
f 31

2
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—8 cotg(45°+_). — 4., F—=—ab——s?tg e cotg (45°_|___
2 ﬁ : gb—
— — t tg — .
ll" F

Wufgabe 13, Gegeben L, a (@), I, c—a=d. . =
RNady Analogie der Aufg. 12., erhalt man i:t—-—sina:ﬁf‘ﬂ

C |
— sin 90° — sin ¢ — 2 coS (450 e f]i) sin (450 = _Z_‘_) :-ﬁ'linl

3 AL 2 i
= 2 cos (45° 1 %) :23in(45“ —.:;i) — 2:8i0 .‘?— ﬂ[foﬂ 2}
d

d d
15, B e iy __'_'faﬂb
bl ) 2 cu.'a(4.5° _) 2 sin g. ;
2,, a—ccosf— dicos ﬁ Mﬂ L cotg cotg_ﬂ_- agﬁl
]H T
2sin — 2 sin— ]
b_ilii'l -

:dtgacotg(45° — %) = d tgetg (450 -+ _?-) — 3.,b=

B S1I

. d sin : o
a=Sc s = _ ‘8: — d cotg g.:d cotg(4a° — .2_) =

2 sin— ;
2 i
o { 1 X o ""? [
:dtg(45° ——).—4. F:'—abzr d? tgatg(-]a-{-.q_) e
| i 3 & Ji
— — d* cotg @ cotg o _ 3='i’ b
a8 K

Aufgabe 14., Gegeben L, (8, I, a +b=s. A
Aus sin ¢ = — Und sinﬂ—*-‘—’ folgt o :-i.;?:”'g‘

V] C C

== smcc+smﬁ—*sm (90°—p)+-sinf = 2 sin 45° cos (45°—ﬁj
— sin (45° 4+ 8) V2. = sin (45° 4 «) Vea. Aljo ift tlﬂ(f) ¢

— 2,,a:

b= Rar £ V2 sin (100 B) VT

.',__:;,'__.____ =
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d ssin o s cosf3
: e 8in @ = - S . —
- sin (45°4«) Vo sin (45° 4+ V2
2 ‘ib s S COS « 1 ssinfho
S A T T N SV S P LN B8 72
| 4 1 " 8?sin «cos @ 82 sin 2«
k., F:—g- ab — 4—'-" R R e e S S p—
; sin (43° 4 «) 8 sin (45° 4+ u«)2

sz§in 23
finG= B sin (45° 4 B

E) :ﬁ'lfnmerf. g -~ — sin <+ sin £ — 2 sin ajﬁcns r.r:-;&'___
9 . ©

(¥4 8

I o 5
5 folgte — ¥~} s, Woraus eben

coS V2

B fall3 die anbern Grifen abgeleitet werben Ednnen,
E’ g

- 1
Alfo lﬁ 21/-? oS

‘)

g Wufgabe 15, Gegeben I, «(p), Ik, a—b=d.

-

¥
b ]

L

|

. b — b d
Aus sinw — — und sin # — — folgt . == T
c c c

C

R _sﬂ1 @ — sin f—sin ¢ —sin (90° — «) =2 cas 45° sin (e—45°)—
'I’ —_

— sin (¢ —45%) V2 = cos (45° + 8) V2. Ao ift
d

o d
'_-iﬁ)‘ RS = sin (¢ —45) V2 = cus(45“+ﬁ)}f2°-_2"a:
4 X d sin d cos 3

f_’f_)‘-ﬁ £ 8 % i Sin ({5——45"')}/2 T m.‘i" -1 ﬁﬁ_fj‘!. i

7 H d cos « dsing?
RN e a5V o cos (450 + BV 2
i r— e B _c!*sirl_:z_r-im @ T d*sin 2¢ dsi
v 2 4 sin(«w—45%% 0 8sim(w—45°)

bk d*sin 28

1 "8 cos (45°4 22 °

! Anmerf. Wie in der Aufgabe 14., Anmerf. erhalt man
d

auth ¢ = N,

"1 sin a-'_‘gV".’.

2.,a: &




g 4

Werbindet man dle Summen ober Differenen yweier Seie
fen mit Dem Jnbalte, dann erhalt man folgende Aufgaben:

16., F, e 4+ a; F, ¢+ b. — 17, F, c—a; F, e—h.—
48, F,a + b — 19,F,a—b;F, b »—a.

Anufgabe 16, Gegeben I, F, 1L, c+a=s.

=

; ct—a
2 e g = B2 — —=CcC—a=
Aud ¢ a bz und ¢ 4 a=s folgt Tin c—a

B & 82 —b?
— —; Bieraus und aus ¢4 a = s ferner a==< b, Dabher
= .

el 1 i bs? —-'I_):
lﬂ' I — ?’.- b '—"_"48 0. l‘
b3 = Sz'l:l - — 4F8.
@te %t'ﬁg[tdyfe:t btefer ‘Hufgnbe uerangt, baﬁ —_ > 4F?, b, t.

S =3V 3 fii. St mbmud‘) e 3V 3, bmm bat die Gleichung

nur Gine reelle, und ywar megen — 4Fs eine negative, - alfo fiv
biefe Aufgabe unbraudybare TWurzel. *)

A S -Eg—- — 313, bann hat bie Gleidhung swei gleidhe,
#nd joar megm ——4Fs pofitive Wurgeln. Die dritte Wurzel ift
negativ, alfo fiir biefe Aufgabe unbraudybar. ﬁ)te{e Bedingung ift
erfiillt, wenn ¢ = 2a ift; denn Ddann ift s =c+a= 3,

s;) ;gur vad redhtwinflige Drejed if s=o0 4 a-—-c + o
—*c(1+“lnu) unb 21"'3}).—0 SIHEXBOSLE,a[fo F (c+ﬂ)
__(t4-sine)?

e a. Diefe:Function wicd fiir sin m-—-.;:,-,-} elnimlmmum-.,
82 {1+:ina}"
I i SiN @ COS ¢
fiiv die anbern MWerthe von sin « grofer alg 3V3.

—3V/3, Alfo witd =1

i awu_— aber ift ; oF
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g2 — 9a%, b = V (c2—a?) = aV 3; alfo wirtd 2F — ab =
::_an3, folglich :; == a?;;:l — 3V 3. — G35 ift alfo fitc
biefen Fall 8 = -;—s =V(-§- FVs), c = 2a

2 : i
- 2V(-é- FVs), b=al3=—sV3
a

. 1
sin @ =— = 7 o =— 30°% g =— 60°

bas: At -.f;—::- 3V'3, bvann hat bie Gleidhung drei reelle

SBurjeln, von weldhen wegen — 4 Fs jwei pofitiv find, die dritte
negativ, alfo fiir Diefe Aufgabe unbraudybar ift. Sefit man
o %s sin%va
-F-VS:—_sin Y, bann iwird h == . 1'!}
-E'E Ein (600—-3—) V3.
Unter bdiefer Bedingung erhdlt man alfo jwei Dreiede. *) Die
{ibrigen Grifien ergeben fidhy unmittelbar aud Aufgabe 6., oder 8.,

Aufqabe 17., Gegeben 1, F., I, ¢ — a = d.

‘ 2 nl
Aué ¢? —ar=h? und ¢c—a=d folgt E;:% —c+a=
b? v b:— d?
3 $ pieraud und ausd cl-——a:d ferner a = e,
B o)l b? — b=
it F = —ah= exbesall I
Daber it F i Fra b. i

et

*y Keoll findet in feinen L Aufgaben wber Dreicde 2., $Halle 1826"
@. 93 bei dem von ihm gewdblten Beifpicle (allgemecin bat ce die
Auigabe nidye geldft) irrehimlicherweife nue @ine tcelic Wursel,
aljo nur Gin Dreied.




14

Die Miglichteit dicfer Aufgabe geftattet, baﬁ.'_‘_:_; >4F,
_ 57 —

o i Vi D
oF <

12 ; ; & S T
a., St _:Tr— = .3V3’ bann bat die Gleicdhung jwei gleide,

und swar weaen - 4dF negative, alfo fiir diefe Aufgabe un:
braudybare Wurzeln. Die' vritte Wurzel ift pofitiv.  Diefe Bedin-
qung ift erfiillt, wenn e=7a-iff; denn dam iff e—a —=d=¢6a,
d2 == 36n2, h=V(c:—a?) = 4aV'3; alfo wird 9F —'ah —

i d? 36a? B
— 4a2)/3, folglidy i W‘{fa — 3V 3. — @3 ift alfo

1 1 2 7
i SV FY Wi e = YR
6 2 (3 )’(‘ (e {}'

2 2 :
= %V(:g I"Vﬂ) , b =23} 3 = & V'3 — 2V (2FV. 3),
a

A 1
sing = — = -, & = 80120474 -8 =—"R1% 47 137,

c

fiir diefen Fall a —

?) Eiir dad rechtwinflige Dreied it d =c—n=c—csinu=

? : d?
— c(1—sina) und 2F — ab = ¢? sin « cos ¢, alfo o =
(e—a)? _ (1 — 8in @)?

. Diefe Function bat weder ein Mas-

ab = sinccos e
rimum nody ein Minimum. Von bden vier Wurzeln der biquadra:
. } (1 —sin )? (1 — sin «)? :
tifden Gleidung - —m— — --—, c— = 3V 3
T M in @ cos @ sin e F{1—sin«?) Vs,

1 1

nehmlid S5 T 4 -;- ift aber die [lefste fiir diefe Aufgabe

1 4
anwendbar. [t demnady sin « = alfo -cos ¢ — -F_V:l K

» 1 —sina)?®
bann WY —— = g-,———u——-—-
2k Sin ¢ Cos ¢

andbern Werthe von sine bder québri:cf —f;?—iaVs ift.

— 3V 3, wdbrend filr bdie
P

-
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b.,. St -;—;- ~ 33, bann bhat die Gleihung drei reclle
Murseln, von weldyen wegen 4 4dF jwei negativ, alfo fiir diefe
Aufgabe unbraudybar find. Die odritte Wurzel iff ' pofitiv. Setst
man -%E—;V.‘j =— sin ¢, dann wird b:—f-j—d sin(ﬁtlﬂ-}-féi)V:}.
Die fibrigen Grofen ergeben fich unmittelbar aus Aufgabe 6., oder 9.

c., Sit -—;;,— < 3V/3, vann hat die Gleichung eine reelle,
~und gwar wegen 4 4dF  pofitive, und wei imagindre Wurzeln.

& d? : 3 P <
¢t man 6FV 3 —sing und )y tg 5 = tg W, bdann wird
2d
sin 2:;;V3 &
bar aus bder Aufgabe 6., oder 9.,

b= Die iibrigen Grifien ergeben fidhy unmittel-

Aufgabe 18, Gegeben L, F, 1, a + b =3s.

a h
Aud sin ¢ = = und cos a=— folgt sin ¢ 4 cos e —
a4hbh = A 8 8in « S COS
c C 3o : Y Iﬂ B sin ¢+ cosa unp sine+-cosw’
: 1 2 gi 08 oF
Daher wird F — — ab = X .sm E.503 pber =
2 2 (sin ¢ 4 cosa)? s?
1/, sin 2@
o i-_-l-_—ﬁi ;‘—"2"‘; ’ mﬁraué

3 4 5pd
1., sin 2a—=— : folgt. Wie in dber Aufgabe 10., er-

2—4F
e+ V(s2—KF - ey 2_8F
= )u1:bsinﬁ:q+ VA )

2 V(8¢—4F) 2 (s*—4F) °

balt man ferner sin ¢ —

Hieraus folgt sina; + cos e=sina 4 sinff = V(—:A-?i‘,—)'. Alfo
: 57

: ' [ .
it 2, c=———— = V(& —4F). — 3,, a=csine=
ﬁ 7.8 sSinu - cosc V(s : ) 3, a C sin &

:-;i-[s =V (52— SF):' ,— 4., b=cces e = i [s V(L SF}],

2
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Anmerl. 1., Die Miglichleit der Aufgabe verlangt, baf
st = SF fei; benn bdann find a und b reell, unb wegen s? —
— 4F T 4F wird sin 2¢ = 1. Audy entfpricht diefed der Nas
tur ded rechtwintligen Dreiedsd; bdenn ¢3 ift, je nadybem a und b
gleich ober ungleidh find, a4 b2 § 2abh, alfo a? - 2ab 4 b2=
=s*Z 4ab S8F. — Jft s* = SF, bann witd sin2¢ =1 =
= sin 90°, @« —=45°=}, c:sV—i——: 2V'F, aes b=
o= -3‘— s — VoF.

&

Anmerk 2., Aus a4 b—s uan":-;—ab fann man

audy juerft a und b und dann die fibrigen Grdfen finden,

. Aufgabe 19, Gegeben I, F, I, a — b =d.

Nady Analogie bder Aufgabe 18, erhilt man F —
d2 sin ¢ cos @ oF " . 3,sin2¢

(== . ﬂbe T S T I b e B
2 (sin¢ —cosa)?’ A 1 — sin 2¢

4F . . g -
& aF folgt. $Hieraud ergicht {idy wie
2
in der Aufgabe 11., sine = d+-K(d_-_+._§.D

— T 21/(d* + 4F)
—d 4 V(42 4 8F)
2 /(d*4+4F) ¢
- d b d
— sin § = V-m . Hievaus folgt 2., e = ——— =

sine—ecosce

, Yoraud

Toor o RINSZ 00—

und sin f —

Alfo ift sin ¢ — cos ¢ = sin ¢ —

#V{d’ + 4F), = 3., a=—¢c sin o= % [d4+V (d*4-8F)]. —

4, b—=c cos ¢« = —:-z-[-—ﬂ +_'|vf(d2 + 8F)].
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Anmerf, Aud a—b=d undb F =1/, ab fann man audy
guerft a und b und dann die ftbrigm Grofen finden,

8. 5.

Die BVerbindbungen bder fiecben Summen und Differenzen jveier
Geiten unter einander geben ein und jwanzig Combinationen, Un:
ter diefen ift a—b, b —a cine unmigliche Aufgabe; ¢ 4 a,
c—a und bie abniichen Werbindungen entbhalten swei eingelne
Seiten unmittelbar. Daber bleiben folgende neue Aufgaben:

20., ¢+b, cFa. — 21., c+b, c—a; e4a, c—b. —
22, ¢—b, e—a. — 23, c+4b, atb; cta, adgb —
24, c+hb, a—h; ¢+h, b—a; c4a, h—a; c4+a, a—b, —
25., ¢—a, a4b; c—b, a+h. —. 26, c—a, a—b;.c—a,

b—a; ¢c—b, b—a; ¢—b, a—bh.
Aufgabe 20, Oegeben I, ¢ b =S§, I, c4a=s.

b i
Aus sin ¢ — — und cos ¢« — — folgt 1 4 sin ¢ =
. 128

c
c+a s c4+b S ! s
= — — und 1 COS ¢ — — — und hrerausd —— —=
c c & 25 ¢ c b S
F 4 v
_Afsing_ 1‘%‘25in%¢. cns-g- __nin-‘;-];'---1-‘2.1ﬁnEcm;_gi-i-ccas(_MT Jlé
by TR 2 2'vEs 2 i
§ Titose 1+cﬂsi_sin.u_ 2 cos
2 2 2
; « ¢ \? Sl (/]
sin —— <~ cos — Sin — < cos —
___( 3 1 2 2s 2 + 9 «
"% «? i VTz_ w =tg-2__“'
2cos — g COS—
2 2 \
- c 28
Ao ift 1., tg- = —1 +VT' — RNady der Aufgabe
1—tgf,

g 28 :
8-! Iﬂ 2.,fg-—§—= T e R _‘:”""1 +V“‘S"‘ ¢ o gtlfﬂt man

1+lg..’_

sin ¢ nad) der in Derfelben Aufgabe entwidelten Formel sine =
3




2 th.
2 __ ab und fegr borlaurg —1 4+ V — A, bann

'1—|-th_

—_—
i

echalt man 1 +s|n.~:ac,_1'-|-,lfliU = _('Tj'_*__..;‘:_?_z_ — -:—- ;
wortaud 3,c=——=r LA ool aifi g} ) S 4+ s — V(28s) folgt. —

(:-}-w
4, a—s—c¢c — —+ D +V(2Ss. — 5, b=S—¢c¢ =

= —s+V (2Ss). — b, F:% ab:%[?;Ss-——(S + s)V(zss)],
Anmerf. 1., /Wil tg _f_ pofitiv und << 1 fein muf, fo

hangt die MoglichEeit/ der Aufgabe davon ab, daf V%. >1und<<2,

alfo 25> S und 28>s fei, weldye Bedingungen audy ver Natur
jeves Dreieds entfpredyen, nehmlidy ¢ 4 2a > b und ¢4 2b> a,

Anmerf. 2, Aus c2—=a?4 b S—c+4b und s—c+a
ergieht fid) e=S+4 s— V' (28s), wobei die pofitive Wurzel nicht
genommen werden darf, weil ¢<<S 4 s iff. Wit Benuung ved
Werthes fiir ¢ laffen fidh dann die fibrigen Grofen ableiten.

Bei ven folgenden fedhd Aufgaben [GFE fich ein diefem abns
liched Berfabren amwenden, fo wie 8 grofentheild in den jufam:
menhdngenden Aufgaben der friithern Paragrapbhe gefdyehen ift. Man
Fann dergleidyen Aufgaben aber mit Ridjidyt auf die Beichenver:
dnderung und Berwedyfelung bder fidy entfpredyenden Data aud
von elnander ableiten, was bei den folgenden gefdyehen folls

Aufgabe 21, Gegeben [, c+b=S§, IL, c—a= d.

Wegen bed negativen Werthed von a fege man in die Auss
briife der Aufgabe 20., d fiix s und nehme bie Werthe von a
and F onegativ.  Dann wird

1, c=d 4+ S—V(@dS). — 2, a=8S—V(2d8). —

3., b=—d+V/(2d8). — 4, F_.-—[ 3 s+(d+S)V(2d5)],

ﬂ

2
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MWeil ferner s (—=c-+-a) hierd 428 ~ 2V (2dS) ift, fowird 5.,1g.:;.:

2d
/ 482 —482 ) == 4248
od+4S—4V (248 S
2S_SV%'1 od
— — 14 ._s_-—- =1 — V:s* . Diefe Umwandlung fann,

wie bei fpdter folgenden dhnlichen Ausddriicfen, audy mit Anwens
bung ber in ber Aufoabe 10., angefiihrten Reductionéformel ges

1 tg &
ﬁ 1 + U‘_‘:f,-_ ;
fdehen, — Da femer cotg —= — - ift, fo
2 g (3
t i —i2—
S 2
3 25
wird 6., cotg ?: —1 4 VT.

Anmerf. Die Moglichfeit der Aufgabe verlangt, bdaf
S > 2d fei, welde Bedingung aud) ver Natur jedes Dreies ents
fpridst, nefmlih b > e — 2a.

A ufgabe 22, Gegeben I, c—b="D, IIL, cisa—14g
MWegen der negativen Werthe von b und a fefe man in Ddie
Ausdriike der Aufgabe 20., D fiir 8, d fitr s und nehme die
erthe fiir a und b negativ.  Weil aber ¢ << a 4 b, alfo
o>c—a—h oder c>¢c—b4c—a>D4diff, fo fann
nur die pofitive Wurzel gelten. €3 ift alfo
1, c=D+d+V(@Dd). — 2, a=D+V(2Dd). —
3., b= d4V (2Dd). H— 4., F::-‘}[al)d +(D+d)V(2])d)]_
Weil ferner S(=¢c +b) hier in D+ 2d 4+ 2V 2Dd), und

# 2 ]
*) et man ¥V (2Dd) = n, dann ift d:-%-. Nimmt man

nun fiir D und n belicbige rationale Sabhlen an, o wird audy d
vationaly alfo find e aucy die Werthe flir ¢, a und h. Diefe drei
Sormeln laflen fidy daber zur Bilbung von redhtwinkligen Dreic
ecfen mit rationalen Seiten benufien. '
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s (—=c¢c + Ar) it: 2D 4 d + 2V(ﬂnaf) iibergebt, fo  rwird
@ zm + 2d 44V @2Dd)
2 = =1 1

Stihgs ( ll+).d+2V 2I)d)) e

an 4244+ 4V (2Dd) 1D 4 4D? V?;-pznd
D+42d+4 2V (2Dd) |J"+2I)*V%ﬂ + 2hd

ift aber 1V

in+DV 2 V=

Alfo wirdb 5., colg—:;:-

e — _—_Qd" ®
B mf”“ 14+ V20
2d
2 + Vh['f 24d IV
—1: (l -+ ‘J'd_) — VI} @a’ﬁerner cot,;——
1+V;
cotg 4 ;" cotg — + 1 'cuig_fz_. + 1
——cnig(4a” —).——- — L e £
B 35l
Lntrr 2 —_— cmgcla cotg 5 —1

ift, fo it 6., ootgr__ I+V

Wufgabe 23, Gegeben L, ¢ + b =8, II, a4 b=s.

Aud h—=8.—c und ar=s —h=s-—-8 ¢ folgt cfa=
— 3% 4 s — N". Sefit man in den fiir e gefuntenen Werth bder
Aufgabe 20., fatt s bden Ausdrud 2¢ + s — 8, fo ergicbt
fihe=S8 4 2 — 8§ + s — V[25 (20 — 8 +} 8)] obder
VI2S (2¢ —~ S 4 s)] = ¢ + s, woraud ¢ — (28 —s) =
— + V[28 (S—5)] folat. Zeil aber 2¢ 4 b—a> ¢, alfo
2¢+4 2b—(a 4 b) = 285 —s> ¢ ifi, fo darf nur die nega-
tive PWurzel genommen werden.  Alfo ifi

1., ce=o8 s Y [28 (8 —5)]i'— 2, a =g L Sqc=
—S—V[25(8-5)]. — 3., b=S—e—=—S8 45+ V[25(8—5)].

4., F::—f;ab :-,_';[—33 (S—s)+ (28—s) VoS (S—s)],
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9Weil fermer e b =8, c4+a = 38 — s — 2V [28 (§ —8)]
ift, fo wird 5., tg.ff_ﬁ = +Vﬁ"_9"_41/|2“‘ (Sz=9)]

]/65'-2»_2&3——4.\ VieS (S — 8] _
= —1 4+ 5 el Al

Vq\z — aN YV
—at %

28§ — QV”‘ it

ﬂ(x._h,, 4+ 08 (8 meim)

I

I

S:

2 (S —=x
& e

=

I
:

+
|

20
tg -——— —_ .
cotg I+VS—s

Anmerk. Die MoglichFeit der Aufgabe verfangt, dap S>s
und §> 2 (S —s), b & S<T2s fei. JTened entfpricht audy der
Natur ded rehtwinfligen Dreiecd, bei weldem c>a, cfh>a-h,
b. i. S s {jt; und diefes liegt in der Befdyaffenbheit jeded Dreis
¢cks, nehmlidh ¢ <24 b, alfo ¢ 4 b <<2a+ 2b, 0. i. S <2s.

Wufgabe 24, Gegeben I, c 4 h—S§, I, a—b=d.

MWeil c+h+a—h=c+a—d48ift fo hat man
ourdy vie Gleichungen e4+b =29 und ¢4 a = d 4 5§ die Data
per Aufgabe 20., Alfo wird

i r—ﬂd'l-"\—V[ﬁ(:H*‘i‘\] 2, a—=—S81%
+ViesS@d+S)) — 3., b=—d—8+ V[gs (d+N8)]. —

AT T = -:—[:3?3 d48S) — (dF 0"\)1[ 28 (d u\):l — 5y 1g t,::

4 (d-'-\ 28
— — 1 | et DHG.,Ig%:—i-I-VdL\‘

Anmerf. @lc Miqlichfeit vter Aufgabe verlangt, bof
S= d fei, welche Bedingung audy der Natur jedes Dreieds ent:
fpricht, mehmlidh ¢ +h>a—b, 0. i. 8> d. :
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Aufgabe 25, Gegeben I, c —a=—d, II, a + b=S.

Weil e—atatb—ct+b=d+8, alfo h—4d TS —e,
feener a—=S8 —b=c—d ift, fo bat man in ben beiven Glei:
dungen ¢ th—=d+S undb cta=—2c—d dic Data ber Aufgabe
20., Man feie daber in ben dort fiir ¢ gefundenen Ausdruc
dtS flatt S und 2c—d flatt s, dann ergiebt fith c—d+S+2c—
—d—V[2@c—d)(d+8)] ober Vi2@e—d)(@d+Sj]=c+8,
woraud e¢— (2d +8) = + V' [2d d T8)] folgt.  2MWeil aber
2d+S>cift, fo darf nur die negative Wurzel genommmen werden. Alfo ift

1., e =248 — V2d(d+8)]. — 2.%a—¢c  d—dTS—
—V2dd+8)]. — 3., b—=dIS —c=—d+V[2d(d+8)]. —

1 1 X —_— 3
45— = ab = = [-3d(d+:s) F2d+S8)V o4 (d+a)] . Weil Sin

ber Aufg. 20., bierin d+S und s in 3d+28 — VY [24(d+S)] dibers
__1+V(;d+4s_.4V|2d(d+5:)_'|_

a —

gebt, fo wird 5., 1g

% d+8
— e + Y AS@TS)T6d (d+S) —1(d+8) V2d @+S))
5 - @+ 8 =
218, 2d :
LEG e G gE D Ve e
I (d18) o
4 2d
Mo A el el
= —17 d+8 ; =1 — _-_d"l'b' A
141g7
6., colg gz_i____i_ Loy aieS
—tor

2

Anmerk. Die MoglicyFeit der Aufgabe verlangt, daf S>d

fei, wele Bevingung aucy der Natur jeded Dreiecs entfpridye,
nehmlidh a - b>c—a, b, i. S> d.

Aufgabe 26., Gegeben I., c—a:i), I, a—b—=d.
Aué a—c—D ud b—ma—d—c—D—4d folgt e+h—=
=2c—D—d und cta=2c— D, Skt man in den fiir ¢

N ————
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gefundenen Werth der Aufgabe 20., 2e—D —d flatt S uﬁb
2¢ — D ftatt s, dbann witb ¢ = 2¢ — D — d+2¢ — D —
—V[2(2¢—D) (@3e—D—4d)], odver ¥ [2(2¢—D)(2c—D—d)]=
—3c—2D —d, woraud c—(2D+d)=+V [2D (D -+d)] folgt.
IReil aber e <<a+bh, alfpo o>¢c—a—b, c>2c—2ata—
—b>2D +d ift, fo ift nur der pofitive Werth der Wurzel zu-
liflig. €3 wird alfo

1., e=2D+d+V[2D (D+d)]. — 2., a—e—D=D+d+
+V[2D(D+d)]. — 3., b—=c—D—d=D+V[2D (D +d)].—
IR o %-ab :%[30(!)-{«!)1—(2{)-!-:1)]/ m_].uﬂisei[
fener S—=c+b=3D+d+ 2/ [2D (D+d)] und s—cta=
— 3D +2d+2V 2D +d)] ift, fo witd cotg —':— e =

b

A

6D + 2d +4V 2D (D + d)] .
i s (F b
Tk 'ﬂ/ 3D t2d 2V 2D (D t d)] ) | Fih

aD*t4D: V“M‘”

eDt2dt4V [2D (Dt d)] (md)

aDf2dt2V 2D (IOl Y (). 4op. V“"*‘”’r’D{D’rd)

v

oD +D ,.([H-d) 24 Vi’_(ﬂ'l‘d} ;

=t = — . Alfoift 5., cotg——
-
DH)V‘J"‘D“” H_Vzm d) 2

a’rV‘(DH} 9
CDH)
:i:(-—-l-]— V_£D+d))_1+V

cotg —f— 4 1 oD
g

coth —1

= i-i-V.——

o«
6., cotg——= Drd




8. 6.

Serben die Summen bder drei Seiten unbd die Summen von
je pweien weniger der driften mit ben einjelnen Seiten verbunbden,
vann erhalt man Yufgaben, welde fidy leicht auf die im §. 4.
geloften suriictfithren laffen. Sft 3.B. cratb=S und a geaeben,
pann hat man in ¢crath—n =tcith='N—a und a die Dafa
per Aufgabe 8., o Ddaf nur S —a fiir s in jene Ausvriide ge:

fetst werden darf. €5 ift alfo 1., tg i;. — —qj_“_;"' e D
Bi Pme S——?_a_ o (S —a)?+a? #
tg':z—' p— S ® 30, €= Q(S_—a)-. — 4.,. I]‘___-
S (S — 2a) i aS (8§ —2a)
s - Sl ) i I
2(S—a) 4 (S—a)
S 7.

Aus der Verbindung der cben angefiibrten vier Grofen
mit einem fpiten Winfel ergeben fich folgende Aufgaben:

27., (), ¢ +a+h — 28, « (@), c+b—a; a(P)
c+a—b — 20, a(B), at+b—ec

Aufgabe 27., Gegeben L, «(f), 1L, c4+a+4b=S,
Aud sin ¢ = -F-lc— und sinﬁ:—_l;- folgt sin @ 4 sin § —

h . h S 2
:-“—T—— und 1+ sin @+ sin = ﬂ%—t = Daber 1ft
1-I-sitl._:_.t1-sinﬁ 5 i it 1+sin_cr+ii_n—p’: S*_ @ ift aber

_ sin « a sin [ b
1 4sin ¢t sin f == sin (et ) +sinwtsin f = sin & cos f +
+ cosa sin 3+ sina+sin f = (1 +cosf)sin ¢t (! + cosw) sinfi =

? o] ﬂ:

:
e 4cusﬁ_sinficusi+4cos_'sin_-ctls_
258 2 2 2 2 2
e :
:4::05-‘_’5-(:08_‘8.(sln'_.cnsﬁ.-l-cus.ﬁsmﬁ\:
2 2 2 2 2 Ty |

e S



1l

l

i T

= 4 cos = cosﬂ sin z+8 — 4 cos —— CoN — V — =
2 2 2 2

:dcus_(;_. [V ES (450 -—.Oi) V-i—:-élcns% sin (45° 4 ,,__) V-I:
1
—4casTﬁ. cnfc(daf' ﬁ)V —4ca54£ sift (45" i f)V-;

S SV e
Alfo iff 1., ¢ =—r—r Y
| l+qmtz-}-s h‘g 4cos_ sm(da“ _..)

Ssin &
. SV ¢ 7] .
== - —— =2, ,a==csine=— ~ — =
4 cos -f— sin (45” T f: , sin \450 fE’)V2
Scns( 5°+ﬂ) " Ssin-g
= = 3, b=csii = = =
cos — V2 i (45” + ‘%-)Vg

ch‘-'(ei J°+__.) "
= 4 F-—' ubh=— 52 tg colg (43’-" +_) -
t.m-._-V2

e R O o {))
= -It'r tg ? cotg (45 +§-)'

Wufqgabe 28, Gegeben L; a(f); If:, ¢ b—a=gz=s.
Nach UAnalogie der Aufgabe 27., ift 1 4 sin @ — sin ¢ =

c+h—a s 14sinf—sina_ s 14-sinf—sine
e c V400, sine LT g sinﬁ BT

:-E— und 1 4 sin f— sin ¢ = 4 cos -‘3—6- sin —V-— =

05 . = (i3 ‘ a - o
—4 cos— SIn 4"'—_) —==4cos— ¢ (45d _) e
gos.— 8l (a 2 V‘A €08 0s T Q_Vz
i g el Foe 0 T oo BUOR RN P 1
d_-‘LsmT coS (4.:"— Tar) V-;i-._.ﬂlsm.g— sin (450 i .;I) V:é—

Folglich wird
4
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—_—

———
e —

| SV2

l —_— ——
')

T 13 sinf—sinw R
+ f " 4 cos g— cus(fla“’i'._:f-)

Soder
RV2 s s Slﬂ--
‘xtf x i n-"'“—)l, n:csl"lf:
4sin S sin (450"‘ :—’) cos ( ;,D—I-‘)VQ
rn‘:(‘h“'}" ﬂ) Qtns.‘ii-

— 3,b=csinf—= —— e

sin — V" sin (45”+ ﬁ)Vz

S 8in (45"’_;_7. :
= — 4., F—__ab_ =5 ....tﬂ(fl.) +--)_
COS _.(i Vﬂ e

1
— 82 cmg cotg (zL; f_)
4 ]

LWnfgabe 29., Gegeben I, ¢ (), II, a4 h—c=s,

Nady Analogie der Aufgabe 27., ift sin « 4 sin f—1 —

a4+ hb—c s sinedsing—1_ s sinedsing—1
%Y c R C sin w TR sin(‘j’ =
S
o und sin « 4+ sin # — 1 = 4 sin E- sin -——V—
e

- —

—

Alfowird 1.,e=

e—
—

1 wioa 4
— 4sin < sin (45" — f_)V—- —a4sin & cns(Ja“ 1 i) V-—
2 ) 2 2 2 9

-

7 1
= 4sin }@' sin (45“ —-i'-.) Vl} —4sin :f- €os (45" + ff.) V—l-
2 2 2

SVQ

gIT 2GS0 o LR in % oS (45“ + f_j..

(44
8§ COS —
Y

:SV2 e
cos (dﬁ“i-.g.)VQ |

4 sin.g. cos (ci:’r" + E)

w2, Ascsinm==

[ ———



I

I

Il

P _—
-

T A TR 2 =1

ssm(h“ - ﬁ) scus_ﬁ-
==, — 3, b=csinf= < ==
sin TVQ cos (45" + -f—)VQ
: S sin(h" + -f- 1
— AR ___"_ — 4, F—--ah....——s" u:tg_ig(fla 1'—)_
sin _V'T *
i
— 7 s* colg — tg(45° P’
S S.

Aud ber Werbinvung bdiefer vier Grofen mit dem Jnbalte
entfteben die Aufgaben
30., F,etath, — 31, F,eib—a; F,cta—b. — 32., F,a4tb—e¢.

A unfgabe 30, Gegeben I, F., 1L, c+a++b=-~.

. A h A
Ausd sin ¢ = 5 und cose—= — folgt sin « 4 cos ¢ =
s L5

S
ai—h nb‘l-l—smw-]—cnaa_ia—-i-—b . Ulfo ift

¢
_“'4_ 14 sine 4-cos « s 521 -}-sma-}-. cosa B4 Feenet
A sin « h COS
2F = ab if, fo erbalt man -S—z- == (+ 480 . cof a)i
2F sin ¢ €os «
il + Vi +a~1n"rﬂl Dk 1,21/ (145in 2c) 41 4sin 2a__
1/sinQu 4&*'_ sin 2w
_ 242V (1 y5in2¢) |=plana St dite +V (% 4 sin 2¢)
T sin 2w § 10 T sin 2« g
1682

woraud 1., sin2e« = =2y folgt. — SHieraud ergiebt fidh

S aF £ ¥ [(82—4F)2—16FN?]
_ 2(5*—4F)
S 4PV [(8: —4F)2—16F82]

wie in der Yufgabe 10., sinw=—

und sinf =

« Da ferner 14

' 2(S2—4F)
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Se4aF_ oS3

hsin@ 4 cosa = 1tsinadsing =1 4+ E—n=g 5
S S — 4F

I

W )

ift, fo witd 2, ¢ T = :

N2 | Azl ol g2

PR (R S T A 3 AF) —16F8Y]
SQ 4F_ &«-___ Pl B Bl ‘Sz

Slon e IR = AF): —16FS?]

a )fiir 4 \ cotg f_":.V(QF)
“=sing, dbannwitd — !

b )fir—( g -V (2F)

Anmerk 1., Die Moglichleit der Aufgabe verlangt, vap
K2 4F fei, weldyed offenbar der Natur jepeé Dreiecks entfpridht.
orner muf (82 —4F)2 < 1GFS2 feing denn dann iff sinje =1,
und a und b find reell.  Weil in diefem Falle audy S*4-SFS*4-
4 16F2 = 3208, 82 4 4F a8V (2F) ift, fo witd sing = 1.
Yuch liegt diefe Bedingung in der Befdaffenheit bes recytrinfli-
gen Dreieds, €8 it nehmlich §* = a?+h? 4 c*42ab < 2ac
-+2he, S2 — 4F = 2¢* 4 2ac+2bc = 2¢8, alfo (3*—4F)*=
— 4c2S2, @5 ift aber, je nachdem a und b gleidy oder ungleich
find, ¢z ==azkb? = 2ab T 4F, alfo (82— 4F)? < 16FS2,
— Sft (82 — 4F): = 16FS?, bann witd sin 2¢ =1 = sin 90°,
—=45%=08; e:?.VF_:S‘(V‘Z-—]), 'r_l_—_-h;'}’r(?F):’/ES(?.-—V‘Z_)‘
(1 + sin @ + eos @)t

sin ¢ cos «

48V 2m)

Sefsit man ST 4F

Anmert, 2., TWenn wman

S P L I S e y
— b q_" 2 + ﬁf" ‘G). . ie in ber Aufgabe 27., umwanbelt,
sin ¢ 8N 4’;;
(4(}%? COS ~— ‘P V—-)

N2 _
bann WY = == —
Ji 4~.1n & CO§ -— §INn _g COS ﬁ

Il

S
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a.
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Qcos.i:. cﬂs_f_ cos “;ﬁ -4 cos ﬂ
—_ = oo : - =
sin g sinﬁ. cos f.:.__@ - e Of iﬂ
2 2 E 2
0 = ‘ ¥
o B2 ﬁ+VE' Oraus ¢ de=80 " ig Al V1 folgt
pemmen . i S —— “ — 4
P L s L RN e e T
cos 2 — ';'

Anmerk. 3., Aué c2—=a>+4-b?, F—=1/ab undbcta+4h==8
fann man audy juerft ¢ und dann die dibvigen Grifen finden.
Wufgabe 31, Gegeben I, F.,, [, e4b—a =s.

2

Nach Analogie ber Aufgabe 30., erbalt ﬁmn “‘;11‘_:
(1 —sin a4 cosa)? |1 — ¥ (1 —sin2¢))?

14 sin « cos @ i 1/,8In2¢
16F's?
(¥ + 52
+ (52 — 4F) + V[(4F + s2)2 4 16Fs?]

2(4F + s2)
T (s2 — 4F) 4+ V[(4F 4 52)? 4 16Fs?] %
T 2(dF + s?) i St
s2— 4F, alfo (c4bh—a)?=2ah, ¢*42be 4+ b*—2ac—2ah
4 a2=2ah, a2—2ah4h*=2ac —2be—c¢*42ab—=2¢(a—b)—
—(a?—2ab 4 b?), 2(a—b)*—=2¢(a—b), (a—b)(a—b)—=c(a—h),

, woraud wie dort

1., sin 2o — folgt. $Hierausd findet man wiein

ter Aufgabe 11., sing—

und sinf—

vann muf, weil e>a—>b i, a—h=0, a=b fein, — Fiir
diefen Fall wird (AF 4+ s?)? = 64F? = 16Fs?, alfo sin 2¢ —
— 1==5in90°% ¢ = 45° = B - — Sft 82> 4F, bann wird

(n—Db) (a—h)> e(a—b), wad, weil ¢>a—Db ijt, nur fein Fann,
wenn a — b negativ, alfo a <<b ift, Fdv biefen Fall ift alfo
sina << sinf, folglidy gilt fiiv sin ¢ bad negative, fiir sin 2 bad
pofitive Seichen. Jft dagegen s2<4F, dann wird (a—b)(a—b)<<
< ¢ (a—bhb), alfo a > b, sin ¢ >sing. Fir diefen Foll muf
alfo, weil s2—4F negativ wird, filr sine ebenfalld bad negative,
fiir sin @ Dad pofitive Seichen genommen werden, — €3 ift alfo
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4F —s* +V[(4F 4 572 4 16Fs?]

sin & — I EED) undsinf—
__5*—4F 4 V[(4F 4 822 4 16Fs?] : |
- 5 aF + . Alfo ift 1 4 cos & —
_sinw:1+sinﬂ—sina:1+%z—}i::— — _S—_Q:_“;-
) : i 8 b 4F 4 s? e
Bolglid witd 2., ¢ = 14 cose—sing 2s . 3k
s* — 4F, bann wird ¢c—s—2VF. — 3, a—csine=—
AF — s 4 V4F + s + 16Fs?]
= e .— 4, b=ccosa—
a EI IF N2 16F-'2 :
—: th o V[(t.; 1 2] . — Sft s2=4F, tann
3 F )2 4= 16F s>
witb a = b = 4l +:s) i il = sV—l— = ¥ 2F).
e 45V2E-[ . LA R
§iiv s 5 4F fese man —?—sz__ = tg ¢; unb es wird fiir
" a tg %V(m
s* > 4F = Fir s: << 4¥ miijfjen Ddie

b cotg -:f—V(zF)
SRerthe von a und b verwedhfelt werden, weil bdann tg ¢ in —

—tg ¢ =1tg (180° — ¢), alfo g % in 1g (I_](]u #..%) S
—=cotg %, und umgef’eI}rt cotg%_ in tg _rf_ ﬁberge!)t,

(1 ==sinte cos «)?
Anmerf, 1., FWenn man - | —=
Sin ¢ Cos &«

L ime R in B)? I
2 ( Sin ¢ 4 sin £) wie in der Aufgabe 28., ummwandelt,

sin ¢ sin 8
l 1
(4 cos % sin ﬁ_V-—)
§2 2 2 2

2r e A 3
4 sin —— €08 — SsIn —— c0s —
2 l) ] "

¥
-~ - -

dann wird
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2 cos & sin ﬁ sin + 8 sin i
== 2 2 2y el

sin —. cosﬁ ' sin sl + sin o—¢

2 2 2
V—-—-qm uﬂ_ﬁ
— 4F—s? 1

it el ,nmra:tués:n"':c ik i V——f (gt

V_ 1 g, u-}-f 2 4F-|-

?[nmerf. 2. ).[uﬁ ¢2—a*tbh’, F—1/,ab und ctb—a=s
fann man audy suerft c'und dann die iibrigen Grdfen finden.

Wufgabe 32, Gegeben I, F, ., a 4+ b—c=s=

2

Nady ?Ina[ngie ber Aufgabe 30., erhdlt man --_;-I:,-z
i n(sin ¢ shces e —1)% - 14 [V (14 sin2a«) —1]

7 sin ¢ cos « &= 1/, sin 2&
16Fs?
(4F—s*)?
4F+s? +V [(4F—s*P—16Fs?]
2 (4F — s?)

, woraus

wie dort 1., sin 2¢ = folgt. — $Hieraud ergiebt

fidy wie in der qufgabe 10., sin a =
T i +V|:(4F~—-€ ) _161—‘.\:1]

unbsinﬁ_ T (aF = Da ferner sin @ +4
| W 252
+cosae—1 =sina+sin;‘f—1:q{%-%fs—z-~—1 :ﬁigz
i : s 4F — &2
11, 1wt T = e——
ALY L s sing 4 cose —1 2s
+V [(AF—s?)>—16

3., a—¢ sinu-—- Bl Vl( e FH] — 4, b=

4s .

Y ol p? — —_— m\2 _16F 2

:ccos:z:“‘ i VAR 8D S]. — Gefst man

4s

a J fir P
sV en i T (eotg oV @y
4‘:‘1];‘5_1_ — sin ¢, dann wir —

b\ fir — (18 3Ven
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Anmerk 1., Die Moglichfeit der Aufgabe verlangt, daf
AF > s* fei.  Diefed entfpricht auch der Natur ved rechtwinfligen
Dreiecd.  Da nehmlidh a4+ b>c ift, fo ift 2ac 4 2he > 268>
~ a*+4 b* 4 ¢, 2ab > a* 4 2ab 4 b* —2ac — 2bc 4 ¢ >
~(a+b—c), b. i, 4F>s> Ferner muf (4F —s9)* = 16Fs?
feiny Dberin bann ift qinzex'z 1, und a und b find reell. Weil
indicfem Falleaud) 16F2 4 8Fy* 4 5* T 32Fs* (AFTs*)'S = 25V (2F)
ift, fo wird sin @ = 1. Aud b:efe Bedingung [tegt in der Bes
fdhaffenbeit bes rvehtwinfligen Dreiectd. €5 ift nehmlidh s* =
—a? 4 b4 ¢* 4 2ah— 2ac—2he, 4F —wr= 2ac+42he—2¢°=

— 2¢s, (4F —s?)? = 4c’s% €3 ift aber, je naddem a und b
gleidy obder ungleich find, € = a* + !I}”; 2ah ; 4F: alfo
(4F — ") Z 16Fs — Sft (4F — 82 == 16Fs% dann iff
sin 20 — 1 —sin 900, g—45° =g, e=2 VF=5(1 + V 2),
a=b=V @QF) =s(1 + Vit

(sinatcose—1)? _ (sinatsing—1)°
sinecose . sinasinf

¥ . L4 5
wie in bder Aufgdbe 20., umwandelt, dann WY —FE—=

Anmerf. 2., Wennman

: e \* .
4sin & sin _’?, ik 2 sin % sin ﬁ
- 2 2 2 Y ks 2 -9
Asin L ATRpIAE sin.ﬁ. cosﬁ. coS % cos ﬁ
A P 2 2 2 )
i y S 1
CcO8 e ﬁ — 0SS {f_ﬂ tod E.J_E—V?
l’ d|, ] 1)
=2 - e ) ,  woraild
@ —p “+p 2—B |
cos . COS cos Y —
2 + ) 2 Vf.’.
o— sz 4 4F 1
tos ——— = —— V. — folgt.
2 s2 — 4AF V2 folg

Anmerk 8., Aus cz—=a’>+b>, F=1/ab uttd ath—ec=
— s fann man audy juerft ¢ und dann bdie iibrigen Grdfen finven.
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§9
Aus den adit und zwanzig BVerbindungen  diefer vier Grifen
mit ben Summen oder Differenzen je yweier Seiten entftehen Auf-
gaben, weldye fidy leicht auf die im §. 1. oder §. 2. geldften ju-
fﬁ(ffiibren laffen. Sft 3. B. c+b+a=S und ¢ Ta=s gegeben,
bann bat man durdy et b+a —c—a=—=bh=S—5 wd Chaz=s
vie Aufgabe 8., — Sft eFb+a=—S und c— n—d gegeben,
bann witd b—d +8—2¢, a=—c—d; und diefe Werthe, in die
. 3d 28 d(d+48

Sleidyung e2—a24 b2 gefet, geben c*‘_—.'{ K. t-l-/[ e )],
wobei die pofitive Wurzel aber nidyt puldffig ift, weil 0 <<e —a,
um fo mehr 0 << ¢ + 2b — a, alfo audy 4e¢ << 5¢ 4 2b —
—a<2¢t2b+2 +3c—3a <<2(etbta) 13 (e—a)<<28+3d
28 . ; Bodal d(d+48)
oberc<3d_: ift. Efmher1[t:a=c—d=2 i[-(d' b)J.

Durd) e und a bat man aber die Aufgabe 1.,

;s S 10.

Aus den fechd Verbindungen bdiefer vier Gréfen unter eins
ander entfiehen Aufgaben, weldye fidy leidht auf vie i §. 2. ges
[Bften juriidfiibren lafjen. St 3 B, cthta=S und cth=—a—g
gegeben, dann wird eth+atetb—a — 2¢+9h — S+s, alfo

-

S T s
cth= ?: - und c-f"b‘l‘a-—-(c*l-h—a) = 2a — NS—s, alfo

S:—-S

a=——. Man hat daher durdy a und c+b die Aufgabe 8.,

§¢ 114

Da ver Radiud bed dufern Kreifed gleich der balben Hy-
potenufe ift, alle von ihm abhdngenven Aufgaben alfo mit dens
jenigen sufammenfallen, in weldhen ¢ unter den gegebenen Girifen
fidy findet, fo darf nur der Radiug o ves innern Kreifes beadhtet
werden. —  Die Eofung diefer Aufgaben wird durdy Anwendung
bes befannten ©akes abgefiiryt, bdaf die Summe ber beiden

5
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SKatheten gleid) der Summe aud bder Hypotenufe und dem bdop:

pelten Radiud ved innern Kreifed ift: a + b = ¢ 4+ 2.
Sunadhft ergeben fich aus der Berbindung diefed Rabdiud mit einer der
drei Seiten, einem fpisen WinkFel oder bem Jnhalte folgende Aufgaben:
33, ¢ 0. — 24, a,0; b,o. — 35, «(B),0. — 36., F,0.

RWufgabe 33, Gegeben I, ¢, IL, 0.
Aus a—csine, b—=ccose und a‘.‘*hé?g folgt csinat

20 : .
Tecose—c=2y, g sinat-cosa—1 =V (1+sin 2¢)—1, worausd

4 _ » . H '
*JC;+0) folgt. — BHieraus ergiebt fidy wie in

c1 2 :V[_cz—-'-tg(c“f'g)]
2c

) Alfo-ift -2.,> ai=s

1., sin2e—=

und

ber Aufgabe 10., sin ¢ =

et 20 5 V[e? — 40 (c+ )]
SC

sin .=

==l ginsali== i[c‘}'g?chl—-dg (c'l't’)]' — 3, b=

0

I

1
ccos ¢ — ?‘:0'5"29::1/0’ — 40 (o + g)]. Sefit man

a |fiic 4{ cotg 2V [20(cto)]
=sing, dann wird s
b Yfiir —{ tg r'f*V[?Q(ﬂ‘hJ)]

2V [20 (¢ i)

ct2¢

— 4, F = ,ab = g (cto)

Anmerf. 1. Die Moglidhteit der Aufgabe verlangt, daf
czgélg (¢t o) fei; denn dann ift sin2¢=1, und a und b find
veell. Weil unter diefer Borausfesung ¢ +4dep + 40 = 8co +
+8¢7 ct20 = 21/ [20 (et 0)] ift, fo witd sing =1. SeneBe:
dingung entfpricht auch der Natur ved redytwinfligen Dreiects;
Denn ¢8 iff, je nadhdem a und b gleidh ober ungleidy find, a* +
+ b2 ?23]), alfo ¢* ga‘ +2abib* —¢? § 2ac -+ 2he — 2¢° +

T a*+ b’ 1+ 2ab — 2ac — 2be I ¢ § 2¢c¢(a T h—c¢) +

= —;M::—“:.r‘h-“-#— e
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l,;.(a.l_b,__c)z i dco + 49 = < 4p(ct0). — St e2=4p(c+0),

dann wird sin2¢ — 1 — s5in 90° ¢ = 45° = @, a=b—
—cVitp=o0@+V2, F=1,02=09 @+2V2.
Anmerk. 2., FNennt man jede bder beiben von der Spie

bes MWinfels B ausdgehenden Tangenten g, die beiden von der Spite

bes Winfeld o audgehenden », bann ift x = ¢ cotg g—

V=@ colg—g—, folglih w4 v = e—o (cotg —_ﬂ—-{- colg—g-)
2

[V +L‘?

&

* E

~unbd

]
=
n

Il

—
—

+
|

Joln
m-
=

. a - u L
sin — sin — sin
2 2
QV‘A

3
cos u__2_f:. cos a+‘r cos “:’e—V’/z

=3 w‘l-:b =S
-+
<o

2 sin

=

worausd

I

cosa-ﬂ: RaT 20 ¢ folgt. — Aud bem SInbalte ded von ber
2 cV2 :
Hypotenufe und bden beiden bdie fpiken LWinfel halbivenden Linieri

¢? sin £, sin .E. 1
gebilbeten Dreiectsd — ;: - ﬁﬁ — ——ecp crgiebt fih Der:
2 sin i

felbe Ausdbruc fiir cos,ﬁ;ﬁ. — Man crhalt denfelben Ausdrud

2
auc), wenn man ?9— —sin « 4 cos ¢ — 1 nad) der Aufgabe 29,

! v 1 —f

m 4 sin%sin-'z—y_? = [cos a2 g — cosa:ﬁ] VE ==
— 1

:':cosa {3__1/_2_] V2 umformt.

Anmert, 3., Aud e2—a> - b*> und a 4+ b—=—c + 2 fann
man oud) juerft a oder b und dann die fibrigen Grifen finden. —
Man fann audy aud der bei jedem Dreied ftattfindenden Gleichung
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F='%0 (a4+bc) juerfi F = ¢ (c 4 o) und dann aus F
und ¢ nad)y Aufgabe 5., die iibrigen Grifen ableiten.

QWufgabe 34, Gegeben I, a, IL, o,

a cos « a
Aud b= ————, c=—
( sin « sinw
a cos «o a 20 sinatcosa—1
folgt . S T 4

a - — 20 e -
T sin o sin & T s a sin «

undb a4-b = c+4 2

A (4 . R o z
2 sin— cos——2sin— cos _ — sin 2.
2 2 2 2 : a
— “_, (x e =1— tg T.Z-'
2 sin— cos — cos &
2 2 -

-

« — Nad) der Aufgabe 8.,

M e e Mle

2 a

e
gj‘ 0
et = e « — Nady derfelben

ift 2., tg —
l+tg.¥. S

M]‘cc,

(V4
23 a (a — 2)

Aufgabe wird ferner sin ¢ = =
14 |g_g.z 92 + (3_9)2

sy,

20 (a — o) acosa
0 +.(a—g)?
)

-"_'411,0..:

unb Sinf e

. @38 ift daber 3., b= e

o I i oA W )
il o - a—2¢ ;

2o(a—o

&9
1

5:, F: ——-ﬂb:
p) a— 29

Anmerk. 1., Nad) der Aufgabe 33., Anmerk, 2., ift =

]
\ocotg_"}., alfo g'-I-.u::a:@-Fchg._a_:

e

ag (a—o)

=

I

=0 (1 4 —), folglidy tg 2= 2, woraus ity tg . =
Sl PR S R
w f‘)’
1—g £ 5o

== = ergiebt,

si

I
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Anmerf. 2., Aud c2—a24h? und a-b=—c 4 29 fann
man aucy juerft b ober ¢ und bdann bdie fibrigen Grifen finven.
Wufgabe 35., Gegeben L, «(p), IL, o '
a-b

i ] h .
Aus sin o :-E— und sin ﬁ:?folgtT — sin« 4

h — 2 ; .
sinﬂ,,alfoa+c c:-.f-’ — sin ¢ 4 sin f — 1 =

s @iy 1 A0 naon g oh Gaua
= 48in ¢ cos (45° 'I"«-Q—) V-—ﬂ-—_rism ?005(45 'f'—é—) V-é-
(nady der Aufgabe 29). Alfo ift

20
s N

9
sin & 4 sinf—1 sin i::_ cos (45° 1'-;(;-)-‘/-2

1l

2, a.='c si.o .=

¢
sin f;. cos (45""‘ _f_) Ve :
0 COS .'Zng —9 sin(45°+§)vz

— 3,b=c¢sinf=

cos (45“'1'“_) sin 'J.ﬁ'
0 £OS — V2 0 §in (45°+ E)VQ -
e [)’ (,: = 4., F:Tah =
(40" ol ) sin —

|

0? colg _In(4a° + ”)— 0? cotg tg(4o -+ -—)
Anmert. Mit Benufiung der in der Hurgabe 33., AUnmerf. 2.,
angefitbrten Ausdriicte erhdlt man g4 pu=—a=—o+ o cotg ﬁ,nffo

P

a—p —p cntg? ; und o ift 0+1'—-h_—_:n+0(.mtr-£—,alf0b-—o_.
—=g¢c tg-i... Yudy folgt aud der dort angegebenen Jnhaltdformel
g

2 . £ .
c* 81Nl — EBIn —
2 2 1

T R

co unmittelbar ber Ausdrud fiir c.

2 sin
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Aufgabe 36, Gegeben L., F, IL, o.

Aus sine — % und cose = EL folgt sin @ + cos @ =

_ b ¢ — 2
___a-(I:- ’ sma-]-cusa——i:—a;}-—h g = -—Q, alfo
c c
L] 4 2 H
(sine 4 cose—1)2 = = . Da ferner _a_b_ g; —sina cosaift

: 40?2 sin sa—1 v ) —A1
fo wird : =( ' uf+m ):V(1+s'," 22) , woraud
2F sin @ cos « 1/,5in 2¢

Fo?
(F—¢?)?
10., erbalt man ferner sin & —

F+ o=V [(F —¢2)? — 4Fp?)

15080 20 — folgt. — 2Wie in der Aufgabe

F+oath V(= ¢'): — ¢Fo?]
2(F—o7)

und sinf— &5 ift alfo sin @
il 2@2 » e 3 ’ QLO aih
+ cose—1 = o’ folglidh 2., c = P ey e
_F-—_— — 3., a—csine— e :V[(P.—_QQ)?—{!FQQJ‘_
0 290
2= Nl AN 2
4, b—=ccos ¢ = iig +V[(§Q gp=1Te ]. — Cetst man
"2V (2F) . o T e lenel Y or)
__ﬁ'_?;_ — sin ¢, bann wird —

:
by fir — (8 Ve

Anmerf. 1., Die Mbglidfeit der Aufgabe verlangt, bdaf
(F — ¢%)?2 §4Fg= fei; denn bann ifr'sirn ‘.?u:.é 1, und aund b
find  veell.  Meil in diefem Falle audy F24-2Fp: 40+ = 8 Fo?,
F 4 2= 20V (2F) ift, fo witd sin ¢ = 1. Jene Bedingung
entfpridht audy der Natur des redytmmfltgen Dretectd. Nady Auf-
gabe 33., ift nehmlidy c’; 4p(c+p), und ba o= Lé_— ift, fo
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- et N A
wird c’wM"’dg (P—-Q—-I- )—'4_15‘ btk

e =
(F — 022 = 4Fp% — St (F—p2)*=4F0?, dann witd sin 2¢—
—1—5in90% ¢—=45°—f, e=20(1 +V2)=2VF, a—
—bh = 9(2+V2) — V.
Anmerk. 2., Mit Anwendung ded (Aufgabe 33., Efnmerf 2)

gefundenen Ausdruds cos BenD c:;,2 und des aud ber
™
Gleidyung F—op (c4 o) (Aufgabe 33.,) fiiv ¢ ermittelten Werthesd
. e e i
erhalt man cos 5 SeF ol

Anmerk, 3. Aus ¢2 — a? 1 b, Fi="1/ab und a't b' =
— ¢ 4 20 ober aud der eben angefithrten Gleihung F—=p(c+0)
fann man audy auerft ¢ und dann die itbrigen Grofen finden.

8§ 12.
Die WVerbindung ded Radiud o mit dben Summen oder Dif-
ferengen -gweier Seiten fiibrt ju folgenden Aufgaben:
37, c+a, o3 ¢+ b, 0. — 3R, ¢—a,0; c—b, g. —
39. a4+ b, . — 40, a—b, g5 b—a, 0.
Wufgobe 37, Gegeben L, ¢ + a = s, IL, o.

Aud sin o — -3- folgt 1 4 sin &:n-l-a .—_."%-. Alfoift

c
Co== -——q— Aud sin @ — — und 14 sine = —s-tl‘=
1 4 sin« c c
i P s sin @ b .
glEbt ]ld} &_m. Aus coS ¢ =— & und 14 sin e —
s . S COS o
— — ehal b= L
o hdlt man Yo one . Sefit man bdiefe drei Werthe
fiir ¢, a und b in die Gleidung a 4 b-—c = 20, bdann witd
s( sin o cos « )_2 [
1 4+ sine T 14 sina 1+ sine/ Sa@l?
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o (14 o « o?
: sin — 1 2sin— cos — - cos ——
R i RO e SR i s:n2 2 + T s

* = 1A .-—— T L 3 az
2977 (sine T cose —1) 2sméf—°°*%-—“‘"7

F-
B L 2t g

(77 w? 2
o5 — 8 )

&  s—2 +V[s(s—

woraud

8ol folgt. — Nady Auf-

ko) i 2 (s+e)
1—tg i V
—tg — i e
S r,z_: ; A [;s(s 9)].
14 tg-i-
. ‘PV
colg ——fuef
Sefst man V{( ol = ( kLo

Y —sing, dbann mirb_tg? =

RVl
o3V sfin—

oyt

sin . fur 4

Sefsit man 2V?—[f_—sin w, bann wird 1g7ﬁ- = AL
8 2 4 "

geR s fir —

2 tg 2
g 2 32_49’:!‘5'/ [s(s—80)]
" 2 . [} 2
Nt S e

und sinff=— 8 420 F (5:350) AUEAD) . Daraud folgt

st (5—20)°

s 1[ 0 Ve g
e el e 38——-4{) +V‘ s —8 :]- 4, 0=
3.0 A GE e —a s ( 0) J

Nadh der Aufg. 8., wird sine =

:s—-c:%[s-{-dui-_Vs (s — 80)].-—- 5., b—=¢ct20—a—

Anmerk 1., Die MoglichFeit ber Aufgabe verlangt, daf
s = 8¢ fei; benn bann werben alle Ausdriide veell. Weil aus

1_[ V!s s—8g ] — 6., F____ab [38 Vs S_SGJ]'

fo
fo
en
ne
1
S

94

Il
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S ;89 audy sz——dgs-l-‘lg?;dys-i- 402, s-—?g??V[g(sﬂ*@l
folgt, fo ift unter diefer Bedingung sing = 1. Aus s < 8y
folgt ferner V's §2V(29), alfosingy — 1., — SJene Bedingung
entfpricht audy der Natur ves rvechtwinfligen Dreiects; denn je'

nachpem 4a und 3b gleich ober ungleidy find, ift (4a—3h)* = 0
16a2—24nb 4 9h2 0, 25a2 4 25b2 = 25¢2 < 9%t 24abT16h?,
Sc= 3a + 4b, ¢ 4 a> datab—4c, b.i.s< 4(:1'1"11-—(:);- 8o.

ity gl : L ol ..i] ey
Sft s=8p, dann wird tg T BRI 3
g 1

Ol B 5224, (g i=—, f=53748" c=5p=-r5, a=3p=

Il

= 3.6‘3'

V

- = 8
i 1 | ¢ I
i :E-s, b —=—s=4yp, FLTL.G_Q?-*——s-S2 — Fur s > Rp ift
fiek | - 2 32
auferdem tf"g—’ alfo aud 1g f-z-, << 1, und alle Ausdriicfe find
t— e
| pofitiv;  denn offenbar ift s —20 > Vs (s—8p)], ferner
sk Vis(s-— 8p)] <s-+1p, 5—29+VI'~(% — 8p)I << 25420, alfo
=00 BB o R
s= 204V [se—=8p)) y Joid y s 20— Vst Rpd] iy
A 2(s+9) 2(s 40
| und weil s> 2p ift, fo wird s2>2ps, um fo mebhr s?42p*> 205,
80)] ]; 8s2 4 160* > 16¢s, 8s* — 24ps 4 16p* > —8ps, 9s* — 240s 4
— 0 416p>> s*—8ps, b. i. 3s—dp >V [s(s—8p)], alfo ift aud)
¢ pofitio. Fitr a, b und ¥ folgt daffelbe unmittelbar ausd den
folgt Auddriidfen. Unter diefer Bedingrng erbdlt man alfo zwei Dreiecke.
_ Anmerf. 2. Aud c2—=a24h?, ¢fa—s und afbh=rc+42p
R fann man audy juerft eine Seite und dann die fibrigen Grofen finden.
A= Wufgabe 38, Gegeben I, c—a—=d, I, .
— {} Sino | cnau:E
,9)]. Nad) Analogie der Aufg. 37., erbalt man — e~ TP
vag iri R HCDRE e il 20 d+2 Q QORce H0ET
ausd 1 —=Tsinc i Lo [ﬁ_d_+1_ g e %ih e
6

‘*
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sin @ 251:‘1-—: CGST €os G

i

e T IR b o o TR s e AT PLT {2
e8P 2 sin - p‘z sinf- 2
Solglidy 1t
16 o R
.,1g§- EAPE ST — Nady der Aufg. 8., ift _,tg—=
1—tg L
=] 2 Q
— 7 =1 + « — Nady derfelben Aufgabe folgt ferner
1 -[--tgi ¢
2 tg &
SR 2 20(d4+9) .o A (d20) :
sing— o f_d"l'gi’(d'i'z"j unbsnnﬂ_m. Alfo ift
2
0= 4 r]z'j'Qp(d‘i'p) — 4,, a:c—d:w)
1—sine d fiv it
5,b=c420—a=d+420. —6., F:%ab: M@‘

Anmerf, 1. Da e—a=—d und c—a—"b—2p, alfo b—
—20=d, b—p=d + 0 ift, fo folgt mit Anwendung des (Auf:

gabe 35. Anmerf.) gefundenen Ausdruds b— o= gcotg j— un=

mitfelbar o cotg % —d4¢, aIFotg% = 3 _E;_ A Cin
Ubleiten diefer Aufgabe ausd der vorhergehenden dadurd), daf man
d flir s und die Werthe von a und F negativ nimmt, wie ¢é bei
pen Aufgaben ded §. 5., gefdheben ift, 1aft fidy bier nidhyt anwenden,
weil cFa=2c+2 —b und ¢ —a=2c+420—b — 2a ift,
jener Ausdruc alfo durdy Jeidhenveranderung in diefen nicht tbergeht.

Anmerf 2, Aud c—a—d und afbh=—-c 4 20 fann man
auth unmittelbar b und dann die iibrigen Grofen finden.

Wufgabe 39, Gegeben I, a + b =5, IL, o.

; a h :
Aus sin ¢ —= = und cose = = folgt sin e 4 cos ¢ =
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-2 i b:z—. Da ferner e—=a4b —20=s—20 ift, fo wird

ik S 5 ool 4+ eos @ = V(1 + sin2¢), woraus
c s—20
N SN 20 — —2—5—(5-}-%%— folgt, — Wie in der Aufgabe
; + 2 — 8o(8g —
10., erbdlt man ferner sin ¢ == ~ ”"V[g(q__ éf]gs J und
. a7 V[s*—8a(s—o)] 00 b W gl
e gy s 2 S

—s—20, — 3., a—c sma_i[ Vs~ — 8y (s — @] —

-

4.,b_ccosa:_[ < Vs 2__80(s—@ ] 5., F=—'/,ab—g(s—0).

Anmerk. 1., Die MoglidhFeit bder Aufgabe verlangt, bdaf

s? < So(s— o) fei; benn dann find aund b reell, und wegen 52 —
——493-}-492:(5—29)2;4; (s—a) ift sin 2a =1, DiefeBe-
vingung entfpridht audy der Natur ded redytwinfligen Dreiects. €8
ift nehpmlid)y ¢ —a2+4b2— s? —2ab. Je¢ nadydem ferner a und b
gleich oder ungleich find, ift a4 b-‘=—c'~*>-ah, alfo c'*‘> 82 —
—c?; und ba e=—=s—2p ift, fo wirb (s—20)? >s? (s —20)3,
Sft s2=28p (s—p), dann

wird sin2a =—1 = sin 90°%, & =—45°=p, c=20 (1 +V 2) =

b i 52§QOS-—- 8(}2§Q0 ts_g:}

=8 V_ﬁ-’ a—b—=— ; = ﬂ(.!-l—V.J, %S‘:g‘r(li -{-?.V..J

Anmerf. 2. In der 2furg. 33., Anmerk, 2., ift eos L_L

2
c+42
ot gefunden, Da nun c—a +b—2 —s— 20 ift, fo

g cVQ

r——

witd cos i e 2
2. T (s—2)¥a’

Anmerf. 3, Aud a4+b—=s und a4-b—=-c 4 20 Fann
man aud) unmittelbar ¢ und dann bie iibrigen Grifen finven.
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Aufgabe 40., Gegeben L, a — b = 4, I, 0.
| A b :

Ausd sin « =— und COs ¢ = — folgt sin ¢ —cos ¢ =
a—1 d T sin « b COS ®
= — Alfo it — —m———y, ———————,

c ¢ d  sine—eonse’ d  sine—cosw
Sclst man die bieraud fdlgenden Werthe fiir e, a und b in bie
d sin ¢
i e b= 2 n erha —_—
Gleichung a 4+ ¢ + 29, dann erhalt man Silm_mmmw+
d cos e d o 20 sinc teosa—1 ..
Sine—cosw sine—cose U A sinc—cos@

v/ (oA
D) el o S i,
- (t!.- 7 g 2

== _ ;= » oorausd
2 tg o~ —1+1g -
«@ d—204V (d24-802?)

1,tg 5 = S (T o) folgt. Weil nehmlich
d— 20 <V (d? + 8¢2) ift, fo varf die negative Wurzel nidyt ge-
nommen werden. —  Die MglichEeit der Aufgabe geftattet, daf

d> 20 fei. Aud entfpnd’;t Diefed ber %mu* Ded red)tmmFl:gen
T‘u. &8, in weldhem c> 2b, alfo a—b a+b—c 0.1 = 20
=z < =

fein Fann. — Sft d =20, bann m:rblg—-_-V-—, =600

Kt d "l’ 20, dann ift jufolge jened Auddruds tg T‘rpnﬁtiu und,

wetl d? 4= 8oz <7 d? 4 8do 4 1602, Vaz + Ro?) < d-;:lg < 2d 4
+ 20 —d+4-2¢, d— 204V (d24802)<<2 (d+0) ift, ait(‘b{l

ofdte
%iir d >29 mifb; QVI ¢ .I--* ]_*"l"fitl gffﬂaf t“'-— o 0
l""" 2 ) {}
s ', ik p
und fiir d<<2 ift (Yufg. 31.,) th} = Ig'ﬁ V——d = {,.-ﬁERnd)
o
g t s ] “I‘Qp__V(d’-""qo'-’)

II

ver Aujg. 8., folgt 2., g o= 5(a=p)
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Fiir d = 20 wird tg % —2—V3, f =300, — Diec Még-
lichFeit der Aufgabe geftattet, daf d z o fei. Audy entfpricht biefesd
ber Eflntur bed rechtwinfligen Dreiects, in weldem c+a §3b alfo
— =73
Yo Db e R O b o fuis P, s
< 5 <
Wenn d =0, alfo d —o=0 ift, dbann muf man, weil 0 al8
Divifor nidyt juldfjig ift, diefen Werth zuvor in die Gleidhung fiie
tg % fefsen. Fiir diefen Fall ergiebt fid tgr_‘jz%, a=—>53°7"484,
1gf_:_§., B =—36° 52:12#, — Sft d >p, dann fefie man, tweil
dod —4g> 49 (d—p) 2V [o(d—o)] __

A o 40d F 407 (d+20)? =i d+2y
— sing, und eé wird tg g —tg 5 % V— — St d<o,
9V o (o— d)] gL 3 |
pann wird, ‘TFE?-'_"— tg ¢ gefett, tg — ) tg V
Slegl
— Nady der Aufgabe 8., ift ferner sin ¢ — — =
14 tg%-
_d(d—20)tH(dt20)V (d21R0? ) f,_d{d'l"_’g)_(d—ﬂg)V{dz'l'Sg?)-
T 2(d*44¢0?) o 2 (d*4-402) g
pagtha o o —201V (d21802)
Daber ift sin ¢ — cos ¢ = sin ¢ — sin g =4d difag: s
alfo” 3% ei= —d— — 20 + V (d* + 8¢»). Fiir d =20

SINE—CcoOse

| witd e=20(14+V ) =d(1 +1V3): fiir d—p wird e=50=>5d.

4., a—csine—="1,[d+40 +V (d24+8¢2)]. Fiir d =20 wird
a=—o(3+V 3)=d34+V3); fiit d—=¢ wirta—4o=—=4d, —
5,b—=a—d=1[40—d+V (d24807)]. Fiir d—=20 wird:
b=o(14V3)=1/d(1+V 3); fiir d—=0o wird b—=3d=39. —
6., F=1/,ab—=0[30 +V (d>+ 8¢%)]. §iir d =20 wird F=

= 0’342V 3) =/, d*(342V 3); fiit d=p witd F—=692? = 6d>,
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Aud ¢ — a2+4b?, a—b —d und a+b=—c+20
fann man auch suerft eine Seite und dann bie fibrigen Grofien finden,

Anmerxk.

S 13.

Rerbindet man den Radiud o mit ver Summe der drei Sei:
ten obder mit der Summe von je sweien weniger der britten, dann
erhdlt man, weil a4-b—c, ¢ WEGEN atb—c=—2¢ cine unmogs
lidye Aufgabe ift, folgende:

1., c+a+tb, 0. — 42, c+b—a, 03 c-}+a—Db, o.

Aufgabe 41., Segeben I, c+at+b=S5, IL, e.
a+$b

: a b -
Aus sin ¢ = T und cnsa:—-—fn!gtsma-{-cosa: gL
. c

: a4l S
alfo sin ¢ 4 cos a+1 :—:-li—;i-f—:-—é- und sin ¢ 4 cos & —

el afb—c_ 20 2 %20 sinc -+ cose@— v
- c _?.@étﬁa[fosm sinactcosatld

-___V(l + sin 20)—1
— V(1 +sin2a)t1

, woraus

T T TS o
1., sin 20 = S_20) folgt, — Tie in Der Aufgabe 10.,

erbalt man ferner sin ¢ = 2
: : 2(S—2¢)

201 SEV [S2—40BS —o)] Gsiftalfosineteosetl =

gin f = —— —
2(S—20)

28 S { By
N—0.

—_— 1 i = i 2. ==ty o
sinafsinft S—20° folglidy 2-5.¢ sinet cosat1™ 2

B o7 b e O b g
S —p)]. — et man

—ccose="[20tS T V[S* — 49(3

a fie 4+ | cotg %L V (oS

4 S . b
-]—/-@—-) — sin ¢, dann Wird =

2 T S
b N — | B VES

— 5., F =1/ ab =" ¢S

20tS+ V[$2—4BS—ol e
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Anmerk 1. Die Miglidhleit der Aufgabe verlangt, daf
8249 (38—p) fei; denn dann find a und b veell, und wegen
Sz — 1208 ; — 492, §2—408 + 4Q=§ 80S, (8—29)? ; 808
ift sin 2¢ = 1. Weil in diefem Falle audy S2+408+40*< 1608,
St20 = 4V (¢8) ift, fowird sin ¢ = 1. Sene Bedingung entfpridye
audy ber Natur bed redytwintligen Dreiecds. €5 ift nehmlidh) 82—
—az+ b2 + 2ab + 2ac + 2be 1 ¢2= 2¢= T 2ab { 2ac T2bc; und dba
nga‘l'b_c,4{11:&"]'13?'1'2&]1_23c.—2hC'I'c?:‘}c:'i'?ah—-ﬂac-_-ﬂbc
ift, fo witd Sz 492=—4c*+4ab. Je nachdem nun a und b gleich
ober ungleidy {ind, ift a2 + b2 = ¢ 2ah, alfo S?+49=§Babi'
1‘4&!3;12&1). Serner ift 208 =(ath+c)(ath—c)=a*+2abT
+h2—c?—2ab, alfo 8?1+ 4¢*< 1208, §* S 4p(35—p). —
Sft S*=4p (35—p), dann wird sin2e=1 —sin90% ¢—45°—
=B, c=2 (1T V2y=8V2—1), a=b=p 2tV 2)=
Sia 2 PP =003 TR )=/ 83 (@~ 2V 2).

YnmerE, 2. Aud ctatb=—S und ath—et2p fann maw

audy unmitlelbar c =1/, S — ¢ und dann bie fibrigen Grifen finden.
— Cefit man den Werth fiir ¢ in die (Aufgabe 33., Anmert, 2.)

e +9
gefundene Gleichung cos — 5 d = %—"—fz , otann ergiebt  fich
e—p ST QQV'I

BT N9 g N D

Aufgabe 42. Gegeben L, ¢ + b — a=5, 1L, .

COS

sin ¢ 4 cos « — 1
cos x—sine+1"

RNach Analogie der Aufg.41., ift %2 =

Al o .. ot < F0 (¢ T
9 sin — €08 — — 2 sin — sin —( cos — — 8in —
) 9 0. 2 2 2

e
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1., tg% = %—). — Nady der Aufgabe 8., ift 2., tg _g_:
e % s—20
75 —=——"-. — Da ferner nady derfelben Aufgabe
1 4 tg % s+2¢
(12
P _?E—TT = undsinf=— (s+29? (5—99)3
1+ Ig_f;_ U G 40° 4 82

oz
alfo cose — sin ¢+ 1 =sin § —sin a1 =Miﬂ; fo
40252

4 8 4 2 1 ’
wird 3., ¢ = - et —g—ﬁ-—.-—:}.,a:
cos . — sin a+1 2 (s—2p)

; 20s 1
—esine = —5-. — 5. h:ccusa:g-{-?s.-—

1 s(s
6, F = — ab = —Q—qﬁ-tgp)_.
2 2(s—29)

Anmert. Aud e+h—a=—s und a+h=—c 4 29 fann man
auch unmittelbar ¢ und dann bie fibrigen Grifen finden.

S. 14.

9us bder BVerbindung der zur Hpotenufe gehirenben Hobe
h mit einer ber drei Seiten, einem fpiien 9Rinfel ober bdem Jns
halte ergeben {ich folgende Aufgaben:

43., c,h, — 44, a,b; bh. — 45., a(3),

Wufgabe 43. Gegeben I, e, 1., h.

Aus h=—nacosa und h="hbsinc folgt h*—ahsin«cos «;

und weil ab — ch ift, fo erhdlt man h: = ch sin « cos «,

h = -,'; ¢ sin 2e. Ulfo ift

——46., F5h.

b
1., sin Qa:%. — SHieraus folgt wie in der Aufg. 5., sine=

____Vci-_V[(c-:—zh) (c_2h)'|unbsinﬁ:Vc:V [(c—;: :zch) (c— Qh)]_.

2¢ 2

qal
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@3 ift baber 2., a=—csin a:V(c cEV (e ‘I‘;h}(c—ﬂhﬂ). A%

3ib==cEinf— V(f‘ P::V[(C ‘E'_?h)(c—‘.'!h)])__ o = %{:h.

Anmerk 1, Die Moglichteit der Aufgabe verlangt, daf
c §2h fet; denn dann ift sin :!uz»_‘ 1, und a und b {ind reell.
Audy entipricht diefed der Natur ded redytwinfligen Dreiectd; denn
¢ 1ff, je nacdhydem a und b gleid) oder ungleich find, a? 4 b2=

— __Qﬂh —— '

sinZe=—\ —81n 90°% "o =145° = §; a:h:dV‘/ZthQ,
F=1/,02=h2.

Anmerf. 2, Aud ¢ = a2 4 b2 und ab = ch fann man
aud) suerft eine Kathete und dann bdie iibrigen Grdfen finden.

Wufgabe 44, Gegeben I., a, 1L, h.

: h :
1., sm,’:’:?. -_ 2, sine = V(‘I — C0S o?) =

=V —'sinﬁw):%lf[(aﬁr h) (a—h)]. — 3., e=—2 _ —

Sin
ah

Viathya—h)]

— 4., b=csinf =

a'.'
~Vlatha—h]
S5 1 3, ath
Oy P-?Hb_ﬂV[{a‘i'}l)(n h)]*
Anmerk. Aué ¢ — a2 4 b2 und ab — ch fann man
audy juerft ¢ und dann die iibrigen Gréfen finden,

Wufgabe 45, Gegeben L, «(p), II, h.

$gill = i —2,b= REE — 3
_ cos ¢  sinf 7T sina cosf §?
SRS h 24t 1) .20 __._j§1
*T e sinecose  sin 2¢ sin28 © bR E =
1 h? h? h?
—._—Eab-_—g sinccose  sin2a ;IIES’-
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Reufgabe 46., Gegeben I, F, 11, h.
Wie in der Aufgabe 43., erhilt man h? = ab sin « cos e

H
und weil ab—=—2F iff, fo witd h? —=92F sin « cos « = F sin 2¢.

»
-

: ! 1 ; b
Aljo tft 1., sin 20— [],— — Hierausd folgt wie in der Auf-
Fx Vf(i“-;-hz) (F —h3)]

gabe 5., sina=1V" und sin g =
e F 4 h? — h?
e e A w9114 ”. L oty e ebn =
IF sin &

1 RV s e e =
:?1/[ 2F (F 2V +h*) (F— h-))] — 3, b= =
14T o a 2F
:TI-VI’_BF(Fq- (E4h?) (F — h? })]_4 oi— i

Sin

Anmerf. 1.  Die Miglichfeit der Aufgabe verlangt, vaf
I‘:}h7= feis denn dann ift sin ‘7u< 1, und a und b {ind reel,
Audy entfpricht diefes der Natur des rechtwinkligen Dreiectd denn
es iff, ie nadydem a und b gleidy ober ungleidy find, az 4 b=
:c";ﬂrb, ;-;}I-:, l—l;—.'“r;r—qélhj_'h’.— [ s
=h?, dann wird sin 2¢ — 1 =s5in90% @ —45°=p, a =
—=b=hV2=V(@F), c=2h=2VF.

Anmerf, 2, Aus F = 14 ch fann man aud) unmittelbar
¢ und dann die tibrigen Grofen finden,

S. 15.

Aus der Werbindbung der Hohe h mit den Summen oder
Differengen jweier Seiten ergeben {ich folgende Aufgaben :

7, c4+a, by e 4+ b, b — 48, ¢c—na, by ¢c—b, h. —
9., a4 h, h. — 50. ; b—a, h.

[Wufgabe 47, Gegeben I, ¢ +a=s, IL, h.

l] : i ?12 - -
Aus ch:ab,c:-%?—, czz".—h-'z— und ¢ =a2 3 b2 folgt
a2h? ~ bh

T b S e

Da




Il

I

ar

bl

Da

51

bh (b +h)
ferner ¢4 a—s, T1_+a“8’ (b+h)=hsijt, fowird = Vb —hs—
b1 il
— T bV’-] h] = 8, alfo b2 R S s2, woraus
| brneand | |

" b? -+ hbe — s?b + hs2. =0 folgt.
Gefst man b — x — 1/ h, bann nhalt man die. Gleidhung
x3___ (h? T+ 3s2) x —_7 h- (h? 1 18s2),
Die mDJIIdJFEII mcfer Aufgabe verfangt, daf (h2f 3&.) =
; (h2 T18s2)2, b, . T} ;/[—.-;—(11‘;'.'3}[:))] fer. St nebhmlich
%{Vﬁ%ﬂ{ﬂ +5)/5)], bann Dat die Gleidhung nur Cine veelle,

2 ' : o e
und zwar wegen -—--,!_Th (h*--18s%) negative, alfo fiir-diefe Auf-

gabe wegen b — x — -:]),— h unbrauchbare Wuryel, 2)

=81

a., S}:-I——V[—— (143 17.5)], bann bat die Gleicdhung stwei gleidhe,
. Jtvmmejcn_w— h(h*1-18s2) pofitive Wurzeln. Die dritte Wrsel
ift negativ, alfo fiiv diefe '!qugdbe wegen I). — ,\:——~,‘15—{h1tnbrauﬁp
bar,  Die pofitiven TWurgeln find ".;"i?,/- [b(h? 4 18s9)] =
- l:h}[s (20 +9V'5)]. Folglich witdb=x— h pofitis.
Diefe Wedingung ift erfillt, wenn c:-,i—a(-l +V'5) ift; denn

—

°) Sur vas redytwintlige Dreied ift s—ct+a—c+esina—

ab : $pr 44 ¢(cta
:C('I‘:“Hnu:i und® h—=— —e¢ sin ¢ cos c, alfo — = —(-—-—):r
AT c h ab
&l (4 5 . . " . \
=P efe sunction wird fiir sin =1/ (Vﬁ— 1)
SN 2 COS %

ein. Minimum.  Fiir sin e =1/ (/5 —1) aber, alfo eos e —

gl 1Tsine
— 1 A7ldy _._.. — . —VTn I 15 "'i A
V[ /2 V‘) )'i II} sin & COS ¢ 1 [ / 1 J;,
Alfo wird -—furbteanbcm‘“’ﬂml)evnnsmugroﬂﬂ al8V [2/,(1115 V5)].




bann it s=c+a=5 @ + V5), b=V(s—a) =
=aV 51 +V5), alfoh = Vb gV 53], folgich
-E-—_*V[-'- (1 ~I*5V5)]. — &3 'iﬁ alfo fiir biefen Fall a =
;-;—_Lfi“" =5 sB—VE=bV [ (1 +V5)], e = a1+ V5) =

-,}cha_-1 y=hV@+V5), b=aV[r 0 +¥5)] =
—=sV (V5—2)=7h(11V35) F= seh=zh V@1V =

= 513V 5—20), sine = 2= (V5—1), a=38°
10214, = 51° 49/ 39,

h., Sft -%->V[%(H +5)5)], dann hat die Gleihung drei

reelle Wurseln, von welden wegen — ,ﬁ?-,h (h2 1 18s?) 3wei pofi:
-

|

tiv {ind, bie Oritte negativ, alfo fir biefeAufq. wegen b:vca-,'? h

: - h h? ¥ 185
unbraudybar ift. Sefit man iy
(hz+3s*) ¥V (h?+3s?)

sin _1%.’. V (h?4-3s7)
n (ﬁ{}" - %”) V(b2 4 3s2)
- %- [-_! sin _13;. V(IF + 3s2) —hJ

ﬁ_h:?%_[zsin (HO”——- _’;i) V(h‘+3se)—h]“

Beive Werthe find pofitiv. Ausd der channtm Sleidhung c:in W=
g £ 1/ R
= 38n W — 4 8in ma pder sin — +—--—'51n—= ---——~.|nw'-—

— sin 1,

. Folglidy ift

dbann witd x —

Sl R

=— 0 folgt nehmlich, wenn man fur sin U ben anqenommenm

A il N U h(h?t1%*) 0
E ‘ o —— _‘..___,. — —_— L]
eyl ‘“‘”‘“3(4 T ) 4 (h213s7) V (h? £3s7)

5 o gy ; ; h
MWollte man fiir sin = in diefe Gleidung SV (h: 1357 fegen,

3

=EeC e Ty

b¢

ar

- =

®

1| I AV




enen

‘Ben,

= R T M. et

e

| Werth —0 fein foll, fo muf ver pofitive Theil sin —(—-—sm ik )

53
dann wiitde der Werth berfelben — 27s* werden, Da aber der

3

r h #
grifer werben, alfo sin —3—>2 b + 39 fein.  Alfo ift

2 sm—-V(h +3s7)>h, Weil ferner = < 30° ift, fo ift 60° —

3
l (7 ; Y L
o : 0 Sin— .
=3 2 alfo sin(60 3)>mn - Um fo mebr

ift baber 2sin (Gﬂ" — %—) V(h*43s) > h. — Unter diefer

Bebingung erbdlt man alfo jwei Dreiede. Die fibrigen Grofen
ergeben fidy unmittelbar aud Aufgabe 8., ober 44.,

Wufgabe 48, Gegeben I, e—a=d, IIL, h,

£ 7 ah “hi
MWie in der Aufgabe 47., ift e = F unb a = V (b —ho)-
|
Da ferner ¢ — a—d, ?—h—‘—a.—d a(h—-h\—dh ift, fo wird
bh (h —h) h—h —h
m _.dh, IJVh-Tl: I] —— d, lrﬂ b + h — d woraud

h® — hb? — d*h — d*h = 0 folgt.
Setit man b = x 4 /4 h, bdann erbdlt man bdie Gleidyung
0=t (304 1) x 4 Yo h (1884 1),

Die SJRqutd}FeIt b:efer Aufgabe geftattet, baﬁ (’Sd’+h)3>
zh (18d:+h), b > V0145V 5)] fei.

#) §iir dad redtwinflige Dreiet iff d—c—a—c—c sine=—
3 ah ‘ d ¢c(c—a)
—c¢(l—sina h—2—¢ sin « cos « Enl e —=
( «)und h = , alfo = "
1—sin o

e . Diefe Function hat weder ein Warimum noch ¢in
qmucunu

Minimum.  BVon den vier Wurzeln der biquadratifdyen Gleichung




%, Sf i'—V[i(11+5V5>], bann Bat bie Gleihung swei

gleidhe, unb jar wegen + e h(18d* + h2) - negative BWurzeln.
E):e britte  Wurgel ift pnﬁrm Die  pofitive Wurzel ift
ﬂ/- [h(18d> + h?)] = 3V[a (204-915)], die be:‘ozn nega:

tiven fl]‘!b——--——'l/‘ [5(204+9V5)]. Da aber b— + - ift, fowitd
b bei den negativen TWureln negativ, alfo flir diefe Hufqabe un:
braudhbar, — Jene Bedingung aber ift exfiillt, wenn c=a(2+} 5)
ift; venn bdann ift d-—c—a—am-;-VSJ, b—-V(c?—a’)m.
=2a V(2 + V5), folglidy h,_.—~__aV V 5—2), alro-— —

=V -—(ll+aV5)] Fiir diefen Fall ift alfo a=— — d(V5—-1) =
= —hV (V54 2), c=a24 V5 = L {J(Vs +3) =
= — hV(38+1 7V'5), IJ_QqV(0+VJ)—-er[ _(1 -V 5)]=
_HV5+2), r:ﬁ eh-:—[h 7(38+17 tsjza—:izv[é (Vs—1)],
sine——=V5—2, «=13039 164, p—76°20 44,

b, ﬂgﬁ >VI" (1145 ¥5)], dann bat die Gleichung drei

reelle ‘.)Bur,,ehz, von weldyen wegen 4 ——-}1(1'3:] =+ h*) jwei nega-
tiv find, Die dritte ift pofitiv. Die bemen negativen Wuryeln find,

1—sin 1 —sinc« 1 1 i :
—_— =V [— (1135} !
sin @ ecose sine V(1—sine?) /—[2 (1145V°5)], nehmlidh
1 1 ; ; ; oy
?(1 — V5), -5(1-— I5 ), 1, ¥5 — 2 ift aber bie lefite fiir diefe

Aufgabe anwendbar, Jft vemnady sin a:lf’r,—?, alfo cos ¢ —

d  1-—sing
TR0 ; 3
=V(V5—2), bann wird by =) f (11 4+5¥F35)],

wabrend fiir bie  andern Werthe von sin @  ber Auddruc

: = V[— (11455)] ift.
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|
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47,

bre
El]b; i

it | .

iefe |8

= |

wuck i;:

|
|
e

h (184* 4 h?) B
(3d* + h) ¥ (3ar By — S Y fett,

._.j_ sin %}—-V@d‘-l-hf) und — ;sin(ﬁﬂﬂh—-?)V(Sd’-fa h?).

wenn man

. 1
€8 wird alfo b=x+ -~ h =~ [h—2 siu LV 3¢+ W]

1 /
und — 5 [h — 2 sin(ﬁ{)ﬂ_ %-)]/(3(12-}- h®)]. Die in der
Yufg. 47., b., (Gt fidh seigen, dag 2sin %L V(3d* + h2) > h,
um fo mehr 2sin(ﬁt‘l"_ %)V(Bd’-l—h*)}h ift, dag alfo beide
Werthe file b negativ, alfo fiir viefe Aufgabe unbraudybar find, —
Die pofitive Wurrzel ift —§- sin (60“-{-13‘0-) V(3d* +h3. Man
batalfob—=x+41/h und nad der Aufg. 9., 0der 44., die ibrigen Brofen.
d 1 i oA
cosuft T<V[E'('I+D V'5)], bann bat bdie Gleidyung nur

Gine reelle, und jwar wegen 3 ;‘,—h-(lﬁd2 + h?) pofitive Burgel.
(3d* 4 ha) ¥V (3d2 4 h¥) A Bl
Sefit man B{SE L b =—sinsp und Vg5 =tg,

; 2 gy ; :
bamn wird x = mw?‘d +h*.  Hieraus findet man

b=x+*/;h und dann nady der Aufq. 9., over 44., die tubrigen Grogen.
SCufgabe 19, Gegeben I, a + b =5, IIL, h,

2 a b ;
Aud sin @ = und cos « = folgt sin @ 4 cos @ —

a4+b s : ab ch h ;
— ar = — , ferner sin @ cos o.—= —— = s A0 ifD
c c ¢t c c

—
—_—

h 8in « cos « 1/, sin 2¢

5 sine+ cose H1+fsin2e) ° -Dieraus folgt




56,

1., sin 20 = il Ll L : =L cotg —-fur_ﬁ_
81

—tgg. — Wie in der Aufgabe 10., erbdlt man ferner sine=
s+ Vs + ah (h —ViEg )]
oy 2 | V(h2 4s2)—h|

BTV [s'E 4hthﬂ~Vh + 4
i 2| V(b + 5.)—']]

und  sin f =

Ll . Darausd folgt sina 4 cos ¢ =

; i N LR ey S et e, i
— sing + sinff = l’(h"l‘b) 'IIII'BIITQ e sing 4 cose
:V(h"‘l' 7 th, e s T T

II

2 [ + |/( + 4h [h—]/l. o ])] — 1, b=s—
-—a:;[s‘.;?l/(s‘{-élh [h-——]/hz + g2 ])]. — Gt

h Ig_.. -
man -i_ — 1g @ und 2V——~— — sin ¥, Ddann wird
y!

a | fiir'4 (scos—

— — O. F—1/,ch—=1/h[V (h?*4s*) —h].
b\ fiir — ssin‘g’T’z

Anmerk 1., Die Moglicdhfeit der Aufgabe verlangt, daf

s: 4 4h? §4hV(h= -+ 8%, b, . s? § 8h? fei; benn dann find
a und b reell, und weqen s*— 4h? ;4112, s"—4h’s’§4h*s’,
— 4h23s* 4]1*‘? 4h*44h?s?, R’ 2h2 § oh V (h? + s%),
?h[h-!-V(h?-}-q:)] ift sin 2« < 1. Weil aud s? —; 8h?
fcrmr h? 4 s? > oh?, V(h: 4+ s*) < 3h, h+V (h24s’) < 4h

: .Jl h h?ts?
folgt, fo ift bdann aud) Dda 'L +L/(‘ ")}:—S- cotg Z"
) 4h —

alfo h4 V(h*4s*)=s cotg _.3_ war, cotg A > —Tp_<
s colg =

al
au
aun

Il

Fai

|
1

ba

si1

|




o

I

|

baf
| find

h2s?,

'-hlg.f;. Y
alfo 2V~ = siny “—<— 1. Sene Bevingung entl’prld}
audy der iﬂatur ved redytwinfligen Ijre:ccfé' benn je nadybemya
amd b gleidy ober tmq eich {ind, ift a2 +h=-'> 2ab,. a? + 2ab J-
+h2 = b2> 4ab < > 4Lh, ferner a2 :H:} 2ah > 2¢ch,
=2h. Mithin ift s*< 8h2, sﬁ §*==8h?, dann wird sin2a=—
—1—-t:1n 0% o — 15°=—16, c~—.‘3.h___uV’/z, a=h—=h} 2 =
—i/s, F=n -—‘/ B! ' | _
o Unmerf. 2., Aus c2=a?*+4 b%, a4 h=—s und abh—ch

fnnn man_audy juerft ¢ und tann vic tibrigen’” Gréfen finven. —
Cr!gr man den flir ¢ gefunbencn QBEHIJ in ben ( l[ufgabe IU, An-

_— s
mnf 2.,) gefundenen Ausdrud cos - zH = s hann ers

o i 3

cil2
a—pf ¥V (hig- 52 2) +h
9

balt man cos — 3
2 : s V2

Waufgabe 50., Gegeben I., a-—b:‘d', I, h.

—

Nady  Analogie der.- Aufgabe 49., - erhilf . man ;;——

sina cos o , 1/, sin 2¢

. sine— cosc 7 V(1 — sin2e).’ Dietaus fofgt
1., sin24 — 2h [V(d?_t_hz)_h] 2 i2h g L fiir
d? : d
%:tgtp T Hierausd ergiedbt fidy wie in der 'Zl'ufgnbc 3
Bl Tl ﬂ+V[r!2+ 4h (h* Vare )] s e
sin o = TS Th P — und smrﬁ =
i -Hd+V[d2+4h btV @) e R
= T V(@ 3 he )J « Alfo -ift Sinu-fc'1§£z__
g o d d By
_sma—_sm ﬂ-._. l]+ .l’(f{z + [12) 3f0[g[ldj 2y 0= m

:I:‘*}-V'(dz-]—_hz)h__- 3'.,a;:’cs.int;:z[dﬂ_/-(dz:]-fll_}__[hj-]fd-.-i h] J
8
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4, b=a—d=_1 [_- d+y (d=+4h[hﬂ/ TR )] — St

d Eeeeee—— -
man ry = tg @ und 2V ! = tg w, bann wird
. d g o
: e |
cutg.'l’:’_ ﬂ
i ol
& wV;‘f. o — 8, F=/ich ="/ h[htV (d*th9)].
8 g 5V
‘l‘g.i.

Unmerd, 1. Aus d*>0 (& Aufgabe11.,) folgt d*+4h’>
> 4h?, d* 1 4d°h?+ 4h* > 4d*ha4h > 4h3(d? + h?), d* $2h* >
>2hV/ (d21h?), d*> 2hV/ (d*th?) —2h:> 2h[V (d*+h*) — h];
alfo it sin 2e¢ <<1.

Anmerk, 2., Aud c>=a>+4-h?, a—b—=4d und ah=—=ch
fann man aud) suerft ¢ und dann die fibrigen Gréfen finden. —
Seit man den fiiv ¢ gefundenen Werth in den (Aufgabe 11., An=

merf, 1.,) gefundenen Ausdrud sin —— — —pz» banner:
2 . e—p V ¢d2 1 h2) —h
halt man sin — = Ve

§s 16‘

Aus ber Verbindung der Hohe h mit der Summe der drei
eiten oder mit der Summe von fje jweien weniger der Ddritten
ergeben fid) folgende Aufgaben:

§1.,ctath,h. —52,,¢+ b —a,hjcta —h,h. — 53.,a+b—c,h,
Uufgobe 51, Gegeben I, ¢ + a 4+ b =8, IL, h.

5% a h :
Aud sine — — und cos e =—- folgt sine 4 cos & =
c ¢

£ cddtaily ct+a<b S
= und 1 - sinw 4 cos ¢ — +c+ Ty Da ferz
¢
: ab ch e - (|
ner sin ¢cos ¢ — — — — — — ift, o with —=
c? c? ( S

1/, sin 2¢

= 1+ V(1T sin2a)

SIN ¢ C0S &

s Woraus

zl{sinu + cos @

I

I

Il




Sefit

wird

L5}

-

h~>
h? >
= bl;

—ch

brei
ritten

-‘B, ]1-

0 ==

a fers

99

41 S sl :
1., 8in'2¢— : ”TI_ ) folgt. — SWie in der Aufgabe 10.,
 oh+S§+V[S?—4h(htS
findet man femer sin ¢ —: b _V[zs 2 Qo)) unb
2} S2— gh(h +-8§)
sin 8 = i S = Gt ] Alfo wird 1 Tsine 4=
2
2h 4§ o,
4 cosae = 1+ sinetsinf = _Lsi-__.?_ Solglich ift 2.,
8 82 4 ;
cq_’l—}-l-.i'nu-}-rnuz N m'-—d" R
g] _I-S )2 Sz___ -Lk,
=8 VI 4'](!1__’}]. — 4, b—csin .=
4 (h+8)
+=S = VIS — . VI2h(h+8
e o2h+S =V 4h (h+8 ] ce “manﬂl [2 ]”,hﬂ :]_]:
4 {\]14‘5) 2h ‘T )

a J fiir - cotg L SV‘, U]J_S)
— sin ¢, bdann wird = i

el F o h
| qb fiy tg ?thﬂﬁfi‘fﬁ)
124 3 h§z?
i IRpe WHATRy TG sy A
S Kt e

Anmerk. 1., Die Miglichfeit der Aufgabe verlangt, bdaf
S*:f:lh(lr%&) fei; denn dann iff sin 2&';::1 und a und b find
recll. Wil dann aud) S* 4 4hS 4 4h2 Z 8h* + 8hS, S 4
+ ﬂhizV["_)h(h-[-S)] ift, fo wird sin ¢ = 1. Audy entfpricht
jene Bedvingung ver Natur ved rechtwintligen Drelects, €3 ift
nehmlidy N'=a’4b*4c*+2ab+42ac4-2be = 2¢* 4 2ah 4 2ac J-
+2bec = 2¢8. 4 2ab = 2¢S 4 2ch —=2c (h4-8). Ferner ift, je
ncrl}t:c'n a und b gleih ober ungleidh findb, a2 4 b* =
== > 2ab < 2 = 2¢ch, alfo C'-H- 2h, Alfo ift ‘*\">4h (h+ 8).
iﬁ 8:—4h(h 4 8), tann witd sin 2e=—1=sin90°, a=—456%=
ﬁp’, c=2h—=8 (¥ 2—1), az=b=hV2=1,s@—V72),
= h2 =17883 —21/ 2).
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Anmerk. 2., Da nady. ber-ﬁ[ufgabe 27, sina + cosa+1 1
"h
5 oS ---V~— ift, fo wird § =

___ singcose sin ¢ sin ff
TR coRn (v ]
F I 4(:0\_. cns.z_ =

il et +8
‘:(cos fo p cosfj'_[i)V morauscos gogah folgt.

—SV?2
Anmerf. 3., Aud c*=az4-b?, c+w+b:\ und ab = ch
Fann man audy juerft ¢ und Ddann die iibrigen Grofen ableiten,

Wufgabe 52., Gegeben L, ¢c+b—a—s, 1L, h.

=1 -]-sintz-[-sinﬁ:-‘lpns—

Nach  Analogie der Aufgabe 51., erhdlt man

‘Sin @ cos « 1/, 8in 2« s tara
cose—sine 11 A—F(1—sin2a)’ :

1: sig2oi=—

4h(s—h)

folgt, — $Hieraud findet man wie

in ber Xurﬁﬂbe 11., sin ¢ — L {'g_.")h}'i'V[qg-f 4h (s —-]‘I)]

e (q_Qh}—]—V[q ‘f'fﬂl['ﬂ—h)]

und sin 3 —

— Die MoglichFeit

ber Aufqabe verfangt, daf s:>h fei, woraud jugleidh s—h>h—s,
ahs — 4h* = 4h? — 4hs, sz + 4hs — 4h? > §? — 4hs 4 4h?,
V[s® + 4h (s —h)] > 1= (s — 2h) folgt; denn bann werden bdie
vorftehenden Ausdriicke reell und pojitiv. Audy entfpricht diefed der
Natur ded rechtwintiigen Dreieds, tn weldyem aus ¢ — a > 0,
und weil b > hifi, e 4 1 — a — s > h folgt. — Aus
(s — 2hp >l} s* —4hs 1 4h? >(lfo:qtfmner buﬁs?> 4]1(==~h),
alfo,. wad die Sﬁnqhﬁjfelt per Aufgabe verlangt, sin 2« < 1

ift, bai’ mithin s fé‘zh fein Fann. Audy bdiefed entfpridht ber Natur

bed rechtwinFligen .’;*’ercfv “ctm je nadhdem a < hift,wird,weil
> =
e >a—b ift, (a=b) (a—b) > e(n—h), a ——‘)ah'ﬂa?> aec — h(‘
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: e Lk PeRE: .'""23b - -
c:+hc—ac:z_2ab, ¢c+b —a :_:': . > D i s z 2h, — St

s = 2h, tann wird sin2e =1 —sin90", e —=a5°=f. — it
s> 2h, bann ift a<<h, alfo sinc <Zsin 35 folglich gilt fiir sine
bas negative, fiir sinf3 vad pofitive Reidyen, — St dagegen s <<
< 2h, dann ift a>h, alfo sin &> sin B 28eil aber in diefem
Falle s—2h negativ ift, fo mup fiir sine ebenfalls das negative,
fiir sin 2 bad pofitive Seidyen genommen werben.  Alfo ift

_ 2h—stV/[s*+4h(s—h)] s—2htV/ [s*t4h(s—h)]

sin ¢ — : , SINS—
2s . 28

€8 ift daber cosa —sine 41=sinf—sine 41— 2(5;—]1) ;
fﬂf lih 2 — = oL 5 ST
Pl "c_cosw:sina'l'?_ "5‘"(‘5__;}‘])— Slix s=

2h-—s 1)/ [s?+4h(s—h)]
4(s—h) P

Fir s=2h wird

—2h wird c=s—2h, — 3., a—csina—s

q——"h‘l‘V[w t+4h(s—h 1]
4(s—h)

a =:b =8 Vl— —h ol i St EQh, dann fefie man

2 V["h (s — h)] : 3
o - = tg9;  und e wird fiir s > 2h
bins
o h
% o 2(5--h)

gabe 31 ) bie Werthe von a und b verwedyfelt werden. — 5.,

4., b—csinf—= s

h .
2 (s—h) Siir s << 2h miiffen (Auf:

hs2 2 1
" :..._ h — ———— ., Siir s—2h ——s52 = h2,
F 5 ch TS Fiir s=2h wird F TR h

‘Anmert, 1., Da nad) der Aufgabe 28., cose —sina 41 =

—1+sin 8 —sin ¢—=14 cos % sin %V-‘/2 ift, fo rm’rb; —
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sin o cos o sin « sin

cos ¢ — sin ¢ 4+ 1 T ] 1
4 cos — Sin — —
: 052 1 2V2

= sin ??" cos ﬁV2—“(sm _+‘8+ sin _‘3 V—-, momué

«—p
sin — = sF" fc-l.’gt

Anmerk. 2., Aus c*=a*+ b* ed+h—a=s und ab=ch
Fann man ‘aud) suerft ¢ und dann die iibrigen Grofen finden,

Aufgebe 53, Gegeben I, a4+ b—c=s, IIL, h.
b
s

—_—
pam——

MNady Analogie bder Aufgabe B51., erbalt man

sin @ oS « 1/, 8in 2c
= — — == ; , looraus
sing 4 cose—1 V(l+4sin2«)—1

ﬂ%:i folgt, — Wie in der Aufgabe 10,
{it ferner sine=— EE.-—SiV[s;-—dh (h — &)] und sin g =
<8

__Qh—s—"V[q *—4h (1

28

4y 8In 20—

et ) . Alfo wird sinefcose—1=

S s s*
o Bolglidy: ift- 2., c= Mnu—l-cmuul DR aB)f o
9h —s 'I;;_V|- — 4h (h — s)]
4 (h—s)
9h —s 7= V [s2 — 4h (h — )]
4(h—s)

2(h—s)
8

3, a ¢ sine

4., b c sinf = s
2V 2h (h —s)]

2h — s
d fur + Cﬂtg—— s V h—“ﬂ) 3 1 h.“
4(h—s)*

'--!':, T 'IJ';, 1‘1_——?“}1.—"__

Seit man — sin @, bann wird

Anmerf, 1., S.Dte SRoghd;fext ber Hufgaﬁe Betlangt erften®,
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vaf h > s fei,” woraud jugleih h—s >s—h, 4h*—4hs >~
> 4hs —4h*, 4h* —4hs 4 s> s> dhs—4h?, 2h —s>
>V s> — 4h (h — s)] folgt; ferner, bdaf s’ g 4h (h—s) fei
denn bann werden alle Ausdriice reell und pofitio, und sin 2¢
wird < 1. Weil aus s=>4h —4hs audy 4h:—4hs+4¢° >“sh'
— 8hs, 911—s>’V[Jh h—s)] folgt, fo wird sing <| —
Sene Bedingungen entfprechen audy der MNatur ded rechrwintligen
Dreieds. €35 ift nehmlidy s*=—=a* 4 b? 4 2ah — 2ac—2he 4 ¢*=
—2ab—2¢(a4+b—c)—=2ch —2cs—=2¢c(h—s), alfo h > s.
Da ferner, je nachdem a und h gleidy oder ungleidy {ind, a® 4=
+ b2 2ab, @ Tach, e 2h ift, fo wird s 4h(h—s). —
Sft s'==4h(h—s), dann wird sin2e=—=1—sin 90", =—459—02¢,
c=2h=s(1 +V 2), a-—h—hV} s(14+ V1), F=h=
=53 + 2V 2).

Anmerf, 2., Da nady der ?Iul"gabe 29, sina 4 cosa—1=

. - e oy 55! ol
—sine+4 sinf —1=—= 451!1-; sin -g—]/—; iff, fo wird e

sin ¢z cos @ sin @ sin f§

sin ¢ cos & — 1 T T T 1
i 5C0; 4sm§-smf’—V7;-

i i
— coS % cos ﬁVﬂ = (cos ETJ_{'? + cos ¢ :j- ﬁ) VE' ,woraus

-l|..

fi)I_]f

Anmert. 3.4 31'115 ¢’—=a’4b* adb—e=s tnd ah=ch
fann man aud) juerft e und dann vie iibrigen Gréfen finden,
S 17.

Die Verbinduntg der Hohe h mit dem RNadiud p gieht die
Aufgabe 54., g, h. \

Aufgabe 54., Gegeben L, o, IL, h. .
FNad) Analogie der Aufgabe 51, Fommt man auf 55 =

L
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SN @ COS . Vasin 2

zsina + cos it — 1--_' VIQ + sin. 2e) — |]
sin2¢ und dann bdie ilbrigen Grifen finvet,  Da aber a b —
—e=2¢ ift, in ver Aufgabe 53., a+h—c=s war, fo ift 20—s.
“Man Fann daber diefe Aufqabe auth unmittelbar - aud jener .ablei:
ten, indem mdn in de dort gefundenen Ausdriicke 20 fitr s fest.

—9 | 9,2
Es ift alfo: 1., sin20 — — hh .92.__0_)_._.") s
o a= nh_“_ﬁ"V'—” Gt rﬂ]. 4. 1—uh_9:V[9!_h (h—20)]
ey ; h=. ‘)4‘3 . 2 h—20 A

y worausd man

— Gt man — - = sin ¢, dann wird

i }m +§‘m,, q

. q .
b )fﬁr-——? g {*QV],

Anmerf. Die @rmmmatwn biefer imfgabe folgt unmitteldar
aud ber der vorbergehenden,

?Retbeﬁ‘crunqem -
Aufier einigen minder {torenten Drucfehlern tﬁ folgended ju anberu*
&. 28. Unmerk. 1., ‘wird. befler aué (8 — dF)2 " 16FS= abgeleitet:

S:—4Ff T4SVYF, §: T a8V F44F, alfo §>AF. |
€. 29.3. 10. v. 0. feblt vor 'ft: Aus (s*—4F)* 70, §*—
| fl-‘s=+1ﬁl«'z§q folgt, baf 16F*48Fsi4st — (4F 459 <

5 16l~‘e='_ alfo, maé bie'-fmiiq[id;feit Der ?qugabe ver[angt,

sin 2« <1|[t bag mtthms 324[‘ fein fann,. was aud) ber
‘Rntur bes rechfwinkligen Dreiects entf,ur:djt ,
&. 32, Anmerk. [, wird beffer aus (4F—s2)2? T 16Fs2, abge:

Ieit_er: 4F‘—~si'>.4sV[‘, .4F>_"ISVF+82, alfo 4F > s2,
@. 53. 3. 5. v. u. ift su fefen h2(18d24-h2)? fii h?(18d24-h?).
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Wud) das fhiefe Parallclepipedum wird unter MWe-
dingungen durd) die Diagonalebene in 3twei congen-
ente Deeifeitige Prismen getheilt,

Der Sap des Cufliv: *Edv oregeoy agaldyheniaedoy
ey i xare vds deaytoviovs Tav dm' Evaaloy

Emddor, Olyu TUYINOETUL 1O GTE0E0N 1110 70D Erisiidov
(oToey. . mpde, xy. Jecso.) wird aud einem fehr allgemeinett,
in ver Definition: *Iow 02 zal Spote arepeds Cruuerd iore
7@ VO opoloy dmemiduy meoitydutve. iowmy 7¢) A e nal
TG eI (ototy. cau 69. o) cnthaltanen Sabe abgeleitef ;
ein Beweid, der nur flir bad gerave Parallelepipevuin gentigen fann,
bei weldyem die Beiden Prigmen congruent find,  IMit Redyt find
baher Crirterungen veranlaft worden. — Karfien (Lebrbegriff ver
Mathematit Geom. §. 343.0 beweift die Gleicdheit Ber Beiven Prig-
men fiir jébed Patallelepipediim duirdy die Ethauftiondmethode. —
Undere geben diefern Sabe eine andere Stelle im Syftem tmd neb:
men auf die Gongrieny gleidhfalie Feine Riicfichr, — Soll bdie
Gongriren; benuft werden, dann wird aus derfelben beim qéraden
Parallelepipedum mittelft einer einfadyen Confiruction die Gleidibeit
der beiden Pridmen beim fdyicfen gefolgert, und, fo vicl mir befannt
ift, fiberall angenomen, vaf iin leitern Falle die Pridmen nie
congruent find, So fagt Grunert (Stercometrie 2teAnég. §. 2006.
Anm.): ,Daf bei cinem geraden Parallelepipedum bdie stbel. Dreifei-
tigen Dridmen fidy decken, ift flar. Aber bei cinem fhicfen ift nicht
berfelbe [all, baf aifo bie obige flir gerade Parallelepipedd gang
tidhtige Schlufweife auf fdbiefe Parallelepipeda, wie diefcd von einis
gen Mathematifern gefchehen iff, durdjaus nidt augedehnt werden
barf. Der Grund bievon liegt in dem Unterfdyiche der Gongriren;
und Symmetrie.” Diefe Behauptung ift aber nicht allgemein wabr; dennt

Audy das fehicfe Parallelepipedum wird durds vie
Diagonalebene in jwei eonigeatetife dreifeitige PVridmen
getheilt, wenn dieBafen diefer Pridmen gl:id}fd}fﬁflfgz
Dreiede, und wenn die st dent Grundlinien diefer Ba:

jen gehbrenden Seitenfladen Reditede find,
9




60

Entwebder find die Grundflihen A B C D, a b ¢ d bed
Parallelepipedums Rhomben, und die Diagonalebene Aciift ein Nedhtedt,
. Dver die Grundfliden A B C D, a b ¢ d des Paralele:
pipedbums {ind Rbhomboide, die Diagonallinien A C, ac den Seiten
AD und BC, ad und be gleidy und bdie ju den andern Seiten
gehorenden Seitenflachen Ab, De Redytecke.

Im erften Falle {ind die Eden D und b und fo der Ordbnung
nac)y die andern congruent. Sm jweiten Falle {ind die Ecden A C
bB und daCe und fo der Ordnung nady die anbdern congruent.

Die Beweife fitr beide Falle ergeben fich aud den Sdaken
fiber ben Neigungdwinfel eciner Linie zu einer Gbene und bdem
Safe, daf im forperlichen Dreiece gleichen Seiten gleiche Winfel
gegenitberfiegen. Aus jenen leite man juvor den Sah ab: Wenn
in einem dreifeitigen fdyiefen Pridma die Bafen A B C, a b ¢ gleidh-
fdyentlige Dreiecte {ind, und wenn die ju dten Grundlinien diefer
Bafen gehorende Seitenfladhe A b ein RecdyteE iff, dann bildet die
britte Seitenfante C ¢ mit den Schenfeln der Bafen gleiche Win:
fel: Coa = Cch, cCN —= cCB.

Dhne jene Bedingungen findet nidyt Congrueny Statf, weil
an feinem Paar der forperfidhen Een die gleichen Winfel und
Kanten in derfelben Ordnung an einander liegen.

Sm Nhomboid Fonnen jene Bedingungen mur fiir die bden
fpien infeln gegeniiberliegende Diagonalebene eintreten. — Hat
pa3 Rhomboid rvedyte Winfel (Redytect), dann fann Feine ber beiden
Diagonaleberen congruente Prismen geben. —  Beim Rhombug,
gleichviel ob mit fchiefen ober vedhten LWinfeln (Quadrat), Fonnen
durd) jede der beiven Diagonalebenen congruente Pridmen entftehens
findet e3 aber bei beiden jugleih Statt, bdann ift vad Parallelepis
pedum gerade. — TWenn im Rbombusd bdie den fpiften Winfeln
gegentiberliegende Diagonale den Seiten gletd iff, alfo wenn bdie
Dreiece gleidhfeitig find, bdann fann Congruen nady beiven Fallen
ftattfinden; fommen aber beide jugleidh in Anwendung, dann ift

vad Parallelepipedum gerade. J. A. Eilienthal.
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