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Theorie des schiefen Schnittes unter bestimmten
Kreisen und Graden.

Von A. Anderssen.

I. Allgemeine Bestimmungen fiir den schiefen Schnitt sowohl von Kreisen
und Kreisen, als auch von Kreisen und Graden,

1. Derisodrome und antidrome Sehnitt zweier Kreise. Soll um einen Punkt M
ein Kreis beschrichen werden, so kann die Drehung des Halbmessers anf zwei einander entgegen-
gesetzte Weisen erfolgen. Zieht man durch den Mittelpunkt M von links nach rechts eine queer
liegende Achse, so kann der Halbmesser oberhalb derselben entweder von links nach rechts (also
unterhalb derselben von rechts mach links) oder von rechts nach links (also unterhalb derselben
von links nach rechts) gedreht werden. 'Wir wollen die erstere Drehungsrichtung als die positive,
die letztere als die negative betrachten. Demgemiiss ist auch die Richtung der Tangente in einem
beliehigen Peripheriepunkte, jenachdem durch sie die positive oder die negative Drehungsrichtung
bestimmt wird, ‘als positiv oder als negativ zu bezeichnen.

Schneiden sich zwei Kreise M und m, und ist B der eine von ihren Schnittpunkten, so
konnen sich beide Kreise im Punkte B entweder mit gleicher Tangentenrichtung (isodrom) oder

§ m . g 3 . - o BC*
mit entgegengesetzter Tangentenrichtung (antidrom) begegnen. Es sei ggf} die positive, { ]Su’fi

die negative Richtung der Tangente im Punkte B an den Kreis }:’j E, 8o schneiden sich die Kreise

isodrom mter dem Winkel CBe (oder O'Bc'), den die positive Tangentenrichtung BC mit der
positiven Be (oder die negative BC/ mit der megativen Be') bildet, dagegen antidrom unter dem
Winkel CBe! (oder C'Be), den die positive Tangentenrichtung BC mit der negativen Be’ (oder die
negative BC’ mit der positiven Be) bildet. Schneiden sich zwei Kreise isodrom unter dem Winkel
@; so selmeiden sie sich antidrom unter dem Winkel « = % — «, und umgekehrt. Schneiden @
sich zwei Kreise orthogonal, so begegnen sie sich sowohl isodrom als auch antidrom unter einem
Rechten.
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Der isodrome Schnitt zweier Kreise M und m wird bestimmt durch denjenigen Winlkel,
den die, nach dem einen Schnittpunkt B gezogenen Radien MB und mB einschliessen; also durch

den Winkel MBm; denn sowohl £ CBe als auch Z MDBm ist ol (CBm, wobei das obere
2

Zeichen gilt, wenn OBe ein stumpfer, das untere Zeichen, wenn CBe ein spitzer Winkel ist. Wird
gesagt: zwei Kreise scimeiden sich unter einem Winkel g, s0.50ll,, wenn nicht das Gegentheil aus-
driteklich bemerkt wird, stets der isodrome Schnitt gemeint sein. Ferner mogen die Winkel ¢,
B ete. stets spitze Winkel, dagegen o, B ete. ilire (stumpfwinkligen) Supplemente bedeuten.

9. Der gleichartige und der ungleichartige Schnitt. Zwei Kreise M u. m werden
von einem Kreise K unter<dem Winkel & gleichartig geschnitten, wenn beide dem letzteren entweder
isodrom oder antidrom unter diesem Winkel begegnen, oder was dasselbe ist, wenn die Kreise M
und m vom Kreise K isodrom, aber beide unter dem spitzen Winkel ¢, oder beide unter dem
stumpfen Winlkel ¢ geschnitten werden. Dagegen werden die Kreise B und m von dem Kreise K
anter dem Winkel e ungleichartig geschnitten, wenn der gine von ihnen dem letzteren isodrom, der
andere antidrem unter diesem Winkel begegnet, oder was dasselbe ist, wenn beide dem letzteren
isodrom, aber der eine unter dem Winkel ¢, der andere unter dem Winkel ¢, begegnen.

Zwei Kreise M und m werden yon einem Kreise K beziiglich unter den Winkeln ¢ und
gleichartig geschnitten, wenn beide dem letateren entweder isodrom oder antidrom unter dem
beziglichen Winkel begegnen, | eder was dasselbe- ist, wenn die Kreise M amd m vom Kreise K
isodrom, aber beide beziiglich unter den spitzen Witnkeln ¢ und B, oder beide beziglich unter den
stumpfen Winkeln o und §° gesclnitten werden. Dagegen werden die Kreise M und m von dem
Kpeise T unter den Winkeln « und § ungleichartig geschnitten, wenn der eine von ihnen dem
letiteren isodrom, «der andere antidrom onter dom beziiglichen Winkel begegnet,, oder was dasselbe
ist, wenn beide dem letzteren dsodrom, abier der eine unter dem heztiglichen spitzen Winkel, der
andere unter dem Supplement des beziiglichen Winkels, begegnen.

Zwei Kreise My nud My werden von zwei andern Kreisen K ; nnd Ko beziiglich unter den
Winkeln @ und § relativ gleichartig geschnitten, wenn der Schnitt -eines jeden -der Kreise M mif -

; 2 Thok L pape = s : g Kr. M .
beiden Kreisen K ein, unter dem beziiglichen Winkel gleichartiger ist, also ywenn %1_:1_ M‘ g beiden
i z

e oder o}
f oder § )2
und Ma von den Kreisen K; und Kg Deziiglich unter den Winkeln ¢ und f# relativ ungleichartig
geschnitten, wenn der Schnitt eines jeden der Kreise M mit beiden Kreisen K ein, unter dem

Kreisen K unter demselben Winkel, sei es begegnet. Dagegen werden die Kreise M;

s

. o ¢ : . KEr. M, ). . it
bezilglichen Winkel nngleichartiger ast, also wenn 21;1- N | irgend einem der Kreise K unter dem
UL,

\‘\'iﬂl{tl% :;; E, dem andern mnter dem Winkel E“ﬁ,i hegegnet.

3. Bestimmungssticke des schiefen Schnittes zweier Kreise. Tin Kreis
M it dem Badius B wird von einem Kreise K in den Punkten Bund b geschnitten. Ziehen wir
die Radien MB und KB, so stellt der Winkel MBK den Schnittwinkel @ oder ¢ beider Kreise vor.
Im Punkte B legen wir eine Tangente BC von positiver Richtung an den Kreis M. Ist nun
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spitzer
stumpfer

£ MBK ein { E Winkel, so ist der Radius KB des thiitigen Kreises von dem rechten

eingeschlossen
ansgeschlossen

Winkel MBC g und schneidet daher, fiber ﬁ:; verlingert, (oder auch selbst schon)

den Ieidenden Kreis nochmals im Punkte B. Die Sehne BB’ = 28 hat filr alle Kreise K, welche
den Kreis M unter dem Winkel ¢ isodrom oder antidvom schneiden, den unveridnderlichen Werth
9Rceose, sie ist daher riicksichtlich des leidenden Kreises M die Bestimmungssehne filr den
Schnittwinkel e, und wir bezeichnen ihre halbe Linge durch Sg  Fir den orthogonalen Schnitt
ist 8¢ = 0, fiir die Berithrung = R. Jede Schne BY', welche an einen beliehigen Radins M3
unter dem Winkel ¢ im Punkte ® angelegt wird, stellt die Bestimmungssehne vor. Ein Loth aus
dem Mittelpunkte M auf eine solche Sehne BB’ soll das Bestimmungsloth, und ein mit dem
letzteren um M beschriebener Kreis soll der Bestimmungskreis fiir den Schnittwinkel ¢ heissen.

Soll aus einem gegebenen Punkte K ein Kreis konstruirt werden, der einen. gegebenen
Kreis M mnter dinem gegebenen Winkel & schneidet, so beschreibe man um M den Bestimmungs-
kreis, lege an denselben aus K eine Tangente an, welche bei gehdriger Verlingerung den Kr, M
in B und B schneidet, und heschreibe um K zwei Kreise, den einen mit dem Radins KB, den
andern mit dem Radins KI¥, so schneiden beide Kreise den gegebenen M unter dem Winkel e,
und zwar beide isodrom, wenn der Mittelpunkt K des thitigen Kreises innerhalb des leidenden
Kreises liegt, dagegen der eine isodrom, der andere antidrom, wenn der Punkt K ansserhalb des
Kreises M liegt. - Ist K ein Peripheriepunkt des Kreises M, so verschwindet der eine jener beiden
Kreise in den Punkt K. Die Anniherung dieses Punktes K an den Mittelpunkt M hat, wie sich
aus der Konstruktion des Kr. K ergiebt, das Bestimmungsloth zur Grenze. Im Grenzfalle selbst
haben beide Kreise K die halbe Bestimmungssehne zum Radins und fallen somit in einen zusammen.

Wird ein Kreis M von zwei Kreisen K’ und K", die einander selbst orthogonal schneiden,
in demselben Punkte B unter den Winkeln & und f (isodrom oder antidrom) geschnitten, so stehen
die Bestimmungssehnen BB’ und BB” des Kreises M fiir die Schnittwinkel ¢ und § in B anf einan-
der senkrecht, und £ f ist das Komplement des Winkels @. Offenbar ist das Bestimmungsloth
fiir den Schnittwinkel § gleich der halben Bestimmungssehne fiir den Schnittwinkel ¢.  Daher mag
der um M mit dem Radius Se beschricbene Kreis, als Bestimmungskreis fiir den Sehuittwinkel f,
der Komplementirkreis fur den Schnittwinkel & heissen.

4. Der Schnitt eines Kreises durch eine Grade. Der Ereis M wird von
einer Graden I, in den Punkten B und b geschnitten.  Da die Drehungsrichtung einer Graden (als
@ines uneigentliehen Kreises, dessen Mittelpunkt im Unendlichen liegt) unbestimmt ist, so ver-
stehen wir unter dem Schnittwinkel eines Kreises M und einer Graden L im Allgemeinen nur den
spitzen Winkel, den die Tangente in B mit der Graden bildet. Die Bestimmungssehne BB steht
in B auf der Graden L senkrecht, wie tiberhaupt immer auf der Peripherie des thitigen Kreises.
TFillen wir aus' dem Mittelpunkte M ein Loth MD auf die Grade L, so ist Z BMD, wie auch
£ MBB’ gleich dem Schuittwinkel ¢ des Kreises und der Graden. Da das Loth MD die halbe
Bestimmungssehne, mithin ein Kreis um M mit dem Radius MD den Komplementiirkreis (a) vor-
stellt, so folgt, dass eine Grade, welche den Eomplementiirkreis (e) berithrt, den gegebenen Kreis
M unter dem Winkel o schneidet.
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Zwei Kreise M und m werden von einer Graden L beziiglich unter den Winkeln ¢ und
(oder auch unter demselben Winkel @) gleichartig oder ungleichartig geschnitten, je nachdem die
Mittelpunkte der Kreise auf derselben oder auf yerschiedenen Seiten der Graden liegen., -Alle
i gleichartig

wngleic] .gz geschnitten werden, gehen

Graden, von welchen zwei Kreise unter demselben Winkelz

| Achulichkeitspunkt dor Kreise.

finssern

darch den ! ekt

II. Aufgaben iiber den Schnitt von Kreisen und Graden.

5. Binen Kreis zu konstruiren, der eine gegebene Grade L unter
einem gegebenen Winkel @ schneidet und durch zwei, ausserhalb der Graden

gegebene Punkte M und N geht.

Fig. 1. Der gesuchte Kreis schneide die Grade L in den Punkten B und b; sein Mittelpunkt sei

K, soist ein Ort desselben belannt, niimlich der Perpendikel, auf der Verbindungslinie MN in
ihrem Mittelpunkte C errichtet, welecher der Graden L im Punkte E begegnet. Es hat keine
Schwierigkeit, aus einem beliebigen Punkte & der CE einen Kreis zu heschreiben, der die Grads
L ebenfalls nnter dem Winkel e (in den Punkten B und b) schneidet. Tst dies geschehen, so haben
wir zwei Kreise K und &, die beide von der Graden L unter demselben Winkel gleichartig oder
ungleichartig geschnitten werden. Folglich ist der Punkt E, in welchem die Grade L der Central-
linie K& begegnet, der iussere oder innere Aehnlichkeitspunkt der Kreise. (4).  Demnach ist
anch die Verbindungslinie EN des Punktes E mit dem einen der gegebenen Punkte ein dusserer
oder innerer Aehnlichkeitsstrahl.  Wird daher die Grade CE von dem Kreise & in den Punkten
9N und N’ geschnitten, so ist der eine oder der andere von diesen Punkten dem Punkte N zuge-
ordnet.  Mithin ist der Radius KN des gesuchten Kreises dem einen oder dem andern der Radien
§9t und /KN des Hiilfskreises parallel und daher Punkt K hekannt.

Konstruktion. Man errichte auf der Verbindungslinie MN in ihrem Mittelpunkte G einen

Perpendikel, der die Grade L in E schneidet, und verbinde E mit dem' einen der gegebenen
Punkte, nimlich gleichviel mit welchem, wenn CE auf L senkrecht steht, andernfalls aber mit
demjenigen, der in dem spitzen Neigungswinkel der CE gegen L liegt, hier mit dem Punkte N,
rechts von CE.  Auf derselben Seite von CE withle man in' L, einen beliebigen Punkt B, lege in
ihm an die Grade L, unterhalb derselben, einen Winlkel EB®B’ = « an und errichte auf BB’ in
B ein Loth, welches die Grade CE in & schneidet. Darauf beschreibe man um den Punkt & einen
Kreis mit dem Radius 3, der die beliebig zu verlingernde Grade EN in den Punkten 9 und N°

schneidet, und ziehe durch N zu den Radien N und N7 die Parallelen NK und NK', welche

der heliebig zu verlingernden Graden CE in den Punkten K und K’ begegnen, so erfiillen die, um
die Punkte K und K’ mit den Radien KN und K'N beschriebenen Kreise die gestellten Bedingungen.
Denn erstens gehen die Kreise K und K durch die gegebenen Punkte M und N. Ferner schueidet
suniichst der Hilfskreis & die Grade L unter dem gegebenen Winkel . Da aber die Radien

-
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EN und §9 ) .. gleicher 5 g 3 %
%K.N und QY einander parallel und von mmngcsmterl Richtung sind, so ist Punkt E fiir die
Kreise 2:{{ Ezgg 2:::;::; Aehnlichkeitspunkt.  Folglich ist die gegebene Grade L ein

K und %

K und gg und sehneidet daher den Kreis § und den

innerer

{“"“‘3““} Aehnlichkeitsstrahl der Kreise
Kreis 3&.} unter demselben Winkel .

Anmerkung 1. Es sei § derjenige Winkel, unter welchem die Verbindungslinie MN der gegebenen
Punkte bei gehriger Verlingerang der Graden L begegnet. So lange ¢ = f, mithin % — e d i 8. $8E

= % — fdi I8 REB, wird anch §8 > &E sein und der Hiliskreis & den Punkt B umfassen. Dann

aber sind die Punkte 9t und 9, folglich auch die Punkte K und K' durch den Punkt E getrennt, und die
Kreise K und K’ schneiden die Grade L unter dem gegebenen Winkel ungleichartiz, Ist Lg= £, mithin
8 — §E, so peht der Kreis £ durch den Punkt E, und 9 fillt mit E zusammen. Alsdann fallt der Punkt
K’ in’s Unendliche, und der Ereis K' geht in die Grade MN fiber.

Ist endlich @ << f§, also auch #B < §E, so ist der Punkt E von dem Kreise K ausgeschlossen,
und die Punkte 9% und 9 sind durch I nicht getrennt. Daher liegen jetzt auch die Punkte K und K anf
derselben Seite der Graden L, und die Kreise K nnd K’ schneiden dieselbe gleichartig,

Anmerkung 2. Ist die Verbindungslinie der gegebenen Punkte auf der Graden L senkrecht, so
dass die Ortslinie der Mittelpunkte K und K' der Graden L parallel liuft, so ist #8 = KB — KN. Wenmn
man dn\hm— nm den Punkt N mit dem Radins $8 einen Kreis beschreibt, so sind dessen Schnittpunkte mit
jener Ortsgraden die Mittelpunkte der die gestellte Forderung erfiillenden Kreise.

Anmerkung 3. Liegen die Punkte M und N auf verschiedenen .Seiten der Graden L., so bleibe
die Konstruktion im Wesentlichen dieselbe, wird aber unausfiihrbar., wenn die Abnahme. des Winkels e cine
bestimmte Gremze iiberschreitet.  Man  errichtet nimlich wiederum auf der Verbindungslinie MN, welche der
Graden L im Punkte O unter dem Winkel § hegegnet, in ihrem Mittelpunkte C den Perpendikel CE und ver-
bindet den Punkt E mit demjenigen der gegebenen Punkte, der von C durch die Grade L getrennt ist, also
mit ¥, wihlt hierauf den Punkt B auf der Graden T innerhalb des Winkels CEN und fihrt in der oben
angegebenen Weise fort. . Da‘aber: diesmal die Grade EN vom Winkel CEB ausgeschlossen dst, so wird der
um £ mit B beschricbene Kreis die Grade EN zu schneiden aufhiven, sobald der BRadins 8% kleiner wird
als der, ans & auf EN gefillte Perpendikel &%, Zieht man durch N m. dem letzteren die Parallele Nk, welche
der Verlingerung von CE im Punkte k begegnet, so ist der Kreis um k mit dem Radius kN der Grenzkreis,
welcher unter allen, durch die Punkte M und N miglichen Kreisen die gegebene Grade unter dem kleinsten
Winkel schneidet.

Es sei die halbe Linge der Verbindungslinie MN = s, der Abstand €O ihres Mittelpunktes C von

ihrem Sehnittpunkte O = d. Da 8B mindestens gleich 8D sefn muss, so erhalten wir die Gleichung A e
: co8 g
> Ef sin §EN, also cos e sin $EN < cos f.
8 s cos
Es ist aber sin §EN = 3  daher

Vi astgsp .V s2cs? B a2 s P

2 2 on2
cos o < V Ll '6 + d?sin? p . - Beseichnen wir den Winkel, unter welchem der um MN, als Durch-
52
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mmésser, Heschriebeda Ireis die Grade L schneidet, durch g, so st cos y = A sin g , und wir erhalten
3

cos &<V cos? p - cos?y oder &= arc. cos V cos? p - cos?y.

Dicse Gleichnng, in welcher das Zaichen = auch die Gleichheit vertritt, liefert alle Werthe des
Winkels @, fiir welche die Aufgabe in dem gegenwirtigen Falle cine Lisung sulilsst. Steht MN auf der
Graden L senkrecht, so ist im Grenzfalle @ = ¥, und der um MN als Durchmeésser beschrichene Kreis stellt
den Grenzkreis vor.

6. Einen Kreis zu konstruiren, der zwe‘i gegebene Grade XX’ oder p
und YY" ¢dér q bezfiglich uiter den Winkeln « und § schneidet.

Die Gradén p und q, welche sich in einem Punkte O (der auch im Unendlichen liegen
kann) begegnen, theilen die Ebene in die beiden Winkelfliichen pg und p.q. Die Punkte K und k
in der Winkelfiache pq sind die Mittelpunkte zweier, die gestellten Bedingungen erfitllenden Kreise;
B und C
b und e

’ 1;‘ !mit den Graden p tnd q.  Demnach werden die Kreise K und I, jenachdem ihre Mittelpunkte

die Punkte sind die, dem Scheitel O zuniichstliegenden Schnittpunkte des Kreises

durch den Scheitel O nicht getrennt oder getrennt sind, von den Graden p und g beziiglich nnter
den Winkeln ¢ und f gleichartig oder ungleichartig geschnitten. Im ersten Falle ist der Scheitel
O der diussere, im zweiten Falle der innere Achnlichkeitspunkt der Kreise K und k. In beiden
Fillen liegen daher die Punkte K, k und O auf ciner Graden.  Ebenso liegen in der Winkelfliche
p.q die Mittelpunkte K und k' zweier, der Aufgabe genilgenden Kreiso in einer Graden mit dem
Seheitel 0. Da nun die Punkte K und XK' dureh die eine der gogebenen Graden, z. B. dureh q, ge-
trennt, durch die andere, also durch p, nicht:getrennt sind, so werden die Kreise E und K" von
der Graden p unter dem Winkel « gleichartig, dagegen von der Graden q unter dem Winkel
ungleichartig geschnitten. = Daher geht die Grade p durch den #usseren, die Grade g durch den
inneren Achnlichkeitspunkt der Kreise K und K'. Hieraus folgt: Die Mittelpunkte aller
Kreise, welche zwei gegebéne Grade p and q beziglich unter den Winkeln o
und B schneiden, liegen auf zwei Graden, welche durch die gegebenen Graden
p und q harmonisch getrennt sind (also auch dureh den Schaittpunkt O derselben gehen).
Ist daher die eine dieser beiden Ortslinien gefunden, so hat man auch die andere; zur Bestim-
mung jener einen aber gentigt der Mittelpunkt K irgend eines Kreises, der die, in der Aufgabe
gestellte Forderung erfullt.  Um sich einen solchen Punkt K zo verschafien, hat man nur ein

Viereck OBCK zu konstruiren, welches durch drei Winkel O, OBK = = w, OCK = = + p
Bin 5

B
und durch das Verhiltniss ;—G- — 1 seiner Gestalt nach bestimmt ist.

Konstruktion. Man lege an die Schenkel OX und OY in den beliebigen Punkten D und
C, ausserhalb des Winkels XOY, die Winkel DPX == ¢ und CCY = f an und errichte anf den
angelegten Schenkeln @D und EC in D und C Perpendikel, so werden dieselben 1. parallel sein,
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wenn die drei Winkel XOY, den wir mit @ bezeichnen, / D = -;E “+ eund £ C= g——j— B

susammen < Rechte betragen, alse wenn & 4 f -} @ = = ist, 2. sich in einem Punkte E inner-
halli ‘des Winkels XOY sehneiden, wenn ¢ - f - @ <@, 8. sich in einem Punkte E’ innerhalb
des Winlkels X°0Y " schneiden, wenn'e 4 B 4+ > .

Im érsten Falle ist eine Parallele darch O zn jenen parallelen Perpendikeln die gesnchte

Ortslinie. Nehmen wir aunf derselben einen beliehizen Punkt K, so ist / KOX — i o
2

Z KoY :g — f. Folglich geht jeder (eigentliche) Kreis aus der gefundenen Ortslinie, der

die gegehenen Graden nnter den gegebenen Winkeln schneidet, doreh den Seheitel 0. Ferner ist
aber auch jede, auf dieser Ortslinie senkrechte Grade als ein, ans dem unendlich fernen Punkte
der Ortslinie beschiiebener (uneigentlicher) Kreis von der verlangten Beschaffenheit zu betrachten.

Im zweitén Falle schneide man auf dem grisseren Schenkel ED des entstandenen Winkels
CED ein Stick EF gleich dem kleineren Schenkel EC ab, ziche die Grade CF, verlingere sie bis
zi ihrem Schnittpunkt B mit. dem Schenkel 0X und ziehe durch B zu DI eine Parallele, welche
die Verlingerung der CE im Punkte K schueidet, 'so ist eine, durch die Punkte O und K gelegte

Grade die gesuchte Ortslinie. Denn da EF — EC, so ist anch KB = KC; ferner / KBX — L ,
2

L ROY = -f—:— — pB. Folglich geht ein um den Punkt K mit dem Rading KB beschriehener Kreis -

durch die Punkte B und C und sehneidet die pegebenen Graden unter den gegebenen Winkeln, Wie
von dem urspriinglichen Kreise K, so ist anch von allen dibrigen Kreisen K (d. h. von allen Kreisen
aus der Ortslinie L von dem verlangten Vervhalten gegen die gegebenen Graden) der Scheitel O aus-
geschlossen, da jeder andere Kreis K mit dem urspriinglichen den von letzterem ausgesehlossencn
Punkt O zum iunsseren oder immeren Aehnlichkeitspunkt hat, jenachdem nimlich sein Mittelpunkt
von dem urspriinglichen Punkte K durch O nicht getrennt oder getrennt ist. Daher haben anch
im gegenwiirtigen Falle simmtliche Kreise K in zwei durch O gehenden Graden t und t* ein go-
meinschaftliches Tangentenpaar, dessen Winkel it durch die Ortslinie L halbirt wird.

Im drittet Falle endlich schneide man, wie zuvor, auf dem grisseren Schenkel E'D des
entstandenen 'Winkels CE'D ein Stitck E'F’ = E’C ab, ziehe die Grade CF’, welche den Schenkel
OX in B’ sehneidet, und durch B" eine Parallele zur Graden E'D, welche dem Schenkel E'C des
Winkels CE'D in K begegnet, so ist wiederum die Verbindungslinie OK die gesuchte Ortslinie L.

Denn KB' = KC, ferner / KB'0= / E'D0 = % — @, / KCO = %- — f; folglich

schneidet ein Kreis um den Punkt K mit dem Radius KB® die gegelienen Graden in den Punkten
B"und C unter den gegebenen Winkeln. Wie von dem urspriinglichen Kreise K, so ist auch von
allen, @ibrigen: Kreisen K der Scheitel O eingeschlossen, da jeder andere Kreis K mit dem
urspriinglichen in dem, von letzterem eingeschlossenen Punkte O seinen dussern oder innern Achn-
lichkeitspunlkt hat.
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Zieht man nun durch den Scheitel O eine Grade 1., welche von der gefundenen L durch
die gegebenen Graden harmonisch getrennt ist, so hat man die gesuchte Ortslinie in dem Winkel
X’0Y (= ¢’). Wird daher aus der Graden 1.” ‘ein Kreis konstruirt, der die eine Grade p unter
dem Winkel @ schneidet, (indem man.an die: letztere in einem beliebigen Punkte N einen Winkel
gleich « anlegt, auf dem angelegten Schenkel in N ein Loth errichtet, welches der Graden L' in
einem Punkte K’ begegnet, und um K’ mit dem Radius K'N einen Kreis beschreibt) so schneidet
derselbe auch die andere Grade q unter dem Winkel . Jenachdem & + B+ ¢ <oder>m,
ist der Scheitel O von den Kreisen K’ ausgeschlossen oder eingeschlossen. Im ersien Falle haben
ciimmtliche Kreise K’ in zwei, durch O gehenden Graden T und T’ ein gemeinschaftliches Tangen-
tenpaar, dessen Winkel TT' durch die Ortslinie L" halbirt wird.

Die Resultate, welche das Verhalten beider Kreisschaaren K und K* gegen den Schnitt-
punkt O der gegebenen Graden betreffien, lassen sich in folgende Ritze gusammenfassen. 1. Tst
« + B < ¢, daher gleichzeitig & -+ B + ¢ <mwund a + 4 ¢ <, soist der Punkt O
von simmtlichen Kreisen beider Schaaren m:sgeschlusscn.ﬁ'} Ist @ -+ f > ¢, daher gleichzeitig
et p+o >rumdetpf+ o > z, so ist der Punkt O von siimmtlichen Kreisen beider
Schaaren eingeschlossen, 3. Iste—f=>¢@<g, daher gleichzeitig e+ p -+ g >nuda—+p+ ¢<m,
so ist der Punkt O von siimmtlichen Kreisen K ausgeschlossen, dagegen von siimmtlichen Kreisen
at+'f+o
e+ f+9

;, 50 gehen siimmtliche Kreise {E,; durch den Punkt O, wihrend die Kreise

K’ cingeschlossen. 4. Ist « + f = gi }, daher gleichzeitig 1 } = x und

{a+ﬁ+<p':>ﬂ
atfite <=7
iI.'; E den Punkt O ,

ain Hhiat
); sehliessen.
ans

%, Rinen Kreis zu konstruiren, der swei gegebene Grade p und q
beziiglich unter den Winkeln @ und f schneidet und durch einen, ausserhalb
der Graden gegebenen Punkt A geht.

Die Graden p und q mogen sich fir's Erste in einem Punkte O (unter dem Winkel )
schneiden. Man konstraire die beiden Ortslinien L und 1., auf welchen sich die Mittelpunkte aller
Kreise von dem verlangten Verhalten gegen die Graden hefinden, lege an die Grade p in einem
beliebigen Punkte b den Winkel ¢ an und errichte auf dem angelegten Schenkel im Punkte b ein
Loth, so wird dasselbe im Allgemeinen heiden Ortslinien T,und I in den Punkten k und K begeg-
nen.  Aus diesen Schnittpunkten beschreibe man Kreise mit den Radien kb und kKb, so werden
beide Kreise die Grade p unter dem Winkel e, daher auch die Grade q unter dem Winkel 8
schneiden. Liegt der gegebene Punkt A nicht auf einer der beiden Ortslinien, und wird dessen
a und a
a" und @
AK und AS
A und AR ?

: e ) . ot ey k). .
Verbindungslinie mit dem Punkte O yon dem I\l‘mscgk.zm den Puu]{!.eng E gesehnitten, so

ak und ak
o'k mnd o'k
K und § )
K und §)

ziehe man durch A zu den Radien ; die Parallelen { welche der Orts-

Sl L s J ; b
linie iLg in den Punkten begegnen, und beschreibe um diese Punkte mit den

KA und §A

Radien
Lt KA und 8'A

; Kreise, so erfillen dieselben die gestellten Bedingungen. Denn aus der

|
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k und K oder § E

Knnstru]ctmn folgt zunichst, dass die Kreise K 2 odex @

die Verbindungslinie OA unter

gleichen Winkeln schneiden. Folglich ist die letatere ein (iiusserer oder innerer) Aechnlichkeits-
gtrahl jener Kreispaare, ein solcher daher auch jede der gegebenen Graden. Mithin werden

K oder & )

— - 0 T
dieselben von dem Kreise K oder. &

unter denselben Winkeln, wie von dem Hilfskreise “zj 5
geschnitten.

Ist & -~ p > g, so werden beide Hillfskreise I und X jederzeit von der Graden OA
geschnitten (6), und die Aufgabe hat bei jeder Lage des gegebenen Punktes alle vier Losungen.
Ist ¢  f = ¢, so hat dic Anfgabe stets drei Losungen, Man erhilt nimlich beide Kreise K,
aber nur einen Kreis K, letzteren dadurch, dass man auf der Ortslinie L einen Punkt K von der
Beschaftenheit sucht, dass KA = KO wird. \ 2

Auf éhnliche Weise erhiilt man, wenn « - § = ¢ ist, nur einen Kreis K/, die Kreise K
dagegen nur dann, wenn der Punkt A von dem Winkel € der, aus O an den Hilfskreis Ik gelegten
Tangenten (6) eingeschlossen ist.

Ist & 4 3> < ¢f, so erhilt man stets beide Kreise K, die Kreéise K wiederum nur
dann, wenn der Punkt A in dem Winkel ft' liegt. Ist endlich « < f <<q, so erhilt man die

Kreise {:;;, wenn Punkt A in dem Winkel 3.1:;.,; 1iegt, wobei T und T die beiden, aus O an den

Hiilfskreis gelegten Tangenten vorstellen.

Die angebene Konstrultion hat keine Anwendung auf den Fall, wo der Punkt A auf einer
der beiden Ortslinien, z. B. anf der Graden L, liegt. Man findet nunmehr beide Kreise K anf
folgende Weise. Man halbire den Winkel Okb und seinen Nebenwinkel dorch die Graden kd
und kb, ziehe durch A zn beiden. Halbirungslinien die Parallelen AD und AD und durch deren
Schnittpunkte D und D mit der Graden p wiederum die Parallelen DK und D zu dem Radius Jh,
welclie der Ortslinie L in den Punkten K und & begegnen. Damn ist 2 dk0 = £ DAK,
L dkb= £ ADK; folglich £ DAK= £ ADK, also KA=KD. Desgleichen ist Z RAD— £ Akb,
L §DA = L bkd; folglich £ SAD = £ KDA, also $A = &D. Daher sind die beiden, um
die Punkte K und & mit den Radien KD und 82 beschriebenen Kreise die gesuchten Kreise K.

Sind die Graden p und q parallel, so erleidet die Konstruktion keine Aenderung. Die
beiden Ortslinien L und L bilden diesmal mit den gegebenen Graden einen harmonischen Parallel-
strahlbiischel, an die Stelle der Verbindungslinie OA tritt eine Parallele zu den gegebenen Graden
durch den Punkt A, und die Winkel tt° und TT verwandeln sich in zwei Parallelstreifen, von
denen der letztere den ersteren einschliesst, da der Hilfskreis k' den Hilfskreis k im Punkte b

einschliessend berithrt. Daher Lisst die Aufgabe im gegenwiirtizen Ialle {'L{_i;ci der oben dar-

innerhalb
aunsserhalb

| tt

gelegten vier Liosungen zu, wenn der Punkt A ]l } des Parallelstreifens 1'1"?'} liegt. Ist

Log= B, so geht die eme Ortslinie L in die Mittellinie des Parallelstreifens pg, die andere, 1,
in die unendlich ferne Grade iber, und die gesuchten Kreise K verwandeln sich in zwei Grade
durch den Punkt A, welche die gegebenen Graden unter dem Winkel ¢ schneiden. f




Fig. 5.

8. Einen Kreis zu konstruiren, der drei gegebene Grade a, b, ¢, die
aber nicht durch denselben Punkt gehen, beziiglich unter den Winkeln a, B, ¥
schneidet.

Die gegebenen Graden, welche sich in den-drei Punkten ab oder C, ac oder B, be oder A
schneiden, theilen die Ebene in die vier Dreiecke ABC, AB:C, AC'B und BC-A, wobei jedes
der drei letzteren, z. B. das Dreieck BC-A, von einer endlichen Strecke (BC) und von zwei, durch
das Unendliche gehenden Strecken (B:A und C-A) begrenzt ist. Verstehen wir unter dem
Zeichen L (@, B) den Ort des Mittelpunktes aller Kreise, von welchen zwei gegebene Grade unter
den Winkeln ¢ und B geschnitten werden, so giebt es durch den Schnittpunkt
('C L (e ) und L' (e fi)
B! die beiden Ortslinien { I (ay) und I (ay)
A l L (fy) und L' (By)
AB-C
AC-B
BC-A

, unter welchen die erstere von dem Dreiecke ABC

und von dem Dreieck eingeschlossen, die letztere von beiden Dreiecken ausgeschlossen ist.

Jeder Punkt, in welchem sich irgend zwei dieser Ortslinien, die nicht durch dieselbe Winkelspitze
dés Dreiceks ABC gehen, begegnen, ist der Mittelpunkt eines Kreises von der verlangten
Beschaffenheit. Denn beschreibt man z. B. um den Punkt K,, in welchem sich die Graden L (e,f)
und L (&) begegnen, einen Kreis, der die Grade o unter dem Winkel e schneidet, so wird der-
selbe, als ein Kreis aus der Ortslinie L (e,8), aunch die Grade b unter dem Winkel §, und als ein
Kreis aus der Ortslinie I (@), auch die Grade ¢ unter dem Winkel  schneiden. Zugleich ergiebt
sich hieraus, dass auch die Ortslinie L (8,p) den beiden vorigen im Punkte K;, und daher auch den
Ortslinien L'(zp) und L(ey) in demselben Punkte Ko begegnet, da der Schnittpunkt der
grsteren mit einer jeden von diesen vom Punkte K, durch a und A harmonisch getrennt ist. Der
Punkt K, ist vom Dreieck ABC, der Punkt K ist, wie ‘die Grade L (f.), vom Dreieck BC-A
gingeschlossen. Aehnliches gilt daher auch von den Ortslinien L (ep) und L (ey); nimlich die

Graden gi (:f;; begegnet den Graden E’EE‘;‘E}) :::ﬁ }:Eg"g{ in dem Punkte K, dagegen den

Graden gi" EE;&JJ :T:; :E ﬁi‘g in einem, vom Dreieck Eiﬁg} eingeschlossenen Punlkte 3;: :
giebt demnach vier Kreise, welche der Aunfgabe Geniige leisten. Jodes der vier Dreiecke, in
welche die Ebene durch die drei gegebenen Graden getheilt wird, enthiilt den Mittelpunkt eines
derselben.  Die vier Mittelpunkte bilden ein vollstindiges Viereck, dessen sechs Seiten die drei
Taare I und I, sind.  Befinden sich unter den gegebenen Graden a, b, ¢ zwei parallele Grade, so
gind auch zwei Seiten jenes Vierecks den letzteren parallel.

9. Rinen Kreis zu konstruiren, der zwei gegebene Grade pund q unter
den Winkeln ¢ und p-schneidet und einen gegebenen Kreis M berahrt.

Diese Aufgabe lisst sich in Ahnlicher Weise, wie das entsprechende Beriihrungsproblem
behandeln und auf die im § 7 geldste Aufgabe zurickfihren. Ist piimlich R der Radius des
Kreises M, so zieht man zunichst ausserhalb des Winkels, in welchem der Mittelpunkt M liegt,
zur Graden p eine Parallele p, welche von p um das Stick Recose entfernt ist, also dergestalf,

Es
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dass ecine, zwischen beiden Parallelen liegende und mit beiden das Komplement des Winkels e
bildende Strecke die Linge R hat, desgleichen eine Parallele q zur Graden q, welche von der
letztern um das Stick Rcos § entfernt ist, und man hat nunmehr einen Kreis zu konstruiren, der
die Graden p’ und g unter den Winkeln ¢ und § schneidet und durch den Punkt M geht. Es giebt
(7) im Allgemeinen vier derartige Kreise. Der Kreis K sei einer derselben und schneide die

Grade {gi in den Punkten band

eund ¢’
Parallelen zﬁ :z: 2, in den Punkten

Zieht man den Radius 22‘:;, 50 schneidet derselbe die
Bundhb
Cund ¢
die Strecke gg:; gleich R, folglich KB = KC und KM = KB -~ R. Beschreibt man daher

um den Punkf K mit dem Radius KB einen Kreis, so wird dieser die Graden p und q in den
Punkten B und € unter den Winkeln ¢ und § schneiden und den Kreis M ausschliessend berithren.
Jedem der vier Kreise K entspricht demnach ein, den Kreis M von aussen berithrender Kreis.
Zieht man aber zweitens innerhalb des Winkels, in welchem der Mittelpunkt M liegt
zu den Graden p und g, unter denselben Bedingungen, wie zuvor, die Parallelen p”’ und ¢, so
hat man jetzt einen Kreis zn beschreiben, der die Graden p” und ¢” unter den Winkeln « und
schneidet und durch den Punkt M geht. Es giebt im Allgemeinen abermals vier derartige Kreise.

b’ und &
¢ und ¢

grmter dem Komplement des Wiukels% ; g; daher ist

Der Kreis K sei einer derselben und schneide die Grade {E ; in den Punkten
o : : pl. i (B ;
e ] und verlingert ihn, bis er der Graden ijll'l'l Punktc’c, fbegcgnct, so schneidet

derselbe die Parallelen |

z . Zieht man

den Radins

p und p*
q und q”

{::g'}gleicli R, folglich B'B — K'C, KM = K'B — R Beschreibt man daber um den Punkt

unter dem Komplement des Winkels f ; ;; daher ist die Strecke

K mit dem Radins K'B’ einen Kreis, so schneidet derselbe die Graden p und q in den Punkten B
und ' unter den Winkeln & und 8 und beriihrt den Kreis M einschliessend, Jedem der vier
Kreise K entspricht demmach ein, den Kreis M yon innen berihrender Kreis, und die Aufgabe hat
folglich im Allgemeinen aeht Ldsungen.

III. Vom schiefen Schnitt eines Kreises durch einen Kreis.

10. Hiilfsaufgabe. Aus einer gegehenen Graden L einen Kreis zu
konstruiren, der von zwei gegebenen Kreisen M und m den einen (M) ortho-
gonal sechneidet und den andern (m) berihrt.

Ist die Grade L won dem Kreise M ausgeschlossen, so gehen bekanntlieh simmtliche
Orthogonalkreise des Kreises M, deren Mittelpunkte auf der Graden I, liegen, durch zwei kon-
stante Punkte des, aus dem Centrnm M anf die Grade Lo gefillten Perpendikels MO, niimlich durch
diejenigen: beiden Punkte P und Q, in welchen derselbe und seine Verlingerung iiber O von einem,
aus O beschriehenen Orthogonalkreise des Kreises M geschnitten wird. Denn jeder Kreis aus

2*
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einem beliebigen Punkte O’ der Graden L mit dem Radius O'P'== 0'Q hat jenen Perpendikel zur
Chordale mit dem Kreise O und: wird daher, so wie der letztere, vom Kreise M orthogonal ge-
schnitten. - Die vorliegende Aufgabe reducirt sich daher im gegenwirtigen Falle auf die; darch
zwei Pankte Pound: Q einen Kreis zu legen, der einen:gegebenen Kreis beriihrt.

Schneidet die Grade Lo den Kreis M in den Punkten B und B, so sei K der Mittelpunkt

des gesuchten Kreises. Da der Punkt K auf der Graden L liegt, und Kreis K den Kreis M ortho-

gonal schneidet, so verhiilt sich ersterer ebenso gegen jeden andern Kreis, der durch dic Schnitt-
punkte B und B’ der Graden L:geht, diese Grade also mit dem Kreise M zur Chordale hat. Daher
ist auch umgekehrt jeder Kreis durch die Punkte B und B’ ein Orthogonalkreis des gesuchten
Kreises K. Geht demnach ein solcher zugleich durch den Punkt b, in welchem Kreis K den Kreis
m beriihrt, und: der in Folge dessen auf der Centrale Km liegt, 50 hat jener Orthdkonalkreis iny
Punkte b die Grade Kbm zur Tangente und schneidet daher: in diesem Punkte auch den Kreis ‘m
orthogonal, wodurch sowohl er selbst, als auch die Punkte b und K bestimmt sind.

Konstiultion. Man lege durch die Sehnittpunkte B und B der Graden L mit dem Kreise
M einen Kreis, ‘der den Kreis m oxr!mgnn&l schneidet,  der also: den Chordalpunkt O fiir den Kreis
m und ‘die’ Punkte B und B’ zu seinem Mittelpunkt und. dieVerbindungslinic OB zu seinem Radius
lati  Sind b b die Schnittpunkte des Hiilfskreises ‘(0 mit dem ' Kreise m, so ziche man die
Radien mb mnd mb’ und verlingere dieselben, bis sie die Grade L in den Punkten K und K
schneiden. Beschreibt man nun einen Kreis um den Punkt K mit dem Radius Kb, einen zweiten
ani den Punkt K. mit dem Radius K'b’, so erfillen, beide Kreise die gustclitén ledingungen.
Denn erstens berithren beide den Kreis m. Da ferner die Graden Kbm und K'mb’ in den Punkten
b und b’ Tangenten an den Kreis' O sind, der den Kreis m in eben diesen Punkten orthogonal

2 : I e i . .
sehneidet, so begegnet derselbe im Punkte { ]:l auch dem Kreise g}:; unter einem rechten Win-

kel, ‘so dass zweitens die Kreise K und K, deren Mittelpunkte auf der Chordale der Kreise O
tnd M liegen, wie zu dem ersteren (O), so auch zu dem letzteren (M) Orthogonalkreise sind.

11. Einen Kreis zu konstruiren, /der durch zwei gegebene Punkte N
und N° geht und einen gegebenen Kreis M unter ginem gegebenen Winkel o
schneidet.

K sei der Mittelpunkt des gesuchten Kreises, B der eine Schnittpunkt desselben mit dem
gerebenen Kreise M. Zieht man den Radius KB, der entweder unmittelbar oder bei gehiriger
Verlingerung den Kreis M in einem zweiten Punkte b schueidet, so ist Bb die Bestimmungssehne
98, (3), daher (ibrer Linge nach) bekannt, desgleichen auch der, mit dem gegebenen Kreise
:,ummamsc-h{, Bestimmungskreis (¢). Dieser beriihrt die Sehne Bb in'einém Punkte E. Deschreibt
man daher um den Punkt K mit dem Halbmesser KE einen Kreis, so schneidet derselbe den Be-
stimmungskreis M orthogonal und lisst zugleich auf dem Radius KN des gesucliten Kreises, wel-
chem Radius er im Punkte F begegnet, ein Stick FN tibrig, welches der halben' Bestimmungssehne
BE oder Se gleich ist, da EN — KF = KB — KE. Einum den Punkt N mit dem' Radius NF
beschriebener Kreis, der den Orthogonalkreis K in F beriihrt, ist daher bekannt. Da nun
der Punkt K auf einer Graden L liegt, durch welche die Verbindungslinie NN’ der gegebenen
Punkte senkrecht halbirt wird, und zugleich der Mittelpunkt eines Kreises ist, der den Bestimmungs-




s o
kreis orthogonal schneidet und den Kreis N berithrt, so ist die gegenwiirtize’ Aufzabe anf die
vorige: zurilckgefithrt.

Konstruktion. Man errichte im Mittelpunkte H der Graden NN auf derselben ein Loth
L, beschreibe um den Mittelpunkt M des gegebenen Kreises den Bestimmungskreis () und um
den Punkt N einen Kreis mit der halben Bestimmungsseline Sg,  Hierauf konstruire man ans der
Graden L einen Kreis, der den Bestimmungskreis orthogonal schneidet und den Hiilfskreis N

berithrt. 'Es giebt zwei derartive Kreise mit den Mittelpunkten K und K% Kreis 1:;,} berithre
Gl F G . s Rknd .
den Kreis N im Punkte 21:*'%’ und der eine yon seimen Schnittpunkten mit dem Bestimmungskreise
E £ ? g G VI 1 :
sei {I-}'f' Nun beschreibe man um die Punkte K und K' Kreise mit den Radien KN und K'N,

so genigen beide Kreise den gestellten Anforderungen. Denn zieht man aus dem Punkte Ht, { die

KE ¥ 3 : y
Tangente gli'l-“ 1;:11 den Bestimmnngskreis und verlimgert ‘dieselbe, so dass sie den gegebenen

!i B und b ﬂ
(B und v )

{ BE

Kreis in den Punkten schneidet, so ist das Stiick j .., ! die halbe Bestimmungssehne

Se.  Folglich ist
BE = NF, KF = NF = KE'Z= BE, 'KN= KB,
BFE = NF', K'F NI =KE *+ B'E'.. KN = K‘Jf,

wobei das Zeichen E—I—E gilt, wenn der Berithrungskreis K oder K den Hiilfskreis N fivon _m"ismi
E\'Ol’l nnemn &
berithrt.  Daher geht der, um den Punkt o, ¢ mit dem Radius j . beschriebene Kreis durch

B, N, ¥

die Punkte ? B N’ N ; und schneidet den gegebenen Kreis unter dem gegebenen Winkel, da die
¥ ] ]

£ Bl : i .
Bestimmungssehne {B't:' % dem Schnittwinkel e entspricht.

Anmerkung. Wir verstehen unter den Pankten k, k' und © die Mittelpunkte dreier, durch dis
Punkte N und N gehenden Kreise, von denen die beiden ersten den gegebenen Kreis berithiren, der dritte
denselben in T orthogonal schneidet. Dasjenige Stiick der Ortslinie L, welches die Mittelpunkee aller Kreise
enthilt, die durch die Punkte N und N° gehen und den gegebenen Kreis unter irgend ecinem Winkel zwischen
den Grenzen o und =z schneiden, nennen wir die finchtbare Strecke. Je nach der Lage der Punkte N und
N' stellen sich nun folgende Tigenthitmlichkeiten heraus: ’

I Die Punkte N und N’ liegen auf ciner von dem gegebenen Kreise ausgeschlossenen Graden.

Von den beiden Berdhrungskreisen k und k” beriihrt der eine (k) den Kreis M einschliessend, der
andere (k) ausschliessend. Die endliche Strecke kk® stellt die fruchtbare Strecke dar. Wihrend 2w von'a

bis g, wichst, also / e von m bis g. abnimmt, riicken die Mittelpunkte K und K’ der beiden, unter dem

Winkel ¢ schueidenden Kreise ans den Grenzpunkten k und k' einander enigegen, bis sie in C zosammen-

{ B ound b }

treffen, wobei anch die Schnittpunkte e ; in T zosammenfallen, wihrend also bis dahin der zweite
und b

Schnittpunkt %:.:s des Radius ;11\};! ey (mnr.‘r‘n.-ﬂl'! der Strecke g }]{\]]33'; befand. - Hieraus folgt,

is
t qusserhalb )
dass von je zwei konjugirten Kreisen K und K der erstere unter dem spitzen Winkel g, der letztere unter
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dem stumpfen Winkel & (also antidrom unter dewm Winkel &) schneidet, fermer dass, weil der Radins

KR; stets {grbmr e ;, der Bertthrungskreis {:E,;ﬂcnﬂﬁ]fskrcisﬂ ausschliessend b 4orpgiee,

e § ist ali § S
K'B kleiner (K'E einsehliessend

II. Die Punkte N und ¥ liegen auf einer Graden, welche den gegebenen Kreis in den Punkten
n und o unter dem Winkel x schneidet; jedoch so, dnss von den beiden Strecken NN’ und nn’ entweder die
eine von der andern gane eingeschlossen oder beide von cinander ausgeschlossen sind. Beide Kreise k und k'

bertihren den Kreis M im E“"F“ ; Falle {emlschliemm]. Die durch das Unendliche gehende Strocke
zweiten n.IlEi

k.1 stlle die fruchbare Strecke  dar, - Wibrond im § O | Fate gZ. “] sunichst von femxl
Zweiten L o tz in %
fibergeht, ricken die Mittelpunkie K und K' der konjugirten Kreise von eimander hinweg, und zwar K’ nach
dem Punkte C hin. Wird ; Sl ",5. so geht der Kreis K in die Grade NN’ fiber und sein Mittelpunkt
g = X
in den unendlich fernen Punkt der Ortslinie I, withrend K einen Punkt X swischen k' und C erreicht. Bis

dahin schueiden beide Kreise K und K' stets unter eineny { :Pit""ﬁ_u % Winkel, an der Grenze selbst beide
8 III'H]T en

unter  dem Winkel %x); Reide Berihrungskreise K und K berhren duher bis jetzt den Holfskreis N
X

{ ans
ein
Seite aus dem Unendlichen zuriick ond triffe cehliesslich im C mit dem Punkte K' susammen, der gleichzeitig
die Strecke XC durchlanfen hat. Im.Anfange dieser Bewegung schneidet Kreis K unter dem ! sn@pfun “_"ﬂml 2 %
{ spitzen Winkel x
sp

in ™ gber, so kehrt Punkt K auf der entgegenreseizien

sehliessend.  Geht aber g‘ﬁ ”_; von gx,
L e x

stumpfen

und fahrt bis zur Grenze fort, unter einem E
spitzen

g Winkel zu schueiden, withrend der Schnittwinkel des
Kreises K stets das z!:lp'mfiwinkligc Supplement zu jemem bildet. Daher berfihrt, withrend dieser Bewegung
nnp
der Punkte K und K, der Berithrungskreis K den Hiilfskreis N ;°1n§a1111i085'51111) der Bertthrungskreis K’
s

{m_'sz schliessend und der { stumpfe } Schnittwinkel x') der Graden NN ist das 51"[{1%mmml des Winkels o
emn EpitEe X IR
t spitac ) lx} M

Il Vou den Punkten N und N liegt der erstere ausserhalb, de letztere innerhalb des gegebenen
Kreises, wobei die Grade NN den Kreis unter dem Winkel x schneidet. An die Stelle der beiden Berfthrungs-
kreise k und k' tritt ein Kreis k, der den gegebenen unter dem Kleinstmoglichsten Winkel p schneidet. Jeder
Punkt der Ortslinie T ist jetst cin Punkt K oder I, Wichst 2 n von g bis x, so bewegen sich die Mittel-
punkte K und K’ zweier konjugirten Kreise aus k nach entgegengesetzten Richtungen, an der Grenze selbst
geht der Kreis K in die Grade NN, der Pankt K in den unendlich fernen Punke der Ortslinie I, fiber, wih-
rend K’ einem Punkt X wwischen k und C erveicht, Bis dahin sehneiden beide Treise, K und E', stets unter
einem spitzen Winkel, und die Berfthrungskreise K und K’ berfiliven Deide den Halfskreis N ausyehliessend.

Wabrend /. @« ¥on x bis % wichst, kebrt dor Punkt K auf der entgegengesctaten Seite ans dem Unendlichen

guriick und trifit schliesslich in C mit dem Punkte K’ susanmen, dor gleichzeitig dio Strecke XC durchlaufen
hat. Auch wihrend dieser Bewegnng fihrt Kreis K fort, unter ginem spitien Winkel zu sehneiden, indess
dor Sehnittwinkel des Kreises K stets das Supplement zu jenem: hildok Daher berfihrt anch von den beiden
Berthrungskreisen K und K der erstere den Hitlfskreis N cinsehlicssend, der letztere gusschliessend. Aus dem
geaenwiirtigen Falle crwiichst nns die Aufgabe,  den Grenzkrois k zn Kopstruiren, zu deren Lisung. wir mun
sogleich fibergehen.
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12, Um den Punkt M ist ein Kreis mit dem Radius R beschrieben; fer-
ner sind zwei Punkte N und N gegeben, von denen der erstere ausserhalb,
der letztere innerhalb des Kreises liegt. Es soll ein Kreis konstruirt werden,
der durch die Pumkte N und N geht und den gegebenen Kreis unter dem
kleinstmoglichsten Winkel schneidet. ;

Der gesuchte Kreis K hat zum Kennzeichen, dass sich in ihm zwei konjugirte Kreise K n. K,
also auch zwei Berithrungskreise K und K’ des Hiilfskreises N vereinigen. Hieraus ersicht man,
dass nicht etwa die Grade NN den Kreis reprisentirt, der unter dem kleinstmiglichsten Winkel
schneidet; denn es giebt ausser derselben stets noch einen zweiten (eigentlichen) Kreis, der durch
die Punkte N und N* geht und den Kreis M unter demselben Winkel schneidet. Wenn nun fi's
Erste die Ortslinie L des gesuchten Punktes K, welche senkrecht durch den Mittelpunkt H der
Verbindungslinie NN geht, dem gegebenen Kreise in den Punkten T und T begegnet, so kann
dieselbe doch nicht auch den Bestimmungskreis, der dem kleinsten Schnittwinlkel g entspricht,
schneiden, weil sonst die beiden Bertthrungskreise K und K, welche zngleich den Bestimmungs-
kreis (@) orthogonal schneiden, stets durch das Loth MD aus dem Mittelpunkte M auf die Grade
L getrennt sein wiirden oder hichstens in diesem Loth' sich vereinigen kinnten, wobei der Punkt K
in's Unendliche ficle, was, wie wir geschen haben, nicht der Fall sein kann. - Daher gehen die
konjugirten Berithrungskreise K w. K des, um den Punkt N mit der halben Bestimmungssehne Sy
beschriebenen Hillfskreises durch zwei Punkte F u. B jenes beliebig zu verlimgernden Lothes MD,
und sie fallen nur dann in einen Kreis K zusammen, wenn der eine jener beiden Punkte,
ndmlich I, in der Peripherie des Kreises N liegt. Ziehen wir durch diesen Punkt F eine Parallele
zur Graden L, welche der Verbindungslinie NN* im Punkfe G und dann einem, um diese
Grade NN’ als Durchmesser beschriebenen Kreise in X begegnet, so ist NX2=NG.NN = 2NG . NH.
Da der Radius des Bestimmungskreises den'Werth v/ R2 — 82 hat, da ferner das Stick GH=FD
der Tangente aus dem Punkte 1) an den Bestimmungskreis gleich ist, so findet man GH?2 = MD 2
— R2 4} §2=MD2— R? 4 FN2=MD2? — R2 4 GN2 -4 DH?; zugleich ist GH2 =
(NH — NG)2 Folglich erhalten wir die Gleichung NH2 — 2NG.NH = MD? — R2 - DH?,

also NH2 4- (R2 — MD?2) — DH? — 2NG.NH,
NH? < DT2 — DH2 = NX2. (A).

Beschreiben wir um die Sehne TT" als Durchmesser einen Kreis, der die Grade NH in
einem Punkte t schneidet, so ist DT2 — DH2 = Dt2 — DH2 — tH2 Folglich erhalten wir
NX2=NH=2-| tH2 Daher ist der Punkt X bekannt, folglich auch die Punkte I und K.

Konstruetion. DMan fille aus dem Mittelpunkte M des gegebenen Kreises auf die Orts-
linie L ein Loth MD, beschreibe um den Mittelpunkt D des innerhalb des Kreises M liegenden
Stiiekes T'T" der Ortslinie mit dem Radins DT einen Kreis, welcher der Verbindungslinic NN* der
gegebenen Punlite in t begegnet, und schneide von dem Fusspunkt H der Ortslinie aus auf derselben
ein Stick HX = Ht ab, so dass die Verbindungslinie NX' = +/ NH2 - Ht? wird. Hierauf
beschreibe man um den Punkt H einen Kreis mit dem Radins HN und um den Punkt N einen Kreis
mit dem Radius NX', welcher dem ersteren in einem Punkte X begegnet, ziehe durch denselben
eine Parallele zur Ortslinie L, welche die Grade NN’ in G und das Loth MD oder dessen Ver-
lingerung in F schneidet, und verbinde N mit F, so'ist der Punkt K, in welchem die Grade NF
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der Ortslinie L begegnet, dex Mittelpunkt des gesuchten Kreises: Denn hetrachtet man die Grade NI
als die halbe Bestimmungssehne fir einen Schnittwinkel g, konstrairt um den Mittelpunlt M den
Bestimmungskreis (@) mit dem Radins v’ k2 —INF2, beschreibt ferner um N einen Kreis mit dem
Radius NF, desgleichen um K mit dem Radius KF; welcher den Kreis N in F berithren und -das
Toth MD in einem zweiten Punkte ¥ sehneiden wird, so mnss der letztere Kr: K, was sich durch
die. nmgekehrten Schliisse, wic in der Analysis, beweisen lisst, auch den Bestimmungskreis M
orthogonal schneiden.  Stellt man sich nun die Aufgabe, einen Kreis zu konstruiren; der durch
die Punkte N und N géht. und den gegebenen Kreis M unter dem’ Winkel u schueidet, so wiirden
(11) die, zur Konstruktion erforderlichen beiden Berithrungskreise K und K in den vorgenannten
Beriihrungskreis K zusammenfallen, wodurch sich der Schnittwinkel g als den kleinstmdglichsten
kennzeichnet.

Schneidet aber die Ortslinie L den gegebenen Kreis nicht, so gelten die Schliisse der
Analysis nur. bis zur Gleichung (A). Verstehen wir in derselben unter der Graden DT die Tangente
aus dem Punkte D an den gegebenen Kreis, welche gleich 4/ MD2 — Rz ist, so geht die
Gleichung (A) nunmehr in folgende tiber: NH2 — (DT2 - DH?) = NX2

Beschreibt man um D einen Kreis mit dem Radius DT, der diesmal die Grade MD in
einem Punkte t schneidet,  so ist die Verbindungslinie tH = /DT 2 4- DH?, und man erhiilt

NH2 — tH? — NX2, wonach die Grade NX gefunden wird, wenn man um den Punkt H mit dem -

Radius Ht einen Kreis beschreibt und aus dem Punkte N an denselben eine Tahgente NX' anlegt.
Ist aber der Radius Ht grosser als NH, so dass der, mit demselben um I beschrichene Kreis den
Punkt N umfasst, so tritt an die Stelle der Tangente NX' die halbe kleinste Sehne NX durch
den Punkt N. Dann aber ist NX2 = — NX'2, also auch 2NG. NH = — NX'2. " Beschreibt
man daher um den Punkt N mit dem Radius NX' einen Kreis und fillt aus dem Schuittpunkt
desselben it dem, um die Grade NN' beschrichenen Kreise ein Loth auf die Grade NN', welche
von demselben in G° getroffen wird, so findet man den Punkt G, wenn man ein Stiick NG = NG,
aber von entgegengesetzter Richtung auf der Graden NN’ abschneidet. Denn NX'2 = ANG.NH
— — 2NG : NH, also'NX2 = |- 4NG. NH,

Zieht man durch G eine Parallele zur Ortslinie L, so findet man den Punkt I w s. w.
Geht die Grade NN* durch den Mittelpunkt M des gegebenen Kreises, so erhilt man als Kreis
des sehiefsten Schnittes den, um .diese Grade als Durchmesser bescliviebenen.

IV. Der imaginiire Orthogonalkreis.

13. Um einen Punkt M ist mit dem Radius R ein Kreis beschrieben;
K sei ein beliebiger Punkt in der Ebene. Gleichviel, ob dieser Punkt K ausserhalb oder
innerhalb des Kreises M liegt: immer stellt der Ausdruck v/ KM2 — R2 die Tangente aus dem
Punkte K an den Kreis M vor. Diese ist, wenn K innerhalb des Kreises liegt, imaginiir und
gleich iy B2 — KM2 = 8i, wobei der Modulus S die halbe kleinste Sehne durch den Punkt K
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vorstellt. Da nun ein Kreis, der nm einen ansgeschlossenen Punkt K mit der Tangente aus diesem
Punkte beschrieben wird, ein Orthogonalkreis des gegebenen ist, so nemnen wir im andern Falle,
wenn der Punkt K innerhalb des gegebenen Kreises liegt, den, aunf diesen Punkt K bezogenen
(nicht darstellbaren) Kreis mit dem Radius Si einen imaginiren Orthogonalkreis, dagegen den,
um denselben Mittelpunkt mit der halben kleinsten Sehne S beschriebenen Kreis den Modularkreis
des ersteren. Demgemiiss wird die Peripherie des Modularkreises, da er die kleinste Sehne durch
den Punkt K innerhalb des gegebenen Kreises zum Durchmesser hat, durch den gegebenen Kreis
halbirt. Die in Rede stehenden Deziehungen lassen sich daher in folgende Sitze fassen:

Ein imaginirer Kreis K schneidet einen reellen Kreis M orthogonal, das heisst: die Ver-
bindungslinie seines Mittelpunktes mit dem einen oder dem andern Schnittpunkt seines Modular-
kreises ist in dem reellen Kreise die halbe kleinste Sehne durch den Punkt K.

Ein imaginirer Kreis K wird von einem reellen Kreise M orthogonal geschnitten, das
heisst: die Peripherie seines Modularkreises wird durch den reellen Kreis halbirt.

Soll daher um einen gegebenen Punkt M einen Kreis beschrieben werden, der einen, aunf
den Punkt K bezogenen imaginiren Kreis, dessen Radius = Si ist, orthogonal schneidet, so
beschreibe man um den Punkt K einen Kreis mit dem Radius 8, verbinde K mit M, errichte auf
KM in K den Durchmesser BB senkrecht und schlage aus dem Punkte M mit dem Halbmesser KB
oder KB einen Kreis, so ist derselbe der verlangte.

14. Antichordale und Subchordale. Um die Punkte K und K sind mit den
Radien r und r* Kreise beschricben. Ferner ist M der Mittelpunkt eines, mit dem Radius R
heschriebenen Kreises, der die Peripherien der Kreise K und K halbirt, so dass er mit dem ersten
dessen Durchmesser Bb, mit dem zweiten dessen Durchmesser B'b zur gemeinschaftlichen Sehne
hat. Ziehen wir die Centrallinie KK und fillen auf dieselbe aus dem Punkte M ein Loth MD, so
ist MD*=MK? —KD2=MK'2 — K'D2 Wir erhalten daher die Gleichung R2 — r2 — KD?
= R? — 2 — KD2 mithin KD2 — KD? = r2? — v'2, Daher ist der Punkt D fiir alle
Punkte M von der angegebenen Eigenschaft konstant, und wir gelangen zu dem Satze: die Mittel-
punkte aller Kreise, welche die Peripherien zweier gegebenen Kreise halbiren, liegen in einer
Graden, welche auf der Centrale der gegebenen Kreise senlrecht steht und dieselbe so theilt, dass
die entstandenen Abschnitte in umgekehrter Ordnung mit den, durch die Chordale beider Kreise
erzeugten iibercinstimmen. Wir nennen daher diese Ortslinic die Antichordale der gegebenen
Kreise. :

Bezichen wir aber auf die Mittelpunkte K und K zwei imaginire Kreise, welche die
bereits gegebenen Kreise zn ihren Modularkreisen, also die imaginiren Strecken g =i, g =1 -
zu ihren Radien haben; bezeichnen wir ferner die beiden Abschnitte, in welche die Chordale
dieser imaginiren Kreise, deren Centrale theilt, durch p und q: so ist p2 — q2 =% — g'2
=12 —r2 Somit gelangen wir dadurch, dass wir die beiden imaginiren Kreise gleichsam als
reelle, nimlich mit Radien o und ¢ beschricbene behandeln, gleichfalls zu dem vorigen Satze,
dem wir nun folgende Fassung geben kinnen: die Chordale zweier imaginiren Kreise ist
die Antichordale ihrer Modularkreise.

s sei nun um einen andern Punkt M ein Kreis beschrieben, der sich gegen die gegebenen
Kreise K und K’ so verhiilt, dass er den ersten orthogonal schneidet und die Peripherie des

3




18

zweiten halbivt; MD sei wiedernm das Loth auf die Centrale KK, Dapn ist'MD2 = R2 - r2 —
KD2=—TR2 —r2 — KD2; folglich KD2 — K'D? =r2 -}- 2 Dieses Resultat enthilt den
Satz: hat man zwei Kreise K und K und beschreibt zu dem ersten einen koncenfrischen Kreis mit
einem Radius, dessen Quadrat gleich ist der Quadratsumme der gegebenen Radien, so ist die
Chordale zu jenem koncentrischen Kreise und dem Mittelpunkte  des zweiten zugleich der Ort des
Mittelpunktes aller Kreise, welche den ersten dergegebenen Kreise orthogonal schneiden und die
Peripherie des zweiten halbiren. Wir nennen diese Ortslinie die Subchordale des ersten Kreises
in Bezug auf den zweiten. Bezichen wir aber auf den Mittelpunkt K des letzteren einen imaginiren
Kreis, dem wir den Radins o' = ¥i beilegen, so ist die Chordale ‘des reellen Kreises K und des
imaginiren K bestimmt durch die Gleichung: p2 — q? = r2 — @2 = r2 + "2, welches
Resnltat seinem Sinne nach mit dem vorangehenden iibereinstimmt wnd folgende Fassung erhalten
kamn: die Chordale eines reellen und eines imaginiren Kreises ist die Sab-
chordale des ree¢llen in Bezug anf den Modularkreis des imagindren.

Man sicht hieraus, dass es fir die Bestimmung der Chordale oder des Chordalpunktes
mehrerer Kreise gleichgiiltig ist, ob diese Kreise simmtlich reell oder simmtlich imaginir oder
/um Theil reell, zum Theil imaginir sind, sobald man nur jeden imaginiren Kreis als einen,
gleichsam mit dem Radius '@, von der Form ri, beschriebenen behandelt.

15. Werden zwei Kreise von einem imaginiiren Kreise orthogonal geschnitten, so liegt
der Mittelpunkt des letzteren in beiden reellen Kveisen zugleich, und die, aus seinem Centrum
ngch den' Schuittpunkten seines Modularkreises mit dem einen oder dem andern der reellen Kreise
gezogenen Radien sind halbe kleinsté Selmen in dem einen, wie in dem andern, Folglich schneiden sich
swei reelle Kreise, so oft die diesmalige Voraussetzung eintritt, und der Mittelpunkt des imagi-
niiven Kreises liegt aunf ihrer gemeinschaftlichen Sehne, Hieraus folgt: wird eine Schaar von
Kréisen durch zwei imaginire Kreise K und K* oder durch cinen reellen Kreis K und einen imagi-
niiten Kreis K orthogonal geschnitten, so bildet diese Schaar einen Kreisbiischel, das heisst
siimnntlichie Kreise haben zwei Punkte mit einander gemein. Denn irgend einer von diesen Kreisen
schneidat anf derjenigen’ Graden, welche die Mittelpunkte K und K verbindet, ein Stick ab,
welches er mit jedem der iibrigen Kreise zur gemeinschaftlichen Sehne haben muss.

V. Vom gleichwinkligen Schnitt zweier oder melrerer Kreise
durch einen Kreis.
16. Werden zwei Kreise. M und m, von demen der eine, M, den andern, m,

ganz oder zum, T ]1;'111Le:=|155c111m55t£ , von einem Treise K unter dem Winkel e gleichartig geschnitten,
ganz einschlicss

so sind zwei 3 m"mth:"::"w! Schnittpunkte desselben, z B. B und b, von denen der eine dem
getrenn )

Kreise M, der andere dem Kreise m angehort, potenzhaltende Punkte eines dussern Aehnlich-
keitsstrahles.

|- B Y T

e =

B0 & o~ b=




g

-

19

Zum Beweise: ziehe man durch den Punkt BB einen dussern Aellichlieitsstrahl, welcher
den Kreis m in den Punkten b und b schneidet; /b’ sei' der zngeordnete, B der potenzhaltende
Punkt in Bezug auf den Punkt B. Zieht man die Radien MB und mb, so ist daher 2 MBh =
Z mbB. Ist k ein beliebiger Punkt anf der, die Strecke Bb senkrecht halbirenden Graden L, so
st Z KB = £ kbR, folglich auch Z MBk = Z mbk. Demnach schneidet jeder Kreis, der
um einen beliehigen Punkt k der Graden L mit dem Radius kB beschrieben wird, die gegebenen
Kreise M und m in den Punkten Bund b unter gleichen Winkeln gleichartie.  Nun schneidet der
gegebene Kreis K die Kreise M und m in den Punkten B und b unter dem Winkel o gleichartig.
Liire sein Mittelpunkt K nicht auf der Ortslinie Li, so ziehe man den Radits KB, welcher der
Graden 1 in einem Punkte k begegnen wird, und verbinde k mit dem potenzhalfenden Punkte bj
dann ist Z MBk = £ mbk = ¢ Schneidet man nun auf dem Schenkel Bk gleichfalls ein
Stiick bf = BK ab und beschreibt um die Punkte M und m Kreise mit den Radien MK und mf,

; AN ONE : b 1) '
so stellt der koncentrische Kreis j :m ! den Ort des Mittelpunktes aller Kreise mit dem Radins KB

= ) : : 5 : g
vor, welehe den gegebenen Kreis : 3 : unter dem Winkel ¢ schneiden. Folglich miisste der Mittel-

punkt cines Kreises, der beide gegebene Kreise M und m unter dem Winkel e gleichartig schneidet
und den Radius KB hat, in einem Schnittpunkt jener Ortskreise liegen. Der Punkt K ist aber der
Wittelpunkt eines solchen Kreises: Mithin milsste der Ortskreis m dem Ovtskreise M im Punkte K
begegnen; also wire m® = mK, was nur dann miglich ist, wenn die Punkte £ und K im
Punkte k znsammenfallen. Tolglich schneidet der gegebene Kreis K die Kreise M und m in den
Punkten B und b, Da nun auch diese Punkte, wie die Punkte B und b, bei der vorausgesetzten
Lage der Kreise M und m, sowohl auf dem Aehnlichkeitsstrahl BB, als auch auf dem schneidenden

{ micht getrennt

Kreise K i gind, so muss Punkt b mit b zusammentallen.

;_fu[l'l’:)llll.
17.  Werden zwei Kreise M und m, von denen der eine, M, den andern, m,

\ ganz ausschliesst § i e 3 :
2 ; von einem Kreise K unter d nk ichar :hmi

;mm?- odor it Thail slnsciliast §7 FOR £l em Kreise ater dem Winkel e ungleichartig geschnitten,

{  getroomte |}

s0 sind zwei ) Schnittpunkte desselben, z B. B und b, von denen der eine dem

nicht gt‘h‘ﬂ'l!rlti‘.j
Kreise M, der andere dem Kreise m angehirt, potenzhaltende Punkte eines innern Achnlich-
keitsstraliles.

Zum Beweise ziche man ‘durech den Punkt B einen innern: Achnlichkeitsstrahl, der den
Kreis m in den Punkten b und I schneidet; b sei der zugeordnete, B der potenzhaltende Punkt in
Bezug anf den Punkt B.. Zieht man die Radien MB und mb, so ist daher £ MBb = £ mb¥.
Ist k ein beliebiger Punkt auf der, die Strecke Bb senkrecht halbirenden Graden I, so ist £ kBb
= 2L kiB =m — Kkbl; daher kB6 — MBb — & — kb — mbb'; dies giebt £ MBk'=m —
mbk. Demnach schneidet jeder Kreis, der um einen beliebigen Punkt k der Graden L mit dem
Radins kB beschrieben wird, die Kreise M und m in den Punkten B und b unter gleichen Winkeln
ungleichartig. Nun schneidet der gegebene Kreis K dieselben Kreise in den Punkten B und b unter
dem Winkel ¢ ungleichartig. Liige sein Mittelpunkt K nicht auf der Ortslinie I, so ziche man
3 &
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den Radius KB, welcher der Graden L in einem Punkte k begegnen wird, und verbinde k mit dem
potenzhaltenden Punlkte b; dann ist £ MBk =  u. & —mbk=e, also mbk=2¢. Schneidet man nun
anf dem Schenkel bl gleichfalls ein Stiick b8 = BK ab und beschreibt um die Punkte M und m Kreise
(M

e !den Ort des Mittelpunktes aller

mit den Radien MK und m&, so stellt der koncentrische Kreis

Kreise mit dem Radins KB vor, welche den gegebenen Kreis 3 :][ ; unter dem Winkel :,;sc-hneiden.

Folglich misste der Mittelpunkt eines Kreises, der beide gegebene Kreise M und m unter dem
Winkel ¢ ungleichartig sehneidet und den Radius KB hat, in einem Schnittpunkt jener Ortskreise
liegen. Der Punkt K ist aber der Mittelpunkt eines solchen Kreises. Mithin misste der Orts-
kreis m dem Ortskreise M im Punkte K begegnen, was wiederum nur dann moglich ist, wenn die
Punkte  und K im Punkte k zusammenfallen. Folglich schneidet der gegebene Kreis K die
Kreise M und m in den Punkten B und 6. Da nun auch diese Punkte, wie die Punkte B und b,
bei der vorausgesetzten Lage der Kreise M und m, sowohl auf dem Achnlichkeitsstrahl Bb, als

gotrennt

: i muss P it bz : 3
el potidntt sind, s0 g Punkt b mit b zusammenfallen

auch anf dem schneidenden Kreise I(i

18. Werden zwei Kreise M und m von zwei andern Kreisen K und K glaicharis ;

ungleichartig
seschnitten. némlich yom Kreise K unter einem Winkel ¢, vom Kreise K’ unter einem Winkel
g 1 2 h

{ usgern )

g0 geht die Chordale der beiden thitigen Kreise durch den ;. Achnlichkeitspimkt der
g f INNETTL 5

leidenden Kreise.

Dem vorangehenden Satze gemdss schneidet Kreis K in zwei solchen Punkten B und b,

desgleichen Kreis K in zwei solchen Punkten C und c, deren Verbindungslinie Bb, Cec durch den

::::lfr:‘" Aehnlichkeitspunkt der Kreise M und m geht. Daher entsteht die Gleichung
Aﬂ}j?}?fqg ';EC}, da die Punkte B und b, € und e potenzhaltende Punkte des, durch sie

A}

umcm% Achnlichkeitsstrahles sind.  Ziehen wir aber aus dem Punkte “  an den

bestimmten ; e

Ereis K die Tangente mﬁ, desgleichen an den Kreis K' die Tangente{‘i‘,f.‘, ; deren Rolle, falls

die eine oder die andere derselben imaginir wird, ihr Modulus (die halbe kleinste Sehne) iiber-

AT?=— AB.Ab jA‘I"“':AG.a’LcEd i 1'ist§ATjAT
IT2 — IB.Ib | 1ma e 30 7o ) RN e )

Folglich ist der Punkt t&l};‘ aus welchem die Tangenten, oder aber halbe kleinste Sehnen zu

nimmt, so erhalten wir die GIeichnngcn? ; und

beiden thitigen Kreisen gleich sind, ein Punkt auf der Chordale der letzteren.

fA)

Anmerkung. So oft die Punkte B und b, also auch Cund ¢ durch den I’:mkt{ L gotrennt sind,

liegt der letztere in beiden thitigen Kreisen sugleich. Daher die Folgerung :
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Werden zwei Ereise, von demen der eine den andern ganz ;mn } schlicsst, von einem Kreise K
. aus

gleichartig

” _ geschnitten, so0 schneiden
ungleichartiy |

unter dem Winkel ¢, von einem Kreise K, unter dem Winkel § {

sich die beiden thitizen Kreise, und ihre gemeinschaftliche Sehne geht durch den }E_tus“icmg Achnlichkeits-
innern
punkt der leidenden Kreise,

19. Um die Punkte M und m sind mit den Radien R und r Kreise be-
schrieben. Bestimmt man ihre beiden Achnlichkeitspunkte A und I und be-
sehreibt um deren Abstand AI .als Durchmesser einen Kreis, so hat derselbe
mit beiden gegebenen Kreisen eine gemeinschaftliche Chordale.

Denn sehneiden sich die Kreise M und m, so projicire man aus ihrem einen Schnittpunlkt
8 das Gebilde M, m, A, I. Dann ist jedes der beiden Verhiiltnisse. Am:Am und IN:Im = R:r
— SM:Sm. Folglich halbiren die beiden Strahlen SI und SA den Winkel nnd Nebenwinkel der
beiden andern, SM und Sm, bilden daher mif einander selbst einen rechten Winkel ISA, und
der Kreis um den Durchmesser AT \gcht durch die Schnittpunkte der gegebenen Kreise.

Schneiden sich aber die gegebenen Kreise nicht, so beschreibe man um den Fusspunkt
0 ihrer Chordale ihren gemeinschaftlichen ,,kleinsten Orthogonalkreis,” der ihre Centrale in den
Punkten P und Q schneidet. Dann sind diese Punkte P und Q durch beide Kreise M und m har-
monisch getrennt, folglich fiir beide Kreise konjugirt. FEin Perpendikel, in dem einen dieser
Punkte, z. B. in P', auf der Centrale errichtet, ist daher fiir jeden der beiden Kreise M und m die
Polare des andern Punktes (). Liegen nun die Kreise M und m ausser einander, wobei Kreis M
den einen der Punkte P und Q, niimlich P, Kreis m den andern, Q, einschliesst, so ziehe man
aus dem Punkte A an beide Kreise eine gemeinschaftliche (iussere) Tangente, welche der, fir
beide Kreise gemeinschaftlichen Polare des Punktes @ in S begegnet. Legt man daranf aus diesem
Pankte S sowohl an den Kreis M, als anch an den Kreis m eine zweite Tangente an, so ist die
gemeinschaftliche Tangente von der zweiten Tangente an den einen, wie von der an den andern
Kreis dureh die doppelt konjugirten Graden SP und 5 harmonisch gefl‘('nnt. Folglich fillt die
zweite Tangente ans dem Punkte S an den Kreis M mit der zweiten Tangente an den Kreis m in
emne gemeinschaftliche innere Tangente zusammen, welche durch den Punkt I geht. Die Punkte
A und I sind daher gleichfalls durch die Graden SP und SQ harmonisch getrennt, und der Kreis
um den Durchmesser AT wird durch den Orthogonalkreis O gleichfalls rechtwinklig geschnitten.

Umschliesst aber Kreis M den Kreis m, wobei der eine von den Punkten P und Q, nim-
lich P, von heiden Kreisen eingeschlossen, der andere, Q, von beiden Kreisen ausgeschlossen ist,
s0 lege man durch den Punkt A eine (der Lage nach) gemeinschaftliche kleinste Sehne, welche
dem Kreise m in einem Punkte b, dem Kreise M in einem Punkte B begegnet, und ziehe ans dem

s 4L (QBBE ] P 1Y :
Punkte Q@ durch den Kreis ﬂf: die htkanle::gbh. ;, welche die, fiur beide Kreise gemeinschaft-

liche Polare des Punktes @ in ;: : schneidet. Dann sind die Punkte 213 ]: durch den Punkt

:f% vom Punkte Q harmonisch getrennt. Da nun die harmonischen Gebilde QBSE® und QbSE

Fig. 9.
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den Punkt Q entsprechend gemein haben, s0 steht auch der dritte Projectionsstrahl B, wie die
beiden andern, BbA und SsP, auf der Centrale in einerm Punkte x senkrecht, und es verhiilt sich
Fx:b'x = BA:hA = R:r. Daher ist der Punkt x kein anderer, als der innere Achnlichkeitspunkt,
und das Gebilde QAP ist, als Projection des Gebildes QBSE, gleichfalls harmonisch,  Folglich
schneidet auch diesmal der Kreis um den Durchmesser AI den Kreis O rechtwinklig, hat daher in
allen Fiillen mit beiden gegebenen Kreisen eine gemeinschaftliche Chordale.

fAussern )

00. Der fussere und innere Potenzkreis. Beschreibt man um deny .o o ¢

Achnlichkeitspunkt zweier gegebenen Kreise M und m einen Kreis, welcher mit beiden gegebenen
Kreisen eine gemeinschaftliche Chordale hat (also iliren gemeinschaftlichen kleinsten Orthogonal-

Aussere

; ; Potenzkreis. Schneiden sich die
IMnere

kreis O rechtwinklig schneidet), so heisst derselbe der ;

gegebenen Kreise, so sind beide Potenzkreise reell und gehen beide durch die Schnittpunkte der
gegebenen Kreise. 'Wenn aber Kreis M den Kreis m ganz ‘:::'1' ;suhliesst, so0 ist der diussere

Achnlichkeitspunkt vom Kreise O 'i;t: ;geschlossen, der innere Aehnlichlkeitspunkt {:11; % geschlos-

imfginir g
reell

reell

maginke ], der innere Potenzkreis g

gen (19), daher der fussere Potenzkreis g

a) Beide Potenzkreise, der iinssere und der innere, schneiden sich orthogonal.  Denn schneiden
sich die gegebenen Kreise, so stehen (19) die, nach ihrem einen Schuoittpunkt S gezogenen
Radien IS und AS der beiden Potenzkreise auf einander senkrecht. Schneiden sich aber die
gegebenen Kreise nicht, so ist die gemeinschaftliche Selne ¥G des reellen Potenzkreises

HL } und des Orthogonalkreises O die Polare des Punktes ‘: E in Bezug auf den Kreis O,

diese geht daher durch den FPunkt {i ;, da beide Aehnlichkeitspunkte auch fir den

Kreis O konjugirt sind.  Folglich hat der Modularkreis des imaginiren Potenzkreises die
Sehne FG des reellen zum Durchmesser, letzterer halbirt daber die Peripherie jenes Modu-
larkreises.

gleichartig 2
ngleichartiz

b) Jeder Kreis Hi ;, welcher die Kreise M und m unter gleichen Winkeln % s
L

finssern

P ; Potenzkreise orthogonal geschnitten.

schneidet, wird von dem i

Denn schneiden sich die gegebenen Kreise nicht, so sind beide Potenzkreise Ortho-
gonalkreise des Kreises 0. Schneiden sich aber die gegebenen Kreise, so kann man ihren
ginen Schnittpunkt als einen unendlich kleinen Kreis O betrachten, der von beiden Potenz-
kreisen orthogonal geschnitten wird, und der auch seinerseits (wie der eigentliche Kreis
0) die gegebenen Kreise orthogonal schueidet. Da nun ein Orthogonalkreis zweier Kreise
dicse ehensowohl gleichartig, wie ungleichartig schneidet, so werden die gegebenen Kreise
O md K
QO und K,

gleichartig
ungleichartig

gesehnit-

von jedem der beiden Kreise ; unter gleichen Winkeln

W

b
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. 1 s 0 il K i A TIEEN P =
ten.  Daher geht die Chordale der Kreise' § " '5 durch den 3?"‘*’”“‘ Aelmlichlkeits-
0O und K, innern )
punke, der gegebenen Kreise. . Folglich muss der g:;‘t:’l‘::'; Potenzlweis, als ein Kreis aus. der

(O und K )

Chordale der Kreise i-:) RS der den einen derselben, niimlich den Kreis O orthogonal
4

: e ki K 4
sehneidet, auch den andern, niimlich den Kreis 51_: g orthogonal schneiden.
1

¢) . Schueidet ein Kreis K den einen von zwei gegebenen Kreisen M und m, z B. den Kreis M,

’ o fiussern o y
mnter dem Winkél « und den | { Potenzkreis derselben orthogonal, so schneidet er

Rty S rs \
anch den andern, niimlich den Kreis m, unter dem Winkel ::. ;

{ inmern

Es sei B der eine Schnittpunkt des Kreises K mit dem Kreise M. Ziehen wir den
finssern | 2 . ADB i A Vi ¥ . :
iE imumi Aphnlichkeitsstrahl g - E, so wird derselbe den Kreis m in zwei Punkten schnei-
L 3 s >
den, von welchen der eine, b, in Bezug auf den Punkt B potenzhaltend ist. Da mun ein
5!’1]15.-:1-1'" I Al
B )
{ Aussern }
{ innern

Kreis durch die potenzhaltenden Ponkte B und b eines Aehnlichkeitsetrahles

t innern §

rleich

die Kreise M und m unter gleichen Winlkeln }' ;au'lig schneidet, daher vom

ungleich
Potenzkreise orthogonal geschnitten wird, so erhalten wir, wenn o den Halbmesser des
Potenzlreises oder, falls letzterer imaginiir ist, den Modulus seines Halbmessers, vorstellt,
_ {AB.Ab)

L TR Th= )

den thiitigen Kreis K, der als ein Orthogonalkreis des

AL - . : - AB
die Gleichung o2 Nun schneidet aber der Aehnlichkeitsstrahl g . % auch

flussern x
NS} p ¢ enzkreises vorausgesetzt
tinnern. §
wiirde, ausser dem Schnittpunkte B noch in einem Punkte x; folglich erhalten wir anch die

; AB.Ax - . : e S L o
Gleichung p? = PARAXE - gus der Verbindung beider Gleichungen ergiebt sich, dass die
€0 { 1B Tx € gen erg

Puskte x und b zusammenfallen, also Kreis K durch die potenzhaltenden Punkte B und b
geht, woraus das zu Erweisende folgt.

91, Die fussere u. innere Chordalpunktslinie. Um die drei Punkte M,, M; 1. Ms,
welehe nicht auf einer Graden liegen, sind mit den Radien vy, rp und ry Kreise beschrieben. 'Wir

< A
: : : ; . 2 ; Yics :
bestimmen ihren Chordalpunkt €, desgleichen den iussern Aehnlichleitspunkt }Ag , sowie den
IAB
) M, und M, My, M,
innern Aehnlichkeitspunkt 5 IQE der Kreise (M, mnd M;}.  Auf das Kreispaar (M,, My } be-
(1, M, und M, M,, M,

Ay L)
zieht sich: der fiussere Potenzkreis {Aq 3, der innere ; I-,g‘ Es sei nun Kreis K irgend ein Kreis,
3 IJ

der die drei gegebenen Kreise unter einem beliebigen Winkel ¢ gleichartig schneidet. Dann wird

derselbe von jedem der drei dussern Potenzkreise orthegonal geschmitten. Folglich liegt jeder

W
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Punkt K , d. h. der Mittelpunkt jedes Kreises K, auf der Chordale je zweier von diesen drei Potenz-
lreisen., Folglich haben die letzteren, alle drei, eine gemeinschaftliche Chordale, auf der simmt-
liche Punkte K liegen. Zu diesen gehort aber auch der Punkt C, als Mittelpunkt eines Kreises,

der die drei gogebenen Kreise unter dem Winkel & = g’- gleichartig schneidet. ~ Berficksichtigt

man noch, dass die gemeinschaftliche Chordale der drei fussern Potenzkreise anf der, ihre Mittel-
punkte verbindenden dussern Symmetrale senkrecht steht, so gelangt man zu dem® Satze:

Fillt man ans dem Chordalpunkt dreier gegebenen Kreise ein Loth
auf ihre ussere Symmetrale, so ist dasselbe der Ort des Mittelpunktes aller
Kreise, welche die drei gegebenen Kreise unter gleichen Winkeln gleichartig
schneiden. Diese Ortslinie heisse die fussere Chordalpunktslinie.

K,
K!
Kl

Es sei ferner Kreis irgend ein Kreis, der die drei gegebenen Kreise unter einem

M,
beliebigen Winkel « ungleichartig, d. h. den Kreis zM-}% unter dem Winkel « (oder ¢), die
MJ

M, und M,
Kreise { M, und M, | unter dem Winkel & (oder «) schneidet. ~Demnach schneidet jeder
M, und M,
K, M, M, und M, M,
Kreis (K.} die Kreispaare (Mg M, nnd M, M, ) unter dem Winkel « ungleichartig, dagegen das
K, M, M, und M; M,
M, M, I I, Ay
Kreispaar {M, M,} gleichartig, ~wird daher von den Potenzkreisen {I. Is A, orthogonal
M, M, EE A ;
geschnitten, so dass sein Mittelpunkt auf der Chordale je zweier von diesen drei Potenzkreisen
11 I'l Al
liegt. TFolglich haben die drei Potenzkreise {'1. I, A,} eine gemeinschaftliche Chordale, auf der
T LAl
K,
simmtliche Punkte {K.) liegen. Zu diesen gehort aber auch der Chordalpunkt C, als Mittel -
3

punkt eines Kreises, der die drei gegebenen Kreise unter dem Winkel ¢ = % ungleichartig

schneidet. Beritcksichtigt man noch, dass die gemeinschaftliche Chordale der zusammengehorigen
drei Potenzkreise auf der, ihre Mittelpunkte verbindenden innern Symmetrale senkrecht stebt, so
gelangt man zu dem Satze:

Fillt man aus dem Chordalpunkt dreier gegebenen Kre{ﬁe ein Loth anf
irgend eine ihrer drei innern Symmetralen, so ist dasselbe der Ort des Mittel-
punktes aller Kreise, welche die drei gegebenen Kreise unter gleichen
Winkeln ungleichartig, und zwar dasjenige Kreispaar gleichartig schneiden,

g
(
(
5
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anf welehes siclh der mitwirkende fussere Aehnlichkeitspunkt bezieht. | 'Diese
drei Ortslinien mégen: die drei innern Chordalpunktslinien heissen.

. .y fingsere
leichwie die §,
G ¢l INners

4445 o . K
} Chordalpunktslinie, auf der simmtliche Punkte gK " KL odl I ;
1 ® o &

- : - L v A A
. . o y POy vhin wAnfa Ao o oy (prel PR SO Rt T Bt ot | P
liegen, zugleich die gemeinschaftliche Chordale der drei Potenzkreise Irs HE oasah Em]‘ vorstellt;
J:":I. JL'IA!

11 1,:' AJ; od. ete,

{ fiussere

g0 ist umgekehrt die Yoo E Symmetrale i g zugleich die gemeinschaftliche Chor-

K - 4 b e e
ale simmtlich 'l{rciscﬁ. . Denn je zwei Kreise
dale simmtlicher K, od. ote. m je zwei Kreise

K !

o] o ¥ [
Bjsodd ol werden von den Potenz
A, und A,
I, und I, od. ete,

kreisen ; orthogonal geschnitten.

93, Die involutorische ‘Kreisschaar und der Kreisbischel. Um das
gegenseitige Verhalten aller gleichartig, wie ungleichartig schneidenden Kreise zu bestimmen,

A AgAly
bezeichnen wir diejenige der vier Symmetralen, welche die Aehnlichkeitspunkte ; Il‘l i: ‘:i[‘ verbindet,
s 2
a .
“1? die P !ist die

durch “25, die anf derselben senkrechte Chordalpunkislinie durch Vsl
i

¢
cl L
cql?
c]

. : Centrale ¢ i "
gemeinschaftliche Ch“m_l]ui der ,, Potenzschaar® (a oder etc.), welche ans den drei Potenzkreisen

Chordale
Centrale
(K oder ete.). | Die Symmetrale (a oder ete)), die Chordalpunktslinie (¢ oder ete.), die Potenz-
schaar (a oder ete)) und die Isogonalschaar (K oder ete.) sind einander ., zugeordnet.”

(Ai,Az,A5 oder ete.) besteht, dagegen die gemeinschaffliche ; der ,,Isogonalschaar®

So oft einer von den Kreisen einer Potenzschaar imaginiir wird, ist die zugeordnete Iso-
gonalschaar ein Kreisbiischel (15), dessen Axe dasjenige Stiick der zngeordneten Symmetrale ist,
welehes der gemeinschaftliche Orthogonalkreis C der gegebenen Kreise auf derselben ab-
schneidet. Jeder Kreis um die Axe des Bischels, der einen der gegebenen Kreise unter dem

L
Winkel ¢ 0 ) schneidet, ist ein Glied der zugeordneten Schaar und schneidet daher alle drei
k4

o
Kreise My, Ma, Mz unter dem’ Winkel ¢ o E Sind ‘aber alle Kreise einer Potenzschaar

[ =)
reoll, so kommt es daranf an, ob die zugeordnete Symmefrale vom Kreise €, der zugleich jede
Potenzschaar orthogonal schneidet, ein- oder ausgeschlossen ist. Im ersten Falle ist die zugeord-
nete Isogonalschaar wiederum ein Kreisbiischel. Tm zweiten Falle bildet die Pofenzschaar einen
Kreishiischel (10), dessen Axe ein: Stiick der zugeordneten Chordalpunktslinie ist und; wie vom
Kreise (0, so auch von siimmilichen Kreisen der zugeordneten Isogonalschaar harmonisch getheilt
wird, Folglich sehneidet alsdann diese Schaar die zugeordnete Chordalpunlktslinie in eimer hyper-

S ES
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Bolischen Tnvolution, o dass vom ersten bis zum letzten ihrer Kreise jeder den folgenden umschliesst
_oder von ihm umschlossen wird,  Wir nennen sie daher eine involutorische Kreisschaar und die
mgeordnete Symmetrale die Axe derselben. Giebt es in irgend ciner Isogonalschaar, z. B.in der
Schaar Ky, ausser einem Kreise K, (« d ¢), d. h. einem solchen, der den Kreis M, unter dem
Winkel &, die Kreise Mg u. M unter dem Winkel ¢ schneidet, einen zweiten Kreisg E‘ E::f; ; .
1

A E ; 5 isch : ek i A ¥
50 bildet dieser zu jenem das g Eyﬁff;jfl’; ; Glied der Schaar. Die Grenzkreise ciner jeden Schaar

sind zwei symmetrische oder konjugirte Bevithrangskreise. Ist die Schaar involutorisch, so sind
ihre Grenzkreise entweder durch die Axe getrennt, oder die Schaar ist ringformig. Tritt der

erstere Fall ein, so ist die Axe ein Glied der Schaar, d. h. ein Isogonalkreis, muss also die gege-
finssere

. T i T {roise
R ; Symmetrale die gegebenen Kreise

benen Kreise schneiden. Da nun aber, wenn eine z

hneidet ; . : : sheh : - ;
%ui;ﬁ :_]::mm% | mindestens ein Glied der zugeordneten Potenzschaar imagindr wird, folglich die
zugeordnete Isogonalschaar ein Kreisbiischel sein muss, so folgt:

{ gleichartig
{ ungleichartig

Bilden die 2 sehneidenden Kr elsc%Kl ol Ky 0l K eine involutorische Schaar,

Y ek el ringfiirmig
so ist sie jederzeit 3 durch die Axe getheilt g

Sehneiden sich: je zwei der gegebenen Kreise, mnd ‘sind ‘die Schnittpunkte jedes Paares
dureh den dritten Kreis getrennt, so ist jede von den vier Isogonalschaaren K, K;, Ko, K; involuto-
viseh.  Denn der Chordalpunkt C ist von den drei gegebenen Kreisen zugleich eingeschlossen; da-
her ist ihr gemeinschaftlicher Orthogonalkreis ¢ imaginir, folglich jede Potenzschaar ein Kreis-
hiischel (15). Von jenen vier Isogonalschaaren ist ‘die erste, K, in den Berihrungsring einge-
schlossen,, der von den gleichartig berithrenden Kreisen k und K gebildet wird. Da zwischen
jedem derselben und den drei gegebenen Kreisen eine einschliessende Bertihrung stattfindet, beiden
daher, als Isogonalkreisen, der Schnittwinkel ¢ = o sukommt; da ferner ein rechtwinklig
selmeidender Kreis nicht vorhanden ist, so giebt es zwischen beiden Grenzikreisen einen Kreis K (),

“der die gegehenen Kreise unter dem grisstmoglichsten Winkel g < -Eglemhartlg schneidet,

und dieser theilt die Schaar in zwei gegenseitig symmetrische Schaaren. Auf der Chordalpunkts-
linie ¢ bestimmt das endliche Stiick kk' die fruchtbare Strecke derselben. Jede der ibrigen
Tsogonalsehaaren wird durch die Axe in zwei konjugirte Schaaren getrennt. Denn ist z. B. die
Sehaar K, von den Berihrungskreisen k, und 'y Dbegrenzt, so liegt Kreis {:‘ ; in demjenigen
i
Bogendreieck, welches vom Kreise M, E;:; geschlossen, von dem Kreise M, und Mj f:;:f

geschlossen ist, schneidet also den Kreis M; unter dem Winkel {:_ g, so dass, beim Uebergange

von dem Grenzkreise {k.‘ g zur Axe, welche unter dem grissten spitzen Winkel x und unter dem
1

i
3
d
d

Ny orm ek FN e
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joo his x wiichst |
{ a bis x" abnimmt |

das Unendliche gehende Strecke kj "k'; ist die fruchtbare Strecke der Chordalpunktslinie ;.

leinsten stumpfen Winkel x sehneidet, der Schnittwinkel « von Die durch

Ist der Kreis M3 vom Kreise Mo eingeschlossen, dieser vom Kreise M; U:’: [gnsclﬂﬁsscn,
ang

sp ist jede der vier Isogonalschaaren ein Kreisbiischel. Denn jede Potenzschaar enthillt mindestens

s o . . A L R e ’ .
ein imaginiires Glied, da die drei Potenzkreise |jIl ;:" :_\* l imagintir sind.  Jeder von diesen vier
1t 3 3

Kreishiischeln ist unbegrenzt, desgleichen die fruchtbare Strecke der zugeordneten Chordalpunkts-
linie, da es leine Berithrungskreise an die drei gegebenen giebt. Aus demselben Grunde ist aber um
die Ax¢ eines solchen Bischels an keinen der gegebenen Kreise ein Bertthrungsloreis moglich; sie
{ amsserhalb
{ inmerhalb
M, haben. Daher giebt es (12) vier Kreise K(u), K. (g1), Ka(ua), Ks {ps), von denen jeder
die drei gegebenen Kreise unter dem kleinstmoglichsten ‘Winkel schneidet, der erste gleichartig,
die drei iibrigen ungleichartig, Der Kreisbiischel K (wie jeder der fibrigen) enthillt einen Kreis K (%),
welcher die gegebenen Kreise unter demselben Winkel schneidet, als die Axe des Biischels.
Dieser Kreis theilt den Biischel in zwei Hilften, von denen wiederum die eine durch den Kreis des
schiefsten Schnittes in zwei symmetrische Theile, die andre durch den Orthogonalkreis C in zwei
konjugirte Theile getrennt wird (11, TII). In der ersten Hilfte des Bitschels ist dessen Axe das
symmetrische, in der zweiten Hiilfte das konjugirte Glied zu dem Kreise K (x); in letzterer Be-
zichung stellt sie den Kreis des stumpfsten Schnittes vor.

muss daher ihren einen Endpunkt innerhalb des Kreises M3, den andern % des Kreises

Lassen wir den Kreis M3 in einen, den Kreis Mg zunichst inwendig beriihrenden, sodann
ihn schneidenden iibergehen, wobei wir uns auf den Fall beschrimken kounen, in welchem beide
von dem Kreise M; umschlossen werden, so findet zunichst nur die Aenderung statt, dass sich der

i Ko () g bk o (o) oder k
Kreis {Kl () in einen Kreis K, (0) oder k,

g = . : w] e il : . ein
rithrt, withrend er seinerseits die Kreise Ma und My in deren eigenem Beriithrungspunkte imw;

; verwandelt, den der Kreis M; einschliessend be-

schliessend tangirt, wobel die Axe des Biischels {1\. % zwischen beiden Berithrungspunkten liegt.
i

{ k und k’; st i
1 R, hervor, und zwisehen

den Mittelpunkten der letzteren entsteht auf der zugeordneten Chordalpunktslinie E: % gine un-

y . k F
Sodann aber treten aus dem Berillrungskreise {k g deren zwei
1

fruchthare Strecke 3 ::. ; Der Kreishiischel K bleibt ein solcher, da zwei von den
17

finsseren Potenzkreisen imaginir bleiben; ‘aber beide Endpunkte seiner Axe liegen jetzt inner-
halb des Kreises M; und ansserhalb der Kreise Mg und Mg, Jeder Kreis, der seinen ‘Mittel=
punkt in der Strecke kk' hat und duveh  die Endpunkte der Axe geht, umschliesst die Kreise
M, und My tind wird vom Kreise M; umschiossen. Der Kreishiischel Iy dagegen kann jetzt ‘in
eine involutorische Schaar iibergehen; da die zugeordneten Potenzkreise I, I, A; jefzt simmt-
lich reell sind.

_._[ﬂ-'
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23. Isogonalpunkte. FEs sind vier Kreise My, My, M, My gegeben, von denen
keine drei ihre Mittelpunkte auf einer Graden haben. Da je zwei derselben einen dussern Potenz-
kreis, je drei eine finssere Potenzschaar bestimmen, so erhalten wir 6 dussere Potenzlreise und 4
finssere Potenzschaaren, von denen jede eine zugeordnete Chordalpunktslinie () zur gemeinschaft-
lichen Chordale hat. Begegnen sich daher irgend zwei von diesen 4 finssern Chordalpunltslinien
in einem Punkte K, so giebt es um denselben einen Kreis K, der die zugeordneten beiden Potenz-
schaaren zugleich orthogonal schneidet. Folglich ist dieser Kreis K ein gemeinschaftlicher Ortho-
gonalkreis von 5 verschiedenen Potenzkreisen, da jede dussere Potenzschaar mit jeder andern
einen Potenzkreis gemein hat, also zwei Potenzschaaven 5 verschiedene Potenzkreise enthalten.
Da. aber demzufolge nur noch e¢in Potenzkreis itbrig ist, der mit zwei Paaren aus der Zahl der-
jenigen, die bereits vom Kreise K orthogonal geschnitten wurden, die beiden noch itbrigen Potenz-
schaaren bilden muss, so werden auch diese beiden Schaaren, mithin alle 6 Potenzlreise vom
Kreise K ortliogonal geschnitten. - Daher begegnen sich alle wvier Chordalpunktslinien (¢) dm
Punkte K. Sind es die unfruchtbaren Strécken derselben, die in diesem Punkte zusammentrefien,
50 hat ‘der Punkt keine Bedeutung. Steht es aber von irgend einer jener 4 Clordalpunktslinien
fest, dass der Punkt K auf ihrer fruchtbaven Strecke liegt, so ist der Orthogonalkreis K zu den
4 dunsseren Potenzschaaren ein gemeinschaftliches Glied der ihnen zugeordneten 4 Isogonalschaaren,
ist also ein Kreis, der die vier gegebenen Kreise unter gleichen Winkeln gleichartie schneidet.
Wir nennen alsdann den Punkt K den dussern Isogonalpunkt.

LH
1
In Uebereinstimmung mit der Definition einer innern Chordalpunktslinie c.,'} ritcksichtlich

(4]
3
dreier Kreise, verstehen wir jetat, wo vier Kreise gegeben sind, unter den innern Chordalpunlkts-
[
1

linien ( *} alle diejenigen, die solchen innern Symmetralen zugeordnet sind, .déren’ innere

e,

M,

Aehnlichkeitspunkte durch den Kreis FM"’- in Verbindung mit je zweien der iibrigen bestimmt

M,
= : LM,
werden. Es giebt also drei innere Chordalpunktslinien von der Klasse (¢1), 3 von der Klasse (ca),
desgleichen von der Klasse (c3) und (c;), die der Reihe nach folgenden Gruppen von Symmetralen
zugeordnet sind:
TiaiTos Ao IR'I Ig:a "‘"I?S I:rw Ly Ap,u 2 I Taaa A‘l!e
g LIV BN A-a:af 5 A }
Ii"l IIH A3’4 12-'1 I'J.?I A:.‘I ‘[8!! J?d.‘A‘!H-t
wobei die Indices stets die beiden Kreise bezeichnen, von welchen der Aehnlichlkeitspunlkt alihiingt.
Aus dieser Definition ergiebt sich durch Wiederholung der obigen Schliisse: je drei innere Chor-
dalpunkislinien derselben Klasse begegnen sich in einem Punkte derjenigen dussern Chordalpunkts-
linie, welche den mitwirkenden fnssern Aehnlichkeitspunkten zugeordnet ist. Die aufgestellten
Klassen liefern daher die vier Schuittpunkte K; Ko K3 K4 Liegt ein solcher, z.'B. Iy, auf der

ar1 Larg Agyy Lo Loos Ay, w1 Lgo Agss y
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friichtbaren Strecke irgend einer der in ihm sich schneidenden Chordalpunktslinien, so ‘ist der
Orthogonalkreis' Ky zu irgend einem der mitwirkenden Potenzkreise ein gemeinschaftliches Glied
der zugeordneten Isogonalschaaren, von denen die drei innern denselben gegebenen Kreis (im
angenomutenen Falle den Kreis M) durch ihren Schoittwinkel auszeichnen, so dass der Kreis Ky
die 4 gegebenen Kreise unter gleichen Winkeln mngleichartig, und zwar diejenigen drei gleichartig
sehneidet, auf welche ‘sich die mitwirkende dussere Chordalpunktslinic bezieht.. -Wir nennen
alsdann jeden der vier Punkte K;, Ks, Ki, Ky (insofern er nimlich Mittelpunkt eines solchen
TIsogonalkreises ist) einen innern Isogonalpunkt erster Art.

Heben wir aus den vier gegebenen zwei beliebige Kreise heraus, 2z B. die! Kreise M,
mnd M, und verbinden jeden derselben mit beiden fibrig gelassenen (M, und M,), darauf jeden
der letzteren mit beiden herausgehobenen, so erhalten wir die vier Ternen: M, Ms My, M, M M,,
Mz M; M., My M; M, Jede derselben liefert (ausser zwei andern) eine solche innere
Symmetrale, deren iusserer Aehnlichkeitspunkt entweder durch die heransgehobenen oder durch
die tibrig gelassenen Kreise bestimmt wird, Diese vier innern Symmetralen sind:

(1,3 Ta,3 Asya), (Tays Izia Asys), (Tn Tage Aga), (Tna Tasa Agsa).

Eben diesen sind nun wiederum 4 Chordalpunktslinien zugeordnet, auf welche dieselben Schliisse,
wie auf die 4 fussern Chordalpunktslinien, Bezug haben, die sich also gleichfalls in einem Punkte
K" hegegnen. . Liegt dieser ihr Schpittpunkt auf der fruchtbaren Strecke irgend: einer ‘von ihnen,
so ist der Orthogonalkreis K zu irgend einem der mitwirkenden Potenzkyeise wiederum ein solcher,
der die vier gegebenen Kreise unter gleichen Winkeln ungleichartiz schmeidet, und zwar sowohl
das herausgehobene, als aunch das vibrig gelassene Paar gleichartig, aber das eine unter einem
spitzen Winkel ¢, das andere unter dem stumpfen Winkel ¢, Offenbar kann es nicht mehr als
drei derartige Punkte (K, K", K™) geben; wir nennen sie innere Isogonalpunkte zweiter Art.

Wenn also vier Kreise gegeben sind, von denen keine drei ihre Mittelpunkte auf einer
Graden haben, so sind'im Ganzen 8 Isogonalpunkte und 8§ verschiedene Isogonalkreise mdglich.
Sie sind insgesammt nothwendig, sobald an drei unter den gegebenen vier Kreisen, z B. an die
Kreise My, Mo und My, keine Berthrungslkreise miglich sind. . Denn in diesem Falle enthilf
jeder der '8 Biischel von Chordalpunktslinien (K; K;, K., K3, K;; K' K" K”) wenigstens eine
solehe, deren fruchtbare Strecke unbegrenzt ist.  Giebt es aber Berthrungskreise an die drei erst-
genannten unter den vier gegebenen Kreisen, und stellen, z. B. die Kreise k und k' die beiden
gleichartig bertthrenden vor, so ist die Existenz des Isogonalkreisés K entweder von dem Radius
des Kreises M, (wenn sein Mittelpunkt gegeben ist) oder von der Lage seines Mittelpunktes
{wenn sein Radius gegeben ist) abhiingig.  Nun ist zuvirderst klar, dass irgend ein Kreis X, der
von jedem der Kreise k und k* dieselbe Berihrung erfiihet, wie die Kreise M;, Mg, Ms, den

R i 5 - i ‘ .
Kreis éL} unter dem Winkel 2:; schneidet, anch von jedem Kreise, der die vorgenannten drei

unter dem Winkel e schneidet, gleichfalls unter ‘dem Winkel e geschnitten wird; denn die vier
finssern. Chordalpunktstinien zu den Kreisen My, Ma, M; und X haben die Punkte k und k° mit
einander gemein, fallen daher in eine zusammien. Ist demnach ein gegebener vierter Kreis Mg
50 beschaffen, ‘dass man einen Kreis X, wie den znvor bestimmten, konstruiren kann, der zngleich
jenen in einem Punkte x beriihrt, und zwar so, dass die zwischen beiden stattfindende Berihrung




B e
einie einschliessende ist, so wird ein Kreis K, der die Kreise M,, Mz, M, unter einem Win-
kel @ gleichartig schneidet und durch den Punkt e geht, wie den Ereis X, so auch den Kreis My
ariter demselben Winkel ‘« schneiden. ~ Aus diesem Kriterium lassen sich in Ritcksicht auf jede der
drei Lagen, welche die Bertihrungskreise k und K 'gegen einandeér haben kénnen, die:niheren
Bedingungen ableiten, unter welchen die Aufgabe, durch alle 4 Kreise My, M,, Mz, My einen
Isogonalkreis zu legen, lisbar ist. Bilden z. B. die Kreise k und k¥ einen Ring, so ergiebt sich,
dass jone Aufgabe nur dann keine Lisung zuliisst, wenn der vierte Kreis M, entweder vom dussern
Grenzkreise k eingeschlossen ist, ohne seinerseits den innern Grenzkreis K auszuschliessen, oder
den innern Grenzkreis ausschliesst, ohne vom fiussern Grenzkreise eingeschlossen zu werden.

V. Vom ungleichwinkligen Schnitt zweier oder mehrever Kreise
durch einen Kreis.

94’ Der dussere und innere Aehnlichkeitspunkt (4). Um die Punkte M und

m sind mit den Radien R und r Kreise heschrieben.  Wir wollen durch beide Kreise eine Sekante
legen, welche dieselben unter zwei gegebenen Winkeln, niimlich Kreis M unter dem Winkel e,
Kreis m unter dem Winkel p, gleichartig schneidet. Begegnet diese Sekante dem Kreise M in
don Punkten B'und B, dem Kreise m in den Punkten b und b, und fillen wir anf die Sehnen BE
und bV aus den Mittelpunkten M und m die Perpendikel MD und md, so stellt (8) der Winkel
BMD
bmd

und wir finden MD = Reose, md = rcosf. Also ist der Perpendikel {Eﬂ? ; in Rilcksicht auf

}, dEan der Radins ﬁ:g mit dem Perpendikel lhig; bildet, den Schnittwinkel {; ; vor,

den Kreis Eiﬂ die halbe Bestimmungssehne {2"} fitr den Schnittwinkel g; z Wenn wir da-
her um den Punkt gz:';rmt dem Radins % :;; den ., Komplementirkreis® fir den Schnittwinkel
i; i beschreiben und an beide Kreise die gemeinschaftlichen fdussern Tangenten anlegen, welche

gich im dfiussern Achnlichkeitspunkt A eben dieser Kreise hegegnen, so, erhalten wir zwei Grade,
yon welchen jede die gegebenen Kreise M und m beziglich unter den Winkeln ¢ und § gleich-

artig schneidet.  Zugleich verhilt sich AM:Am = Sg:Sg = R % 'r. Setzen wir das Verhiltniss
der Kosinusse der gegebenen Winkel, niimlich st gleich 4, so verhilt sich AM : Am = AR : 1.,

cosf’
Sind daher x und y irgend zwei Winkel, welche der Gleichung EE—Z; — A Geniige leisten, und kon-

gtruiren wir eine Grade, welche die gegebenen Kreise unter diesen Winkeln x und y gleichartig
schneidet, so geht dieselbe ebenfalls durch den Punkt A. Flolglich dst der #ussere ‘Aehnlichkeits-
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punkt A der beiden Komplementiirkreise fir die respektiven Schnittwinkel « und § zugleich der
Schnittpunkt aller Graden, welche die gegebenen Kreise unter solchen Winkeln gleichartig schnei-

4 g b cose y !
den, deren Kosinusse ein konstantes Verhiltniss 4 = o haben. Wir nennen diesen Punkt den

siussern Aehnlichkeitspunkt (1) der gegebenen Kreise und bezeichnert ihn durch Az: fir 4 = 1,
geht er in deén’gewdhnlichen dussern Aehnlichkeitspunkt dber. Bezeichnen wir die Liinge der
Centrale Mm durch ¢, so ist der Abstand des Punktes Aj vom Mittelpunkte m des klpinern gege-

il or d i
benen Kreises — Ra—r Da dieser Ausdruck, wenn 4 der Reihe nach = e (also LB :"’-5)‘
r m : dlrid.s ; 3
—_, = o (also @ = =) gesetzt wird, die Werthe 0, oo, — c annimmt, so bewegt sich der
]{3 2 1 ) ?

Punlkt Az, wiihvend 4 yon ¢o bhis o abnimmt, vem Punkte m aus bis zum unendlich fernen Punkte
fler Gradin Mm vnd kehrt dann auf: der ‘entgegengesetzten Seite zurtick bis gum Punkte M; er
hat also die, durch das Unendliche gehende Strecke M m zu seinem Spielraun.

Legen wit aber an die, um die Pankte M und m beschriebenen Kemplementirkreise die
geémeinschaftlichen innern Tangenten an, die ‘sich im innern Aehnlichkeitspunkte I eben dieser
Kreise begegnen, 'so erhalten wir zwei Grade, von welchen jede die gogebenen Kreise unter den
Winkeln e und § ungleichartig schneidet. | Offenbar ist jener Punlt I zugleich der Schnittpunkt
aller Graden, welche die gegebenen Kreise unter solchen Winkeln ungleichartig schneiden, deren

Bt 5 hE S COS0 = . . .

Kosinusse das konstante Verhiiltniss 4 = _13 haben. Wir nenneén 1thn den innern Aehnlich-
cos :

keitspunkt (4) der gegebenen Kreise und bezeichnen ihn durch In. Der Abstand desselben vom

Mittelpunkte m ist = Da diese Funktion, zwischen den' Grenzen 4 = oo und 4 = o,

cr
Rir
yon o bis ¢ kentinuirlich wiichst, so st die endliche’ Strecke Mm der Spielraum des innern
A - Punktes.

Gilt die Voraussetzung, dass die gegebenen Kreise M und m ausser einander liegen,
so liegen auch jene Komplementirkreise stets ausser einander, und es giebt stets eine Grade, welehe
die Kreise M und m unter belicbiz gegebenen Winkeln « und § gleichartig oder ungleich-
artig schneidet. Gilt aber jene Voramssetzung nicht, so kann der eine Komplementirkreis den
andern ganz oder zum Theil einschliessen. Im ersteren Falle witrde es weder eine gleichartig,
noch ¢ine ungleichartiz schneidende Grade mit den Schnittwinkeln ¢ und p geben. Nichtsdesto-
weniger haben die beiden Aehnlichkeitspunkte der Komplementirkreise anch jetzt die Bedentung
der Punkte Az und Tj; aber die gemeinschaftliche kleinste Sehne dieser Kreise durch den Punkt

01,8 stellt diejenige Grade vor, welche die gegebenen Kreise unter den kleinstmdéglichsten Win-

{ gleichartig

i : selineidet.
! ungleichartig )

keln, deren Kosinusse sich wie A:1 verhalten,

95. Es ist ein Kreis m und eine Grade L. gegeben. Wir betrachten die letztere als
einen Kreis mit unendlich grossem Radius, dessen unendlich ferner Mittelpunkt yom Punkte m
durch die Grade: getrennt ist. Es soll nun zu dem Kreise m und der Graden L der Hussere und
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innnere Achnlichkeitspunkt (1) konstruirt werden, wobei A = bl ist, und die Winkel ¢ und g

cosfi

su Schnittwinkeln der Graden L und des Kreises m bestimmt sind.  Fiillen wir ans dem Punkte m
auf die Grade L ein Loth mn, welches wir sowohl iiber m bis zu einem beliebigen Punkte x, als
auch-ither n bis zu einem beliebigen Punkte: y verliingern, so stellt ‘dasselbe “die Centrale des
Kreises m und des uneigentlichen Kreises L vor, und es handelt sich nunmehr um die Punkte, in
welchen dasselbe von zwei Graden geschunitten wird, die beiderseits der gegebenen Graden und dem
gegebenen Kreise unter den Winkeln ¢ und § begegnen, aber die eine gleichartig, die andere un-
gleichartig. Behufs ihrer Konstruction beschreiben wir um den Punkt m den Komplementéirkreis
fiir den Schnittwinkel 3, legen alsdann durch einen beliebigen Punkt B der Graden L zwei Grade,
Bb und BY, welche der ersteren beiderseits unter dem Winkel e begegnen, und fillen ans m' auf
diese Graden die Perpendikel mT und mT’, von denen der erstere den Komplementiirkreis in 't, der
letztere in 1 schneidet.  Legt man nun an’eben diesen Kreis'in t und t Tangenten an, und begegnet
die erstere der Strecke mx im Punkte A, die letztere der Strecke my im Punkte I, so st A der
finssere, T der innere Achnlichkeitspunkt (4), da beide Tangenten die Grade T, und den Kreis m
unter den Winkeln e und 8 schneiden, und zwar die erstere gleichartig, die letztere ungleichartig.

96.  Werden zwei gegebene Kreise M und m von irgend zwei Kreisen K, und Ko beziig-
lich unter den Winkeln'e und f (ndmlich Kreis M unter dem Winkel ¢, Kreis m unter dem
Winkel §) relativ {uﬁr‘l’:‘;;‘;:ﬁg
gegehenen Kreise entweder beiderseits nicht, oder sie schneiden dieselbe unter gleichen Winkeln
E gleichartig

ungleichartig ) ©

1 geschnitten, so schneiden die Kreise Ky und Ko die Chordale der

Betrachten wir die Kreise M und m als die thiitigen, so werden der Voraussetzung
znfolge die Kreise K, und Kz vom Kreise M unter dem Winkel e, vom Kreise m unter dem
gleichartig
ungleichartiz

Win]mlﬁg z geschnitten. = Folglich ist (18) die Chordale der Kreise M und m ein

i L i ¢ : !
i:i':zr! Achnlichkeitsstrahl der Kreise K; und Ko, schneidet dalier entweder keinen der
gleichartig

= L . o] < e 1
letzteren oder '!}mElc, und zwar unter gleichen Winkeln { angleieharig 5

97. Wenn umgekehrt zwei Kreise Ky und K, die Chordale zweier gegebenen Kreise M
und m unter gleichen Winkeln

gleichartig schneiden; wenn ferner der eine,
niimlich K;, die gegehenen Kreise unter den
Winkeln e und g gleichartig oder ungleichartig,
der andere aber den Kreis M unter eben dem-
gelben Winlkel schneidet, wie der Kreis Ky, so
wird er auch den Kreis m unter eben demselben
Winkel, wie der Kreis Ky, schneiden:

ungleichartig schneiden, wenn ferner! der
gine, nimlich Ky, die gegebenen Kreise unter
den Winkeln e und f§ gleichartig oder ungleich-
artig, der andere aber; den Kreis M unter dem
Supplement zn dem beziiglichen Schnittwinkel
des Kreises K4 schneidet, so wird er auch den
Kreis m unter dem Supplement zn dem beziig-
lichen Schnittwinkel des Kreises Ky schneiden.
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ersten gleichartig

ungleichartig

I.Iaim

i Falle der Kreis M die Kreise Ky u. Kq unter dem Winkel e g

{ zweiten

Aussern

gchneidet, so wird er von dem g 1

o ; Potenzkreise derselben orthogonal geschnitten. Nun ist

finsserer |

St Falle ein g ;

Eweiten

aber die Chordale der gegebenen Kreise im g Achnlichkeitsstrahl der

Mnerer 5

} flussern l

Kreise Ky und Ko, hat also den Mittelpunkt des Potenzkreises der letzteren in sich.

Folglich schneidet derselbe, wie den einen der gegebenen Kreise, so auch den andern, nimlich
den Kreis m, orthogonal. Folglich wird der Kreis m, da er den einen der Kreise K, und K,

Hll'il'.]lu!’l‘il_"’ l
ungleichartig

unter dem Winlkel § schneidet, nothwendig beide Kreise unter dem Winkel f
schneiden (20, c).

28, Hat man einen reellen Kreis M und einen imaginiéiren Kreis m, deren Chordale von

§ - u EY gleichartiz y " g
zwei Kreisen Ky und K, unter gleichen Winkeln gu;’whl.“.h“&g} geschnitten wird, schoeidet ferner

ele
der eine von den thiitigen Kreisen, nimlich K, den reellen Kreis M unter einem Winkel e, den
imaginiiren Kreis m orthogonal, hinwiederum der andere, nimlich Kreis K,, den reellen Kreis M
demselben Winkel o
dem Supplement des Winkels e

schmeiden.

unter ET so wird der letztere auch den imaginiiren Kreis orthogonal

Da im %:"::i‘; Falle der reelle Kreis M die Kreise K; und Kg unter dem Winkel e

fiussern
Nnern

{ gleichartig |
{ ungleichartig }

ten. Zugleich ist die Chordale des reellen Kreises M und des imagindren m im E

g Potenzkreise derselben 01-l-huguns.l geschnit-

ersten }
mweiten

schneidet, so mr(l er von dem [

{ finsserer |

Falle ein Tt ¢ Aehnlichkeitsstrall der thiitigen Kreise I{; und Kg, hat also den Mittelpunkt

5 fiussern

ihres z Potenzkreises in sich.  Folglich schneidet derselbe, wie den reellen Kreis M, so

mnnern |
auch den imaginiiren Kreis m orthogonal und ist unbedingt reell (14). Da nun dieser Potenzkreis
in Gemeinschaft mit dem Kreise K; von dem imaginiren Kreise m orthogonal geschnitten wird, so
haben beide mit einander, und mit beiden darum anch der Kreis Ka, eine gemeinschaftliche Sehne,
welcher der Mittelpunkt m des imaginiren Kreises angehirt. Folglich schneidet der letztere auch
den Kreis K» orthogonal.

: k 4 : LAY g
29, Die fussere und innere Bestimmungssekante. Wenn ein Kreis 31{; g,

gleichartig |}

ungleichartig schneidet, ; dex

der zwei gegebene Kreise M und m unter dem Winkel @ und f

Chordale beider Kreise begegnet, so giebt es stets eine Grade, welche die gegebenen Kreise unter

ersten |

gleichartig
zweiten )

ungleichartig

denselben Winkeln e und j schneidet. Wir nennen eine solche Grade im

I, fugsere

Falle die L
1

; Bestimmungssekante fiir die Schuittwinkel ¢ und f und bezeichnen dieselbe, da

-

a
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cersten
zweiten

%Falle ¢ine gemeinschaftliche i?:'mmg"l‘mgentc an die, nm M und m' beschrie-

nere
T (ef)
t (ef))

Der Kreis K; sehneide die gegebenen Kveise unter den spitzen Winkeln o und p und
ihre Chordale OX unter dem Winkel 4. Beschreiben wir nm den Mittelpunkt M des. grisseren
Kreises M den Komplementirkreis fiir den beziiglichen Schnittwinkel ¢, so enthilt der, dem
letzteren Kreise sich anschmiegende Strahlbiischel auf jeder Seite der Centrale Mm zwei Strablen,
welehe' der Chordale OX unter dem Winkel @, begegnen.  Aus diesen vier Strahlen heben wir
diejenigen heiden heraus, welche mit dem Mittelpunkte Ky des thitigen Kreises anf derselben
Seite der Centrale liegen und bezeichnen sie durch T und T". Betrachten wir nun eine jede der
Graden T und T als einen nneigentlichen Kveis, der den Kreis M unter dem spitzen Winkel «
gehneidet, “der also seinen unendlich fernen Mittelpunkt in' einem Perpendikel aus M auf die
betreffende Grade, und zwar in dessen Verlingerung iiber M hat, so haben beide Kreise T und s
ihre Mittelpunkte auf verschiedenen Seiten der Chordale OX, folglich hat der eine von beiden
z. B. T, nothwendig seinen Mittelpunkt auf derselben Seite der Chordale OX, wie der Kreis K;.
Da mithin diese beiden Kreise der Chordale der gegebenen Kreise unter dem Winkel ¢, gleich-
artiz begegnen, da ferner Kreis K, die gegebenen Kreise unter den Winkeln e und §, der
uneigentliche Kreis T aber den Kreis M nnter dem Winkel e schneidet, so muss derselbe, d. i. die
Grade T, auch den Kreis m unter dem Winkel § schneiden (27). Daher ist die Grade T die
finssere Bestimmungssekante T (e,8), begegnet also der Centrale im finssern Aehnlichkeitspunkie A .
Satzt man fiir den Kreis K, den Kreis K., der den Kreis M unter dem spitzen Winkel e, den
Kreis m unter dem stumpfen Winkel §° und die Chordale OX unter einem Winkel @2 schneidet,
so lisst sich anf analoge Art beweisen, dass es anch eine innere Bestimmungssckante € (e,8) giebt,
die mithin der Centrale im innern Achnlichkeitspunkte 13 begegnet.

30. So lange der Punkt A7 vom Mittelpunkte M des grissern Kreises dureh m getrenng
ist, welche Lage des Punktes Az wir als seine positive hestimmen, hat die Grade T (mag sic nun
anf der einen oder auf der andern Seite der Centrale liegen) sobald sie als ein Kreis, der die gegebenen
Kreise unter spitzen Winkeln schneidet, aufgefasst wird, ihren unendlich fernen Mittelpunkt auf
derjenigen Seite der Chordale OX, auf welcher sich der Mittelpunkt M des grosseren Kreises
befindet, und die wir als die positive Seite der Chordale bestimmen. Gleiches gilt daher von allen
Kreisen K,, welche beide gegebenen Kreise unter spitzen Winkeln schneiden, wilrend alle
Kreise K, welche beiden gegebenen unter stumpfen Winkeln begegnen, ihre Mittelpunkte auf
der negativen Seite der Chordale haben.

Da der innere Achnlichkeitspunkt I, stets zwischen den Punkten M und m liegt, so hat
die innere Bestimmungssekante, sobald sie als ein Kreis anfgefasst wird, der den grosseren Kreis M
unter dem spitzen Winkel e schneidet, ihren unendlich fernen Mittelpunkt stets auf der positiven
Seite der Chordale. Gleiches gilt daher von allen Kreisen K,, welche den Kreis M unter dem
spitzen Winkel ¢, den Kreis m unter dem stumpfen Winkel " schneiden, wihrend alle Kreise Kg,
welche dem Kreis M unter dem stumpfen Winkel &, dem Kreis m unter dem spitzen Winkel §
begegnen, ihre Mittelpunkte auf der negativen Seite der Chordale haben. Beachten wir noch, dass

sieimg

benen Komplementiirkreise fiir die Schmittwinkel ¢ und § vorstellt, darch {
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die;

‘7'“""““; Bestimmungssekante der, Chordale 0X unter dem Winkel | z‘ g begegnet, so wird
3

mnere

siehi ihre Benennung durch nachstehende Sitze rechtfertigen:

K, und K,

a) Bezeichnen wir durch K, und K, }

und m ‘beziglich unter den Winkeln e und

gleichartig schneidet, der erste aber unter
den spitzen, der zweite unter den stumpfen
Winkeln, so schneiden dieselben: die Chordale
der gegebenen Kreise entweder beiderseits nicht,
oder miter demselben Winkel gy, unter welehem
gie von der ifiussern’ Bestimmungssekante ge-
sehnitten wird; ihre Mittelpunkte jedoch liegen
quf verschiedenen Seiten jener Chordale, und

oo o I : Fit
zwar hat der Kreis 31{,‘ i, bei positiver Lage
(K,

des flussern A - Punktes, seinen Mittelpunkt

il J positiven
ol

A { Seite derselben.
negativen

b) Wenn umgekehret (27
et L R . e
ein Kreis | K den einen: von zwel gegebeénen
&
Kreisen M und m, z DB. den grdsseren M, unter

spitzen t

hriay Winlkel :i,}, ihre Chordale aber

dem :

unter demselben Winkel @, schneidet, unter
welchem - sie von der fussern Bestimmungs-
sekante T (of3) geschnitten wird; wenn endlich
auch sein Mittelpunkt, bei positiver Lage des

T { positiven | 4 .
e e L e E A R e I T
fussern 4-Punktes, auf der i'm‘_l:._n.“_mj Seite

jener Chordale liegt; so schneidet er den Kreis m

{ epitzen '}
{ stumplen)

Winkel | |

unter dem a8

zwei Kreige, von denen jeder zwei gegebene Kreise M

ungleichartig schueidet, der erste aber den
Kreis M unter dem spitzen, der zweite unter
dem stumpfen Winkel, so schuneiden dieselben
die Chordale der gegebenen Kreise entweder
beiderseits nicht, od. unter demselben Winkel ¢,
unter welchem sie von' der innern Bestimmungs-
seleante  goschmitten wicd;  ihreé Mittelpunkto
jedoch liegen auf verschiedenen Seiten jener

. X g
Chordale, und zwar hat der Kreis 3 }{‘i gseumn
2

{ positiven |}

Mittelpunkt jederzeit anf der e § Seite
TICE'IIL'E"'EII

derselben.

egin Kreis }h; den einen wvon zwei gegebenen.
2

Kreisen M und m, z B. den grisseren M, unter
de { spitzen

44 { Winlkel ia,g, ihre Chordale aber
stinmpfen ) o

unter demselben Winkel ¢o schneidet, unter
welchem sie von der innern Destimmungssekante
t(xf) geschnitten wird: wenn endlich auch
{ positiven

sein. Mittelpunkt auf der baea s E Seite jener

Chordale liegt, so schneidet er den Kreis m
_l'_ .L.tuu‘l]tﬁ‘:

unter dem ol
1 A al

| Winkel {”'; L

31. Hat man einen reellen Kreis M und emen rcellen oder imaginiren Kreis m, be-

schreibt um den Mittelpunkt M des Kreises M, dessen Komplementirkreis fiiv den Schnittwinkel g

tind Towt an'den letstern Kreis eine Tongente an), ‘die, was als mbglich’ vorausgesetzt wird, durch
den Mittelpunkt, m des Kreises m, geht, so dass dieselbe, wenn der Kreis M. imaginiir ist, die
Peripherie seines Modulavkreises halbirt, so stellt diese Tangente, da sie den Kreis M unter dem

Witikel o, den Kreis 'm, mag er nun reell oder imaginir sein, orthogonal schneidet, die dussere

a’
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oder auch die innere Bestimmungssekante T (e, -’25) in Bezug auf die gegebenen Kreise M und m

vor. Der Satz (28) begreift daher anch folgenden in sich:
Hat man einen reellen Kreis M und einen imaginiren' Kreis m; schneidet ferner ein

Kreis {i, } 1. den Kreis M unter dem L:':ﬁef:ﬂz Winkel { i ], 2. die Chordale der gegebenen

Kreise unter demselbéen Winkel, unter welchem sie von der Bestimmungsselante T (e, ’—;] beider

Kreise geschnitten wird, liegt 3. sein Mittelpunkt in Hinsicht anf den Punlkt M anf g Joggelbel }

der entgegengesetaten
Seite jener Chordale, so schneidet derselbe Kreis z§} den imaginiiven Kreis m orthogonal.

32, Potenzkreise (1). Um die Punkte M und m sind mit den Radien R und r Kreise
beschrichen. Ferner sind zwei Winkel & und 8 gegeben, unter welchen die gegebenen Kreise
von andern Kreisen geschnitten werden sollen.

Wir konstruiren die fussere und die innere Bestimmungssekante, T (e, ) und t (r, f);
jene schneidet die Centrale der gegebenen Kreise in ihrem fiussern, diese in ihrem innern Achnlich-

keitspunkte (4). Bin Krels, dor don § oo | Achnlichkeitspunkt (1) zu seinem Centrum, und
der mit beiden gegebenen Kreisen eine gemeinschaftliche Chordale OX hat (welche die Centrale im
Punkte O schneidet), soll der ﬁ:::::i Potenzkreis (4) heissen. Schneiden sich die gegebenen

Kreise, so sind beide Potenzkreise (4) reell.  Tiegen die Kreise M und m ausser einander, so ist
der Spielranm des Punktes Az, niimlich die unendliche Strecke M.m, yom kleinsten gemeinschaft-
lichen Orthogonalkreise O der gegebenen Kreise ausgeschlossen (20), daher jedenfalls der finssere
Potenzkreis (1) reell. Umsehliesst der grisssere Kreis M den Kreis m, so ist der Spielraum des
innern A - Punktes, nimlich die endliche Strecke Mm, vom Orthogonalkreise O ausgeschlossen,
daher jedenfalls der innere Potenzkreis (4) reell. Tst in diesem Falle der fussere Potenzkreis ()
imaginir, so hat sein Centrum, also der dussere A-Punkt, die positive Lage (30). y

Jeder Kreis, welcher die gegebenen Kreise M und m beziiglich nnter
den Winkeln ¢ und B gleichartig schneidet und ihrer Chordale begegnet, wird
vom #ussern Potenzkreise (4) orthogonal geschnitten.

Da der thitige Kreis der Chordale OX der gegebenen Kreise begegnet, so giebt es fiir
dieselben (29) eine dussere Bestimmungssekante T (e, f), welche jene Chordale unter einem
Winkel g schneiden wird. Da aber diese Grade T (&, f) durch das Centrum des Potenzkreises
Aj geht, denselben also, mag er nun reell oder imaginiiv sein, orthogonal schneidet, so ist sie

 /
in Rilcksicht auf die Kreise M und Ajz eine Bestimmungssekante T(“";j)‘ Zugleich ist der

Winkel gy, unter welchem diese Grade der Chordale OX begegnet, der niimliche, unter welchem

die letztere vom thitigen Kreise geschnitten wird (30, a). Daher erfullt jeder Kreis {ﬁ' ;, der

o und §
o und g

die gegebenen Kreise unter den SPIZER |y keln {
stumpfen

schneidet, folgende Bedingungen:




1. er schneidet die Chordale der Kreise M und A ; unter demselben Winkel, unter welchem
. T : ; ; 3
sie von der Bestimmungssekante T (e, EJ dieser Kreise geschnitten wird;

9. er schneidet den Kreis M unter dem Winkel E:,

3. er hat, bei positiver Lage des finssern 4-Punktes (der einzig moglichen, falls der
positiven
negativen
folglich muss derselbe in Folge der Siitze (30, b und 31) den Kreis A orthogonal schneiden.

Kreis Ap imaginiir ist) seinen Mittelpunkt auf der

i Seite jener Chordale (30 a);

Jeder Kreis, weleher die gegebenen Kreise M und m beziiglich unter
den Winkeln ¢ und B ungleichartig schneidet und ihrer Chordale begegnet,
wird vom innern Potenzkreise (1) orthogonal geschnitten,

b : t i X - Al i
Es lidsst sich auf ganz analoge Weise, wie zuvor, darthun, dass jeder Kreis EE'E ;, der
2

den Kreis M unter dem { S E Winlel gz E, den Kreis m unter dem Sugpir Winkel Ve

stumpfen spitzen ) tg
schneidet, in Rilcksicht auf die Kreise M und I3 genau dieselben Bedingungen erfullt, wie der

t K . i S [y
Kreis 1{’1 E in Riicksicht auf die Kreise M und Aj.
21

Sind itberhaupt x und y zwei Winkel, deren Kosinusse sich wie die der gegebenen Winkel,
S fussere c . .
also wie A:1 verhalten, und welche, falls der i s ; Aehnlichkeitspunkt (4) von beiden gegebenen

Kreisen zugleich eingeschlossen ist, nicht kleiner sind, als beziiglich diejenigen Winkel, unter
- : { : : A
welchen die gegebenen Kreise von der gemeinschaftlichen kleinsten Sehne durch den Punkt E I;"z

T (x, )
t(x, ¥)

Kreis, welcher die gegebenen Kreise M und m beziiglich nnter den Winkeln x und y

geschnitten werden, so dass eine Bestimmungssekante k } vorhanden ist: so wird  jeder

gleichartig z
ungleichartiz
v

.Em} Potenzlreises (1) sein.

sehneidet, ein Orthogonalkreis des gmmm

33. Die dussere und innere A=Symmetrale. Um die Punkte My, My und M,
welche nicht auf einer Graden liegen, sind mit den Radien Ry, Rg und Rz Kreise beschrieben.
Zugleich sind drei Winkel @, B, p gegeben, unier welchen die gegebenen Kreise von andern

M, und M,
Kreisen geschnitten werden sollen.  Wir bestimmen fiir die Kreise { M, und M, die
: M, und M,

All und 111\ e
Punkte (A, und Ip 4 wobei 4 = —
Ay und Ty L{Jsﬁ
3 3
(H L
l’rz = -
cosy
cosfp __ As
2 cosy Ay
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Dadie drei Punkte Ag , Agz,, Az, diedinsseren-Aehnlichkeitspunkte der drei Paare von
Komplementirkreisen sind, welche behufs der Bestimmung jener Punkte um die Mittelpunkte der
gegebenen Kreise beschirieben werden mussten, so liegen dieselben auf einer Graden, die wir die
dussere A-Symmetrale nennen. Da ebenso die Punkte 13, 11, Iz, die innern Aehnlichkeitspunkte
jener drei Paare von Komplementiirkreisen sind, so liegen je zwei von diesen Punkten, welche
sich auf zwei bestimmte Paare der Komplementirkveise bezichen, mit dem Hussern’ Aehnlichkeits-
punkt des dritten Paares anf éiner Graden, und wir erhalten daher drei ,,innere A-Symmetralen®
11, Ia, Aa,y, 12, 13, Aag, 12, T2, Aa,. Endlich ist noch jeder der drei finssern, Aehnlichkeits-
punkte (4) das Centrum eines iussern, jeder der drei innern A -Punkte das Centrum eines innern

Potenzkreises (1). Setzen wir nun voraus, dass die drei gegebenen Winkel a, §, 3 und iberhaupt

s k 05X cosx ;

drei Winkel x, y, z, welche den Gleichungen = A1, —— = 1, Geniige leisten, von der
oSy €08%

- Begchaffenheit sind, dass sie, falls die drei gegebenen Kreise nicht ausser einander liegen, die

Grenzwerthe nicht Oberschreiten, bei welchen die Maglichkeit einer [f‘:ﬂsi:;n;

T, (xy)} (T () )
t, (xp)) Lt (x2))
fiir das Kreispaar Ma, M; aufhirt, so ergiebt sich:
1. Alle Kreise K;, welche den drei gegebenen Kreisen M;, My, M beziiglich unter
irgend drei Winkeln x, y, z, wie die vorausgesetzten, gleichartig begegnen, schneiden die drei
iusseren Potenzkreise (1) orthogonal (32). Folglich haben die letzteren eine gemeinschaftliche
Chordale, welche auf der fussern A-Symmetrale senkrecht steht und die Mittelpunkte aller
Kreise K; enthilll. Zu den Kreisen K; gehirt aber anch der gemeinschaftliche Orthogonalkreis

Bestimmungssekante

Tyly =)

fiir das Kreispaar M, , My, oder fes

fir das Kreispaar M,, M, oder {

aller' drei gegebenen Kreise, da dessen Sehnittwinkel mit den letzteren, von denen jeder — %

ist, den, fir die Winkel x, y, z gestellten Bedingungen Gentige leisten. Mithin liegt der Chordal-
punkt: G der gegebenen Kreise ebenfalls auf der gemeinschaftlichen Chordale der drei fussern
Potenzkreise (1), Hierauf griindet sich der Satz:

Fdllt man aus dem Chordalpunkt dreier gegebenen Kreise M;, Ms, Mj
ein Loth aunf eine #dussere A-Symmetrale, welche sich auf drei gegebene
Schnittwinkel o, f, p der Kreise: M;, Mas, M; bezieht, soist dasselbe der Ort
des Mittelpunktes aller Kreise, welche die gegebenen unter irgend drei
Winkeln gleic¢hartig schneiden, deren Kosinusse sich ‘wie die der gegebenen
Winkel verhalten, insbesondere auch der Ort des Mittelpunktes derjenigen
beiden ‘Kreise, welche die gegebenen unter den Winkeln &, f, ¢ gleichartie
schneiden.

2 Alle Kreise Ko, welche den drei gegebenen Kreisen My, Ma, Mz beziglich unter
irgend drei Winkeln x, y, z, wie die vorausgesetzten, ungleichartiz begegnen Xd. b, beziiglich
unter den Winkeln x, ¥, # oder X, ¥, z w 5. w.), sclineiden zwei innere Potenzkreise (6 e 0
oder ete.), die sich auf die beiden ungleichartig gesehnittenen Kreispaare beziehen, und den
zugeordneten dussern Potenzkreis (A3, oder efe)), der sich auf das gleichartig geschnittene Kreis-
paar bezieht, orthogonal (32). Folglich haben die dréi zusammengehorigen Potenzkreise (6 el BT




i

Aay oder etc)eine gemeinschaftliche Chordale, welche auf der zugeordneten innern A-Symmetrale
senkrecht steht und die Mittelpunkte aller Kreise Ko von bestimmter Klasse enthilt. . Ein solcher
Kreis Kq ist aber auch stets der gemeinschaftliche Orthogonalkreis der gegebenen Kreise, da er die
letzteren unter solchen Winkeln (ungleichartig) schuneidet, welche den gestellten Bedingungen
Geniige leisten; folglich liegt sein Centrum C mit den Mittelpunkten aller Kreise Ky irgend einer
Klasse auf der gemeinschaftlichen Chordale der zugeordneten drei Potenzkreise (4). Hierauf,
griindet sich der Satz:

Fillt man aus dem Chordalpunkt dreier gegebenen Kreise M,, My, M;
ein Loth auf eine der drei innern A-Symmetralen, welche sich auf drei
gegebene Schnittwinkel ‘e, f; p.der Kreise My, Ma, Mz beziehen, so'ist das-
selbe der Ort des Mittelpunktes aller Kreise, welche die gegebenen unter
den Winkeln e, p, y und iiberhaupt unter irgend drei Winkeln x, v, z, deren
Kosinnsse sich wie die der gegebenen Winkel verhalten, aungleichartig
schneiden, nnd zwar diejenigen Kreise gleichartig, anf welche sich der mit-
wirkende dussere A-Punkt bezieht.

34, Die fiussere A-Symmetrale ist die gememschaftliche Chordale aller Kreise K,. Jede
innere A-Symmetrale ist die gemeinschaftliche Chordale aller zugeordneten Kreise Ko, welche
nimlich dasjenige Paar der gegebenen Kreise gleichartic schneiden, auf welches: sich der, jener
Symmetrale angehdrige finssere A-Punkt bezieht. Daher bildet sowohl die Kreisschaar K, als
auch jede der drei Kreisschaaren Ko, jenachdem die zugeordnete A-Symmetrale vom gemein-
sehaftlichen Orthogonalkreise C der gegebenen Kreise geschmitten wird oder nicht, entweder einen
Kreishiischel oder eine involutorische Kreisschaar (22). In beiden Fiillen ist eine jede von allen
vier Kreisschaaren, wemn die drei gegebenen Kreise ausser einander liegen, durch zwei
Kreise begrenzt, welche beiderseits einen gewissen von den gegebenen Kreisen berithren, aber der
gine einschliessend, der andere ausschliessend. Ist z B. ¢ < << y, so sind die Verhiltniss-

1 1

= arc.cos -
‘1 3
deren Kosinusse sich wie eoseezcosf: cosy verhalten.  Alsdann wird die Kreisschaar Ky begrenzt
von zwei Kreisen, deren einer den Kreis M; einschliessend beriihrt und die Kreise My und Ms

: 1 1 ; . S5
unter den Winkeln nrt:.wsal—, -'H'(‘..GOST schneidet, withrend der andere den Kreis M, aus-
1 -
1

AT o 1
sehlipssend berithrt und die Kreise Mg und M unter den Winkeln arc. cos e are. cos T
*1 2

exponenten d; , 1o, 43 =1, und es gicht drei Winkel arc. cos 41, arec.cos =

arsten

sehneidet. Aehnliches gilt von den drei Schaaren K,. Die heiden Grenzkreise der (#weiten
dritten

Scliaar K o schneiden die gegebenen My, My, Mg der Reihe nach unter den Winkeln

1 1 1 1
0,4rc. 60§ — — ) ‘arc.cos — =— und m,arc.os ——; ArC.COS ——
A1 Aa A Fes

1 1 1 I ¥
,ATC.C08  —— , Arc.cos — —— und 0,arc.cos — , are.cos o —
4y Az b da

1 1 I 1
W arc.cos —— und o,arc.cos 4rc. Cos —= ==
1

. 4arc,.cos — ST
,arc.co ; T R 1z
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Der berithrte Kreis ist stets derjenige, auf welchen sich der kleinste unter den drei
gegebenen Winkeln e, 8, p bezieht.

VIL Aufgaben iiber den gleichwinkligen und ungleichwinlkligen Schnitt
zweier oder melirerer Kreise durch einen Kreis.

35. FEinen Kreis zu konstroiren, der zwei gegebene Kreise M und m unter dem
1.! gleichartig ]

schneidet, und zwar « i . B. in ‘ei 3
2. ungleichartig } 1 var den einen, z. B. M, in einem gegebenen

gegebenen Winkel o z
Punkte B.

1. Man konstrnire zu jedem der gegebenen Kreise den Bestimmungskreis fir den
Sehnittwinkel e, lege durch den gegebenen Peripheriepunkt B des Kreises M einen ifinssern
Achnlichkeitstrahl AbW BB’ und aus den potenzhaltenden Punkten B und ' desselben an die
hezfiglichen Bestimmungskreise M und m die Tangentenpaare BT und BT, bt und b¢. Darauf

;, welche ndimlich von dem Winkel,

BT und bt

verlingere man die gleichliegenden Tangenten BT wnd vt

den die Radien MB und mb’ bei gehoriger Verlingerung bilden, beiderseits gﬂt ; geschlossen sind,

;E,j begegnen, so ist KB = EKI' (wie auch KB = K''); denn

£ MBE—MBE = £ mhK—mb'b oder £ KBB = Kb'b. Beschreibt man daher um die
Punkte K und K’ Kreise mit den Radien KB und K'B, so geniigen beide den gestellten Forderungen.
Durch die Schnittpunkte B und b’ dieser Kreise mit den gegebenen giebt es einen Beriihrungskreis

g ; i < AT 4 4k ) ersteren
und einen Orthogonalkreis. Der Mittelpunkt (k’i des iletzr&mn

bis sie sich in dem Punkte %

i ist derjenige Punkt der Graden

s : 2 Sl ien MB und mb’
KK, in welchémsich (llci,nndw“ e
Tangenten in B und b

die Mittelpunkte K und K’ der beiden gleichartig schneidenden Kreise durch die Mittelpunkte
k und K des Berithrungs - und Orthogonalkreises harmonisch getrennt. Betrachtet man den kon-
strnirten Aehnlichkeitsstrabl als einen Kreis K, so liegt das Centrum des konjugirten Kreises K
in dem Mittelpunkte O der Strecke kk'. Der aus diesem Punkte mit dem Radins OB beschriebene
Kreis schneidet daber die gegebenen Kreise unter demselben Winkel, wie jener Aehnlichkeitsstrahl.

; bei gehiviger Verlingerung begegnen.  Daher sind

4. Die Konstruktion des ungleichartic schneidenden Kreises weicht nur darin von der

vorigen ab, dass statt eines iiussern ein innerer Aehnlichkeitsstrahl durch den gegebenen Punkt B
BT und b't’ i
BT und b't

aus den potenzhaltenden Punkten B und b an die beziiglichen Bestimmungskreise, bis sie sich
in dem Punkte gi} begegnen, so ist wiedernm KB =Kl (wie auch K'B=K'1); denn £ MBT
+ MBB' = £ mb't 4 mb'b oder KBl = KIB. Daher erfillen die, um die Punkte K und K’

gelegt werden muss, - Verlingert man diesmal die ungleichliegenden Tangenten
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‘mit' den Radien KB und K'B beschrichenen Kreise die gestellten Bedingungen. 'Auch diese
Punkte K und K sind durch die Mittelpunkte des in B und b* ungleichartig beriihrenden und ortho-
gonal schneidenden Kreises harmonisch gétvennt.

36.  Einen Kreis zu konstruiren, der zwei gegebene Kreise M und m onter den gegebe-

5 1. gleichartiz s . ; $ 2L
nen Winkeln o und 9 uﬁgll';ic;u;:g schneidet, und zwar den éinen, z. B. M, in einem ge-

gebenen Punkte B. f

Man konstrnire um die Centrale Mm zwei (kongruente) Kreise, welche anf entgegen. Fig 11.
gesetzten Seiten ihrer gemeinschaftlichen Sehne einen Peripheriewinkel gleich der Differenz o — i}
cinschliessen. - Daraunf ziehe man den Radius MB und verlingere ihm nach beiden Seiten, his er

Jenseits

das, durch den eingeschlossenen Peripheriewinkel & —  bestimmte Segment { Gisseits

} der Centrale

Mm im Punlkte %gif verliisst, und lege ans diesen Punkten 8y und S, dorch den Mittelpunkt des
2

Kreises m die Sekanten S,c,mb; und Sgbpmep, welche den Kreis m in den Punkten c; und by,
bs und c, schneiden. Zieht man nun 1. die Graden Bby und Bba, welche dem Kreise m in einem
zweiten Punkte b; und b’z begegnen, so vertreten diese heiden Graden zusammen einen iiussern
Aehnlichkeitsstrahl, in; welchen sie ithergehen, wenn ¢ = f wird;" die Punkte by und ba ver-
treten einen zugeordneten, die Punkte b, und b's einen potenzhaltenden Punkt zu dem gegebenen
Punkte B. Daher muss, nachdem man um die Mittelpunkte M und m die Bestimmungskreise fiir
die Schnittwinkel e und p beschrieben hat, von den beiden Tangenten BT und BT aus dem
Punkte B an den Bestimmungskreis M die eine auf die gleichliegende Tangente aus dem Punkte
b, an den Bestimmungskreis m, die andere auf die gleichliegende Tangente aus dem Punkte by

: : S :
bezogen werden. Niimlich bei Anwendung des Punktes g*il; hat man die, von dem Winkel
g
s BT und b't; .}
ME, mb', ein BT und b',t,
K; ond Kg zu verlingern; dann ist KB = K;b‘;, KB = Kb,

MB, ml,

} beiderseits {“ } geschlossenen Tangenten bis zu ihren Schnittpunkten

Demn £ MBE; — mb4K; = (z—@) — (z—f) = — (¢ —f);
L I\IBIJ‘] = ]1]]_1:|B |~ S|B].J] — (ﬂ:_slb]ﬁ) — S] —_— = — {ﬂ—ﬁ)

Durch Subtraktion erhilt man MBE; — MBY; = mb; K; — mb; B
K; Bb, K,b;B.

Ferner £ MBE, — mbsKo = & — B;
L MBI, — mb'aB-== MBby.— Sgba B==5, =« — f.

Durch Subtraktion erhilt man MBbhz — MBEKs — mbsB — mb'sK 5
KoBb's K, 1sB.

Beschreibt man daher um die Pnnkte K, und Ky Kreise mit den Radien K,B und K.B,
so schneiden dieselben die gegebenen Kreise unter den Winkeln e und f gleichartig.
6
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Zieht man nun 2. die Graden Bey mnd Bes, ' welche den Kreis m in éinem zweiten
Punkte ¢y und ¢, schneiden, so vertreten diese beiden Graden zusammen einen innern Aehnlich:
keitsstrahl, in welchen sie ithergehen, wenn ¢ =. f§ wird; die. Punkte ¢y und ¢y verfreten einen
zugeordneten, die Punkte ¢; und ¢, einen potenzhaltenden Punkt zu dem gegebenen Punkte B.

Ao iauf die ungleich liegende Tangente

Daher muss von den beiden Tangenten BT und BT die ,mﬂm

aus dem Punkte ;:% an den Bestimmungskreis m bezogen werden. Nimlich bei Anwendung
tery )

{ MB, me; ; E aus- und ein

L MB, mo, ein- und :ms; gezchlgssenen Tan-

des Punktes §3* | hat man die, von dem Winkel
2
¢ (BT und <, t,
g9 { BT und ¢, t,
K;B = K.-;.L':m
Demn £ MBK; +mc Ky =(x — @) + == — (¢ — f);
4 MBci + mc' B =8,Be; 4 Si6iB =am — (a'— f).
Dureh Subtraction erhilt man MBE; — MB¢; = m¢; B — mc; K.
K; B¢} K, ¢, B.
Ferner' £ MBK; 4 mé, K, = « +x—pf=xta—p;
L MB¢y + me;B=mBes +7 —mesB=mn 4 ¢ — .
Durch Subtraction erhiilt man MB¢s — mBK,; — mc, Ky — mcs B.

e — T —

Ka Bﬂlg Kjy G"g B.
Beschreibt man daher nm die Punkte K5 und Ky Kreise mit den Radien KB und K4B]

so schneiden dieselben die gegebenen Kreise unter den Winkeln o und § ungleichartig.
Anmerkung, TLisst man den Winkel mMB, durch welchen der Pankt B bestimmt ist, abnehmen, so ge-
lonngt man bald zu solehen Punkten B, dass von den beiden, um die Centrale Mm konstroirten Segmenten, welche
beiderseits den Peripheriewinkel @ — @ einschliessen, nur moch das disseitize, aber nicht mehr das jenseitige
durch den verlingerten Radius MB geschnitten'wird, Alsdann geht jedoch die Verlingerung des Radius MB . durch
das andere Segment desselben Kreises, welches den Peripheriewinkel = — (@ — f) einechlicsst, und verlisst
es in einem Punkte S, welcher dicselben Dicnste leistet, wic zuvor der jenseits der Centrale gelegene. Zicht
man nimlich die Sekante S,¢,mb,, darauf die Graden Bb, und Be,, welche den. Kreis m. nochmals in
B und b,
B und <)
E_- welche sich bel gehfriper Verlingerung in dem Ponkte

!his zit ihren Schnittpunkten Ka w Ky zn verliingern; dann ist K3 B =K, ¢,

den Punkten b und o) schneiden, mnd legt aus den Punkten
{ gleich BT und V,t,
{ ungleich BT und ¢, t,
begegnen, soist wiedernm K, B =K, 1", K,B=TK,c;
Denn /£ MBEK, — nbt,K, =2 —a¢ — (x — f) = — (& — i
L MBY, — mb,B=mx — 8,Bb, — (z + 8,0,B) = — (x — 8,) = — (e — f).
Folglich durch Subtraktion MBD, — MBEK, — mb,; B. — mb’; K,.
—— e —
K, B, K v, B
Ferner /. MBE, -+ m¢\ K, == — e L' fi= = — (& — f)
L MBS, —m,B==x—8B, —8,c,B==z —(x —8)==— (& — )
Folglieh' durch Subtraktion MBe'; — MBE,; = mc’, B 4 me', K.

T

K, Be'y K, B

} an die Bestimmungskreise M v m die
Kyl

13

liegenden Tangenten
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Daher schneidet der om den Punkt ! ilg mit dem Radius i;*ﬁz beschriebene Kreis die gegebenen
2 i
gleich

Kreise unter den Winkeln o und § :
ungleich

artig.

37. Einen Kreis zu konstruiren, der einen gepebenen Kreis m und eine gegebene
Grade L
1. unter einem gegebenen Winkel e 2. beziiglich unter den Winkeln & und g
gleich
ungleich
Punkte b.
Die Losung der ersten Anfgabe ist derjenigen analog, die in § 35 gezeigt wurde. Zur
Losung der zweiten Aufgabe ziehe man einen Durchmesser dd;, des Kreises'm senkrecht gegen die Fig. 12.
Grade L und lege an denselben zwei andere Durchmesser b; ¢; und b, cq unter dem ‘Winkel ¢ — B

bb; und bbg ul
be, und be, i, welche der Graden L in den Punkten

} und dem Durchmesser dd,, in den lel«:tenf E'
gﬁusﬁem} .

} artig schneidet, nnd zwar den Kreis m (oder auch die Grade L) in einem gegebenen =

an. Zieht man alsdann die Graden
{Bz und B,

B, und B,
Grade zusammen einen

g i B, und B,
Die Punkte j-“a wnd B,

Beschreibt man daher einerseits um den Punkt m den Bestimmungskreis fir den Schnittwinkel o
und legt an denselben aus b die Tangenten bt und bt’ an; errichtet andrerseits auf der Graden L
in den Punkten B;, B ete. die Perpendikel By M;, ByM, ete. und legt an jeden derselben auf
beiden Seiten in seinem Fusspunkte den Winkel § an: so werden die Tangenten bt und bt’ hei

B;T, und B,ng { fBl B,
B,T, ud B,T, 0 iy u.B‘g

‘und e,
und e,

Achnlichkeitsstrahl, in welchen sie iibergehen, wenn ee==f wird.

g begegnen, so vertreten beide

vertreten einen potenzhaltenden Punkt zu dem gegebenen Punkte b.

gleich

Rk g liegenden Schenkeln

gehoriger Verllingerung mit den }

angelegten Winkel § in den Punkten E ;‘ ::2 g" zusammentrefien, und zwar so, dass Kijh=K;B;, +
3 &
Kgl} = ]_(Q,B-g, K3b — K3B3, K,}b = K,‘T']_i, wird.
Denn mbK; — MiBiKy =2 —e¢ — (w — )= — (& — f3);
mbl; —M;B)b —= x—mb; b—(z—me; b) = — mb; b - mbyb — (@ — f) = — (& — ).

Durch Subtraktion erhiilt man mbB; — mbK, — M;B;b — M,B,;K;.

K bhB; - K;B;h.
Ferner mbK; - MyB3Ks —=a — e f=x — (e — f);-
mbB3 < MzB;b=me,; b4 m—mezh =me,; b 4 = —(me, b r,:-—ﬂ)-_—:u:—[a—-l‘]),

Durch Subtraktion erhiilt man mbK; — mbBs = M;Bsb — M; B3 K5,

e i

K3bB; K3;Bsb.

: . { K, md K i 3
. 8. w. Daher schneiden die, um die Punkte {K‘ :‘:::I ]{95 mit den Radien
3 i

Kb und ]{uhg

K,b und K, b

gleich } 3L

ung!cich‘ artig.
G*

beschriebenen Kreise den Kreis m und die Grade L unter den Winkeln ez und 1
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, 88. Aus den, im Abschuitt V., entwickelten Stitzen ergeben sich die Lisungen und Deter-
minationen folgender, den gleichwinkligen Schnitt betreffender Aufgaben:

Einen Kreig zn konstrniren, der

I n) einen gegebenen Kreis und eine gegehens Grade I b) zwei gegebene Kreise M und m
gleich

entweder unter cinem gegebenen Winkel o T
ungleich

; artig schneidet und durch einen gegebenen Punkt N geht,

oder unter gleichen "Winkeln {1 gleich g artig “sehneidet und
flmglcich

durch ‘zwei gegebene Punkte N und R geht; in ginem gegebenen Punkte K sein Centrom’ hat;

IL. drei gegebene Kreise, deren Mittelpunkte nicht auf einer Graden liegen,

“gleich
ungleich

gleich
ungleich
turch ejnen gegebenen Punkt N gehts sehmeidat;

unter gleichen Winkeln }nrlig schneidet nnd | unter einem gegebenen Winkel o {

} artig

IIL drei gegebene Kreise, -
unter welchen der erste den zweiten, der zweite den |"die sich so schneiden, dass sie simmtlich ¢in Bogen-
dritten nmfasst, oder der erste denzweittn iein~, den | dreieck: mit einander gemein haben, unter' dem grbsst-
dritten ausschliesst, unter dem  kleinstmiglichsten | moglichsten Winkel schneidet;
Winkel schneidet;
IV. vier gegebene Kreise, von denen keine drei ihve Mittelpunkte auf ciner Graden haben unter gleichen
1Winkc]n¥ glelch

ungleich

g artig schneidet.

Bei'einigen von' diesen Aufgaben finden Fille statt, in welchen sie auf nachstehende
Hilfsanfgabe zurickweisen:

Aus einer gegebenen Graden 'Li‘einen’ Kreis zu konstruiren, der von
zwei gegebenen Kreisen M; und M, denersten orthogonal, den zweiten unter
einem beliebig gegebenen Winkel e schneidet.

Ist ‘die Grade L vom Kreise M; ausgeschlossen, so gehen alle Orthogonalkreise. des
letzteren, die ihre Mittelpunkte anf der Graden I, haben, durch zwei konstante Punlte des ans
dem Centrum M, auf die Grade gefillten Lothes (10). Schneidet aber die Grade I den Kreis M,
in den Punkten F und G, so lege man (11) durch dieselben einen Kreis O, der den Kreis Mg
unter dem Komplement des gegebenen Winkels schneidet, - lege-darauf -in seinen-Schnittpunkten B
und G an diesen Hiilfskreis Tangenten an, welche der Graden L in den Punkten K . K begegnen,
so erfiillen die, um beide Punkte mit den Radien KB und K'C beschriebenen Kreise die gestellten
Bedingungen.  Denn beide sehneiden. den Hiilfskreis O orthogonal, worans wir schliessen, 1. dass
sie anch den Kreis My orthogonal schneiden, weil ihre Mittelpunkte K und K' der Chordale L der
Kreise O und M, angehirven, 2. dass sie-(3)-den-Kreis Mo-unter dem Winkel ¢ sehneiden, weil

4 11 :
der von ihnen orthogonal geschnittene Kreis O den Kreis M. unter dem Winkel R schneidet.

B
ey

Legen wir durch die Punkte i’ g‘- 3’} einen Kreis, so wird derselbe, gleichwie der Kreis. FGB, wom
2 e

! schneidet den Kreis M, zum zweiten Mal in dem Punkte I

Anmerkung. Der Krejs {K
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Ereise 2;} orthogonal geschnitten. Folglich schneidet sowohl der Kreis FGB' als anch der Kreis FGC' den

Kreis M, unter dem Winkel & — o3 beide Kreise fallen daher in einen znsammen, welcher kein anderer
ist, als der zweite, durch die Punkte ¥ und G mdgliche Hilfskreis 0. Man erhilt demnach bei Anwendung
dieses zweiten Hillfskreises O dieselben Kreise K und K, -wie znyor.

st von den Punkten ¥ und G der eine vom Kreise M, eingeschlossen, der andere ansgeschlossen,

go darf der Winkel .% — ¢ cinen kleinsten Werth %: — p, mithin der Winkel e einen grossten Werth g

nicht ‘ftberschreiten. (12).

99, Aus den im Abschnitt’ VI entwickelten Sitzen ergeben sich die Lisungen und
Determinationen folgender Aufgaben:

Einen Kreis zu konstruiren, der
1. durch cinen gegebenen Punkt N geht nnd
a) eine gegehene Grade L und einen gegebenen Kreis m b) zwei gegebene Kreise M und m

gleich

beziiglich unter den gegebenen Winkeln & und B % 4
ungleich

; artig schneidet;

II. drei gegebene Kreise B, , M,, M,, deren Mittelpunkte nicht auf ciner Graden liegen, bezfiglich unter

b gleich

detl Winkeln @, fi, 3 | B¢ hza‘u‘tig schneidet.
ngleic A

Was z B. die Aufgabe I, a) betrifft, so muss zuniichst der #nssere und innere Aehnlich-
keitspunkt (4) bestimmt werden; za welchem Zwecke man um den Mittelpunkt m ‘den Komplemen-
tirkreis fir den Schnittwinkel § beschreibt und an denselben zwei parallele Tangenten anlegt,
welche die Grade L mnter dem Winkel e schneiden. Von den beiden Punkten, in welchen diese
Tangenten dem, aus m anf die Grade L gefillien Perpendikel mO begegnen, ist der, von ihr durchm

t y
[ ge rennte E Potenz-
nicht getrennte

finssarn

der Aehnlichkeitspunlkt %A"E. Konstroirt man alsdann den j.
I; innern

A i i f .
Iire:s{ [j:;, dessen Radins, mag er nun reell oder imaginir seim, durch izg bezeichnet werde,

gleich

und zieht ‘den g::::::l! Aehnlichkeitsstrahl gj;-;- ;%, welcher dem [:mgleich} artig schneidenden

Kreise ,i;.; in einem zweiten Punkte ﬁ{‘i begegnet, 50 ist @ = AIN. ANy, @2 = LN JN

slad KE : gim'snm
da der Kreis ji von dem S

den aber beide Potenzkreise auch dem Orthogonalkreis O rechtwinklig. Folglich st anch

0? = AiP. AWQ, 0% = LiP.12Q; mithin A7N.AiN; = AiP.AQ und LN N = LB 120k
N . : dinss

Daher ist der Punkt g*\?‘} bekannt, als der Schnittpunkt des Kreises (P, Q,N) mit dem? mcmi

innern

g Potenzkreise (4) orthogonal geschnitten wird. Nun schnei-

X Wi psay 4 P
Achnlichkeitsstrahl %AIL: m Die beiden, durch das Punktenpaar , N, N ; miglichen Kreise,

i« rleich 3 . .
welche der Graden L unter dem Winkel e hegegnen, sind die uif;;ch} artig schneidenden Kreise
K und K,

K und K’ }, welche den gestellten Bedingungen Geniige leisten.
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In der Figur sind die beiden gleichartiz schneidenden Kreise dargestellt, welche den Kreis m in
Cound c }

ge=
C, und ¢,

zogenen Radien des Kreises EE z Tangenten an den, um den Mittelpunkt m beschriebenen Bestimmungskreis (i
1

den Punkten C und e, C, und €, schneiden. Daher bilden die, nach den Schuittpunkten

Ist 1. Winkel @ > f, mithin &:;oﬂm'l{-l,
co

50 muss ¢in Kreis, der durch die Punkte N und N, geht

und den Kreis m gmu schliessend beriihrt, die Grade

aus ;

L unter einem Winkel o = are.cos { ig sthneiden;

Tst 2. Winkel @ << B, mithin % oger 2 = 1,
cosfl

50 muss ein Kreis, der durch die Punkte N und N, goht
und die Grade L berfihrt, den Kreis m unter dem Win-

kel = arc.cos {% oder — %) sehneiden; wird da-

gegen durch die Punkte N und N, ein Kreis gelegt, der

den Kreis m beriihrt, so ist ein Zusammentreffen des-
selben mit der Graden L immiglich.

wird dagegen durch die Punkte N und N, ein Kreis
gelegt, der die Grade L berithrt, so ist ¢in Zusammen-
treffen desselben mit dem Kreise m unmbglich.
Hieraus folgt, dass, wenn die Grade L den Kreis m nieht schneidet, und wenn im g ﬁ“f'm g Falle
Zweiten
N ?nuf der von m
1

innerhalb

der Punkt N ) innerhally des Ereises m egeben ist, der Punkt
{ auf der von m abgewendeten Seite der Graden L) 5 5. 7 2

abgewendeten Seite der Graden L
des Kreises m

des schiefsten Schnittes (12). Schneidet dieser die Grade L unter dem Winkel @, und den Kreis m unter
dem Winkel §,, so sind diese Winkel die kleinsten, fiir welche dic Aufeabe, so lange der Exponent 4 un-
verfindert bleibt, eine Lisung zulfisst.

E liegen muss. Alsdann giebt es durch die Punkte N und N, einen Kreis

40. 'Wir behandeln zum Schinss noch folgende Aufgabe, zu deren Lisung eine gewisse
Eigenschaft des Kreises die Hand bietet.

Aus einer gegebenen Graden L einen Kreis zu konstruiren, der einen
gegebenen Kreis M und eine zweite Grade L° beztiglich unter den Winkeln «
und g schneidet.

Es sei Punkt S der Schnittpunkt der gegebenen Graden, K der Mittelpunkt des gesuchten
Kreises, welcher dem Kreise M in einem Punkte B, der Graden L' in einem Punkte C begegne,
Durch diesen Punkt C giebt es einen Kreis O, der mit dem Kreise M die Grade L zur Chordale’
hat. Zieht man daher die Radien KB und KC und verlingert sie bis zn ihrem nochmaligen
Schnittpunkte B’ und €' mit den Kreisen M und O, so ist die Sehne BB = CC’, ‘weil die Tangen-
ten aus K an beide Kreise gleich sind.. Folglich ist die Grade CC’ ihrer Liinge nach bekamnt, da
sic gleich ist der Bestimmungssehne des Kreises M fitr den Schnittwinkel @, Da ferner der Winkel,
den die Grade. KCC' mit der Graden L bildet, ‘das Komplement des Schnittwinkels § vorstellt, so
ist die Projektion S8’ der Strecke CC' auf die Grade L., mittelst einer Parallelen zur Graden L)
durch den Punkt C', vollstéindig bekannt, also auch ein Kreis M' nm die Strecke 88 als Durch-
messer, Wir bezeichnen die Tangenten ans dem Punkte K an die Kreise M u. M’ durch T u. T,
Nun verhiilt sich

KC : KC' = KS : K5, folglich ;
KC?: KC.KC = KS2: ES . K8, folglich
KC:EKS=T:PL"
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Mithin kommt es darauf an, in der Graden L einen Punkt K zu finden, ans welchem die
Tangenten an zwei gegebene Kreise M und M ein gegebenes Verhitltniss (KC:KS) haben. Die
Liisung dieser Aufgabe ergiebt sich aus nachstehendem Lehrsatz:

Haben drei Kreise eine gemeinschaftliche Chordale, und legt man aus
einem Peripheriepunkte irgend eines derselben an die beiden andern Tangenten
(13) an, so verhalten sich deren Quadrate beziglich wie die Centrallinien
zwischen dem herausgehobenen und den beiden fibrigen Kreisen.

Die Kreise M,, M, M; mit den Radien R;, Rqe, R5 haben die gemeinschaftliche Chor-
dale OX. Aus einem Punkte T3 in der Peripherie des Kreises M5 sind an die Kreise M, und Ma
Tangenten angelegt, welche in den Punkten Ty und To berithren: Dann verhilt sich T5T,%:T3Ts?
= 3[3_“-:[1 :1‘1[3}[2. .

Wir verbinden den Punkt T mit den Mittelpunkten der gegebenmen Kreise und fillen
aus ihm auf die gemeinschaftliche Centrale der letzteren ein Loth Tats. Dann ist in dem
Dreieck M; M;T 5

T:M;2 = R;2 + MyMs2 — 2M, M, . t;M;.
Subtrahirt man auf beiden Seiten R, 2 und beachtet, dass R32 — R 2 = OM3;2 — OM,? =
M, Mg (0Msz — OM;) ist, so erhiilt man
ToT;2 = MMz (OM; — OM,) - M, M2 — 2M,M;.t5M;5
— 9M;Ms.OMs — 2M;Ms.tsM;
— 2M;M; t;0; desgleichen
T3Tg?2 — 2MaM;.t;0, woraus der Satz folgt.

Folgerung. Der Ort aller Punkte, aus welchen die an zwei gegebene Kreise angeleg-
ten Tangenten das gegebene Verhiiltniss t4:t5 haben, ist ein Kreis, der mit den gegebenen eine
gemeinschaftliche Chordale und sein Centrum in der Mitte zwischen denjenigen beiden Achnlich-
keitspunkten hat, welche sich anf die, um die gegebenen Mittelpunkte mit den Radien ts und tg
beschriebenen Kreise beziehen.
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